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PREDMLUVA

Teoretickd mechanika vychéazi ze zobecnénych zkuSenosti ¢loveéka, z toho, jak vnimame
svét kolem sebe v naSich méfitkdch - v tzv. makrosvété. Snazime-li se zakony teoretické
mechaniky aplikovat na télesa malych rozméri (atomy, Castice) - tzv. mikrosvet, nebudou jiz
piedpovédi ve shodé€ s experimentem. V mikrosvéte plati jiné zékony. Naptiklad samotny akt
méfeni muize ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li urCit polohu fotbalového mice,
zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci zpracujeme. Chceme-li urc¢it polohu
elektronu, odrazeny foton, z kterého na polohu usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny
impuls a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosvete souvisi
s komutativnosti. V makrosvété jsme si zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme jsou
komutativni — nezalezi na potadi. Je jedno, zda nejprve provedeme méteni 4 a poté méieni B
nebo naopak. Zkratka AB = BA. V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovliviiuje stav
objektli a zalezi na tom, které méteni provedeme jako prvni. To je také hlavnim diivodem
selhani teoretické mechaniky pii popisu mikrosvéta. Teoreticka mechanika je zalozena na
komutujicich matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou jsou Poissonovy
zéavorky, a to navic jeSté pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvété, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly
objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie - jedné ze dvou
rovnice a vztahy zistavaji shodné s teoretickou mechanikou, plati v§ak pro zcela jiné objekty.
Napftiklad Lieova algebra Poissonovych zavorek je aplikovana na jisté operatory predstavujici
dynamické proménné. Piredpoveédi dnesni kvantové teorie se shoduji s experimentem na
mnoho platnych cifer.

Uved'me nyni zékladni rozdily svéta malych rozméra - mikrosvéta - oproti situacim, na

které jsme zvykli z naseho okoli - makrosveta:

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (napiiklad energie, moment
hybnosti ...) - v dané situaci miiZzeme namé&fit jen urcité hodnoty u sledované veliciny
a zadné jiné. V makrosvété jsou méfené hodnoty spojité.

2) dualismus vin a Castic - objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny 1 jako
Castice.

3) nekomutativnost aktu méieni - pii méteni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) miZze vysledek zéalezet na pofadi provedeni méteni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po méfeni se systém obecné nachazi
v jiném stavu nez pied méfenim.

4) relace neurcitosti - zvySeni piesnosti méfeni jedné dynamické proménné
v n€kterych piipadech snizi pfesnost mefeni jiné dynamické proménné. Tato méfeni
se navzajem ovliviiuji a jsou nekomutativni.

5) nedeterminismus kvantové teorie - dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rizn&. Pii provedeni mnoha pokusl zjistime, Ze
vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy schopni piedpovédét jen
s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev, nikoli ktery jev
konkrétné nastane.

Fyzika se tak dostala pied ulohu vytvofit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvété piechazela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukci
kvantové teorie se budeme zabyvat v této Casti sylabu. Aktudlni verzi sylabu naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci studium.

Petr Kulhanek


www.aldebaran.cz

Kvantova teorie Vznik a vyvoj

2. KVANTOVA TEORIE
2.1. VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE

Shriime nyni zékladni experimentalni fakta, kterd vedla ke zrodu kvantové teorie:

Z& eni absolutn erného't lesa: dildw

V absolutné cerném telese (Ize za né
povazovat napiiklad kazdou hvézdu) je
v rovnovaze latka a zafeni pii ngjaké
konkrétni teplot¢ 7. Sledujeme-li
vyzatovani absolutné cerného télesa,
zjistime, Ze na ruznych frekvencich
vyzatfuje s ruznou intenzitou. Experi- , , , ]
mentalné pozorovany pribéh energie IR uv )
vyzéatrené na jednotkovou frekvenci je na obrazku. Teoretické vypocty kiivky zareni absolutné
cern¢ho télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odliSnym zavislostem. Bud’
divergovaly v infracervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra. Spravnou formuli
uhodl az Max Planck v srpnu 1900 tim, Ze zkouSel porovnavat rizné funkce s naméfenymi
Gdaji. Jeho vysledek znél: dl/dw ~ w3 exp[- const w /T ]. Za dalsi dva mésice odvodil Planck
tuto zavislost i teoreticky za pfedpokladu, Ze energie svétla o urcité frekvenci w se neméni
spojite, ale je celistvym nasobkem zakladniho energetického kvanta

E = hw; h =105x10"]s . (2.1)

Veli¢ina % se nazyva redukovana Planckova konstanta. Planck ptivodné pouzil ptredpoklad
o kvantovani energie pro zjednoduSeni matematickych vypocti. Pozdéji se ukazalo, ze
energie elektromagnetického zafeni urcité frekvence je skutetné kvantovéana, tj. jeji
pozorované hodnoty nejsou spojité, ale méni se skokem o zakladni energetické kvantum 7.

Fotoelektricky jev (fotoefekt):

zéareni elektron  Pii dopadu svétla (elektromagnetického zéateni) na povrch kovu
muze byt z kovu vytrZzen elektron, ktery opusti povrch kovu.
K uvoliovéni elektront z kovu dochazi pti frekvencich svétla
vysSich nez prahovad frekvence wg, ktera je pro dany kov
charakteristickd. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci niz8i nez
prahovou, emise elektronll nenastane, byt bychom pouzili svétlo
se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu s pifedstavou o svétle jako
elektromagnetickém vinéni. K fotoefektu by mélo dochazet pti kazdé frekvenci a dostatecnou
energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim intenzity dopadajiciho svétla.

kov

Reseni podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vinéni se chova pii fotoefektu jako
castice. Tyto castice nazval fotony. Energie jednoho fotonu zéafeni o frekvenci w je prave
energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni fotoelektrického jevu je nyni velice
jednoduché. Na povrchu kovu dochazi ke srazce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil
elektron, musi mit vy$si energii nez je vazbova energie elektronu v kovu: 7aw=E;. Prahova

frekvence zfejmé je ) = E; /. Celkova energeticka bilance

2

1
how = Ei + Emev

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotifebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu.
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Elektromagnetické vinéni tedy miZzeme povazovat za soubor fotonl.. Proto i pii zéfeni
absolutn¢ Cerného télesa se meni energie zafeni o dané frekvenci skokem - tento skok
ptredstavuje pfirtistek nebo ubytek jednoho fotonu.

Ohyb elektron :

Fotoelektricky jev ukazal, ze vinéni se mize chovat v ur€itych pocet
situacich jako Castice. Naopak, n¢kdy se ¢astice chovaji jako em
viny. Napftiklad svazek elektronli prochdzejici $térbinou po
dopadu na stinitko vytvoii typicky ohybovy obrazec.
NemiZzeme pfedem fici, kam ktery elektron dopadne, ale pfi  elektrony
velkém mnozstvi elektroni mizeme urcit pravdépodobnosti ——»
dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly ohybovy

obrazec je tedy typickym statistickym jevem.

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektronli vyuzivany napftiklad

v elektronovych mikroskopech. Elektrony maji vyrazné kratsi Stérbina
vlnovou délku nez viditelné svétlo a proto je rozliSovaci

schopnost elektronového mikroskopu podstatné vyssi nez optického.

stinitko

Poznamka: Castice popisujeme &tvefici velicin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisi se
symetriemi pfi posunuti v €ase a v prostoru (teorém Noetherové). VInéni popisujeme Ctvefici veli€in
(w, K). Uhlova frekvence w je definovana jako zména faze vinéni s ¢asem w = 0 /0t a vinovy vektor

k je zména faze vinéni s prostorovymi soufadnicemi K = 0 /0X. Pii periodickém dgji s konstantni

periodou T v &ase a A v prostoru (vinova délka) Ize psat w =27 /T, k=2m/A .Louis de Broglie
vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji jako viny i jako €astice (dualismus vin a &astic).

Prevodni vztah ma tvar:
E=-hw, p = hk . (2.2)

Casto nas zajima vinova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni &astici, napfiklad elektronu
v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu (2.2) méme mv = 277h/A a tedy

)= 2 (2.3)

mv
Existence atomu:

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zaporné

- nabité elektrony kolem kladné nabitého jadra tak, jako ve
Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstfediva
sila je vyrovnana pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale
podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie elektromagnetického
pole plyne, ze kazdd nabita Castice, ktera se pohybuje se
zrychlenim, vyzatuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak
energii. Pfi kruhovém pohybu elektronu kolem jadra se méni
smér rychlosti, zrychleni dv/dt je nenulové (mifi do centra
atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii zafenim. Pohybuje se po spirale az
dopadne na jadro atomu. Tento proces trva napiiklad pro vodik 10-1! s. Podle klasické teorie
by tedy za velice kratkou dobu nemély zadné atomy existovat!! Na tento paradox upozornil
poprvé dansky fyzik Niels Bohr.
Niels Bohr vytvofil tzv. Bohriiv model atomu na zéklad¢ tti umélych postulath, které ptidal ke
klasické teorii:
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1) elektrony se pohybuji jen po tzv. staciondrnich drahdch - tj. po takovych drahéach, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vlnova délka ze vztahu (2.3) "namoténa" na ob&znou
dréhu tj. obvod drahy je n-nasobkem vinové délky.

2]Trn =nA ; :ﬂ
mv,

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rychlost na
n-t¢ draze, E, odpovidajici energie) podle poctu vinovych délek elektronu na jeho ob&zné
draze.

2) na stacionarni draze elektron nezafi.

3) pii preskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzéfeni fotonu
o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohriv model atomu neni feSenim vySe uvedeného paradoxu, jde spise
o postulovani nebo konstatovani experimentalné znamych skute¢nosti. Navic je tento model
aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He"). Tento
model ale poprvé spravné urcil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum
atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neur itosti:

Pii méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou neptfesnosti méteni Ax, Ap spliovat
relaci (pies k se nescitd)

Dx, Dp, 2 z ; k=123 . (2.4)
Cim presnéji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.4) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méteni viibec. Jde o principidlni hranici danou ptirodou, za kterou nelze nahlédnout.
Napriklad obycejny ohyb svétla na Stérbiné 1ze chapat jako dusledek relaci neurcitosti pro
fotony. Prichod fotonli Stérbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich polohy y
s presnosti Ay (velikost $térbiny). Fotony, které prosly Stérbinou urcit€¢ mély v okamziku
prachodu soufadnici y rovnou soufadnici y $térbiny. Zmensime-li Sitku $térbiny Ay, zvysime
pfesnost méfeni y; podle relaci (2.4) se ale zvySi neptesnost Ap) urceni odpovidajici
komponenty hybnosti. Vysledkem je zndmy ohybovy jev - fotony za Stérbinou vyletuji
s danou pravdépodobnosti do riznych smérii se stiedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap,,
danou Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.

- d
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Vycet experimentalnich faktl, které jsme uvedli vySe neni zdaleka Uplny. VSechny ale
ptisp€ly ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atomll a elementdrnich
castic. Podejme nyni struény piehled jejiho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku - kazdé dynamické proménné ptitadil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni ¢isla byly métitelné hodnoty piislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zakladé které bylo mozné urdit
napiiklad energetickd spektra riznych atomt (nejen vodiku).

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Re$enim
rovnice
-2

—A+ VY = EY (2.5)
2m

pro vinovou funkci 9 bylo opét mozné urcit hodnoty energie £ pro objekt v potencialnim poli
V(x, y, z). Obé konstrukce - Heisenbergova i Schrodingerova - poskytovaly shodné vysledky.
Spise nez o ucelenou teorii §lo v té¢ dobé o navod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech provedl P. A. M. Dirac.
Ukazalo se, ze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se 1i§i jen jinou volbou
ptislusného Hilbertova prostoru.

AZ doposud byla budovana nerelativistickd kvantova teorie. Zobecnéni na relativisticky
piipad provedli Klein a Gordon pro spin ¢astice s = 0 a Dirac pro spin ¢astice s = 1/2 (Klein-
Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla objasnéna
podstata spinu, Dirac pfedpoveédél existenci pozitronu, ale pfedev§im byl postaven zéklad pro
vybudovani kvantové elektrodynamiky (Dirac - 1949). Odsud byl jiz jen kracek ke vzniku
kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které dochazi i ke kvantovani
samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové teorie pole
lze ptehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagramu.

Na zaklad¢ riznych symetrii v piirod¢ se od 60. let boutlivé vyviji kalibracni teorie,
napiiklad Weinberg-Salamova teorie elektroslabé interakce, ktera sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantova chromodynamika -
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einstein-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii SUSY
pokousejicich se o jednotny popis vSech Ctyf interakci. Lidstvo stdle vice pozndva sveét
elementarnich ¢astic a jeho zakonitosti.

Nasledujici kapitolu budeme vénovat matematice, kterou je tfeba znat pro pochopeni
kvantové teorie. Vlastni stavbou kvantové teorie se budeme zabyvat az v kapitole 2.3
a nésledujicich.
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2.2. (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

Veskeré uvahy jsou z diivodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni Cisla operatort
jsou navzajem ruzna a tvoii spocetnou mnozinu. Obecnéjsi ptipady vicendsobnych vlastnich
¢isel a spojitého spektra jsou kratce diskutovany v zavéru kapitoly.

2.2.1. Unitarni prostory (prostory se skalarnim souc¢inem)

V kapitole 1.4.1. jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéj$i objekty nez jsou uspotfaddané
trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. Pozorné si znovu tuto pasaz prectéte! Nyni
analogicky roz$ifime pojem skalarniho soucinu pro rizné linedrni vektorové prostory.
Budeme disledné pouZzivat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky linearnich vektorovych
prostord znaceny symboly |f >,|x>,]a> a skalarni souciny <f|g>,<x|y>,<alb>,
atd.

R3  prostor realnych trojic

f>=U0n0n) 0 19> = (81,82.83)
<flg> = fig, + fLgr + 383 = fr& skalarni soucin
Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

proR*
Il = J<ft> = 2e2esd (2.6)

Pro redlné trojice znazornéné jako UseCky opatiené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati <f|g> = ||f || g||[dosa, kde a je tihel sevieny obéma vektory. Z tohoto

vztahu plyne okamZité Schwartzovo lemma:

<flg> < [[fgll . 2.7)

Vysledkem operace skalarniho sou¢inu je &islo, v pfipadé linearniho vektorového prostoru R3
realné Cislo, v obecném piipade bude vyhodné uvazovat i o ¢isle komplexnim. Norma vektoru
(velikost) musi ale vzdy byt nezaporné realné ¢islo.

RN prostor redlnych N-tic

|f>:(fl""’fN) 5 |g>:(g1""agN) 5 flangR’
N

<flg>= fig1 + -+ fngn = 2Z/k&k = fx&k
k=1

V platnosti zlistavaji definice normy i1 Schwartzovo lemma.

CN  prostor komplexnich N-tic

|f>:(flv"'9fN) ’ |g>:(g19"'9gN) ; flangC’
* * N & *
<flg>= figi1++fyven = 2k = fk&k
k=1

Skalarni soucin definujeme v jednom z argumenti komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni ¢islo z =a + i b je velikost (norma) ¢isla dana vztahem

|z |=Vz"z=V(a-ib)a+ib)= Va2 +b>
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Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zlstalo v platnosti, Ze norma vektoru je odmocnina
skaldrniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho soucinu komplexni
sdruzeni v jednom zargumentl. Pfi vySe uvedené definici skalarniho soucinu  bude
vysledkem sice komplexni ¢islo, ale norma vektoru zistane realnd nezaporna:

WFI=VTTTTY = Vst +hfv =VIAP+ -+ 20

Opét plati Schwartzovo lemma.

12 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — )

|f>={f1= SRR fn: } ={fl}?.;l ’|g>:{gl}?ozl ; fl 5 gl DC ’
<flg>=fig + - + frg, *+ =D figk =fig -
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in méa smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru /2
muzeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || f || < o, tj. pozadujeme

Y fife <o pro O [f>00
k=1
Potom je
<flg> =1 frgel < IflOgl <o pro O [f>[g>0/7 ,

k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati 1 v ptipadé nekone¢nych posloupnosti.

L2 (= o, ) prostor komplexnich funkci redlné proménné

Pfi dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k pfedstavit spojity. Misto k& budeme psat
X : fy. Vyraz f, neni ale nic jiného nez komplexni funkce redlné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x) , tj.

f>=7 =/, [9>=g, =g, ; xUR, f,g0C,

+ o0

<flg>= | f(0gx)dx

Analogicky jako v I 2 je tieba do prostoru L2 zahrnout jen prvky s ||f || <o |, tj.

+ o0

[Ff@f@dr <o pro O fx0OL

— 00

Potom je

+ o0

<flg> = | [ /T @edx| < f||0lg]| <o pro O [f>|g>0L°

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. L2 se n&kdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadrdatem. Lze ho definovat 1 pro jiny defini¢ni obor nez
(= 00, ), potom piseme L2 (M), kde M je defini¢ni obor funkei f(x) O L2 (M).

Nyni mtizeme pfistoupit k obecné definici prostorti se skalarnim souc¢inem.
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UNITARNI PROSTOR (prostor se skaldrnim soudinem) - unitarnim prostorem nazveme
linearni vektorovy prostor V (s operaci +:V xV -~V aoperaci I: C x V - V), na
kterém je definovana dalsi operace
< | > VxV 5 C
(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) <f|g+h> =<f|g>+<f|h>,
2) <flag>=a<f|g>,

3) <g|f>=<f|g>* (:><a'f|g>=a'*<f|g>),
4) <f|f>=20; <f|f>=0 - [f>=0
Poznamky:

1) Pfidanim operace [,] z linearniho vektorového prostoru ziskame Lieovu algebru, pfidanim
operace < | > ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivhost + vytknuti komplexné sdruzené konstanty).

3) Symbolika zapisu pochazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také braketovd symbolika nebo
brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> Loracket”
<| Lora® (Ize matematicky definovat, dual, nazna¢ena operace skalarniho soucinu)
| > Jket” (vektor z V)

4)  Pro komplexni N-tice Ize interpretovat | f > jako sloupcovou matici, <f | jako transponovanou
komplexné sdruzenou matici:

S
|f>: ; <'|:|:(f'1 fN)
Iy
Potom je skalarni soucin
81
<tig> =~ A | = A
EN

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro nase ucely
tfeba jednotlivé ¢asti skalarniho sou¢inu <f |g > néjak interpretovat.

+o00

2 . — * . v . L -
5) Pro L® Ize chapat <f| = jf (x) -+ dx jako naznagenou operaci skalarniho souéinu. Je
—00
jen tfeba doplnit patfi€nou funkci, na kterou operace pusobi. Podobna situace je u derivovani,
napiSeme-li jen d/dx.

Paprsek - necht V je unitarni prostor, |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na
|f > nazveme mnozinu prvkl {|g>; |g>=a|f>; a O C\{0}, |f>|g>0V}.

|T>

Hilbertity prostor - uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).

Separabilni Hilbertitv prostor - Hilbertiv prostor se spo¢etnou bazi.

11
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2.2.2. Operatory
Operatorem rozumime zobrazeni
A: VoV

které prvku |f > prostoru V pfifazuje prvek |g > tohoto prostoru:

b

Alf>=|g>

V platnosti zstdva bézné ndzvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Piiklad 1: R 3 Operatorem na R 3 miZe byt libovolna matice 3x3, naptiklad

I 00 1
A=|0oo0 1|; |[f>=[2] =

0 1 1 1

1 0 0) (1 1
Af>=10 0 1|02|=|1|=|g>, obecné

01 1)1\{1 3
A 1 0 0)(A A
Alf>=|0 0 1|0fH|=| £

0 1 1){f3 f2t /3

Priklad 2: L 2 (= o0, 09)
ISEi; |f >=xe™ =
dx

A

D|f >=%(xe_x)=(1—x)e_x =|g>

Jednotkovy operdtor: 1| > = |f >. Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice
s jednotkami na diagonale (jednotkova matice) - ovéite!

Kvadrdt operdtoru: Druhou mocninu operdtoru muzeme definovat, je-li obor funkénich
hodnot operatoru podmnozinou jeho definicniho oboru, potom
A’|f> = A(A|f>)

Pfiklad 3: Operator derivace

A _ d . _ _xz

D = ol [f>=¢ =

N2 = d d -2 _ d _ -2\ _ _ 2\ —x?
D°|f> = dx(dxe j_dx( 2xe j—(2+4x )e

Mocnina operdtoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru
A'[f> = A(A”‘l |f >) .

Funkce operdtoru: Necht f(x) je analyticka funkce s Taylorovym rozvojem

fx) = et

k=0

12
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Potom mizeme definovat funkci operatoru
f(A) = e AF . (2.8)
k=0

Ptipomenime si zde rozvoje nékterych diilezitych funkeci:

1
o=l x+rt xS vt e

1-x
2 x3 X4
Tel4dx+ S+ T+
o T34
o 3+x5 0
X=x——F+ ———+—
> 35 7 9l :
_ 2 4 6 .8
PR S S S S
cos 274 68l ’
h _ 3+x5 x7+x9
e TR T TR ’
2 4 6 8

X X X X
e AT}

Pfiklad 4: Na prostoru C 2 je zadan maticovy operator A 2( -
i

Azzq-iq-i:1o:a’
i 0 1 0 0 1

AP=AMAZ=A0=A |,

A4 AMA>=AMA=A2=1 ,

j . Urcete exp( A ).

A

A2”‘1:A A =1 . n=12,..

Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:
. A2 A’ A*

xp(A) =1+ A+ S+ T T

_ 1 1 1 P 1 1 1 .
_£1+2!+4!+6!+---j1+(1+3!+5!+7!+--JA_
- ~ chl -ishl
=ch(1)1 + sh(l) A=| .
1shl chl

Takto ziskaji smysl naptiklad i vyrazy typu sin(d/dx ) a podobng. Pozdé&ji se nauc¢ime funkci
operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru. Jde o efektivnéjsi zpiisob nez je

Taylortiv rozvoj.

Inversni operdtor: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator A

ARA'=ATA=1

13
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K danému operatoru A muze byt nalezeni inversniho operatoru znac¢né obtizné, nckdy
inversni operator neexistuje viibec.

Sdruzeny operdtor: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator A" | Ze
<f|Ag> = <A'f|g>

Piisobeni operatoru A v pravé strané skalarniho soucinu dopadne stejné jako puisobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soucinu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.

Priklad 5:

Skutecné

N IR I R4 I L
-2i -1) /> =21 f1-1f5

~ * * g+21g * Lk Lk

<f|A9>:(f1 fz)Eﬁ lig Zj:flgl-"zlflgz"'lfzgz )
2
A * O g * L% L
<A+f|9>:(f1 21/ "'lfz)[Eglj:fl g t2ifigtifrg
2

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, puvodni matici staci komplexné

sdruzit a transponovat (pieklopit kolem diagonaly), ti. A" = (A*)T .

Uved'me nyni velmi uzitecné vztahy pro vypocet inversniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatort:

(AB)'=B'A7! | (2.9)
(AB)* =B*A* . (2.10)
Jejich dilkaz je trivialni ptimo z definice inversniho a sdruzeného operatoru:
(A é) ' [AB=1 / B~ zprava
(A é)_l A=B" / A7 zprava

(AB)'=BA™

Analogicky postupujeme pro sdruzeny operator:
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<(AB)*f|g>=<f|ABg>=<A*f|Bg>=<B*A*f|g>

Komutativita operdtorii: Pro operatory je obecné AB # BA. Rikdme, Ze operatory
nekomutuji. Miru nekomutativnosti mtizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru
[A.B] = AB - BA . (2.11)

J e -1i komutator operétorﬁ A, B nulovy, operétory komutuji je-1i rizny od nuly nekomutuji

vvvvvv

(dokazte!)
) [AB]=-[BA] .
2) [A+B,C] =[A,C]+[B,C] ,
3) [aAB] = aJAB] ,
4) [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[AB]] =0

To jsou ale praveé definicni vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23). Komutatory tvofi
Lieovu algebru na prostoru operatort.

Pfiklad 6: M&jme na L2 dva operatory: D =d/dx a X=x , naptiklad na prvek |x > pusobi
takto
6|x5>=ix5=5x4 , )A(|xs>:ch5=x6
dx

Urceme jejich komutator
[D.X]|f>=(DX-XD)|f>= (—x x—)f(x) (f(x)) x%f(x)z

—f(X)+Xf(X)—Xf(X)—f(X)—If > =
[D.X]|f>=|f>= proO |f>0L° =
[D.X] = 1
Podobné miizeme urcovat 1 dal§i komutacni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linedrni
odezvou: A(al|f >+ glg>)=aA|f>+ [A|g>. Vsechny dosud uvedené operatory byly
linearni.

V kvantové teorii se setkdime predevSim se dvéma druhy linearnich operatort - operatory
unitarnimi a operatory Hermitovymi. Uved’'me nyni definice téchto operatort.

UNITARNI OPERATORY
Definice: unitarni operator zachovava skalarni soucin, tj.

f>-U|f>, |[g>-Ulg> = <flg>=<Uf|Ug> . (2.12)
Skalarni soucin se pted a po ptiisobeni unitarniho operatoru nezmeni.
Véta: Pro unitdrni operatory je sdruzeny a inversni operator totozny, tj.

u*t=u"" . (2.12")
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Dukaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze
<Uf|Ug>=<U"Uf|g>
Pro zachovani skalarniho soucinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
uru=1 ,

S , . I Cox 1t —11-
to ale podle definice inversniho operatoru pravé znamena, ze U* =U ™!

Pfiklad 7: operator U=e' na prostoru L 2 je unitarni
[f>=f() . Uf>=c"f(x),
lg>=g(x) . Ug>=e"g(x),
<0ﬂ0g>:j@”flnfexguyh:jeﬁffﬁmexguyk:
=[f (gx)axr=<F|g>

HERMITOVY OPERATORY
Definice: Hermitiv operator pisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

<Af|g>=<f|Ag> . (2.13)

Véta: Pro Hermitlv operator je sdruzeny operator shodny s operatorem pivodnim, je
samosdruzeny:

A*=A . (2.13")

Dukaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatrné lisi
pozadavky na definicni obor, pro nase ucely nebudeme samosdruzené a Hermitovy operatory
rozliSovat. Vzhledem k tomu, ze Hermitliv operator plsobi v obou &astech skalarniho soucinu stejné,
Casto se pise

<Af|g>=<f|Ag>=<f|Ajg>

Centralni pozice A naznaduje, Ze podle vlastniho uvazeni miZeme operatorem zapUsobit vievo &i
vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

) . . ,
Pfiklad 8: operator B = 1, prostoru L 2 (= o, ) je hermitovsky
X

d f ( ) p.partes

<Br19>= [ (i 1] gar=-i [ 2 D"

— 00 —00

=il @] %+ [ 110 B = Jf*<x>[id§fj‘)jdx:<f|ég>

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot' funkce z L2 (-, ®) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— o0, ) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 proO f,gOL>

X -+ X —» oo
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Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pii provedeni integrace per partes by

se zaménilo znaménko a <Df |g>=-<f|Dg>.

2.2.3. Projekéni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachéazet projekce vektori do piedem zadaného
paprsku. Jde o ulohu, kterd ma prvotady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
ruznych typu fad (napiiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci zadané
funkce do vektorii né¢jaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popiSe. Vybereme tento
,reprezentativni  vektor jednotkovy, tj. tak, aby <ala>=1, ty.|/a||=1. Snadno
piedstaviteln4 je situace v R2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor|a >, ktery representuje
paprsek a vektory |f >,|g >,| h >, které do tohoto paprsku budeme promitat.

w |f>

A
Plh> la>
<= — > A >—2>>
Plg> i i P|f> paprsek
[h >N\

Projekce libovolného vektoru |f> ma velikost ||f|[[dosa a smér |a>/||a].
Znaménko funkce cos ve velikosti projekce urcuje, zda promitany vektor miii ve sméru |a >
nebo ve sméru opaéném. Proj ekci 1ze napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:
<alf> _ <alf> la>= <a|f>|a>
allatl Iall ~llalmall <ala>
PovSimnéte si, Ze pi1 Upravach vyrazli v Diracové symbolice miZeme libovolné

stehovat ¢isla (normy vektort a skaldrni souciny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery urcuje velikost projekce a vektoru |a>. ZapiSeme-li formalné koeficient az za vektor,

P|f>—]|f]|E}0sa ||f||9|

ziskame operatorovy tvar:

5 _ <al|f>_Jla><alf>
P|f>=la> =
<ala> <ala>
Oznacme
a a><a
P = la><a| : (2.14)
<ala>

Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. Sam o sobé vyznam nema, jde
o naznacenou operaci skalarniho soucinu, kterd musi byt vykonana. Teprve zapiisobenim P
na n&jaky vektor |f > dostaneme smysluplny vyraz — projekci vektoru danou koeficientem
<a|f>/<ala> a smérem vektoru |a>. Situace je podobna operatoru d/dx, také jde jen
o naznacenou derivaci, ktera musi byt vykondna na konkrétni funkci. Bude-li vektor |a >, do
kterého promitame jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:
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P =|a><a| ,
(2.15)
>

I5|f = |a><alf>
Koeficient projekce je <a|f > asmérje |a>.

Priklad 9:
Naleznéte projekcei vektoru |f > do vektorti |a> a |b >. Vektory jsou dany takto:

|f>:@; |a>=@; |b>:(:3

Nejprve nalezneme projekcni operatory:

_Ja><a| _ @m ) G D _ (1/2 1/2} |

>
|

)

IR I A _
P = |<bb>|<bb>| ] (11j+1)1[€11j _ ( 12 J ) (—ﬁ 1@

Nyni snadno nalezneme hledané projekce:

. (12 2 (1) (2
wie= (e nlb)= (3 %
. (2 -y (1) (-1 K
= )= () A

Vyuzijme nyni tohoto piikladu a vyzkouSejte
si, ze plati jednoduché a uziteCné relace.

3 |!f>

Vypocty jsou natolik snadné, Ze zde uvedu jen o> a>
vysledky: 0 1 2
1. ﬁ; = Aa ; Alj— = Ab
52 _p . 52 _ B
2. P, =P, ; ;= P,
3. P, +P, =1

Prvni relace znamend, Ze projekcni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po pieklopeni kolem hlavni diagonaly a nasledném komplexnim
sdruZzeni nezméni. Druhd relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedena po sobé (kvadrat operatoru) je shodnd s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za definici
projekéniho operatoru:

Definice: Projekénim operatorem nazveme takovy linearni operdtor, ktery je hermitovsky
a plati P2 =P.

Poznamka: Snadno Ize ukazat, Ze obé vlastnosti jsou splnény pro definici 2.14, napfiklad pro druhou
vlastnost:
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p2 - la><a| Ja><a| _ |a><ala><al| _ |a><a]| _ p
<ala> <ala> <ala><ala> <ala>
V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze skalarnich soucinu
ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni Cisla, ktera Ize vytknout pfed vyrazy a kratit.
Vyznam tieti relace je také snadno pochopitelny: Vektory |a> a |b >jsou navzajem kolmé

avroviné tvofi ortonormdlni bazi (bazi slozenou zkolmych a jednotkovych vektori).
Projekce do téchto vektori nejsou ni¢im jinym nez rozkladem plvodniho vektoru do této
baze. Zkuste si ob& projekce secist. Dostanete plivodni vektor. Pravé matematickym
vyjadienim faktu, ze soucet vSech projekci da piivodni vektor je treti relace:

f’a+f>b='i = I3a|f>+f’b|f>:|f>

Nekdy se této relaci fika relace uplnosti. Pokud je dand baze Uplnd (nechybi v ni Zadny
vektor), potom je soucet vSech projekcnich operatorti roven jednotkovému operatoru. To
znamena, ze soucet vsech projekei libovolného vektoru dé piivodni vektor.

2.2.4. Rozvoj prvku do baze

M¢jme v unitdrnim prostoru spo€etnou bazi (maximalni mnozinu linearné nezavislych
vektorll) {|e;, >}. Vhodnou linedrni kombinaci jednotlivych prvki mizeme vzdy zajistit, aby
prvky baze byly navzijem kolmé a méli jednotkovou velikost. Takové prvky budeme
oznacovat jen potadovym Ccislem: |k >. Béaze slozena z vektord |k > ma dvé zakladni

vlastnosti:

<k|l> = Jkl , (216)
Slk><k| =1 . (2.17)
k

Vlastnost (2.16) je vyjadienim ortonormality. Skaldrni soucin dvou riznych vektorl je nulovy
(Jsou navzajem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jednotkovou
velikost). Vlastnost (2.17) je relaci Uplnosti baze. Soucet vSech projekénich operatori da
jednotkovy operator, tj. souCet vSech projekci libovolného vektoru da ptivodni vektor.
V relaci uplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumacéni konvenci.
V ptipad€ neseparabilnich prostorl s nespocetnou bazi maji obé relace tvar:

<x[y>=0d(kx-y) , (2.16")

[lx><x|dx = 1 . 2.17")

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 0 distribuce
a v relaci uplnosti je misto sumace projekénich operatort integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimofadné jednoduchy. Staci pred
prvek vsunout relaci tiplnosti v podobé¢ jednotkového operatoru:

£>=1f>= Sk><k|[f>=Yclk> , ¢ =<k[f> . (218)
k k

Koeficienty rozvoje jsou dany skaldrnim soucinem rozvijené¢ho vektoru s prvkem béze.

Priklad 10: Fourierova fada

Uvazujme prostor L*(0,2) periodickych funkci integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f(0) = f(2m) tvofi v tomto prostoru uplnou bazi soustava funkci (viz elementarni
ucebnice z matematiky nebo latka z prvnich semestrii):
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| fi>=e™ | k=0,%1,%2, ..
Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:
27 27
Sikx i (- 0 prol#k
< >= [eFel™ gy = [P gy = = 21
JelJi Jo. !). 2m prol=k K

Nulovost skalarniho sou¢inu pro /# k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 27>. Vydélime-li prvky béze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

1 ik
lk>=——¢' k=0,+1,+2, ...
NV

2

pro kterou plati relace ortonormality (2.16) a relace uplnosti (2.17). Rozvoj libovolné funkce
z naSeho prostoru je potom

> =D clk> cp =E<k|f>,
k

neboli

1 1 27T
ikx —ikx
Ecke , G =— e T f(x)dx ,
21T A2 '([

fx) =

coz jsou znamé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomeiite, ze skalarni soucin je v levém
argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu ¢; minus.

Reprezentace
V dané bazi mizeme snadno piepsat operatorovou rovnici A|f >=|g>. Vlozime pied
vektor jednotkovy operator.

A:I|f>:|g> =

SAlI><i|f>=|g> /<k| zleva =
l

S <klAjI><I|[f>=<k|g> . (2.19)
1
Ziskany vyraz neni ale nic jiného nez maticové nasobeni
A,“ A fl g:1 Aquls<k|A|l>,
=1 e sE<afs,
Ay Ay . fn &n 9> - f=<llg>,
neboli
;Ak,f;:gk : (2.20)

Jestlize operatoru piifadime ¢tvercovou matici A - A;; =<k|A|/> a vektoru sloupcovou

matici |f > - f; =</|f >, mlZeme s operatorovymi vyrazy zachdzet jako s obycejnym
nasobenim matic. Hovofime o tom, ze jsme zvolili reprezentaci daného prostoru. Ve
skutec¢nosti nejde o nic jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekonecny spocetny
pocet Clend, budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekonecné matice.
Vidime, ze v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznacné zobrazeni
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o ’ 2 . s M 17 o
prvkii na prostor posloupnosti /- (isomorfismus). V ptfipadé¢ neseparabilnich prostori
s nespocetnou bazi ziskame obdobnou relaci:

I<xIA|y><y|f>dy=<x|g> , (2.19")
coz neni nic jiného nez integralni transformace.
[ f0) dy=g()

A, y)=<xAly> ,  f(») =<y[f> , g(x) =<x|g>

s jddrem A(x, y). Veli€iny x, y hraji ulohu spojitého indexu.

(2.20")

Piechod mezi bazemi
Mame-li k dispozici dvé sady bazovych vektori {|k >} a {| k' >}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vlozenim relace plnosti:

fi 2 <K[E>= 3 <kk><k[f>=3Sufi o Spp=<klk>
1 k k

Matice S se nazyva matice prechodu.

2.2.5. Spektralni teorie

V teorii operatorti patii k zdkladnim ulohdm nalézt sméry, ve kterych se pusobeni dané¢ho
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Alf>=A|f> ; A0OC . (2.21)

Vektor |f > se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A

a koeficient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Naptiklad u tenzoru
setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pii rotaci nehazi. U linearnich
operatoru je i kazdy nasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim cislem.
Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer. Takovych vlastnich smért
a Cisel miZe existovat u linedrnich operatort celd fada, jejich maximalni pocet je roven
dimenzi prostoru (poctu prvkl baze). U separabilnich prostorii miizeme tedy ulohu nalezeni
vlastnich ¢isel a vektorti formulovat rovnicemi:

Alf,>=A,|f,> ; k=12,..; A,0C | (2.21")

Mnozina vSech vlastnich ¢&isel {A,...,A,,...} se nazyva spektrum operdatoru A.

Nalezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich Cisel a vektorti lze naptiklad fesit
soustavy obyc¢ejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5 prvni ¢asti sylabu).

Véta: Hermitovsky operator ma realnd vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou rtiznych vlastnich
Cisel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pii vypoctu skaldrniho sou¢inu vyuZijeme hermitovosti operatoru a ponechame
operator jednou plisobit v pravé €asti skaldrniho soucinu a podruhé v levé ¢asti. Vysledek
musi byt stejny:

<t (A B >=Ap <fi [T >

<f, |Af, > = = A,=A, = A,0OR.

<Af|f>=A" <f|f >
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Vlastni Cisla jsou tedy redlna. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni ¢islo
z levé ¢asti skalarniho soucinu vyuZzijeme prvni ¢asti dikazu:
<t (A fp>=A, <t 1f, >
<AT[f,>= ) <f |f,>=2, <f|f, >
U
A<t lfy>=A, <t |f, >
U
(A =A<t [f;,>=0
U
<f,|f;>=0prok #/

<fk|Afl > =

Véta: Vlastni Cisla unitdrniho operatoru leZzi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riiznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pti diikazu vyjdeme s definice unitarniho operatoru:
<fi |fy >=<Uf U >= A4, <fi |, >
Porovndmim prvniho a posledniho vyrazu je ziejmé, ze
A =1 = A =L
Zbyvd dokézat kolmost vektord. Budeme postupovat analogicky jako v ptipadé

hermitovského operatoru. V levé casti skalarniho soucinu vyuZijeme opét prvni Casti
dikazu:

<f 1A f,>=A, <t [f, >

<TIUT > =<0, |f, >= 1* <fp [f)>=Ap <fp [T, >
k
U
Ap<tilfy>=A <fi If; >
y
(A=A <f T, >=0
y

<fk |fl >:Opr0k¢l
Poznamky:
1. Readlné vlastni hodnoty hermitovskych operatord budou v kvantové teorii vyuzity jako mozné

vysledky mé&Feni dynamické proménné, které odpovida operator A . Ani kolmost vlastnich vektord
neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky operator nam muze v podobé svych vlastnich vektord
»porodit‘ vyhodnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru.

2. Unitarni operéatory se v kvantové teorii vyuZivaji k popisu ¢asového vyvoje stavu objektu.

Pfiklad 11: Uréeme vlastni Cisla a vektory matice A z pfikladu 4:
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Af>=Alf> = (0 _ij flj:/{fl] (_" _ij flj:(oj
i 0){f f i =A)f2) \0

Rovnice ma netrividlni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla A. Pro kazdou z nich potom jiz snadno u¢ime pfislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale vporadku, feSeni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
ptedstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorlim mizeme najit normované vlastni
vektory a pfislusné projekéni operatory. Vysledek je:

A=-1, |f,>= + 1>=1 * P =|1><1| = - b
o R Y PG C2l-io1) 7

A, =+1 |f, > -l |2 > L[ P |2><2| bt
= , =C s = R = = — .
2 2 +1 J2l+1 2 20+1 1

PovSimnéte si, ze matice A byla hermitovskd (matice pieklopena kolem diagonaly
a komplexné sdruzend je shodna s pltivodni matici). Proto ma redlna vlastni ¢isla a vlastni
vektory tvofi ortonormalni soustavu:

<l|1>=<2]2>=1 , <1|2>=<2]1>=0
Tato soustava vektorti je Gplna, tvoii bazi v prostoru komplexnich dvojic:

[1><1|+|2><2|=P, +P, =1

Véta o spektralnim rozvoji: Necht A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektord, ktera
tvoii Uplnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom miiZeme pro analytickou funkci
operatoru definovanou Taylorovym rozvojem (2.8) psat

SA) = Y fAlk><k] = Y fA)P . (2.22)
k k

Dukaz: Nejprve si povSimnéme piisobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
Alf>=A 1% >,
A% [f >= LA [T >= A0 [f >,

A" [T, >= ;T >,
U
SA)F>=D ", A" [fy > = Y e, AL 1T > = f(A)f >

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru pusobit jiz na obecny vektor. Provedeme ale
jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektorii, kde ptisobeni zname z posledni rovnosti:

SR> =Y fA)k><k[f> =Y fA)lk><k|f>
1 k k

To je ale presné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libovolny

vektor |f >, na ktery operatory puisobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.

Poznamky:

1) Ma-li operator vicenasobné viastni Cislo stupné N, neni to na zavadu. Vlastni vektory
k vicenasobnému vlastnimu ¢islu tvofi cely podprostor P dimenze N a Ize zvolit N nezavislych
kolmych vlastnich vektord odpovidajicich tomuto vicenasobnému ¢islu.
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2) Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich pfedpokladd mozné vétu o spektralnim
rozvoji modifikovat do tvaru:

S(A) = [f(A)]x><x]|dx

3) Pro vyjadfeni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodudsi pouZit misto Taylorova rozvoje vétu
o spektralnim rozvoji. PFisluSna Fada probiha jen pfes vlastni &isla operatoru.

4) Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, m{izeme snadno napsat jeho libovolnou funkci
a fesit tak rovnice, ve kterych se tato funkce operatoru vyskytuje. Specialné inverzni operator je
dan formuli

N 1 1 A
Al =Y k><k| =) P
k/]kl | k/]k k

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé predpoklad(i véty nutna nenulovost vSech vlastnich &isel.

i n
j . Urcete exp(A).
1 0

Pfiklad 12: Na prostoru C 2 je zadan maticovy operator A = (

Tento ptiklad jsme jiz fesili pomoci Taylorova rozvoje jako ptiklad 4. Z ptikladu 11 zname
vlastni ¢isla, vektory i1 projekéni operatory tohoto maticového operatoru. Z véty o spektralnim
rozvoji mizeme proto napsat:

A A - 41 1T +1 1({ 1 -1 chl -1shl
A :e;1P1+e/12P2=e1— , +et! 2| =
2{-1 1 2{+1 1 ishl chl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva Cleny.
Pfiklad 13: Naleznéte Casovy vyvoj prubéhu teploty tyce délky L, jejiz oba konce jsou
udrzovany na nulové teploté. Pocate¢ni teplota tyce je dana funkci 7(x).
Ukolem je najit fe$eni rovnice teplotni difuze
oT _  9°T
=K
ot 9 x2

. T'=T(tx)

s pocatecnimi a okrajovymi podminkami
T(ty,x)=Ty(x) |, T,00=T(,L)=0

Pteformulujme nyni tlohu do Diracovy symboliky. Zaved’'me nejprve Hilbertiv prostor

H={se: r020.0 0 £0)=51)=0}
Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka ptvodni rovnice je piesunuta do definice prostoru. Kdyby
byly okrajové hodnoty na obou strandch rtizné, mohli bychom teplotni funkci zrcadlové
roz§ifit (tim bychom ziskali stejnou hodnotu teploty na obou koncich tyce). Jestlize by
hodnota teploty ty¢e na obou koncich byla nenulova, mizeme posunout pocatek teplotni
stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difize to na tvar rovnice nema vliv.
Pozadavek nulové teploty na obou koncich tye tedy neni na Gjmu obecnosti feseni. Uloha ma
nyni tvar:
2
adr>__ Air> . |r>0H , A=-94_ (2.23)
dt dx?

Z piikladu 8 vime, ze operator B = i e hermitovsky (ma redlnd vlastni ¢isla a kolmou
X

soustavu vlastnich vektort). Proto i kvadrat tohoto operatoru A= B’ je hermitovsky.
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Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezaporna vlastni &isla operatoru A . ReSeni
ulohy mizeme formaln¢ napsat okamzité (!!) :
|T(1)>=e ¥R | 71,)> . (2.24)
Skute¢né: dosadime-li pocatecni ¢as, da feSeni pocate¢ni podminku. Derivujeme-li feSeni
podle Casu, zjistime, Ze feSeni (2.24) splituje vychozi rovnici (2.23):
d

2|T(r) >= e A T(1) > = -k AT A T(1) > = - A| T () >

Jediny problém je, Ze v nalezeném feSeni (2.24) vystupuje funkce operatoru A. Abychom ji

mohli uréit, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru H. Resme tedy
nejprve ulohu

Alf>=Alf>, |f>0H =
fTHAf=0 f0)=f(L)=0

Reseni této obycejné linearni diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami je:

2
/]k:nzk s Sk >=csin(k—HXJ ; |k>=\/§Sin(k_ﬂxj > k=12....
12 L L L

Vlastni ¢isla jsou realna (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzajem kolmé
a tvori pfirozenou bazi v H. Napsat feSeni (2.24) je nyni jiz jen jednoduchou aplikaci véty
o spektralnim rozvoji:

2
© ‘LZk d (t=1)

k=1 k=1

|k>s€sin(%”xj . o =<k|T(ty) >

Reseni miizeme samoziejmé zapsat i standardng, bez pouziti Diracovy symboliky:
ﬂ2k2 K L
2 T ) (kg \/5 ket
T(t,x) = ,|= Ycre L sin| —x | cp == |sin| —x |Ty(x) dx
0 = | Xex 7 e=; (f) | To ()

Pro t = t) médme Fourierovu fadu pro pocatecni podminku. Pro ¢ # #y nejde o nic jiného nez
orozvoj do jednotlivych Fourierovych modi. KaZda Fourierova komponenta ubyva
exponencialné s Casem.

Vidime, ze véta o spektralnim rozvoji ndm muze byt uzitecnd i pfi feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.
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2.3. ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

Jak uz vime, klasickd mechanika selhala pfi popisu d&jti mikrosvéta zejména proto, ze
je postavena na komutujicich objektech. V mikrosvété déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem
bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty (operatory) a nalézt
vztah mez operatory a realnymi métitelnymi veli¢inami.

2.3.1. Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

p V klasické mechanice je stav Castice urCen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, Ze v mikrosvéte nelze soucasné tyto veliCiny
méfit a méfeni jedné ovlivni métfeni druhé, je nutné pojem stavu

Ax definovat novym zplGsobem. Féazové trajektorie jiZz nelze

v mikrosvété popsat kiivkami. Vnimdme je s piesnosti danou

x relacemi neurcitosti AxAp = //2 . MiZzeme si ptedstavit, Ze fazovou

trajektorii vidime jako rozmazanou c¢aru srozliSenim danym ¢tvereCkem o plose 7i/2
(sledujeme-li jednu soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize méreni jedné
veliciny neovlivni méreni veliciny druhé. Piikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
pfikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, p,). Kompatibilita je symetrickd vlastnost,
ale neni transitivni.

(AkompB) = (Bkompd) ,
(Akomp B) U(Bkomp C) #% (AkompC) .
Piiklad 14: (x komp y) LI (y komp p,) # (x komp py).

Uplndé mnotina pozorovatelnych (UMP): Maximdlni nezavisld mnoZina vzdjemné
kompatibilnich dynamickych proménnych. Jakakoli dals$i dynamickd proménna uZ s nimi neni
kompatibilni. Napiiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi UMP (x, y, z), (p», Dy» D=)
apro centralni pole jeSt¢ energie, kvadrdt momentu hybnosti a jeho jedna komponenta
(E, L*, Ls). Soucasné lze tedy zm¢éfit vSechny tii soufadnice nebo vSechny tfi slozky hybnosti.
Nelze jiz ale soucasné zméfit vSechny tfi sloZky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zndme stav systéemu, zname-li vysledek méreni nékterée UMP.
Stavem tedy nazveme jen to, co Ize ve skutecnosti souc¢asné zméfit.

Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto
dynamickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti, ...) budeme pouZivat operatory (operator soufadnice, hybnosti, ...). Nekomutativnost
téchto operatorti bude vyjadiovat nekomutativnost aktu méfeni dynamickych proménnych
v mikrosvété. Veli€iny naméfené pfistrojem v mikrosvété jsou realnd cisla, n€kdy spojita
(poloha castice), nékdy diskrétni (napfiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vézaného
v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu redlnych cisel spojitého nebo
diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum hermitovskych operatord.
Dynamickym proménnym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator pisobi na prvky né¢jakého Hilbertova prostoru H. Musime se tedy ptat,
jaky vyznam bude v nasi teorii mit sam Hilbertiv prostor a také prvky, na které operatory
pusobi. Pozdé&ji uvidime, ze ptili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise
vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zaloZena na
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prostoru L * funkei integrovatelnych s kvadratem je znama Schrodingerova vinova mechanika
vedouci na Schrédingerovu rovnici a vlnové funkce. Kvantova teorie zalozena na prostoru /°
posloupnosti scitatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticovd mechanika. Ob¢ teorie se
na prvni pohled zdaji naprosto odlisné. Pfesto vlastni Cisla operatori v obou teoriich jsou
stejna a ob¢ teorie tak davaji stejné predpovédi. Hilbertiiv prostor se vSemi svymi prvky
a s operatory, které na prvky plsobi koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické
mechaniky. Misto systému budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertové prostoru
daného systemu (naptiklad Hilbertiiv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v uvodu
jsme si tekli, Ze v mikrosvété sam akt méteni ovlivni stav systému. Pfed méfenim je systém
v jiném stavu neZ po méteni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje v kvantové teorii
hermitovsky operdtor této proménné. Plsobenim tohoto operatoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je piesné to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
tedy predstavuji stav systému. Akt méteni je plisobeni pfislusného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl plisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje namétenou hodnotu a vypovida tak o stavu systému.
Vime uz, ze néasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V H tedy
existuje k danému vlastnimu cislu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi
odpovidat cely paprsek v H, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak ke tfem zakladnim
axiomiim kvantové teorie:

m systému pfifadime Hilbertiv prostor H systtm - H
m stavu systému pfifadime paprsek |y > v H stav - |@Y>
m dynamické proménné pfifadime hermitovsky operator A na H A - A

S linearitou budované teorie se poji velmi diilezity princip:
m Princip superpozice: Necht |@¢>0H a |[¢ >0H reprezentuji dva rizné stavy
systému. Potom je kazdy vektor a;|¢ > + a, |y > je také fyzikalné realizovatelny

stav.
Bez tohoto pozadavku by nebylo moZzné vybudovat linearni teorii.

Il. Méreni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v néjakém stavu znamena aplikaci operatoru A této

dynamické proménné na dany stav |¢ >. Operatorem A a stavem |{/ > musi tedy byt zcela
jednoznacné déno, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd’ na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A. Méfime-li dynamickou proménnou A, mohu na systému naméfit jen
nékterou z vlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné:
Aj>=a;|j>.

m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j > operatoru A, vede zcela jist¢ k naméteni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-li systém pfipraven v obecném stavu | >[1H , vede opakované méfeni
veliiny 4 k riznym vysledkiim g;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni bude

rovna <t/l|A|t/l>.
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Poznamky:

1) Opakovana méfeni si nemusime predstavovat tak, ze bychom na stejném systému opakovali
neustale tataz méreni. V praxi by to nebylo proveditelné. Tézko mizeme na jednom jediném
elektronu zopakovat néjaké méreni. Musime mit pfipraveno velké mnozstvi systémul ve stejném
stavu (napfiklad svazek elektronll) a opakovat méfeni na rznych elektronech (systémech).

2) Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednodu$sim moznym vyrazem sloZzenym z operatoru A a stavu
| ¢ >, ktery da jako vysledek realné &islo. Stfedni hodnotu byva zvykem oznacovat <A> nebo A .

3) Automaticky pfedpokladame, ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li stavovy vektor
normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jesté kvadratem normy stavového vektoru:

<|A|y>
<yly>

4) Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru LR %) da:
" 00 Ago dx
[o" 00 w00 dx

< A>=

< 4>

5) Jsou-li vechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j > operatoru A, da stfedni hodnota
dana postulatem C samoziejmé prislusnou vlastni hodnotu podle postulatu B a vSechna méfeni
daji v tomto vyjimecném pfipadé stejny vysledek (pfes j se nescita):

< . A . > a < - - >
< A>= ‘]|A|J =_J ]|] :a/.
<jlj> <jlj>

Ill. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principli kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
¢asti z teoretické mechaniky je mozné prevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro zakladni relace. Zakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a ptisluSnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou li§it jen pofadim operatora.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissonovych
zavorek v teoretické mechanice je identicka se strukturou komutatorti v kvantové teorii:

4 - A
B-B = {4B=C - [AB]
c - C

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi
proménnymi, které neobsahuji derivace. Napiiklad definice Hamiltonovy funkce
v potencialnim poli V

kC

2 2 2
px +py *p:

H = +V(x,y,2)
2m
ptejde v definici Hamiltonova operatoru
. P2 +P2+P? NI
H= Y " +r(XY,2) . (2.25)

2m
Vyraz pro potencidlni energii je typickou funkci operatoru, kterou jsme probirali v kapitole
o operatorech. Pro vyrazy typu 4 = xp nelze kvantovy analog jednoznacné urc¢it. Mtze jim byt
bud A =XP nebo A =PX. Operatory nekomutuji a proto zalezi na jejich poradi. Spravna
varianta z obou moZnych musi byt vybrana na zdklad€ experimentu. Stejné tak muizeme
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z riznych Lagrangeovych funkci téhoZz systému obdrzet rizné kvantové teorie a spravnou
variantu je tieba opét vybrat na zaklad¢ experimentu.

Druhé ¢ast principu korespondence se tykda Poissonovych zavorek — vyrazi, které

v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym zdvorkam

v kvantové teorii odpovidaji komutdtory dynamickych proménnych. Nelze vSak polozit

rovnost mezi komutacni relaci a Poissonovou zavorkou. Divody jsou hned dva:

1) rozmérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyrazii vnaSeji fyzikalni
rozmér, komutatory nikoli = je tfeba pouzit rozmérovy pfevodni koeficient 4.

2) principidalni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii mulZeme pfifazovat jen
hermitovské operatory (maji realna vlastni ¢isla, ktera interpretujeme jako naméfitelné
hodnoty). Jsou-li operdtory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt operator
odpovidajici C také hermitovsky. To lze opét zajistit pomoci konstanty £.

Urc¢eme nyni podminku na konstantu £, kterd plyne z pozadavku hermitovosti operatori:

[A,B] = kC
AB-BA = iC /*
B*A*-A'B* = k'C* /0"=0
BA-AB = £'C
~[AB] = k'C

Porovname-li pocatecny a koncovy vyraz, musi platit £* =—+k. To ale spliuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:

k=ih . (2.26)

Konstanta 7 je néjaké redlné ¢islo a je jedinou fundamentalni konstantou kvantové teorie.
Tato konstanta se bude vyskytovat ve vSech predpovédich kvantové teorie (naptiklad
v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni absolutné
cern¢ho télesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti, atd. ...). Jeji hodnotu je mozné zméftit
experimentalné na zaklad¢ téchto predpovédi a je rovna:

7 = 1.0545887x10* Js . (2.27)

Princip korespondence pro Poissonovy zdvorky miizeme stru¢né zapsat jako
(4,8 - lh [A.B] . (2.28)
i

Tim jsme zakoncili piehled zakladnich principii kvantové teorie. JelikoZz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axiomy,
postulaty a principy oznacené v této kapitole Ctvereckem. Dopliujici texty se snazi jen
poukdzat na to, zZe pravé tato volba zakladnich axioml je pfirozena a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principii vS§ak mohou rozhodnout jediné experimenty ovéfujici
vypovédi z téchto principl plynouci.

2.3.2. Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méfeni dvou dynamickych proménnych ovliviiuji ¢i nikoli, je
jednoduché. Stac¢i znat komutator operatort téchto proménnych. Je-li tento komutator nulovy,

je AB=BA a meéfeni se neovliviiuji. Zakladni komutatory pro soutfadnice a hybnosti

muzeme odvodit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutatort. Pro
Poissonovy zavorky mezi soufadnicemi a hybnostmi plati (1.55):
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X x ={p>,pit =0, Axp,p =0y

Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:
{Xk,Xl}:{Pk,Pl}:O , {Xk’Pl}:ih15kl . (229)

Z nich je zfejmé, ze soucasné 1ze u objektu zméfit vSechny tii soufadnice nebo hybnosti. Také
se vzajemné neovlivni méfeni napiiklad soufadnice x a hybnosti p,. Jedina méreni, ktera se
vzajemné ovliviiuji a u kterych zalezi na poradi méreni (nenulovy komutator) je méreni
zobecnéné souradnice a ji prislusné zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.29) jsou zékladnimi komutaénimi relacemi \% kvantové teorii Bylo by samozfejmé

vvvvvvvvv

odvozovat je ze zékladnich relaci (2.29) a vlastnosti Lieovy algebry komutatoru. Tim se
oprostime od klasické mechaniky a nemusime se k ni pii kazdé komutacni relaci vracet.
Kvantovd mechanika zacina ,,zit vlastnim Zivotem*. To, co pfebrala z klasické mechaniky
prostiednictvim principu korespondence jsou jen relace (2.29).

Odvod’'me nyni komutac¢ni relaci mezi prvni a druhou komponentou momentu hybnosti:
[Ly.Ly]=[X,Ps = X3Py X P, - X,Ps ] =
=[X,P5, X3P 1= [X,Py, X P51~ [X3Py, X3P, 1+ [ X5Py, X,Ps ] =
=X, [Ps, X3Py 1+ [X5. X5P 1Py = X, [Py X/P3] = [X,  X,Ps P -
= X3 [Py X3P 1= [X3, X3P, P, + X5 [Py, X,P3] +[ X3, X,Ps P, =
=X )A(3 [P3.P]+ X, [P, X31P, + X5 [X,, P 1P; + X5, X3 PP,
X, [P5 P31 = X, [Ps. X,1P; = X,[X, ,Ps]P; —[X, . X, IPsP; -

~

[
[

~

+ X5 X, P2,P3] + X5[Py, X ]P; + X, [X5,P5]1P, +[ X5, X,]P;P, =
=0~ X,[X;,P3]P, +0+0-0-0-0-0-0-0-0-0+0+0+X,[X;,P;]P, +0 =
= _ihkz :iﬁl + lh)A(I :iﬁz = lh(kl ﬁz - Xz ﬁ]) = lh|:3 .
Je jasné, ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimocary. Hledanou komutaéni relaci
postupné ,,rozméliujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementarni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy C¢i

programovaci jazyky bez problému tuto ulohu fe$i za nas a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem muzeme nalézt komutacni relace pro ostatni komponenty
momentu hybnosti. Neni to ale nutné, sta¢i je ziskat cyklickou zdménou souradnicovych os.
Kompletni komutacni relace pro moment hybnosti potom jsou:

[|:1>|:2]:ih|:3 >
IL,.Ly]=inl, (2.30)
[|:3>|:1]:ih|:2

Vysledkem je, ze soufasné neni mozné zmeéfit zddné dvé komponenty momentu
hybnosti. M¢étfeni kazdé komponenty ovlivni méteni kterékoli jiné komponenty. Zaved'me
operator kvadratu velikosti momentu hybnosti
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L2 =13 +L3 +L3 (2.31)

Stejnym postupem jako diive dopocteme komutaéni relace kvadratu momentu
s jednotlivymi komponentami. Tentokrate pfi ,,rozméliiovani* komutacni relace postaci dostat
se jen krelacim (2.30) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Po vypoctu
dostaneme:

L?,L,1=0 , k=123 (2.32)

Neni tedy mozné soucasné zméftit dvé rizné komponenty momentu hybnosti. Vzdy je
ale mozné zméftit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych komponent,
zpravidla se pouziva tieti komponenta. Ze zatim provedenych tivah je zifejmé, Ze soucasne
mizeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {py, p,, p-} nebo {L?, Ls}. V kapitole 2.5
uvidime, ze v ptipadé sféricky symetrického potencialu je s posledni mnozinou kompatibilni
jesté energie. Jde o zakladni i uplné mnoziny pozorovatelnych (UMP) pro nerelativistickou
castici.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci které¢ho zjistime, které veli¢iny lze
souCasné¢ méfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operator. Tento postup
nam ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V ptipadé€, ze dynamické promeénné spolu soucasné
méfit nelze, se musime ptat, jak moc narusi akt méfeni jedné proménné akt méfeni proménné
druhé. Na tuto otdzku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si nyni odvodime.

Predtim si uved'me piehled zdkladnich statistickych poyml a jejich operatorovych
analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
a sttedni hodnota | g =<y/| A |y > sttedni hodnota
Aa=a-a sttedni odchylka | AA=A - 71 operator odchylky
Da=0 vztah pro Aa <W|AA|Y>=0 vztah pro Aa
<@|AA g >=
(Aa)2 7 -2 vztah pro (Aa)2 =<y A2 > - vztah pro (Aa)2
(variance) . (variance)
-<y|A|yp>?
v stfedni kvadr. 3 ~ stfedni kvadr.
Aay, —\/(Aa) ‘\/a2 -a odchylka Aa,, _\/< YIAAT Y > odchylka

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice 1 v kvantové teorii.
V obou piipadech staci jen dosadit z pfislusnych definic.

Nyni jiz mtizeme piistoupit k odvozeni relaci neurcitosti. Predpokladejme, Zze mame dvé

nekompatibilni proménné:

A, B -

Naleznéme stfedni kvadratické chyby méfeni:

-
AB ;

A A a

[A.B]=C

*D

(Bay, ) (b, ) = <@ | (DAY | ><@ | (AB)? |¢ > = <DAW| DAY ><ABy | ABY > =

n n (*2) ~ N A A (
=||AAy (> O ABy > 2 [<AAY|ABy > =|< @ | AAAB|y > =

#3)
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A A A *4)
:|<¢/|%(AAAB+ABAA) + %(AAAB—ABAA)M/DI2 =
1 A B 1 A R ,
:|5<¢/|[AA,AB]+|¢/> + §<l//|[AA,AB]—|¢/>| 2
1 A /R 2 91 A R 2 _ 1 A 2
2!5<¢/![AA,AB]-I40>I = |§<¢/|[A,B]I¢/>I = |5<¢/|C|¢’>I

Po odmocnéni dostadvame kone¢ny tvar Heisenbergovych relaci:

Aay, Aby, = ;|<z//|é|z//>| : (2.33)

* Poznamky k odvozeni:
(1) vyuziti hermitovosti operatoru;
(2) Schwartzovo lemma (2.7);
(3) rozdéleni na symetrickou a antisymetrickou ¢ast;
(4) oznacleni symetrické €asti jako antikomutator a antisymetrické jako komutétor;
(5) symetricka Cast je pozitivné definitni operator (nezaporné stfedni hodnoty);
(6)

6) jednotkovy operator v definici AA komutuje s ¢imkoli.

Zname-li vysledek komutaéni relace operatort ptislusicich dvéma dynamickym proménnym,
muizeme z Heisenbergovych relaci ur¢it miru ovlivnéni jednoho meétfeni druhym. Toto
vzajemné ovlivnéni vysledki méfeni zavisi na stavu, ve kterém je systém pfipraven. Jen
jsou-li obé dynamické proménné ve vztahu zobecnéna souradnice —zobecnéna hybnost,
nezavisi vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

oA o4 /] A /] /]
XPI=inl = Avbp = <@ Al = Jkylgl =

To je nejznamé;jsi tvar relaci neurcitosti

h
Aty = 1
Y=

(2.34)
Jde o prvni konkrétni méfitelny vysledek z nami budované teorie, ktery obsahuje jedinou
konstantu teorie — Planckovu konstantu.

2.3.3. Vlastni stavy energie, Schrédingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné lze spole¢né
meéfit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruseni jednoho méfeni métenim druhym. Nyni se budeme vénovat druhé
zékladni uloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty energie,
které je mozné na systému naméfit. Ulohu mizeme zformulovat napiiklad takto:

Hin>=E n> , (2.35)
. |§2 o P2 +P2 +P2 N A
H= — +7X) = =2 = 4+yXY.2) , (2.36)
2m 2m
X, X} ={P,.,P,} =0 , {Xi,Py =119, . (2.37)

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (2.35).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrodingerova rovnice.
Operator energie (Hamiltontiv operator) je dan vztahem (2.36). Zakladni operatory, ze kterych
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je slozen Hamiltonliv operator, podléhaji komuta¢nim relacim (2.29), resp. (2.37). Nezalezi
pfiliS na tom, jaky Hilbertiv prostor zvolime. V pfisti kapitole uvidime feSeni harmonického
oscilatoru v riznych prostorech H, vzdy dostaneme stejné spektrum Hamiltonova operatoru.
Na daném prostoru je nejpodstatnéjsi zvolit Hermitovy operdtory zobecnénych soufadnic
a hybnosti tak, aby spliiovaly komutacni relace (2.37).

v . ro . o 1 . 203 I ,
Ukazme si nyni ptfepis Schrodingerovy rovnice v prostoru L°(R”) funkci integrovatelnych
r r 3 b W W r . r
s kvadratem na celém prostoru R . Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operator
nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoznime s operadtorem soufadnice:

X=x ; Y=y ; 2=z . (2.38)
Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliiovaly komutacni relace
(2.37). V ptikladu 6 jsme si ukazali, Ze operator derivace a operator nasobeni soufadnici
spliiuji v jedné dimenzi komutaéni relaci [[A),)A(] = 'i, neboli [X,ﬁ] = -1. Je ziejmé, ze
operator P= —ihd/dx splije relaci [)A(,Is] =ikl av jedné dimenzi plni ulohu operatoru
hybnosti. Sdm operator derivace neni hermitovsky, ale operator derivace vyndsobeny ryze
imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz ptiklad 8). Aby ve tfech dimenzich operator

hybnosti spliloval komutacéni relace (2.37) a platila volba (2.38) pro operator soufadnice, musi
operator hybnosti mit tvar

ﬁxz—ihi : |5,=—ihi; ﬁzz—ihi ., neboli (2.39)
0x ! 0y 0z

P=-ind . (2.39")

Schrdingerova rovnice (2.35) s operatorem energie (2.36), volbou prostoru H=L*R?)
a operatory (2.38) a (2.39) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v x reprezentaci:

[— h—zA + V(x)} Y.(xX) = E Y, (X) . (2.40)
2m

Redeni této rovnice pro konkrétni potencial ¥ poskytne spektrum operatoru energie {E,}
jakoZto mnoZinu moznych méfitelnych hodnot energie.

Poznamka 1: Reseni rovnice (2.40) Ize nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vdak toto
feSeni z prostoru L2(R3). Je proto vzdy tfeba vybrat z moznych feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna
s kvadratem, tj. donekonecna ubyvaji dostatecné rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpusob, jak odhadnout typ spektra pro dany potencial. MGze-li se
v klasické mechanice ¢astice vzdalit do nekonecna, je spektrum operatoru energie spojité. Nemuze-li
se ani v jednom sméru vzdalit do nekonecna je spektrum operatoru energie diskrétni.

X

Pfipomenme, Ze v klasické mechanice se ¢astice mize pohybovat tam, kde je jeji celkova energie
vétsi nez potencialni To plyne ze vztahu £ = mV2/2 + V' (x) . Jde vlastné o podminku nezapornosti

kinetické energie. V nakreslené situaci je pro E < V) spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.
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Piiklad:
1|V 2 |V 3 |V 4 |V
4 40) "
N — v -
I X X I X I X
5|y 4 6V 1 7|V 8|y
r

r r r

D potencialy; x[O(—oo,+ o)
1.

Symetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojit¢ pro E> V. Pro
nekonecnou jamu (¥, - ) je spektrum jen diskrétni.

Bariéra. Spojité spektrum.

Nesymetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E < Vy, spojité pro E > V.
Harmonicky oscilator. Diskrétni spektrum.

3D potenciély; >0

5.

Sféricka jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro £ > V. V podobném potencialu
se pohybuje napiiklad neutron v atomovém jadre.

Coulombova bariéra (sféricka jama kombinovana s Coulombovym odpuzovanim).
Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E > V. Nenulova pravdépodobnost pruniku
bariérou, tunelovy jev. V podobném potencidlu se pohybuje proton nebo « Castice
v atomoveém jadie.

Coulombuv pritazlivy potencial. Diskrétni spektrum pro E <0, spojit¢ pro E>0.
V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atomdrnim obalu. Stavy se zapornou
energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou volné (elektron neni vazan
k atomovému jadru).

Sfericky harmonicky oscilator. Diskrétni stavy energie. Systém je pii vychyleni do
kteréhokoli sméru vracen do poéatku podle predpisu (r) = 1/2 k.

Celéa kapitola 2.4 bude vénovana feSeni Schrodingerovy rovnice pro vlastni hodnoty operatoru
energie na piikladu harmonického oscilatoru. Harmonicky oscilator je velice dulezitym
systétmem. Jedna se o parabolické priblizeni k jakékoli potencialni energii s minimem
amnoho systému lze povazovat za harmonicky oscildtor alesponl v prvnim pfiblizeni.
Nakonec i samo elektromagnetické pole je soustavou fotoni — elementarnich harmonickych
oscilatort. Mohli jsme jist¢ zvolit piiklad jednodussi - pravouhlou jamu ¢i bariéru. V téchto
prikladech je potencidlni energie po Céastech konstantni a feSeni Schrodingerovy rovnice je
viceméng¢ trivialni. Jen je tfeba jednotlivé Casti feSeni v mistech zmény piedpisu potencialni
energie spravné navazat. Tyto elementarni ulohy jsou feSeny v kazdé uvodni ucebnici
zékladniho kursu fyziky a zvidavy ¢tenaf si je tam jisté najde.
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2.4. HARMONICKY OSCILATOR

Na ptikladu harmonického oscilatoru si ukdzeme typické feseni tlohy pro vlastni hodnoty
operatoru energie. Nase uloha je

|:||n>=En|n> ,

~ A2 ~
a=P Ll 02x . (2.41)
2m 2

m
[%.8]=in1

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operdtoru s konkrétnim priabéhem
potencidlni energie a zadanymi zdkladnimi komuta¢nimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.4.1 tlohu vyfesime v ramci klasické Schrodingerovy vinové mechaniky. Za
Hilbertiiv prostor zvolime prostor L*(R), volba operatori (2.38) a (2.39) povede na
diferencialni rovnici (2.40) v jedné dimenzi. ReSeni této rovnice se provadi rozvojem do
nekonednych fad, které je tfeba ,,ofiznout* tak, aby feSeni bylo zprostoru L*(R), tj.
integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskame spektrum operatoru energie.

V kapitole 2.4.2 si ukdzeme teSeni ulohy (2.41) bez volby reprezentace. Nebudeme
vilbec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace alohy
(2.41). Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatni. Pfi tomto
pfistupu si zavedeme krea¢ni a anihilacni operatory, které svym plisobenim posouvaji
energetické hladiny o jednu vyse €1 nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi uzitecné
a proto se s nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého ptikladu harmonickych oscilaci.

V kapitole 2.4.3 si ukidZeme feSeni ulohy (2.41) na prostoru /* nekone&nych
posloupnosti scitatelnych s kvadratem (tzv. Heisenbergova maticovd mechanika). Operatory
zde budou nekone¢né matice. Moznd se vam zdd obtiznd uloha najit vlastni cisla
nekone¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime vlastni
vektory pfisluSsného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru diagonalni. Vlastni
Cisla diagonalnich matic se hledaji snadno ... . Jsou to pravé prvky na diagonale.

Tfemi riznymi zptsoby tak uvidite feSeni jednoho a téhoz problému. V kvantové teorii
jde totiz o wvnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.

2.4.1. Reseni pomoci vinové mechaniky (Schrédinger)

Hamiltonova funkce jednodimenziondlniho harmonického oscilatoru je dana souctem
kinetické a potencialni energie (1.44)

2
Henp) =L+ Ly (2.42)
2m 2
Hamilton@iv operator je v prostoru L(—co, +00) potom dén jednoduchou relaci
2 2
H :—h—d—2+lrmfx2 . (2.43)
2m dx” 2
Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkci ((x) z prostoru L*(—co, +00) m4 tvar
2 ;2
LR ——— W(x) = Eg(x) (2.44a)
2m gy 2
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Jde o obycejnou linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu s nelinearnim koeficientem
unulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

dx? 2 2

Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

2 2
d ””+[2’"E _maw sz w=0 . (2.44b)

. substituce v nezavislé prom nné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni® rovnici.
Ptesuiime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

? 2E
Y _m@ oy 28, (2.44¢)
—ax
h
a proved’'me substituci
f= M9 (2.45)
h
po které Schrodingerova rovnice ziskd bezrozmérny tvar
d*y 2E
— + ] =0 A=—" . 2.46
e STy Ay ; o (2.46)

2. substituce v zavislé prom nné
V zavislé proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovani vinové funkce
pro & — oo, Pro velka & mizeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (2.46) a piiblizné plati

d’y
dé’
(feSeni staci dosadit do ptivodni rovnice a zanedbat Cleny s niz§imi mocninami &). Kladné
z nalezenych feSeni evidentné neni z prostoru L%, integral z kvadratu ptes cely prostor by byl

“Ey =0 = y=th

§ -t

nekone¢ny. Vinova funkce se tedy pro velka & musi chovat jako exp[—¢&* / 2]. To nas ptivadi
k substituci pro zavislou proménnou

W= u@) (247)
po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u" =2&u'+(A-DHu=0 . (2.48)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematického
hlediska bylo v potadku fici ,,v rovnici (2.44) provedeme substituce (2.45) a (2.47), vysledna
rovnice je (2.48)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukazali, jaké pohnutky nas k témto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéha potencialu.

3. rozvoj ebeni do mocninné ady
Reseni rovnice (2.48) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

u@)= Y &

k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci
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u'(&) = gkck £ W)= :Zok(k “)e, £
Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.48):
Zk(k e, £ Zchk (A= l)ch =
Jednotlivé ¢leny pieindexujeme tak, aby mocniny & byly stejné:
Z(z +1)(+2)c,,, &' Z2lc, & +(A- I)Zc, =

1=-2

Prvni dva €leny v prvnim vyrazu jsou nulové a proto miZzeme spodni hranici posunout na
[=0:

i[(lﬂ)(HZ)c,+2 ~QI+1=-M)¢ )& =0

Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové

vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zéavorce. Ziskavame tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢;nasi fady:

_ (2l+1- )l)

Cl +2 7 ANT L AN

(l +D)( + 2)

Budeme-li znat koeficienty ¢y a c¢;, budeme znat cel¢ feSeni, protoze zrekurentni relace
muzeme spocitat

(2.49)

o = CyyCyyCos -
¢ = C3,C5,Cqs ...

Koeficienty ¢y a ¢ tak hraji roli dvou integracnich konstant feSeni diferencialni rovnice (2.48)
druhého tadu. Suda ¢ast fady se pocita z ¢ a licha z c;.

4.0 iznuti ady

Nalezené feSeni je ve tvaru nekoneéné mocninné fady. Resi sice ptivodni rovnici, ale neni
z prostoru L?. Aby bylo feseni z L? (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada kone¢na, tedy
polynomidlni. Prakticky to znamena, Ze koeficienty fady musi byt od urcitého / =n nulové.
V rekurentni relaci (2.49) bude ditatel pro toto / = n nulovy a veskeré odvozené koeficienty ¢,
s [ 2 n nulové. Vidime, Ze nebude mozné takto ,,ofiznout™ soucasné sudé i liché ¢leny tady.
Proto jsou moznd jen suda fteSeni (co#0,c; =0) nebo jen licha feSeni (co=0,c; #0)
predstavujici sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost citatele)
v (2.49) je 2] +1- A = 0 a plyne z ni po vyjadieni A spektrum energie harmonického oscilatoru:

E, :(n+1/2) hw . (2.50)
Poznamky: y
1) Nezapominejte, Ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) E /__ Thw/2
je po celou dobu vypottu schovana v bezrozmérné 3 /
konstanté (vlastnim &islu) A. E, --- 5hw/2
2) Sama Schrodingerova rovnice ma feSeni pro kazdou E\ _____ 3hw/2
hodnotu energie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna 1
s kvadratem, az vybér integrovatelnych funkci (ofiznuti fady) Eyx—1— - hw/2
vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro
nékteré vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v too X

dostatecné rychle, aby bylo integrovatelné s kvadratem). Tato situace je typicka pro spojité
pribéhy potencidlni energie s minimem.
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3)

4)
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Zakladni hladina energie £ = ha)/ 2 je nenulova!! | pfi nulové absolutni teploté neni harmonicky
oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napfiklad oscilace krystalové mfize). Pfi absolutni

Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energetickych
hladin je AE =F,.; —E, =hw: To je pravé znamy Planckdv vztah z po¢atku stoleti. Energie
jakychkoli kmitd se nemuze meénit spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = he . (2.51)

Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho uréeni Planckovy konstanty
méfenim energetickych kvant (napfiklad pfi fotoelektrickém jevu: vyrazeni elektrond z povrchu
kovu kvanty energie elektromagnetického zafeni — fotony). Zatim byla Planckova konstanta
jedinym neuréenym parametrem zakladnich postulatd kvantové teorie.

Polynomialni feSeni pro funkci u se nazyvaji Hermitovy polynomy a oznadujeme je H,(&). Pro
dané n nejprve uréime bezrozmérné vlastni &islo 4,,
2E n+1/2) hw 1
PR AR )L
how hw 2

a zrekurentni formule (2.49) uréime pomoci ¢y nebo c¢; (podle toho zda jde o sudy ¢i lichy
polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y = ¢y =1 se nalezené polynomy nazyvaji Hermitovy.
Prvnich nékolik Hermitovych polynomu vychazi:

Ho(&)=cq , Hy(&)=¢| (£ -2/387)
Hi(§)=c &, Hy(§)=co(1-48% +4/3%)
Hy(&)=co(1-282) |, Hs(@)=c|(E-4/383 +4/1587)

Koeficienty ¢ a ¢ se voli rovny jedné. Stupen polynomu #n udava soucasné pocet nulovych bodu
polynomu (pocet pruseciku s osou &).

Hermitovy polynomy se prakticky snadno po¢itaji nenormované z rekurentni formule

Hy11(6) =26 H, (&) = 2nH, 1 (&)

Pro prvni polynomy vychazi:

Hy(&)=1 , H3(§) =88 -12¢
Hy(é)=2¢ Hy(6) =164 - 48 &% +12,
Hy(E)=4E2 -2 |, Hs(&) =328 —1608 +120&
Normovaci koeficienty (i s exponencialni vahou exp[-&z]) jsou dany vztahem
1

a, =——.
2 2

Celkové fedeni spektralniho problému je
_z2
En :(n-'-%]ha) ’ |n>:(/ln(5):aan(E)e g 5 I’ZZO,I,Z,... (252)

Vlastni funkce ¢, (f) tvofi pfirozeny Uplny ortonormalni systém na prostoru L2(—oo, +00), ktery pro
& - +oo dosti rychle” ubyva k nule.

Hustota pravdépodobnosti, Ze ¢astice kmitajici s energii E, (oscilator ve stavu |[n>) se nachazi
v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyrazem w, = ¥, (uvidime pozdgji). Pro

nékolik prvnich stavi je vykreslena na obrazku. Pravdépodobnost ma oscilujici charakter
a existuje mala nenulova pravdépodobnost vyskytu oscilatoru i za klasickymi body obratu. Tento
obraz nastava pro systémy s nizkou teplotou a je zcela odliSny od klasického feSeni. Pro velké
energie (vysoka n) by se méla kfivka bliZit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.49).
Vidime vs$ak, Ze oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znaéné mnozstvi bod(, ve kterych je
kvantova pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych systémi neméfime.
Pro¢? Je to dano rozliSovaci schopnosti makroskopickych pfistroji. Zadny pfistroj nebude méfit
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polohu s takovou pfesnosti, aby registroval jednotlivd minima pravdépodobnosti u vysokych
energetickych stavl. PFistroj ve skute¢nosti uréuje polohu s kone¢nou presnosti, do které se vejde
fada minim a registruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je pravé klasicka
kfivka.

w w

Welas Wilas

I

| |

I w I W I

| LN | o fi

| I
1

2.4.2. Reseni bez volby reprezentace (Dirac)
Ulohu (2.41) budeme nyni fe$it obecné. Hamiltontiv operator nejprve piepiseme do
bezrozmérného tvaru:
., .
H(X,P) =Lz s P L Ho_omog o 1 5 s
2 2m hw 2h 2mhw

Ptevedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dalsi tivahy by bylo mozné
provadét 1 s rozmérovym hamiltonidnem a vSechny nasledujici vztahy by se lisily o konstantu
A, kterou jsme hamiltonidn vydélili. Divodem je to, ze vztahy ziskané z bezrozmérného
hamiltonianu jsou pon€kud nazornéjsi. Pro komutujici ¢isla je mozZné soucet kvadratl
,odmocnit“ pomoci vztahu a’ +b> =(a+ib)[{a—ib). U nekomutujicich objektli neni

situace tak jednoducha. Zaved'me operatory:
A mow g . 1 A n mw g . 1 o
as= |— X +i P, a'=/—X-i P . (2.54)
2h 2mhw 2h 2mhw
Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi diilezité. Nazyvaji se anihilacni a kreacni
operatory (smysl tohoto nazvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihilacni operatory, jako jedny
zmala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a neplsobi tedy v obou ¢astech skalarniho

soucinu stejné. Plati pro né nekteré dilezité relace, napiiklad:

H ... 1
1 — = a‘a+— ,
@ hw 2
H .., 1
2 — = aa" -—
@ hw 2
3 X = “+a) ,
© (e +a)
@ B=i/mMMP0Gg) (2.55)

(5) H,é] = —hwa

1
+
St
e
[V

+

(6) Fl,é*]
|

I
-

(7) |a.,a’
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Dtikaz vSech relaci je trividlni. Stac¢i jen dosadit z definice kreacnich a anihila¢nich operatort
a’, a (2.54) a vyuzit zdkladni komutaéni relace [X,P]=i%1. Relace (1) a (2) jsou
zobecnénim relace a’ +b° =(a+ib)[{a—ib) pro nekomutujici objekty a predstavuji
formalni odmocnéni hamiltonianu. Kreacni a anihilacni operatory jsou linedrni kombinaci
operatoru soufadnice a operatoru hybnosti. Proto je mozné naopak operator soufadnice
a hybnosti vyjadrit jako linearni kombinaci kreacnich a anihila¢nich operatorua - viz relace (3)
a (4). Zname-li krea¢ni a anihila¢ni operator, mizeme z relaci (1) az (4) zpétné zrekonstruovat
hamiltonian, operator soufadnice a operator hybnosti. Komuta¢ni relace (5) az (7) vyjadiuji
zékladni vlastnosti kreacnich a anihilaénich operatorii: Uvidime, Ze relace (5) znamena, Ze
anihilacni operator posouva stavy systému o energetickou hladinu %« dold a relace (6)
znamena, Ze kreacni operator posouva stav o energetickou hladinu #« vzhlru. Relace (7) je
potom vzajemnou relaci mezi anihilaénim a kreacnim operatorem.

V nasledujici vété dokazeme, Ze operator @* je kreaénim operatorem, tj. posouvé energetické
stavy o jednotku vzhiiru (kreuje, vytvari energetické kvantum).

Véta:
Necht’l:l|n>:En|n>.Potom atn>~|n+l>.

Dukaz:

Ha* |n < @ H+hwa")|n>=@"E, + hwa*)|n>=(E, + hw)a"|n>
U
Ha' |n>=(E, +hw)a* |n>
U
a'|n>~|n+l1>,
Zcela analogicky mizeme zrelace (5) ukdzat, ze pro anihilani operator plati

ajn>~|n-1>. Zavedeme-li normovaci konstanty (pozadujeme, aby viechny stavy byly

normovany k jedné, tj. ortonormalni bazi z vlastnich vektord operatoru energie), mizeme
posouvani v energetickém spektru provadéné kreacnim a anihilaénim operatorem jednoduse
zapsat jako

a'in>=al|n+l>

- (2.56)
ajn>=a,|n-1>

Normovaci konstanty « ur¢ime pozd&ji. Nyni naSe Usili zamé&fime na nalezeni spektra
Hamiltonova operatoru pro harmonicky oscilétor.

Hamiltoniv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatori a je proto
pozitivn¢ definitni, tj. jeho vlastni Cisla jsou nezaporna. Kreacni a anihilaéni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
existovat stav s nejniz§i moznou energii, ktera je nezdporna. Tento stav nazyvame zakladni
stav a ozna¢ujeme ho |0>. Zapisobime-li na zakladni stav anihilaCnim operatorem, musime
dostat nulovy vektor (neni jiz co anihilovat, jsme v zakladnim stavu s nejniz§i moznou
energii). Pro zakladni stav tedy plati:

H0>=E, 0> ; a]0>=0

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni soucin prvku se sebou samym):
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o (2.55.1) T
<0la*al0>=0 = <0|1—1|0>:0 =

how 2

1 . 1 . E, 1
— <0/H|0> - =<0[1]0> =0 20— 1<010> =0

heo < O1H o <o = (ha) 2} | =
E, 1 how
— = E, =
he 2 = FoT

Zname-li hodnotu zakladniho energetického stavu, miizeme dalS$i hodnoty energii ziskat
plsobenim krea¢niho operatoru, ten posouva v energii o konstantu %, je tedy jasné, Ze

E =E +hw :%hw ,

E, = E,+2hw :ghw ,

En:(n+%jha) ; n=0,1,2,...

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru, resp.
jen z formulace Ulohy (2.41). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, konkrétni Hilbertiv
prostor. Kreaéni a anihilaéni operatory, se kterymi jsme se zde poprvé setkali, maji zna¢ny
vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operdtori kreujeme a anihilujeme
jednotlivé Castice piitomné v systému. Zde u harmonického oscildtoru jen kreujeme ci
anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvame o jednu hladinu vySe nebo nize. Aby
naSe odvozeni bylo UpIné ur¢ime na zavér normovaci konstanty ve vyrazu (2.56). Vytvoime
nejprve kvadrat normy obou relaci:

A A 2
é+|n>:a;|n+1> <n|aa+|n>:‘a; <n+l|n+1> (2.55.1,2)
=
A _ - _ A 2
ajn>=a,|n-1> <n|a+a|n>=‘an <n-1l|n-1>
. . )
<n,i +l,n> :‘a+‘2<n+1|n+1> E +— <n|n>=‘a’; <n+l|n+1>
ho 2 ' = 2 .
H 1 P _1 g Pen-11n-
<n|-— -=|n>=|a,| <n-1|n-1> E,~~|<n|n> = |a;] <n-1|n-1>
hw 2 " 2

Z pozadavku normovanosti vlastnich vektori operatoru energie k jedné mame:

) 1) @2
=|E +—| = n+l
2

2 [ lj (2.52)
= En - = n
2

Fazovy faktor pfi odmocinovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost
vektoru neovlivni). Vysledné pasobeni kreaénitho a anihilacniho operatoru (2.56)
i s normovaci konstantou tedy je:

a'|n>=+n+l|n+1> |
ajn> = \/;|n—1>

Tento vysledek si miiZzete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy poradové ¢islo

vyssiho energetického stavu z obou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jesté jeden
operator:

n

a

a

n

(2.57)
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N=aa . (2.58)
Zapusobme s timto operatorem na n-ty energeticky stav:
. . (2.57) )
Nin>=a'aln> = Jna*|n-1>=Vnn|n>=n|n>
Vlastnim c¢islem tohoto operatoru je pocet kvant pfitomnych v daném energetickém stavu.
V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operdtoru poctu castic.

2.4.3. Reseni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

Re$me nyni jestd jednou ulohu (2.41) o harmonickém oscilatoru na prostoru nekoneénych
posloupnosti /* s¢itatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory matice nxn. Na
prostoru nekonec¢nych posloupnosti (n — o) budou operatory nekonen¢ rozmerné matice.
Ukol tedy je: najit nekoneéné rozmémé matice X, P, H, které vyhovuji uloze (2.41). Tyto
matice nemusime hledat ,,na zelené louce”. Stim co vime o kreaCnich a anihilanich
operatorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to

znamena, ze ur¢ime maticové elementy operatort X, f’, H vbazi vytvofené z vlastnich
vektort Hamiltonova operatoru. VSechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci kreacnich
a anthila¢nich operatort podle relace (2.55). A piisobeni kreacnich a anihilaénich operatorti na
zvolenou bazi také zname — viz relace (2.57). Konstrukce elementt pfisluSnych matic je tedy
vicemén¢ trividlni zalezitosti:

. 255 [ 4 o (2.57)
X, =<k|X|I> = me<k|(a++a)|l> =
= | (Tei<k)i+1>+Ji<k|1-15)=
2mw
n
= m(Vl'Fldk,lH-"\ﬁék,l—l) ;

n (2.55) . . (2.57)
Py =<k|P|l> = 14/"12“’<k|(a+—a)|1> =

:i\/mz%(ﬁ<k|z+1>—ﬁ<k|l—l>):
) h
=i " (1418 1 = 1,14)

. (2.55) N (2.57) 1
Hp;=<k|H|l> = hw<k|(a+a+5j|l> = ---:(1+5jhw5kl
Napis$me si tyto matice:

0 V1 0 o0 -

; JIoo W20

X=/—10+2 043 ,
2mw

0 0 3 0
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0 -1 0 0
— V1 0 -2 0
P=il” 0 V2 0 -3 ,
2
0 0 3 0
2
37‘;60 0
H =
0 5how
2

Ovéite si, ze skuteéné [X,P]1=in1 a H=P*2m + mw*X*/2 podle pozadavki tlohy (2.41).
Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici urcit pfimo z této relace. Posledni
co zbyva je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato uloha je mimotadné jednoducha. U diagonalni
matice jsou vlastni Cisla pravé prvky na diagondle. Pokud tento fakt nevite, vypocet je
jednoduchy:

Hn>=FE|n> = H-1E)|n>=0 = det (H-1E) =0 =

(h_w_E] 3ho o \gshw ) L, o
2 2 2

En=(n+%jha) s n=0,12,...

Opét tedy mame vztah (2.50) pro spektrum harmonického oscilatoru.

43



Kvantova teorie Sféricky potencial

2.5. SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

Stéricky symetrickym (centralnim) nazyvadme potencial, ktery |

zavisi jen na vzdalenosti od urc¢itého centralniho bodu. Pro @)
popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencidlu je velmi ™)
vyhodny sféricky soufadnicovy systém. Mezi nejznaméjsi
sférické potencidly patii sféricky harmonicky oscilator,
sférickd jama a Coulombiv potencidl. Sféricky oscilator si
muzete predstavit jako télisko v pocatku soutadnic, od kterého r
vedou pruziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude
pusobit vratna sila smérem do centra. Pribéh potencidlni
energie je kvadraticky. Sférickd jama pftiblizné¢ odpovida 3)
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém
jadre. Jaderné sily na hranici jamy (r=a) jsou znacné
(v idealizaci (2.59) dokonce nekonecné) a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombiv
potencial se uplatni napiiklad ve vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha
pusobeni jediného protonu v atomovém jadre. Nezapominejte, ze » [ (0, ). Pribchy téchto
znamych potencialt jsou:

O e =Skt
0 r<a
@) Vr) = , (2.59)
Vo r=za
3) V(r) = 91 _ _a
4rrgy r r

V klasické mechanice bude popsan systém Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hybnostmi
a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soufadnicové systému takto:

L = lmfz + lmrzsinzﬁci)2 + lI’m”z 6% - Vir)

2 2 2
pr = mr
Py = mr?sin@¢
- (2.60)
E = lmr‘2 + lmrzsinzé’(l)2 + lml’2 6> + V(r) .

2 2 2

) 2 + 2 2 2

H:pi’”.pM.fV(r):pir.}. L2+V(},-)

2m 2mr 2m oy

Jiz v klasické mechanice jsme si ukdzali, ze zobecnéné hybnosti odpovidajici tthlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druhd ¢ast Hamiltonovy funkce odpovida
rotaénim stupniim volnosti a Ize ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L vzhledem
k ose z, od které je odvozen sféricky souradnicovy systém.

Z ptedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou soucasné
méfitelné a nekomutuji spolu (2.30). Soucasné ale mlizeme méfit kvadrat momentu hybnosti
(2.31) a libovolnou z jeho komponent (2.32). U sféricky symetrického problému budeme
preferovat tfeti osu a tfeti komponentu. Osa zma preferované postaveni pfi budovani
sférického soufadnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou z komponent
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momentu hybnosti zvolime do Uplné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému piitomno
vn¢jsi magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa mifila ve
sméru tohoto pole, osa z je potom soucasné smérem vnéjsiho magnetického pole.

Je-1i systém sféricky symetricky, potom s operatory > a |:3 jesté komutuje Hamiltoniv
operator H. To je vidét jiz z klasického rozpisu (2.60). Vime totiz, Ze zobecnéné soutadnice
nekomutuji jedin€ se svymi zobecnénymi hybnostmi. V komutéatoru [L,H] mohou tedy byt
jediné nenulové Cleny s thlovou ¢asti Hamiltonidanu, tou je ale pravé nasobek L Operator
sdm se sebou komutuje, takze vysledek mtze byt jediné nulovy. Podobné komutator [IA_3 ,H]
muze mit jediné nenulové ¢asti s thlovou ¢asti Hamiltonianu, tj. ~ [IA.3 ,IA.2 ]. Tento komutator
je ale opét nulovy podle (2.32).

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatort, ktera tvoii iplnou mnoZzinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické tloze
k témto proménnym jesté ptibude spin):

[C.L,]=[CH]=[(,,H] =0 . (2.61)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatorti je mozné hledat spolecné
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy fesit
soustavu tfi rovnic pro vlastni vektory

Hiv,m> = E |v,[im>

L2 |v,,m> = A,|v,l,m> (2.62)

Ly |v,iim> = u,|v,l,m>

Index v ¢isluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti). Vlastni ¢isla jsme
oznacili E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit sou¢asné. Co by se stalo, kdybychom naptiklad
fesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla E, by samoziejmé byla v potfadku, ale ke
kazdému vlastnimu ¢islu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice nezavislych vlastnich
rovnici). Tomuto typu spektra fikame degenerované spektrum. Znamena to jen to, Ze
k danému vlastnimu &islu existuje vice vlastnich vektort. Odlisili bychom je od sebe az
pomoci dalSich operatord, které komutuji s operatorem, jehoz spektrum praveé hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy druhou
a tfeti rovnici v (2.62). Reseni pro moment hybnosti je stejné pro viechny pribéhy potencialni
energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezentace a v kapitole
2.5.2. naznacime, jak by se pfi feSeni postupovalo v x reprezentaci. Prvni rovnici v (2.62) se
budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. ReSeni pro energii (energetické spektrum) jiz samoziejmé
zavisi na pribéhu potencidlni energie a je jiné naptiklad pro vodik a jiné pro sféricky
oscilator. Navic feSeni pro energii zavisi na Cislech / a m. To je logické: moment hybnosti
souvisi srotaénimi stavy systému a ty kenergii pfispivaji. Vidime to konec konct
1 v hamiltonianu (2.60), kde je pravé rotacni Cast energie vyjadiena pres kvadrdt momentu
hybnosti.

2.5.1. Moment hybnosti

Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.30), dulezity je také
vztah (2.32):
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[L,.L,]=iAl; + cyklické zamény,
[L2,L;]=0
Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory
L, =L, +il, . (2.63)

Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako krea¢ni a anihila¢ni operatory u energie
harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti. NapiSme
prehledné jejich dilezité vlastnosti (vSechny lze snadno odvodit z definice posuvnych
operatorti a z komuta¢nich relaci momentu hybnosti):

o L= lei)
A 1 A A
(2) L, = 2(|-+‘|-—) )
3 Li=L; .
@) L,L_ =L>-L3+nL, ,
o - ] (2.64)
(5) L_L, =L*-L3-nL; ,

(6) L+,£_]:2h|:3,
(7) £3,Li]

(8) I:2,I:i] =

1
I+
St
r~

I+

o

Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:
LA u>=ANAu>
L3 |A,/U> = lu|/]nll>

DokaZzme nejprve, Ze posuvné operdtory posouvaji vlastni vektory ve tfeti komponenté
momentu hybnosti o Planckovu konstantu:

Lemma 1: I:i|/1,/,l>~ [A, uxh>

Dukaz:

Oznacme | > = IA_i | A, i >. Aplikujme operatoty |:3 a L2 na tento vektor:

n A (2.64.7) . . n ~
Ly |¢>=LsLs A u> = (LilksxaLl)|Apu>=(u+n)l. [Au>=(uth)|y¢>,

. - (2648) ~
L |@>=L"L, [A,u> = L. L|Au>=AL, | Au>=y>.

Vidime, Ze posuvné operatory L, posouvaji ve spektru operatoru L; o konstantu +7. Ve

spektru operatoru L2 nedélaji posuvné operatory nic. L, tedy méni jen hodnotu projekce
momentu hybnosti do zvolené osy.
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Lemma 2: Pii daném 4 je spektrum operatoru I:3 omezene, tj. existuje Umin a Umax -
Dikaz: V relacich
L* | Au> = A Au>
(L2 +L )|;| u> = (L2 —L§)|)|,y>: A=u)|Apu>
jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platitA >0, A - /,12 20.
Ziejmé tedy musi byt 2 <A O A=20 aproto gO<—/A,+-/A > aexistuje Umin @ Umax-

Nyni jiz spektrum momentu hybnosti odvodime standardnim zplGsobem. Podobné jako
u harmonického oscilatoru zapiisobime posuvnym operatorem na prvni (resp. posledni stav).
Vysledek plisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav jiz neexistuje:

L, |/1=:umax >=0 0O L. |/1>:urnin >=0

vytvofme kvadrat normy téchto vektora:
< Aa/umax | L_ I‘+ | Asiumax >=0 0O < /Lﬂmin | L+ L_ | /]’ﬂmin >=0
Souciny operatort vyjadiime z (2.64.4) a (2.64.5).
</]numax ||:2 _|:23 _hI:3 |/]numax >=0 U </]numin | |:2 - |:23 + hl:3 |Anumin >=0
Po zapiisobeni operatorit mame:

(A = s = Honax™) || A i 12 =0 0 (A= i + Hoin ) || A, i |12 =0

vynulovanim koeficientd u obou relaci dostavame:
_ — 2
A= :ur%)ax + :umaxh O A= Hmin — :uminh >
neboli
A= :umax (:umax + h) O A= Hmin (,umin - h) . (*)

Posuvné operatory posouvaji ve spektru tfeti komponenty momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, proto musi také soucasné platit:

H = Hin > Hinin +h9 Himin +2h’ Himin +3h> cre :umax - h’ :umax .
zaved'me bezrozmérné Cislo m = y/# . Potom

m:mmimmmin-i-1 m1n+2 mm1n+3’ ""mmax_l’mmaX'

Oznaéme mmax = 1. Z relaci (*) snadno zjistime, Ze mipin, =— 1. Cislo m tedy maZze nabyvat
celkem 2/+1 riznych hodnot z mnoziny mU{-1,—[+1,-[+2,...,/ -1,/ }. Pocet hodnot
2/+1 musi byt nezdporné celé Cislo a proto samo ¢islo / miize nabyvat jen polociselnych
hodnot

ID{O 1,22

X ; .}, Vlastni &slo A= g (U + 1) =LA +R) =R 1(1+1).

Zavér: Vysledky celého odvozeni miizeme zformulovat takto:
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3.5

~2, ...

R 2 327 } b

Ly |l,m> = mh|lLm> , mO{=1, -1+, =1+2,...,1-11} ;  (2.65)

L. |lm>~ |lm%]1>

L2 (L,m> = [(+DR2 | Lm> 15{0,5,1,

Poznamky k feseni: (velmi dullezité, ctéte pozornéji nez samo resenil!ll)

1) Cislo / &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi kvantové &islo (hlavni kvantové
gislo &isluje energii). Cislo m gisluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem
k tomu, Ze nabita rotujici &astice ma nenulovy magneticky moment, a toto &islo bylo poprvé
zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vodiku, nazyva se magnetické kvantove ¢islo.

2) Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do treti osy jsou:

IL|=IG+D)h , 1=0123,..;

(2.66)
Ly=mh , m= —1,~1+1,...,1

3) Pologiselné hodnoty, které jsme odvodili pro &islo / jsou skuteéné také mozné. Realizuji se
uspinu, jehoz operator ma stejnou komutaéni strukturu jako moment hybnosti.
V Schrodingerovské X reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba
reprezentace zde znamena ztratu ¢asti feSeni. To, Ze poloCiselné hodnoty [ jsou jiz soucasti
komutacnich relaci (2.30) bylo objeveno az relativné pozdé (v roce 1968 Kaufmannem) postupem
podobnym nasemu odvozeni.

4) Zvysledku (2.66), respektive (2.65) plyne skute€ny vyznam Planckovy konstanty. Jedna se
o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti budeme vzdy méfit
projekci momentu do urcité osy, dané méficim zafizenim. Tato L,
projekce je vzdy nasobkem Planckovy konstanty. o

5) Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlej$im kvantovym &islem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektora |/, m>, které
pFislusi stejnému kvantovému cislu . Tyto vektory se od sebe liSi B
kvantovym ¢&islem m a jejich pocet je 2/[+1 (tzv. stuperi
degenerace, ktery oznaCujeme #).

6) Historicky byly oznacovany kvantové stavy velikosti momentu

hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle 0
nasledujici tabulky:

[=0 s stav m=0 #=1 5
[=1 p stav m=-1,0,1 #=3
[=2 d stav m=-2,-1,0,1,2 #=5

[=3 f stav m=-3,-2,-1,0,1,2,3 #=17

7) Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti Ize dostat také jako
aritmeticky pramér véech moznych hodnot. Napfiklad pro / =2 jsou mozné hodnoty projekci Lj,

L, nebo L. rovny —2h, A, 0, i, 2/1. Primérna hodnota kvadratu je proto dana vztahem
<?>=<2>+<[}>+<I1?>=3<[2>=3(4n%+n% +0+1> +4n%)[5=61>.
Velikost | L| = /6 7 presné podie vztahu (2.66).

8) Neni obtizné napo&itat maticové elementy </I,m'|L; |/,m > operatoru momentu hybnosti ve
vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatorll podobné jako u harmonického oscilatoru
v kapitole (2.4.3). Pro /=0 mGze byt m i m' jen 0 a proto jde o jediny prvek. Tato matice pisobi
na skalarni veliginy, hovofime o skalarni reprezentaci. Pro [ = 1/2 mGze nabyvat m i m' hodnot
-1/2 a +1/2. Jde o matice 2x2 pUsobici na uspofadané dvojice, které nazyvame spinory. Jedna se
o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ = 1 mdze nabyvat m i m' hodnot —1, 0 a +1. Jde o matice

3x3 pusobici na usporadané trojice, které nazyvame vektory. Jednd se o tzv. vektorovou
reprezentaci. VSimnéte si, Zze matice L; jsou diagonalni s vlastnimi Cisly na diagonale.
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Spinorova reprezentace ([ = 1/2)

leﬁ(o +1j ; L2=ﬁ(9 —1] ; L3:E(+l Oj
2{+1 O 2{+1 O 200 -1
Vektorova reprezentace (/= 1)
01 0 0 -1 O +1
Ly=a|1 0 1| ; Ly=a|1 0 -i| ; Ly =7
010 0 1 0 0 0 -1

Matice pro [/ = 1/2 se nazyvaiji Pauliho matice (bez nasobicich koeficient().

2.5.2. Reseni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych souradnicich (jsou
nejblizsi symetrii potencidlni energie). Je tfeba feSit soustavu rovnic (2.62), kterd bude mit
nyni tvar:

Hy(9.0) = E, Y(r.9.6) |
I:z 4[’(’”, ¢99) = A l (//(V, ¢9 6) b (267)
|:3 (/l(}", ¢>9) = Hp l//(l", ¢’0)

Operatory zapsané ve sférickych soutradnicich maji tvar:

~2 2 2 2
A= Pyl oy, T dgg +V ()
2m 21 2m mr?
L = -n’dgy
|:3 = —lhi 5
0¢
1 (2.68)
4 = AI’ +r_2A9¢ >
AI" = ilir ,
dr r dr
2
sind 06 00) inlgog
Kinetick4 energie v Hamiltonové¢ operatoru vede v Schrodingerové rovnici na ¢len
2 2 2
h n h 1
-—A=-—\A4,+4,+A4, |=— 4, +—A4 .
2m 2m( * Y Z) 2m£ o2 9¢]

V kartézskych souradnicich se Laplacetv operator $tépi na soucet druhych derivaci podle
jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky 7, T, a 7.. Ve sférickych
soufadnicich se Laplaceliv operator déli na radidlni a tthlovou ¢ast, tomu odpovida rozklad
kinetické energie na radidlni a thlovou ¢ast. Pravé uhlova cast kinetické energie je rotacni
energie spojena s momentem hybnosti a proto kvadratu momentu hybnosti odpovida thlova
¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané teseni ¢(r,9,60) samoziejmé zavisi na kvantovych cislech v, [, m. ReSeni budeme
hledat v separovaném tvaru

W(r.9,6) = f(r)g(9)h(D) . (2.69)
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Nejdiive feSme posledni z rovnic (2.67):

—in % 1) 2@ =t £ g(@)(O) =

—ihj—izg = g(¢)=cexp{i’u7’"¢]

Nalezené feSeni musi byt periodické v thlu ¢:
g(0)=g2m = W,=mh; m=0, £1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opet odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti miize nabyvat jen celistvych nasobkii Planckovy konstanty. PoloCiselna
feSeni nelze v x reprezentaci nalézt. Prechodem ke konkrétni reprezentaci pfichdzime o ¢ast
feSeni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

1 .
W ,0)=f(—e"? g@) ; m=0, £1, 2, ... (2.70)
N2
Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi krok
dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.68) a budeme ji fesit

2 : :
—h2[ ,1 i(sinﬁij+ ! 6_} clm? g0) =1, e"? g6) =

sin2 @ 0@

2 A
.1 L sian—g T8 L g =0.
sin@ d@ de sin28 K2
Vysledkem je obycejnd diferencialni rovnice pro funkci g(@), kterd se teSi standardnimi
matematickymi postupy presahujicimi rdmec tohoto sylabu. Vysledkem jsou polynomidlni

funkce v cos 6 a sin 0, které¢ se nazyvaji pridruzené Legendreovy polynomy P;,(cos 6) a jsou
definované vztahem

YR TR L

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Pfislusné vlastni ¢islo je

P,y (x) -0 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,+1, ... (2.7])

A= (1 +1)R? (2.72)

Cela uhlova ¢ast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se

Vi ($,6) =—— "™ B, (cos0)

J2n (2.73).

Celkové feseni druhych dvou rovnic soustavy (2.67) tedy je
1 .
Y(r,,0)=f(r) Y, (4,0) = E fr)e'™® P, (cosB) ;

)Il=l(l+1)h2; [=0,1,2,... (2.74).
MUy =mh; ; m=0, £1, ..; |m|<1

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci poloc¢iselnych hodnot shodné se
vztahy odvozenymi jinou cestou v piedchozi kapitole. Pro radidlni funkci f{r) 1ze feSeni ziskat
z prvni rovnice (2.67). Toto feSeni zavisi na tvaru potencialni energie. Pro nékteré zékladni
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tvary potencidlni energie bude feSeni diskutovano v pfisti kapitole. Na zavér uved’'me piiklady
nékterych kulovych funkei:

1 3 3 3
Yoo =—r=: Yig=-=cosf; Y= = e?sing; ¥ = Van © 0 5in6;
00 2IT 10 ar 1 8T 1-1 8T
5 2 15 g )
Y- =—,/— 1-3cos“ 0); Y- ==—1/—e cos@sind ;
20 1677( ) 2 8

2.5.3. Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama
Nyni zbyva fesit prvni z rovnic (2.67) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam poskytne
energetické spektrum a radialni ¢ast celého feseni y(r, ¢, 0). Jak energetické spektrum, tak
radialni ¢ast mohou zaviset na kvantovych ¢islech / a m z predchoziho feseni a budou zavislé
na konkrétnim tvaru potencialni energie V(r).
V posledni rovnici (2.67) zname piisobeni rotacni Casti kinetické energie Hamiltonova
operatoru na celkovou vlnovou funkci. To je dano plisobenim kvadratu momentu hybnosti
podle druhé z rovnic (2.67). Zname jiz i vlastni ¢islo A; podle vztahu (2.72). Po zaptsobeni
rotacni Casti zkratime tthlové ¢asti g(¢) a h(0) na obou stranach rovnice a ziskdme rovnici pro
radialni Cast feseni:

n’ od 1 d | h I+

EE; dr 2 mir? +V(r) | fui(r)=E fu(r) . (2.75)

Povsimnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové ¢islo / a energetické spektrum proto
nezavisi jen na radidlnim cisle v, které ¢isluje energii, ale 1 na vedlej§im kvantovém Cisle /.
Redeni rovnice (2.75) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady, hledani
asymptotického chovéni, ofiznuti nekone¢né ftady). Uvedeme vysledky vypocti pro
potencidlni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jamy a Coulomblv
potencial (2.59).

Harmonicky oscilator

Pro potencidlni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum
V(r)= % maw® r? = E,; =Qu+I+3/2) hw=(n+3/2)how. (2.76)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2 iicw. Radialni kvantové &islo v &isluje
poradi radialnich stavii a zpravidla také pocet prusecikl radialniho feSeni s osou x. VétSinou
se zavadi tzv. hlavni kvantové &islo n, které skutecné ¢isluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , [=0,1 ... n. (2.77)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie prislusi vice stavl, kazdé n
1ze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno uré¢ime stupen degenerace, uvédomime-li si, ze ke
kazdému vedlejsimu kvantovému ¢islu existuje 2/ + 1 hodnot magnetickych ¢isel m:

nl/2 nl/2
Zzz+1_ S 2n-w)+1= Y on—day+1=EFDEFD g g
v=0 v=0 2

Radu (2.78) jsme seletli jako aritmetickou fadu. Kazd4 energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n + 2)/2 stavu.
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Coulombicky potencial
Pro Coulombicky potencidl vychazi energetické spektrum
2 2

V(r) - 1__a = By =- 2am 2 0'2”12 - @7
4rgy r r 2h°(V+I+1) 2h*n
Hlavni kvantové ¢islo n ¢islujici stavy energie jsme zavedli vztahem
nEv+Il+1 n=0,1,2,... , [=0,1...n-1. (2.80)
Stupeni degenerace bude
n/2 n—1
Ho=D20+1= Y 2(n-v-1)+1= > 2m-2v-1=n”. (2.81)
/ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, miize mit kazdy elektron jesté dva spinové stupné volnosti m, = %1/2
a celkovy podet stavii v jedné energetické slupce je proto 2n’. Tyto stavy se lisi hodnotou
kvantovych ¢isel [, m, m;.

Kvantova jama

Stericka kone¢na kvantova jama s potencialem
V(r) = (2.82)

nema analytické feSeni. Problém Ize feSit jen numericky nebo graficky.
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2.6. CASOVY VYVOJ

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali staciondrnimi stavy, tj. stavy systému, které se
v Case nevyviji. Skutecné kvantové stavy jsou linedrnimi kombinacemi stacionarnich stavi
(prvkl baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s ¢asem. Piechod stavu z jednoho casu
do ¢asu pozd¢jsiho provadi tzv. evolucni operdator (operator ¢asového vyvoje).

2.6.1. Evolucni operator
Evoluéni operator prevadi znamy stav Case 7 na stav, do které¢ho se vyvine v Case ¢:

(@) >=U(10) | Y(ty) >. (2.83)
Evoluéni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:
1) poéateéni podminka: vyvoj z poc¢atecniho casu do poc¢atecniho ¢asu neméni stav
U (79.70) =1 .

2) semigrupova podminka: vyvoj ze stavu ¢; do #, dopadne stejné, je-li proveden nardz nebo
pfes mezicas t:

nh -1 = H-1t-1
|[W(tr) >=U (. 0)(t1) > = |P(t2)>=U(1p,0) U(t,0) (1) >
Porovnanim obou postupt ziskdme semigrupovou podminku
U0 U(n)=U(12,1) .
3) unitarita: casovy vyvoj neméni normovani stavu:
(W) @) = (W] w®)).
{Wo|wo)=(wo| U0 |y)
070 =1
4) inverze: inverzni evolucni operator mé obracené potadi argumentl. Odvodime ze semigru-
pové podminky:

',
U@ =U(ty) U@y,t)=1 =
U~ t9.6) = U(t,tg) .
5) spojitost: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méteni), ktery popisuje evolucni operator musi
byt spojity:
<¢|ﬂ(t0,t) |(//(t0)> je spojité pro O ¢y a D|¢> .
Nyni odvodime zékladni rovnici pro evoluéni operator. Vyjdeme z definice stfedni hodnoty

dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto stfedni hodnotu budeme derivovat
podle Casu:

da _d aig =9 (g 107 ADIwo) = wo | YY" AG + 0*A4Y
Lt Al = (o | 07AD o) = (0| ‘0 A+ 07 ALY ).
Jinou moznosti je piimo zavést operator Casové derivace dynamické proménné vztahem
da < N
“= (WlAlg)= (wo|UTAD ).

Porovnanim obou postuptli ziskdme rovnici
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AU+ UAY = 0*A0 (*)
dt t

ve které za Casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zavorkach (1.53) pievedeny do kvantové
podoby pomoci principu korespondence (2.28):

=41} = A=L[AR]
1

Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit ziskat rovnici pro evolucni operator:

dU UAd—U=U+,—[A,H u =
t 17
dUY an e dU 1 [
AU+ 0*A%Y =,—(U+AHU—U+HAU) **)
dt t 1h

Ve viech nasledujicich tpravach vyuzivame unitaritu UU" = U U = 1. Z rovnice (**) je tieba

vyloucit operator U’ a jeho derivaci podle ¢asu, kterou ziskame derivovanim definice

unitarity podle ¢asu a nasobenim vysledku operatorem U" zprava:

-+ dU d0* - dU-
=0 =

+U
dt dt dt dt

e | =

rrdUnpan  aindU 1 [ na o AL a s s
- 0" 40T A0+ A Y =—(U+AHU—U+HAU) =
dt t 1h
dl’]"+" "dl’)"+ 1 A A A A
- —UA+A—U =— - =
i P0r = (kA
{A,ﬂfl*}:i[/&,ﬂ] =
t 1h
dﬂ"+ 1 A
— U = =
dt inH
7:’:|2||3 . (2.84)

Pravé odvozend rovnice se nazyvd rovmice casového vyvoje. Zapusobime-li touto
operatorovou rovnici na pocatecni stav [tpo>, provede evolucni operator vyvoj stavu do ¢asu ¢
a ziskana rovnice pro [(¢)> se nazyva casovd Schrodingerova rovnice:

|"’( ) - Ble) . (2.85)
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2.6.2. Casova Schrédingerova rovnice

Reseni Gasového vyvoje lze najit relativné snadno, neni-li Hamiltoniiv operator explicitni
funkci Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti. V takovém
ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisované¢ho systému béazi generovanou
vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.35):

Hin>=E,|n> ; <m|n>=5nm ; Z|n><n|=1 :
n
Do téchto vektorti rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi Casu:

@) >=2a,O)n> .

ReSeni v tomto tvaru dosadime do Casové Schrodingerovy rovnice ziskdme linedrni rovnici
pro koeficienty a,(¢).

iny,
n

da,
d

o >= HY a,(1)|n>;
n

d
iny ;tn|”>: Ya,(OE,|n>; / <m| zleva
n

Reseni ¢asového vyvoje tedy je:
- iEn (t=t9)
lW@)>=>c, e |n> . (2.86)
n

Ponékud elegantngjsi feSeni je nalézt ptimo evolucni operator jako superpozici projektorii
generovanych Hamiltonovym operatorem pomoci véty o spektralnim rozvoji. ReSeni rovnice
pro evolucni operator 1ze formalné zapsat jako

a0 .Ll:l(f‘fo) iEn (t=t9)

ihEﬂ:lﬂ = Ut =e" = 0@.0=Ye" [n><n| .
n

Nyni zapiisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | 1 >:

1
—E, (t_tO)

p@>=3e [n><nlyy >
n
a ziskame tak okamzit€ feSeni Casové Schrodingerovy rovnice:

1
7En (t_to)

W(@)>=Yc,e'” n>
Wo>=Yc,ln> (2.86))

cp =E<n|yy >
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Priklad:
Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoz pocatecni stav je zadan jako realna linearni
kombinace dvou redlnych vlastnich funkci Hamiltonova operatoru. Naptiklad muze jit
o harmonicky oscilator nebo kvantovou jamu.
Reseni: Pocate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavli n a m Hamiltonianu (pies n, m se
nesCita)
Wo(x) =yl (x) + cpf (x)
casovy vyvoj je
i iy

Yt.x)=cpe B Yy te,e g, ()

a vyslednd hustota pravdépodobnosti pro realné vlastni funkce vychazi
‘(E ~E,)t —%(Em—En)t

w(t,x) = I// _(mem) + (ann) tenCmln¥m [ te ] .

Celkova pravdépodobnost je souctem pravdépodobnosti, ze se systém nachazi ve stavu m, ve
stavu n a interferencniho c¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky. Vysledek lze
jednodusSe zapsat takto:

Ey - Ey
h
Frekvence casovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida Planckovu kvantovani AE = hic.

w(t,x) = wi(x) + wy (x) + f(x)cos(wt); w=

2.6.3. Ehrenfestovy teorémy, virialovy teorém
V této kapitole si probereme tfi zdkladni teorémy tykajici se casového vyvoje.
1. Ehrenfestiiv teorém

Prvni Ehrenfestliv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru soufadnice. Pro jednoduchost ho
odvodime v jednorozmérném piipadé€, vyjdeme z principu korespondence a ¢asového vyvoje
(1.53) ve tvaru Poissonovych zavorek:

|+ Lk voio]=

e (ihﬁ +ih ﬁ)z%

2m( [XP] [XP] )

Ziskali jsme tak vysledek, ktery je analogicky definici hybnosti z klasické mechaniky a je
znam pod ndzvem prvni Ehrenfestiiv teorém:
dX _P
—=— . (2.87)
dt m
2. Ehrenfesttiv teorém

Druhy Ehrenfestiiv teorém se tyka casového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postupovat
podobné¢ jako v piedchozim ptipadé:

E_E[P ] {p _+V(x)} ] +%[I€’, V()A()] :%[FA’, V()A()] .

Hodnotu posledniho komutitoru ur¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operdtoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru soufadnice (indukci) a vysledek budeme ¢len po
¢lenu aplikovat na operator potencialu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:
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[B. %" |= —inuxrt,
[B. %1 | =x[B.x" |+ B, %"

X=—ih(n+)X"H |

[|5, V()Z)] - —in?2l
X

Zakladnim pfedpokladem téchto tvah je samoziejmé rozvinutelnost potencidlni energie do
Taylorovy fady. Po dosazeni za vypocteny komutator druhy Ehrenfestiv teorém vychazi:

Gl (2.88)
dt X

coz je vlastné kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zdporn¢ vzaty gradient
potencialni energie je pusobici silou).

Viridlovy teorém

Virialovy teorém je velmi uzite¢ny nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice. Urcuje
sttedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potencidlni. Ur¢eme
nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamiltonovym operatorem
v energetické reprezentaci:

<n|[AHl|m>=<n|AH-HA|m>=(E, = E,)<n|Alm>=(E, = E,) Ay, .
Pro n = m méame
<n|[AH]|n>=0.
Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soufadnice a hybnosti:
<n|[XP,H]|n>=0,
<n|[X,H]P|n>+<n|X[P,H]|n>=0,

dX - < dP
<n|—XP|n>+<n|X—|n>:0.
dt dt
Za ¢asovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorémii:

1 ooV
<n|—|n>=<n|=X—|n>.
2m 2 09X

A

Ve tfech dimenzich je vysledek souctem piispévkll v jednotlivych osach. Na levé strané stoji
sttedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operator virialu:

<n|f|n>=<n|%f(k or In> . (2.89)
9

Xy

Pro jednorozmérny harmonicky oscilator je operator viridlu pfimo roven potencidlni energii:
1l o0V _1 &

— X == kX*.
2 oxX 2

~ 1 ~
V(X) :Ekx2

Stiedni hodnoty kinetické a potencidlni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.
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2.7. RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1. Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Prostorova rotace
Pootocime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o thel ¢, I1ze transformaci zapsat jako
t'=t,
x'=xcos@ — ysing,
y =xsing + ycos@ ,
z'=z.
Casovou soufadnici budeme davat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as neméni.

Celou transformaci popiSeme pomoci rotaéni matice R,, Podobné¢ mutizeme popsat rotace
kolem ostatnich soufadnicovych os (staci cyklicky zaménitx - y - z - x):

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

01 0 0 0 cos¢p O sing 0 cos¢p -sing O
Rx = Ry =

0 0 cos¢g -sing 0 0 1 0 0 sing cos¢p O

0 0 sing cos¢ 0 -sing 0O cos¢ 0 0 0 1

Rotace patfi mezi unitarni transformace. Pfipomenime si, Ze unitarni operatory zachovavaji
skalarni sou€in, proto plati

U'U=1 = detUdetU* =1 = |detU|=1.

Pro re4lné matice miize byt determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace)
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se presvédéime, ze determinant vSech tii rotacnich matic je roven
jedné. S rotaéni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvame moment hybnosti. Tato
veli€ina je danou symetrii definovéana (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).

Lorentzova transformace

Velmi ptibuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici piechod mezi
dvéma vzijemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi systémy,
predpokladejme, ze v ose x:

. t —vx/c?

_\/l—Vz/cz ’

,_ x—vt

‘x _—)
\ll—vz/c2

z'=z.

Tuto znamou transformaci lze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobé. Zavedeme-li
relativistické proménné xy =ct, x| Ex; xp Ey; x3 =z a relativistické koeficienty

L=V/ic;, y=1/ 1—,6’2,
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budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osdch matice ziskdme cyklickou
zaménou) mit tvar

y —yB 00 y 0 -yB 0 y 00 -ypB
“vB v 0 0 0 1 0 0O 10 0
Ax: s Ay: b AZ:
O 0 10 “yB 0O y 0 0 0 1
O 0 01 o 0 0 1 —yB 0 0 y

Determinant transformacnich matic je roven

— 2 202 _ 2 2y —
det A=y”—y*f= =y~(1-57)=1
a jde tedy opét orotace, tentokrat vroviné dané Casovou a jednou prostorovou osou.

Charakter rotaci Iépe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci rapidity
u = arcth (v/c):

chu shu 0 O chu 0 shu O chu 0 O shu

shu chu 0 O 0 1 0O O O 1 0 0
Ax: ° Ay: > AZ:

0 0O 1 0 shu 0 chu O 0 0 1 0

0 0 0 1 0O 0 0 1 shu 0 0 chu

S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné ve dvou inercidlnich soustavach, které se
navzajem pohybuji rovhomérné pfimocare) se poji existence nové zachovavajici se veliciny,
ktera se nazyva spin.

2.7.2. Spin

V minulé kapitole jsme vid¢li, Ze podobnou tlohu, jakou ma
prostorova rotace ma i Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ('
ale vroviné dané casovou a jednou prostorovou soufadnici
o imagindrni thel nazyvany rapidita. Rota¢ni symetrie odpovida
symetrii systému vzhledem k pootoceni, Lorentzova symetrie
odpovida stejnému chovani systému v riznych, navzajem se
rovnomérné pohybujicich, inercidlnich soufadnicovych systémech.
S obéma symetriemi se poji odpovidajici zdkony zachovani:
rotacni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie = spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi tézko
pfedstavit. Zna¢né nepiesné, ale piesto ilustrativni, je pfedstavit si Castici obihajici kolem
centra a souCasn¢ rotujici kolem vlastni osy. V této klasické predstavé odpovidd momentu
hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace. Skute¢né Castice ani neobihaji kolem centra,
ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rota¢ni stav je dan dvéma veli¢inami —
momentem hybnosti (orbitadlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veli€iny se
mohou skladat, potom hovofime o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.
Operator spinu ma stejné komutacéni relace jako moment hybnosti (2.30, 2.32)

[él ,éz] = ihé3 + cyklické zdmény ,

- (2.90)
[S?,S;]=0
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Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dvé kvantova Cisla popisujici spin: spinové
¢islo neboli spin s urcujici velikost a magnetické spinové Cislo m; urcujici projekcei spinu do
tieti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatorti odvodit stejné jako pro moment hybnosti
vztah (2.66)

[S|=+s(s+D) A , s =0,1/2,2,3/2,...;
(2.91)
Sy =mgh mg= —s,—s+l,...,s
Tentokrat se ale realizuji i polociselné hodnoty, které jsme pro komutacni strukturu (2.90)

resp. (2.30) odvodili dfive. Hodnota spinu s je pro elementdrni c¢astice neménnou
charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického naboje Q nebo klidové hmotnosti my.

Spin nékterych &astic

leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d,u,s,c,b,t) 1/2
skalarni mezony (7, kaony) 0
vektorové mezony (p,kaony) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
intermedialni bosony (y, W*, Z°, gluony) 1
gravitony 2

Pritomnost spinu zvySuje stupenn degenerace energetickych stavli. Naptiklad elektron
v atomarnim obalu, ktery ma energeticky stav ureny hlavnim kvantovym c¢islem, jiZ nema
stupent degenerace n”, ale 2n”. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou urdeny &tvefici
¢isel n, I, m, m,. Projekce spinu m, mize nabyvat dvou hodnot *1/2 a pocet stavl se
zdvojnasobuje.

Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skuteCnym rota¢nim
pohybem dcastic, ale i s ,,vlastnim momentem* — spinem. V piitomnosti nehomogenniho
magnetického pole reaguji Castice na toto pole. Stavy, které pivodné odpovidaly jediné
energii se $té€pi na multiplety blizkych energetickych podhladin. Stupeni degenerace se snizuje,
stavy s riznym m a mg maji riznou energii. Hovofime o tzv. sejmuti degenerace v pfitomnosti
magnetického pole.

Pec Kolimator Magnet Stinitko

Spin byl poprvé pozorovan ve Stern Gerlachové experimentu (1925). Atomy stiibra
odpatujici se zpicky byly kolimovany do svazku prochdzejiciho nehomogennim
magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogennim poli ptisobi
sila (1.124) F=—-ullB. Magneticky moment jednotlivych stavii je rizny a proto je riizna
i vysledna pusobici sila a energie dan¢ho stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav /=0
Stépit viibec (m = 0), stav / = 1 se bude $tépit na tii rizné podstavy (m = 0, £1) a na stinitku se
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vytvoii jedna nebo tfi stiibrné skvrny (i ve vysS$ich stavech / ptijde vzdy o lichy pocet skvrn).
Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stiibrné skvrny, coz svéd¢i o elektronu s orbitalnim
stavem / = 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou uréeny dvema projekcemi
my=*1/2). Sudy pocet projekci znamend polociselné feseni komutacnich relaci (2.90)
respektive (2.30). Hypotézu o existenci vlastniho momentu elektronu, ktery méa podobné
vlastnosti jako orbitdlni moment, podali jesté pted teoretickym objasnénim spinu Uhlenbeck
a Goudsmit v roce 1925.

Na nasledujicim obrazku je numerickd simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova
experimentu. Stavy s projekci m;=+1/2 jsou oznaeny modfe, stavy m,=—1/2 Cervent.
V malé vzdélenosti se na stinitku objevi dvé vyrazné sttibrné skvrny, ve vétsi vzdalenosti
nejsou pravdépodobnosti dopadu atomti v jednotlivych stavech vyrazné prostoroveé oddélené.

2.7.3. Klein-Gordonova a Diracova Rovnice

Schrodingerova rovnice neni relativisticka a proto nemiiZze spravné popsat spin. Pfi jejim
odvozeni jsme pouZzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem byla
Schrédingerova ¢asova rovnice (2.85), ktera ma v x reprezentaci tvar

"’04” (——A+V)¢/ 0.

V rovnici se nachazi prvni ¢asovad derivace a druhé prostorové derivace, ¢as a prostor neni
rovnopravny, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukei 1ze vytvofit jak ve
druhych (Klein-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rovnice) derivacich. Obé¢
konstrukce maji své misto, rovnice Klein-Gordonova spravné popisuje chovani Castic se
spinem 0 a rovnice Diracova chovani castic se spinem 1/2.

Klein-Gordonova rovnice
Pti odvozeni Schrodingerovy rovnice v x reprezentaci jsme hybnosti pfifadili operator
P - —inO.

Toto pfifazeni je nyni nutné zobecnit na Casoprostor. Hybnost souvisi se symetrii vzhledem
k posunuti v prostoru, s posunutim v ¢ase souvisi veliina nazyvana energie. Relativistické
ptifazeni by tedy mélo byt:

E - +ind/ot,
Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlastnostmi
Ctyivektort a je pro nase odvozeni nepodstatné (je dano tim, ze Cas a prostor se v derivacich

vyskytuji v jmenovateli). Nyni pievedeme do operatorové podoby relativisticky vztah pro
energii

2
E? =p202 +m2ct ( nr = 9 +h%c?A - m204)(// 0.
o1

Jednoduchou upravou ziskame Klein-Gordonovu rovnici pro volnou ¢astici
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L 02 B m2c?

(4-
2o n?

YY=0 . (2.92)

Klein-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou castici se spinem
nula. Jde o vlnovou rovnici s konstantnim ¢lenem, kterd limitn¢€ ptfechazi v nerelativistickou
Schrédingerovu rovnici.

Diracova rovnice

Relativistickou konstrukci rovnice pro volnou castici, kterd limitné prechdzi na
Schrédingerovu rovnici, lze také provést v prvnich derivacich. Tuto tlohu fesil
P. A. M. Dirac, ktery hledat spravné koeficienty u prvnich derivaci:

0 0 0 0

(coz-+ciz—+ep—+tez——+d)@=0.
ot 0x oy 0z

Z transformacnich pozadavka Dirac odvodil, ze rtzné koeficienty ¢; musi navzajem

antikomutovat. Tuto vlastnost nelze splnit, pokud jsou koeficienty obycejna Cisla. Je to ale

mozné, jde-li o 4 nezavislé antikomutujici matice. Ctvefici nezavislych antikomutujicich

matic lze nalézt aZ pro matice 4%4 a vétsi. U matic 4%x4 existuje 16 nezavislych matic, ze
kterych lze vybrat Ctyfi antikomutujici. Dirac tak odvodil rovnici

(iny#a, -mc)y=0, (2.93)
ve které jsou koeficienty derivaci tzv. Diracovy matice
10 0 0 0 0 01
o |01 0 0 L]0 0 1o
"Tloo -1t o "o <100
0/ot 7z
00 0 -1 -1 0 00 0/0x "
ooy YT
0 0 0 -i 0 01 0 /0y ¥s
, |0 0 i 0 L |0 00 - 0/0z Ya
y© = ;= ;
0 i 0 0 -1 00 0
-i 00 0 010 0

Diracova rovnice popisuje chovani &astic se spinem 1/2 (napiiklad elektron). Ctvetice 1 se
nazyva bispinor. Ma specialni transformacni vlastnosti. Horni dvé komponenty bispinoru
popisuji stavy castice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji kladnou energii. Dolni dvé
komponenty maji zdpornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy anticastice s projekci
spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu "odmocnénim" Klein-Gordonovy

rovnice postavené na vztahu E 2= p202 +m?c*. Proto stavy se zapornou energii nejsou

piekvapenim. Elegantni v§ak bylo Diracovo vysvétleni: VSechny zaporné stavy jsou zaplnény
(Diracovo mote elektronil se zapornou energii). Nezaplnény stav se chova jako "dira", kterou
Dirac interpretoval jako anti¢astici. Rozborem tvaru rovnice a jejich feSeni teoreticky Dirac
predpovédél existenci pozitronu jesté pred jeho experimentdlnim objevem.

Spin se tak stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice
Klein-Gordonova te$i problémy skalarnich poli a skaldrnich ¢astic, rovnice Diracova
problémy elektronu, neutrin a kvarkd. Pravé na ni je postavena dne$ni kvantova
elektrodynamika.

62



Kvantova teorie Stejné castice

2.8. SOUSTAVA STEJNYCH CASTIC

Stejnymi Casticemi nazyvame dveé castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem, ...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic ddna Hamiltonovymi
rovnicemi a zname-li poc¢atecni polohy a rychlosti ¢astic, 1ze pfesn¢ predikovat budouci
polohy ¢astic a v kazdém okamziku fici kterd je ktera.

V kvantové teorii mizeme predpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém miste
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencialné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala, nikoli
vSak nulova. Mame-li dvé stejné Castice, nikdy si nemiizeme byt jisti, kterd Castice je ktera.
Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovotfime o tom, ze stejné
¢astice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. Hamiltoniiv operator se pii zaméné dvou stejnych
¢astic nezmeni:

l:llz :|:|21. (2.94)

2.8.1. Operator vymény dvou ¢astic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou 4 (nejlépe celou Gplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma prvni
¢astice hodnotu a; a druha ¢astice hodnotu a, ozna¢ime

\W>=|ay,ay> .
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice méa hodnotu a, a druha a,;, oznaime
|¢>=lay,a;> .

Diky nerozliSitelnosti identickych €astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy zavislé
(vyjadiuji ve skutecnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

|a2,a1>=,8|a1,a2>. (295)

Zaved'me nyni operator vzajemné vymeny Castic vztahem

Py lay,a;>=ay, ay> (2.96)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
1 P?=1,
(2) Al 5 = +1 ’ (297)

(3) [P,H]=0.
Dukaz (1): Dvojndsobna zaména ¢astic vede na ptivodni konfiguraci.
Duikaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory | ¢ > a | @ > definované vyse:

Py la,ay>=lay,a1>=Bla,ap> . (2.98)

Cislo 8 je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojndsobnou vyménu
jednak pomoci vztahu (2.97.1) a jednak podle (2.98):
|ay,ay>
P*lay,ay>= = p*=1 = =+l
B lay,ar>
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Hodnota vlastnich ¢isel operatoru vymény je zfejma jiz ze vztahu (2.97.1). Jde o unitarni
a hermitovsky operator. Vlastni ¢isla musi lezet na jednotkové kruznici v komplexni
rovin¢ a soucasné¢ byt redlna. Jediné takové hodnoty jsou + 1.

Dukaz (3): V dikazu vyuzijeme ¢asovou Schrédingerovu rovnici (2.85):

|:|12|512|alaaz>:|:|12|a2,a1>:|:| |a,a =— = —
21142541 7 i i lz—dt

P .
:EPuthlzlalaaz>:P12H12|01,az>-

2.8.2. Bosony a fermiony, Pauliho princip
Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze

|ay,a >=P|aj,ay >=2 |aj,a; >. (2.99)

Vinova funkce dvou ¢astic mize byt jen symetrickd nebo antisymetrickd. Neexistuje nic
mezitim. Castice mohou byt jen dvojiho druhu: se symetrickymi vinovymi funkcemi (bosony)
nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzdjemné zdmene. Tuto
vlastnost nelze zménit ani ¢asovym vyvojem, protoze operator vymeny castic podle (2.97.3)
komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy vyvoj je proto nulovy. Vznikne-li
¢astice jako fermion ¢i boson, zlistava takovou az do svého zaniku.

Bosony
Bosony maji symetrickou vlnovou funkci

|az,ay >=|aj,ap > . (2.100)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; =a, =a, ziskame relaci |a,a >=|a,a >, kterd je vzdy
splnéna a proto miZe existovat vice bosonll ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
a vytvafret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je zndmy zejména v supratekutosti a supravodivosti.
Statistika, které podléhd soustava bosond se nazyva Bose-Einsteinova statistika a zabyvame
se ji v ¢asti TF3 (Statistickd fyzika). Z dal§iho vyvoje kvantové mechaniky se ukazalo, ze
bosony jsou vzdy Castice s celoCiselnym spinem (0, 1, 2, ...) a pro tyto Castice lze zavést
kreani operatory splilujici jednoduché komutac¢ni relace (viz nasledujici kapitola).
Nejtypictéjsimi predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s = 0) a vektorové (s = 1) mezony, déle
viechny intermedialni ¢astice (foton, W*, Z° a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).

Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vlnovou funkci

|a2,a1 >=- |a1,a2> . (2101)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; = ax = a, ziskame relaci |a,a >=—|a,a >, ktera neni nikdy
splnéna a proto nemiiZze existovat vice fermiontl ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu
se tikd Pauliho vylucovaci princip. Pti nizkych teplotich obsazuji fermiony postupné
jednotlivé energetické hladiny, napiiklad v atomarnim obalu mize byt na kazdé hladin¢ jen
tolik elektronti, kolik kvantovych stavil tato hladina ptedstavuje (to je dano stupném
degenerace). V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnymi
kvantovymi Cisly n, [, m, m;.. Statistika, které podléha soustava fermionl se nazyva Fermi-
Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v ¢asti TF3 tohoto sylabu. Fermiony jsou vzdy
Castice s polociselnym spinem (1/2, 3/2,...) a pro tyto Castice lze zavést kreani operatory
spliiujici jednoduché antikomutaéni relace (viz nasledujici kapitola). NejtypictéjSimi
predstaviteli této rodiny Castic jsou leptony (elektron, mion, tauon a neutrina se spinem 1/2),
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kvarky (d, u, s, ¢, b, t se spinem 1/2), Castice slozené ze tii kvarkil, neboli baryony (neutron,
proton, A hyperon se spinem 1/2 a naptiklad A baryony se spinem 3/2).

BOSONY FERMIONY
spin celocCiselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka
statistika Bose-Einsteinova Fermi-Diracova
Pauliho princip nespliu;ji splnuji

kreaCni operatory  spliiuji komutaéni relace spliuji antikomutacni relace

2.8.3. Druhé kvantovani

Ptedstavme si, ze mame N stejnych castic, které obsazuji stavy néjaké dynamické proménné.
N castic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stravu (hodnota a,), atd. Cisla
N nazyvame obsazovaci ¢isla stavu £. Soucet vSech obsazovacich cisel je roven poctu ¢astic:

SN, =1. (2.102)
k

Pro bosony je Ny =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodussi. V daném stavu miize byt
nejvySe jeden fermion, tj. N; =0,1. PrisluSny stav soustavy N stejnych ¢astic s danymi
obsazovacimi ¢isly oznacime

| >=|Ni,Ny, ..., Njgy oo > (2.103)

Tomuto zapisu fikdme reprezentace obsazovacich ¢isel. Déle se situace bude liSit pro bosony
a pro fermiony.

Bosony

Zaved’'me podobné jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operdtory do stavu k
defini¢nimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonického oscilatoru):

&; |N1,N2,...,Nk,... >= /Ny +1 |N1,N2,...,Nk +1,...>, (2.104)
G INL Ny ooy Ny o> 2N | N Ny ooy N =1, > '

Ptimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zapiisobenim na stavovy vektor (2.103) snadno
spo¢teme komutacni relace kreacnich a anihilacnich operator:

lay,a;1=0,
[4; ,a,1=0, (2.105)
[a .4, 1= .
Zaved'me dal$i operator
Ny =a) ay. (2.106)

Tento operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operdtor poctu castic
ve stavu k, protoze zapusobenim na stavovy vektor ziskdme pocet Castic ve stavu k:
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CAZ]-: &k |N1,N2, cees Ny oo . >= 4Ny, &; | N{,Ny,..., N; -1,...>=
NN AJNg INi,Nyyooo yNj 5 ... >= Ny | N;,Np, ooy Ny o>

Operator celkového poctu ¢astic potom je

N=Ya; ay. (2.107)

k
Je-li Gplnd mnoZina pozorovatelnych spojitd mizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Naptiklad v x reprezentaci lze zavést
¢/+ (x) kreacni operator do polohy x,

g (x) anihila¢ni operator z polohy x.

Komutac¢ni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé strané
Diracova ¢ distribuce:

[@(x), g(»)]=0,
[ ), " (=0, (2.108)
(@), " (1] =S(x~-y).
Operator hustoty poctu Castic se zavadi vztahem
Ny =7 @), (2.109)

operator poctu ¢astic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
. b
N(a,b) = [ () (x) dx (2.110)
a
a operator celkového poctu ¢astic je

N(a,b) = [ (x)(x) dx. (2.111)

Obdobné¢ by se postupovalo ve tiech dimenzich. Cely pfechod od fyziky jedné ¢éstice k fyzice
mnoha stejnych cCastic Ize formdlné¢ provézt nahrazenim vlnové funkce krea¢nimi
a anihilaénimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hustoty poctu
castic:

Y(x) - &(x)
w) =g @ex) - N@=¢TW g

Tomuto postupu se tika druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie ptrechazi v kvantovou teorii pole, ve které jsou pravé veliCiny
popisujici klasicka spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy fadek pfifazeni (2.112) ma
jesté jeden dulezity vyznam: U soustavy stejnych castic vyjadiujeme pravdépodobnost déje
operatorem hustoty poctu ¢astic, tak jak to byva u skuteénych systému (napiiklad svazku
stejnych Castic v experimentu). U jedné Castice mizeme hovoftit o hustoté pravdépodobnosti

(2.112)

jejiho vyskytu w*(x) {(x) . Celkova pravdépodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovida
normovani stavového vektoru.
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Fermiony
U fermioni probihd druhé kvantovani obdobné¢. Opét zavadime kreacni a anihila¢ni operatory

bt , by do stavii k a I. Vzhledem k antisymetrii vlnovych funkci musi tyto operatory splitovat
koDl ym
antikomutacni relace:
|ki>==|Lk> = |kI>+|Lk>=0 = bbb +b'b =0.
Antikomutatory znac¢ime slozenymi zavorkami a relace (2.205) pro bosony tak ziska tvar:
{br . b1 =0,
b =0, (2.113)
b} =0 -

Definice spojitych operatort 1 operatoru hustoty poctu Castic zlstavaji shodné. U fermiont
jsou vSude nahrazeny relace komuta¢ni relacemi antikomuta¢nimi. V mnoha situacich se
chovani fermioni a bosonil 1i§i pouze znaménkem (symetrie vlnové funkce; komutacni
a antikomutacni relace; BE a FD statistika).

Neékteré dalsi informace o kvantové teorii interakci a pokusech jejich sjednocovani muzete

najit online na serveru http://www.aldebaran.cz/index 01.html v pasazich vénovanych
interakcim.
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