Resené priklady z kvantové mechaniky

v v

ReZeni jednotlivych prikladtl budou v tomto dokumentu préibézné doplhiovany - podle
toho, jak je budeme pocitat na cvicenich a podle volného Casu :0).

Postupy feSeni nejsou kontrolovany zadnym pedagogem, proto mi prosim napiste,
pokud zde naleznete ngjakou tu chybicku. PomiiZete tak nejen sobg, alei ostatnim :0).
Dékuji.

(©Veronika Pickova



Priklad 1 Napiste rozdélovaci funkci Gaussova pravdépodobnostniho rozdéeni (A). Inter-
pretujte vyznam jejich parametri (B). ViypoCitejte jeho momenty (C).

Reseni :
A) Gaussovarozdéovaci fce:

_(z=0)?

p(x) = Ae” 207 .
Vypocet konstanty A (z normalizace) :
J plo)de =1,

(z—a)?

70 Ae” 22 dx =1,

substituce: y = 252 = dr = V20dy

V20 A Ofo e‘y2dy =1,

ﬂaAﬁzléA:ﬁ.

B) Hledame parametry - dvakrét zderivujeme p(x) :

d (m) _(ac—()t)2 _
PE = Ae” 202 (—L2) =0,

o =0

Inflexni body z, x5 ziskame feSenim rovnice :

_(z—a)? (z—a)?

Al (4 S (- )] =,

- (:cfa)2

-+ ()] =0,

|z| = |21 — 29| = 20 ... rozptyl



C) Momenty : I(n,a,b) = Ofo " p(z)dz

oo z—a)?
I(n,a,b) =< (z —a)" >,= [ (x — oz)”e_( o da.

PoCitame zvl &8t pro n sudé an liché

n=2k-1:
T (r—a)e 58,

substituce: y = =z — a = dxr = dy

® ko1~

J )™ e 2 dy,

—00 \‘,_/H/_/
lich.fce sud. fee

T lich.fce = 0.

o0 C
[ (z— o) 57 da,

—00

substituce: y = = — o = dx = dy

0 )?
| (y)*e 20 dy,

—00

substituce: a = ;%5
g

T () e dy,

— 00

J(—1)E 2 (e dy,

— 00

zaménime integral aderivaci :
S, k (2k— u _
(Vg T (e )y = (1) x5 = /A
=< (r—a)" >.

2, b2
I(n,a,b) = f e T gy — f grem = 28) Y i dy,

—0o0 —00



. b2
substituce: ¢ = e

I(n,a,b) =c T ame =5 d,

“oo
substituce: t =z — L >z =t+ L = de=dt

I(n,a,b) = C—"Z (t+ %)”e‘o‘tgdt,
binomickaveéta:

I(n,a,b) = C,f ZZZO(Z).tk.(%)"—k.e—aﬁdt = Yo ()" S, h o—at® gy —

(3] (n n— k1) (2k—1)!
/T 0 () (55)" 2l 2)(%2’%‘1) :

2
Pron=0:1(0,a,b) :e%a.\/%,
pron=1:1(1,a,b) :e%.%. T

2
pron=2:1(2,a,b) = e%‘l'ﬁ[(%)?ﬁ g

N[
—



Priklad 2 Jakajepravdépodobnost nalezeni klasického jednorozmérného oscil atoru senergii

E v intervalu (x, x + dx)? Co potfebujeme znat, chceme-li tento pravdépodobnostni
vyrok zmeénit v deterministickou pfedpovéd?
ReSeni :
Pravdépodobnost nalezeni oscilatoru v bodé x

(x)dx = dobav (X, X + dx)

1 _ 24t
T T
Vime:
__ dzx _
=9 =dt =17
E=T+U = {mi? + jka? = i = /25
w?=%
— 1 _2r
T—f— -~
Pak :

p(x )dx—mz 2k @ \/ pommerll
Ovéreni normalizace :
p(x) = % E_lwz sdx
Kde:
E = %kaQ =a== %
Pak :
2FE 2E
w k 1 w m k 1
p(x) = T J 2E_ 2.2 dx = =\ 2E J — 2dl‘
% 7\/? 1—( ﬁwx)
Substituce :
2F 1
z = 2wa = dr = \/Efdz
Pak :
2E 2E
\/ 2E \/ /— \/ 2E
_ \/_
[arcsm(y)] "



Priklad 3 PopiStejednorozmérny harmonicky oscilator Hamiltonovskou formulaci klasické
mechaniky (A). Napiste a vyfeste pohybové rovnice (B). Napiste rovnice pro fazové
trajektorie (C). Hodnotou jaké fyzikalni veliCiny jsou ureny (D)?

Regen :
A)
Kineticka energie :

T = 3mg*
Potencialni energie :
U= ;k:q2
Lagrangeova funkce:
L=T-U=mi _ k¢
Hamiltonian :

B) Pohybové rovnice:

p=—ki=—kE =j— kL =0
p= C’[cos(\/%t—ﬂp)]

0=~} = —4Clsin(y/ Tt + o)/ 3] = Frsin(y/ Tt + ¢)

C) Fazovétrgektorie:
sin(\/%t +p) = 7[“/0]%

cos(\/%t+gp) =
sinQ(\/%t+ ©) + cosz(\/%t—i— p)=1= (‘I\/%)Q + ( )2 =

Qs

= O = VPTm TP



Priklad 4 Spoctéte charakteristickou dobu Zivota elektronu v atomu vodiku pokud jg po-
vazujeme za klasickou Castici pohybujici se po kruhové draze o (Bohroveé) poloméru
a~"1m.

Regeni
Chceme zjistit » = r(t) Vyzafovaci vykon elektronu :

P(t):aE— 2 (62 )3( 1)

Ot T 3m2c3 \drmeg
V ztah pro energii :

2 e 1

-1 _ e 1
B = smev dmeg r(t)?

2

kdev = wr(t) =

E = tmaw?r?(t) — 1ok,
Vypocet w(r) = w(t) :
Pro V¢t musi platlt Fodstrediva = L culombova =

2 1 &2 2 __ e?
r(t)mew T dmeo r2(t) = W' = dmeor3 (t)me =
Jo! e’r?(t) e 1o _ & 1

T 27 " Amer3(t)yme dmeg r(t) ~  8mep r(t)

kdeC = —25(:2-)P ak = —2

3m?2c3

gt:—’§+§:>r:ﬁ/—3§;t+3:\H/AMHB

Pocatecni podminky : 7(T) =0 ar(ty) =a =T ~ 107 s.



Priklad 5 Necht statisticka rozdélovaci furblkce stavli klasického mechanického oscilatoru
je dana Gibbsovou formuli P = Ae~ 7. Spoctéte stfedni hodnotu energie.

Regeni
Statisticka rozd&ovaci fce: p(p, q) = Ae R
Stfedni hodnota energie: < £/ > =7 ‘ ‘
Energie harmonického oscilatoru : E(p, q) = % + w”%qz
UrCeni konstanty A :

2 - 2
p w2ma

1=A 79 79 e*EEcPi“Q)dpdq =A }O Ofo e’WTpodq =

(o] 2 o0 w2m 2
A [ 6_2#?;de. [ e T dq:A.\/mekT.\/ﬁ

A = 27r‘7<:T
VypoCet stfedni hodnoty :
(e slNe’e] 5 5 5 giup mgz
<FE>=A f f(gpfm—k%)e* T dpdq:

—00 —00

2 'mq2 p2 w2 'mq2

2
2 _@ w2 2 Tmtet 5
= sorll [ 35e T dpdg + [ [ 5%e T dpdq =

w 2 P2 7“’2"“12 _ P2 w2m 2 7w2mq2
= 5o [ e Rt dp. [ e T dg + [ e mETdp. [ “Fhe” % dq] =

- _w [ 1 1 3,,3.373 /27kT mw? 1 /723373 _
= 2= [575- 7T2mk:T.\/7m+\/27rmk:T.—2 5 =

2m wbm3

w  [wk*T?
[

= kTl @ T ] = kT

w




Priklad 6 Jakou vinovou délku méa elektromagnetickée zéafeni, jehoz zdrojem je elektron -
pozitronovaanihilace e + e~ — ~ + ~ v klidu?

Regeni
Vyjdeme ze zékona zachovani energie :

2
E:mcz:hi/:>1/:mhC

c _ h _ 6,62620.10—34 _ —12 o —
v~ mc ~ 9,10956.10—31.2,99793.108 — 2,426.10 m = 2,426 pm

Nutné jesté oveérit zakon zachovani hybnosti :
Pcelk:P'y1 +P'yz =0
E=pc=hy=p="

0= hw _ hepx
C C

= V1 = Uy

[* Maji opaCnou orientaci = znaménko -



Priklad 7 Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieovy viny pro molekulu kysliku ve
vzduchu vaSeho pokoje (A) a pro castici o hmotnosti 10g pohybujici se rychlosti

zvuku (B).
Redent :

A) Promolekulukysliku plati (viz. termika- hledamevinovou délku v zavislosti narychlosti,
tedy uvazujeme pouze pfimocary pohyb bez rotace)

Mame tedy :

ST = 2 = p=V3kTm
VlInova délka je nepfimo Umérna hybnosti (de Broglieho vztah) :

A= 1 h__ _ 6,6262.10—%4

h— = =4.52.10"" m
P V3ETm _ 32.10—3 ’
\/1,38062.10 25”293,15.6"02217_1023
B) I pro Castici plati de Broglieho vztah :
_ h _ h __ 6626210734 _ —98
A= b = mo = o533 — 193107 m
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Priklad 8 Podlede Broglieovy hypotézy uréete ohyb zplisobeny priil etem tenisového micku
(m = 0,1 kg) rychlosti v = 0,5 m.s™! s obdélnikovitym otvorem ve zdi o rozmérech
1x1,5m.

Regeni :
Rozptyl svétla na mfiZzce s délkou &térbiny L:

st = %
Aproximace :
0=2
Vime:
N=I_— 1
Tedy :
@ = m}zl)L

V naSem pfipadé :

—34
O, = - = S0 — — 1,325.10 % rad

0, = b = 8626210 % _ g 835 1033 rad

muLy, 0,1.0,5.1,5
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Priklad 9 Na jakou rychlost je tfeba urychlit elektrony aby bylo mozno pozorovat jejich
difrakci nakrystalové mrizi s charakteristickou vzdalenosti atomti 0,1 nm?

Regeni :
K difrakci mlize dojit, pokud \ ~ a, kde a je vzdaenost atomil v krystalové mrizce.

De Broglieho vztah :

_h _ _h _ h 6,6262.10~34 _ 6 —1
A= p — meo U= mox = 9.10956.10 511010 — 7,274.10° m.s

12



Priklad 10 Necht V' (z) = 0 (volna Castice). Pomoci Fourierovy transformace urcete FeSeni
Schrodingerovy rovnice, které v Case t, matvar

kde Re(A) > 0,Be€ 3, CeC

ReSeni :
Pro volnou ¢astici (neplisobi na ni zadné pole) ma Schrodingerova rovnice tvar

hOYED NG (7 1) = 0

ReZent je velice obtizné - feZeni pomoci fourierovy transformace. Nejprve s musime
pretransformovat Schrodingerovu rovnici ¥ (2,t) — W(p)t) :

W A 0

~ ~ A

Vime: U (p,t) = FU(Z, 1), U(Z,t) = F1U(pt)aFPF ' = X =

hYED NG (7 t) =0 /. F

maﬁgfﬁ = P AW(T, 1)

2 OFU(Z) 1 2 RS -
h2EUED = L P R2A)ETY (T, )
P> U(pt)

2P P (5 1) = 0

ot  2M
db(pt) _ _ i
o — 2 &

U(F.t) = C(p) et

Tato funkce nezavisi na dp = pokud bychom tuto fci vynéasobili hybnosti, bude také
feSenim Schrodingerovy rovnice.
Fourierova transfotmace (zde pro jednorozmeérny pripad) :

FU@E,0) = o | eTHU(E,1) dF
FRN(E ) = oo | et (@ ) di
\ilo(ﬁ, ty) = F\Iz(f’ to) = Ja [Ce_A$2+§:E} _ (2171'71)3 J;Cef%ﬁfe—,qxuéf By —
R

13



~ 1 o0 D i
Woy(fite) = S5 [ e A (B gy =

— 00

3

oo 2 b b2
> [ e‘””d:c:\/EeE >
i 2
o — (Brﬁpj)
=V VA M

Cheeme aby U (p,t = 0) = U(, to) = C(p) = V(7 to)

Zpétnatransformace :
U(7,t) = F-1U(pt) =
(Bj*%Pj)Q i ; ]
_— = (t—to) — ipjac]-
3 1 1A 2Mh R
1 C3 ks l _
(27h)?® s jl;ll 27rh\/; ¢ N
% B? ) )
C (%) ﬁ [45& - (Zl&h(tfto) T Tanz )ﬁz + (%xf 4341th)1)7:| 03
e
(27h)3 gs j=1 b
K
52 ; » iz 2 B)s
K[ 6[437‘ = (gm (t=to) + 2 )7 + (57 - 43“"‘B)p} d*p=
R3
Kefj J e[ (21\Z/Ih(t_t0) + 4Ah2) i

e 3 ;
52 4( L (t—tg
Keu\/< 1 )e[ 2
(t=to) + 7372

2Mh

Po konecné Upravé dostavame :

14



Priklad 11 Necht ¥(z,y, 2, t) jefeSenim Schrodingerovi rovnice pro volnou &astici. UkzZte,
Ze

]Mg(

T(x,y, 2,t) = Zt+6)\I’ Ty, 2+ 2t
2

je feSenim Schrodingerovy rovnice pro ¢astici v homogennim poli se zrychlenim g.
ReZeni

t2
2+ 2 )\It(x,y,z%—%,t),kde\ll(x,y,z + %,t)

A(z,t) —
Z

]\lg(

Mamevinovoufunkci: ¥ (z,y, z, ) =

spluje Schrodingerovu rovnici pro volnou castici.
Schrodingerovarovnice :

L OW(T,t) h? _
Y - AU 7) ¥
5 o MV ED + V()
Mgz
L
P
Pomocné vypotty : £ = 1; % = gt

AL 4 0ASE =i (<) (= 9) A4 0 (3035 4 5%) =

1AR [ Mg (z + il ) U+ gt% + d—‘l’] AMgz¥ + AMg L/ + zAhgt‘N’ + zAh%‘f

P:

% [A(z t) (%xxg +azq,) +aaz (BA\I, _|_A8\I!8,z)} +Mgz\If—

B [A(52 ¥ 5 ¢ (A0 + A  aaged -

[ (5t + 5F) + (_Z%f’w 2AMIALY + AT ] + Mgz¥ =

2 2 2
w | (Y0P 9P o2 Mot o .
— A(W + 57t o + (M)A — 2 M AT 4 Mgzl =

AAY
h
A (—2M> AV AMEEG 4 ARgtOY 4 AM g2V

—_———
-2 OW
zhﬁ

15



Priklad 12 Cemu je Umérna pravdépodobnost nalezeni &astice popsané de Broglieovou
vinou

U (T, ) = Aen (P75

v oblati (1'1,1'2) X (yl,yg) X (21722)?

ReSeni : DeBroglieovavina:

Ue = Ae[%(ﬁf_ﬁt)]

Ep
Hustota pravdépodobnosti :

2

g |Acos [1(p — Et)] + iAsin [+(pF — Et)] \2 -

pE) = Vg, = ’Ae[’%(ﬁ_ﬁt)]

2
{\/AQCOSQ [L(p% — Et)) + A2sin? [1 (5 — Et)]J AP
Pravdépodobnost vyskytu Castice v objemu V :

[p@)dz = |A]V.
1%

16



Priklad 13 Cemu je imérna hustota pravdépodobnosti pro feZent

(C je konstanta ovliviujici normalizaci) z pfikladu 10. pro A > 0 (A)? Jak se meéni
poloha jejiho maxima s &asem (B)? Cemu je rovna jeji stredni kvadraticka odchylka
(C)? Jak se meéni s Casem (D)? Zajak dlouho se zdvojnasobi ”Sitka” vinového baliku
pro elektron lokalizovany s pfesnosti | cm (E) a pro hmotny bod o hmoté m = 1 g,

o

jehoz tézisté je lokalizovano s presnosti 1075 m (F)?

Regeni :
A)
Hustota pravdépodobnosti :
212
2 2 | 2|2 {i_%}
pE) = [Wgs| = |Cif 14022 (¢ —to)| . |efa| |t
> N——
Co
22
+ B
1A% e | A
Cy (1 5 (t—t0)2> eix| . |leATx®
m
Cg(t2)
Pomocné vypocty :
e* = efte)Him(z) — oRe(2)[cos(Im(2)) + isin(Im(2))] =
Re(e?) = eftlcos(Im(z))
Im(e?) = e sin(Im(z))

. 517
7A[x7m} _z1 _ Re(z1)+iIm(z1) _
x(t) Tz Re(z)+iIm(z2)
Re(z1)Re(z2)+Im(z1)Im(z2)+i(Re(z2)Im(z1)—Re(z1)Im(z2)) __
Re?(z2)+Im?(z2) -

12 .12 .12 .12
Re(—A[i—%} )Re(x(t))—l—lm(—A{:E—%] )Im(x(t))+i(Re(x(t))lm(—A[f—ﬁ} )—Re(—A[i—%} )Im(x(t))>
Re2 (x()+Im2(x(t))

- B1?2 _ |2 ReB)+itmB)|” _ |2  Re(B) .Im(B) 2
[x_ﬂ} [”7— 24 = &= T30 — i 5,
— —~Re(B Re?(B oIm(B) | »  Re(B Im2(B
7% =2 254)'1' 4/52)_7’2 2,(4) €r = 2&1) - 4,4(2):>
— 512 — — e 5 62 mz
Re(fg- £]) = - 24P 4 2 m2gp
9 — — —
tn(i - £) =~ 24 - 22t




B)

Pouziti v naSem prikladé (nezajima nas Casovy vyvoj, pouze faktory zavisegjici nax) :

.12 12
7— B
o oy Re(B) | 4 [I 24
p(Z) = Cs(t%).e 24 e O] =
—
C4(t2)
_q2 _q2
Re(—A[f—%} JRe(x(t)+Im(—A 57%} YIm(x(t))
C4(t2).62 ReZ(x()+1m2 (x(1) —

m

.12 .12
Re( [57%} ).1+Im(|:i’7%:| ) 2ZAR (10
—2A

Cu(t?).e A )2

= 72 = 72 = =
i o M. 2 B
-2

Ci(t?).e LA =
12 =72 B B
s i o]
—2A
e T -
B . 2
[2‘%#”#(3)@40) ~C5(%)~Cg
94 .
Cue)e PR
) [57%+M<Ho)r
T e VE s/ JTRIRE
Cy(t?).e' 7w 707 ¢ m -
C7(t2)

— - 2
{z— ( R;EL‘B) _hIm(B) (t_to))}

1+M(i_t )2 (z—z0)2
Cr(t?).e P ~e a0, kde
Ty = R;;B) . hIr:fB) (t o tO)
1Jr4,42‘52 (t—to)?

0% = T
C(t?) = |2t — )]

L 12
Ces = [IT;(AB)
= Re(é) odpovida pot. poloze Castice
= I'm(B) odpovida poC. hybnosti Castice
S Casem se zvét3uje rozptyl Castice (poloha maximaklesd) - je obtizngsi urcit polohu

Castice - jedna se o tzv. rozplyvajici se vinovy balik

18



C)

D)

E)

F)

1+4Ah (t—to)?

7(Af) =20(At=0) =275 = A = iy

At = 2m = 9 /3me(BI=0) 9 /30105010 200" — 9,995 ~ sekundy

2

At = 2\/_1 (1324591100 634 3,28.10"s~ 10'? let

19



Priklad 14 Jaka je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve vzdaenosti
(r,7 + dr) od jédra, je-li popsan (v Case t,) funkci

_ 224y 422
g(x,y,z) = Ae a0

kde ay = 0,53.10~% cm je tzv. Bohrliv polomér?
ReSeni
Pravdépodobnost nalezeni Castice :
P(r) = [ lgf* dr

Potfebujeme vyjadfit zavidost nar - pfevedeme do sférickych soufadnic aintegrujeme
pouze pres a .

Sférické souradnice :

x = r.cost.cosp
Yy = r.cosv).sing

z = r.sinv
Jakobian :
cosv.cosp —r.sint.cosp —r.cosv.sing
detg((f’g’;% = | cosV.sinp —r.sind.sing  r.cosd.cosp | = —r?cos?

sind r.cost 0

Vypocet integralu :

P(r) = — f dgp cost) dir? |g)* = —2m. (sm(g) - sm(—g)) r? ]A\2e_%

M:\Hw\ﬂ

2

Konstantu A uréime z normalizace :

=— f dgo cost) dv) ;]07,2 |A? e a0 = —47rAZ“4—8 = A2 =L

71'(10

w\:} —wln

Dosadime do rovnice :

Priibéh této fce :
2r
- maximum = ( Zrle GO) (27"6 w — forze_ao> =0=r=aq
-pror — 0o = P(r) — 0
-pr0r—0:>P() 0

Tyto hodnoty odpovidaji pfedpokladu - Gaussovo rozdéleni.
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Priklad 15 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové Castice pohybujici se v jednoroz-

mérné konstantni nekonecné hluboké potenciélovéjameét.j. v potencialu V(x) = 0 pro
|z] < a (B)aV(x) = ocopro|z| > a(A).
Néavod : Predpokléadejte, Ze vinové funkce jsou vSude spojité anulové pro |z| > a.

ReSeni :

A)

B)

Z predpokladu spojitosti vinové funkce plati pro |z| > a :

Pro |z| < a plati Schrodingerova rovnice pro volnou Castici :

g

ov(x 2 —
"D L B A(T) =0

Pro naSe zadani pak specialné:

2M  Ox?
Hledame :
HU(Z) = \U(Z) = EY(7)
Dale upravujemepro H = — 12 A = — 120"
air Towt = BV (a),
azaq;gx) 2§2NI\IJ( ),

U(z) = Cysin ( zgyx) + Cycos ( 255‘%)

Konstanty C; a Cy urime z pocateCnich podminek :

U(a) =0= Cisin (,/fé”a) + Cycos (,/255‘/[@) =0

U(—a) =0= Cysin (—\/ 255”@) + Cycos (— 255”@) =0

Mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych - feSeni pomoci determinantu :

coS (,/ 2§2Ma) sin (,/ 2§2Ma) 0
coS (w/ 2§2Ma) —Sin ( 2?5‘4@)

21




—2cos ( ngéwa) sin ( Qgﬁwa) =0

sin (2 Q%V[a) =0

2 255\4@: km,kdek € Z

E = w2k2h>

8ma?

Energie musi byt kladné €islo, pokud by £ < 0, dostali bychom jiné FeSeni s hyperbo-
lickym sin a cos = nedokéazali bychom splnit podminky ¥ (a) = 0a¥(—a) = 0.
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Priklad 16 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové Castice pohybujici se v jednoroz-
mérné konstantni potencidlové jamét.j. v potencidlu V(z) = — Vp < 0pro|z| < a
(B)aV(x) =0 pro|x| > a (A).

Navod : Pfedpokladejte, Ze vinové funkce jsou vSude spojité a maji spojité derivace
proz € R.

Regeni
Vychazime z rovnice :
HU = E¥

- 2 52
o |HY = — 5250 4 V()0 >

— P9y 4 (V(z) — E)¥ =0

2M
(E - V(@)
o . U =0
oM
w?
Dostavame tak :
S (_007 _a/) W(Q) \IJ[) = AoeinCE + BOG*iUJox
LS (_aya) w% \Ifl = Aleiwlx + Bl€7iw1$
T e (&7 OO) w% \IIQ = A2€iw21 + BQe_iW2I
Ze symetrie plati :
wa = w32

- pro £ < V4 neni kvadraticky integrabilni FeSeni

- pro E > 0 vede nafeSeni ve tvaru De Broglieovy viny

-pro0 > E > V| Castice se pohybuje bez ohledu na potencialovou jamu - neplisobi
nani zadny potencial. Ziskame feSeni - zgjima nas pouze kladna osa, jelikoz zapornou
Ziskame jako kombinaci lichého nebo sudého FeSeni pro kladnou poloosu = ¥” +
B2 = 0 ziskame komplexni FeSeni

ReSeni :
2M(E+V, .\/2M(E+Vp) _ \/2M(E+Vp)
wlz%...\IJl:Alez 2 x—i—Ble’ 2 r
/2M|E V2M(E) _ V2M(E)
Wy = h‘l...\PQZAQe h x+Bg€ h x

Aby fce U, bylaintegrabilni, musi A, = 0 (exp(—) — 0aAsexp(+) — 0)
Fce musi byt spojité a musi mit spojitou prvni derivaci = W, (a) = ¥y(a) a¥(a) =
U (a):

Alelwla+Ble—2wla — A26w2a +B2€—w2a
———
0
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wia wia waa

iwlAle — 7;(4}1316_ = CL)QAQ@wza —wnge_
———

0

Prevedeme na sinus a cosinus :

(—A; + By) sin(wya) + (iA; — iBy) cos(wia) = Bge “2®
T T

wi (—A; — By) cos(wia) — wy (iA; 4+ iBy) sin(wia) = —we Bye*2®
A B

Pro sudafeSeni jeA =0

Beos(wia) = Bye #2®

—wy Bsin(wia) = —we Bye*?®
4
Wz
t ==
g(wia) w0,
~———
4
2M (E+Vp) [E]
tg( [ ) - E+Vy
ProlichafeSeni jeB=0:
2M(E+Vy) E
cotg( VY = E|+“/0
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Piiklad 17 Najdéte ortonormalni basi v C?, jejiZ prvky jsou vlastnimi vektory matice
(01
=110
Regeni

Vlastni ¢islaziskame z rovnice det(oy, — AI) =0:

-2 1

det(oy — \I) = < L )

>:A2—1:0:>’ M =1 ’

)\2 — —1
Vlastni vektory jsou pak :

PI‘O)\1:1
Pro), = —1

(11)~(34) 50

V normalizovaném tvaru :
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Priklad 18 Ukazte, ze Hermitovy polynomy |ze definovat téz zplisobem

H,(2) == (=)"e* (d%) e %
Navod: UkaZzte Ze prava strana této rovnice spliuje rovnici :

17

uo= 220 — 2nu.
Regeni :
Vime ze
H _ [%] n n—2k n!
n(2) = k:O(_) (22) Kl (n—2k)!

* >k

) kk

Musimedokazat, ze* fesi **. Nalezneme dvéreni - musime aledokazat, zeje pfipustné

v tomto pripadé pouze jedno a navic toto feSeni je stegjné jako ***.
Dosadime * do ** :

E(re (#) ] =2 (e (1) e ] -2 [

Spocitame 2. derivaci podle = :

(i) 422 [22’622 (d%)ne 2y e (j‘i)nﬂ 622} + 2ze*
n 2 2

A
2 +2 2 : n+1 2
e (;i) =2z [2zez (di) e * +¢e? i) e~

z

2(71 + 1) <d%)n o7 19, (%>n+1 o i (d%)nJrQ .

Pro dalSi vypocCet pouzijeme Leibnitzovo pravidlo pro n-tou derivaci :

(n +2)-tou derivaci miizeme tedy vyjadrit jako :

(£ = () ) -
il 1 d\® bl ‘
=5 () (&) = @

=0provk—{0,1}
—2z <%>(n+1) 6_32 — Q(n + 1) (dii)(”) e_zz
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Dosadime zpét :

n+1 . n D
ot )6_22—2(71 +1) (d%)( )e_z‘ =0

2(n+1) (d%)n e 422 (d%)nﬂ e —2z (%)
Nyni musime dokazat, Ze se toto feSeni rovna*** :

Jelikoz se jedna o diferencidlni rovnici 2. fadu, ziskame 2 feSeni. Jedno feSeni je
polynomem (ma konetny pocet ¢lenli = *** = polynom) a druhé feSeni je rozvoj (ma
nekonetné mnoho ¢lentl). NaSe feSeni, tzn. * je polynom. Jelikoz linearni kombinaci
polynomu arozvoje |ze Ziskat pouze rozvoj, musi tedy platit : * =***,

* = % xk + fu(x) =

polynom rozvoj
B #0...%jerozvoj
G =0...%x]jepolynom = x = «a * *x
vypoCitanim libovolného Clenu dostaneme o = 1 = % = % *
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Priklad 19 Ukazte, ze

§ Hn('w)fn _ 2’ —(z=)?
Regeni
Vyjdeme ze zadani :
= Hn(x) ¢on _ _22—(2—£)?
nX::o et =e o |8§"
n n on r— 2
Hy(a) 3 fhen = frer'=o0
1 xz_ r— 2
Hy(z) = Zee (=0

Z prikladu €. 18 vime, Ze:

Staci tedy dokazat rovnost

o) = (4)' 0

=0 =
Zavedeme dalSi proménnou 7 :
o) am om
n=T &= g =5 = se = (F)"gm
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Priklad 20 PouZitim vytvorujici funkce ze cviceni 19 ukaZte, ze
[ Hy(2)Hp(2)e ™ dz = 20172 6,
Ukazte, Ze odtud plyne ortonormalita vlastnich funkci harmonického oscilatoru.

ReSeni
Stavy harmonického osciléarotu jsou popsany fci :

Z prikladu €. 19 vime :

Re&ime rovnici :

7° H () Hyp () e dz = _Z'; Do () () die =

f gee” O e T e iy g0 =
o om _92 2 o gm  — _ 2_9
f x 87] o[22 22(EFmH(E )] g, .m0 = f BT"WB [(—(&+m)*~2¢n] 4, le o

Prehodime integrd a derivaci (I1zeto - fikal to p. cvicici :0)

o0

aag;an 62@7/ “letern?] gy len= 0—\/_88;;;” M [e 0 =

—0o0

T
ﬁ2ma£ngm 287 |§,77:0

Protoze ¢ an =0 = ¥ =1 = 5’” 2n = (0 pro m # n = abychom dostali
nenulove fegeni musi m = n = \/_deg,jm XN e peonem = VT2™NLE™ T Gy =
——

=1
V2100,
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Priklad 21 Jaka je hustota pravd&podobnosti nalezeni kvantového jednorozmérného osci-
latoru s energii hw(n + 3) v bodé = ? Spotitejte a nakreslete grafy této hustoty pro
n=20,[,2,... asrovngjte je s hustototu pravdépodobnosti vyskytu klasického oscil&
toru v daném misté.

Reeni
PYi feSeni vychazime z téchto vztahl :

po(&) = o (&)” = |Ao|* e = ﬁe—e

normalizace

Pro n = 1 Ziskame tato feseni :

p1(€) = [0 () = |A )P e €4e? = ﬁe—fﬁg? — %6—52

Pro n = 2 ziskame tato feseni :



pa(€) = (€)= |Aof* € (1667 — 16¢ +4) = glme " (166 — 16¢ +4) =

4¢2—4¢+1 e
20/

£2
2

¥a(€) = P (482 —2) e
Pro n = 3 ziskame tato rfeSeni :

E3 = %hw

H3 (&) = —8&% +12¢

p3(&) = |¥3(€)]? = |As|? e (645 — 192¢* + 144¢2) =

2 6__ 4 2 2
sl © (6460 — 1926 + 144¢7) = B2 A0 ¢

2

¥3() = 9z (-8 +120) e

Pro n = 4 ziskame tato feseni :

E4 = %hw

Hy(€) = 166 — 48¢2 4+ 12

pa(€) = [4()]? = |A4|? €€ (25668 — 153666 + 2688¢* — 115262 + 144) =

_£2 8_ggpeb 4_79e2 42
gerRC © (6460 —192¢" 4 144¢7) = 10O D ¢

€)= 128 (166" — 4862 4 12) =% atd.

Pro srovnani - hustota pravdépodobnosti vyskytu klasického oscilatoru v daném misté
(viz. pfiklad €. 5) :
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Priklad 22 Spocitejte komutatory

RN

kde
ZA-/]' = ijlepl
Reseni
Vychazime ze vztahll :

[A, BC] = [A, B]C + B[A,C]
[AB,C] = [A,C] B+ A[B,C]

{Xj, Pk} - Zhéjk

{Xj,Xk} - O
om0

[21, B} = AB - BA
Nyni miizeme snadno vypoCitat :
[[A/j, Xk} = [ejabXapth} = Ejab (Xa [Pb,Xk} + [Xa, Xk} pbj =
——

~[XiPy] °

_EjabXa [Xky Pb} - _EjabXaihébk = _ithaan

0
ejabeihéak = ithkab

[ﬁj, pk} = [ejabxapba Pk} = €jab (Xa [pb, Pk} + |:Xa7 pk} Pb) = €jab [Xa, Pk} Pb =
~——

[ij, ﬁk} = [EjabXapb: Ekllepm} = €jabCkim [Xamelpm] =
€jabCkim (pb [Xaalem} + Xa [meszD =

—— ———
0 h6am —ihoy, 0

€jabCkim (ih5aszPb — ih5leaPm> = €mp€rimh X1 Py — €ja1€kimtNXo Py, =

€jab€klm (pb {Xa, Xl} pm + leb [Xa, pm} +Xa [pb, Xl] Pm + XlXa [pb, Pm} =
~———— ——
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= \Eijkﬂmk = 0i0jm — (5im51j\;
Pozn. stitaci index musi byt na 3. pozici, pokud ne, nasobime (- 1) =

= — (0800 — 0,01) i X1 Py 4 (0;800m — OjmOka)iiXo Py =
—ih(6,k0u X1 By — 01101 X1 By) + i1 080 0m Xa P — 0jmOkaXaPrn) =
— (66 X, Py — 6,0 X1 By) 4 i (0,5 X P — 0jimOka XaPrn) =
M0 X1Py — 0jmOkaXaP) = |m — b, a — 1| =
(6106 X1 Py — 0,600 X1 Py) = 11610k — 0,60k1) X1 Py = ih€ jtem€1om X1 Py = 1€ 1m L
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Priklad 23 Ukalte, ze vzgemng komutuji operdtory H = ;LP? + V(|7]), Ly a L2 =
L?+ L2+ L2

ReSeni :
Vychazime ze vztahl :

{[A/i, EJ} = ZhEUkik

[P L } —zheijkpk

Zkoumame vzg emnou komutaci :

12, Ly] =

— [Liki Ls) = Li [Ba Lo + [Los Bs| L = Lu [Ln, L] + [Bn, L] Bat o [Ba, L] +
Lo, Lo| Ly = —ihLy Ly — ihLy Ly + ihLyLy + ihEiLy = 0

A1) =
= [P, L]+ [V (1)), Ls] = 55 (B [Br. Ls] + [P Ls] B)+(V(17]) Ly — LsV (7)) =
Lm (P1 {Pl Lg} {pl,fzg} pl -+ PQ {Pg,fjg} + [pg,fzg] Pg) —th ’SL’| - —l—ZhaaV(’ ‘)) =

V£V (p)=>=0

ﬁ(’lhplpg—f—’lhpgpl—’lhpgpl—lhplpg):0

(11,17] =
= [ L L + L [H L] = 5~ [P, z}L + [V(I2), L] Li + 5~ Li [P2 L) +
Li [V(Z), L] = &% (P [Py, L] Li + [Py, Li| LiPy + PiLi [Py, L] + L [Py, Li] Py)+
Li (V{17 Li - Liv (1) +( (1)) L —Lvufw) = s (Peip PiLiein PiLi Pyt
Li#Li(r)—pr24==0
b (LiP; Py + LiP; P, — LiPy Py — LiPyPy) = 0

+ﬁ)]fzz€wkﬁ)]€ + ivﬁzgkpkﬁ)g) =



Priklad 24 Jak vypadaji operatory X

Reseni
Sférické souradnice :

Inverzni vztahy :

x1 =1 sin(O)cos(p)

xo =1 sin(O)sin(yp)

x3 =1 cos(O)

r=/z?+ 23 + 23

p = arctg (;—f)

= __ a3
© = arccos <\/W>
PrOXj plati . X] =xj ==
X, = r sin(©)cos(y)
X, = r sin(0)sin(p)
X3 =7 cos(©)
Pro P; plati : P = —ih2- =
J
or
oz
D — _ih 0 — o or o 8 0 00\ _ | 9¢
Py = —ihg - = —ih (8r e e T %T) =| 2
, ; sin cos(®)cos
—ih (sm(@)cos(gp)% — - sié%) % 4 cosl )T (¢)%)
or
Oxa
D _ 5 0 _ _x (0 or o d 9 80\ _ | 9¢
PQ__ZhaTcg__Zh (87”8502 %87;’;_‘_%8702) = ((9933@2
—ih (sin(@)sz’n(gp)% + TC;’;E‘(P(;) % + COS(@):in(so) %)
Or
Ox3
D, — _jh 0 — o or 9 00\ _ | 9¢
Py = —ihg- = —ih (maw + %ai 4+ %T) —| 52
20
; sin(©
—ih (cos(@)% — f )%>
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00 __
ox1

Oxa

Oxs

,P;, L;, kde j = 3 ve sférickych soufadnicich?

— 1 —
= sin(O)cos
_ x> _ _ _sin(y)
2+ r sin{©)
z123 _ cos(®)cos(y)
(a:f—l—xi—&-xé)\/mf—l—x% T
— X1 — y )
= —2_ = s5in(O)sin
s = sin(@)sin(y)
Ve L eos(y)
T x4al T rosin(O) '
— T3 _ cos(O)sin(p)
(z%+x§+x§)\/zf+x3 r
— 3 —
= —F———= = COS @
\/1‘%+$%+$§ ( )
= O =
Y/ ai+ad __sin(©)
oitad+al r




Ly = Ejk:lX2P3 = —ZTLEjklZL‘Qai% —ih (x2i

—ih {7’ sin(©)sin(p) (_sin(@) 8%) -

r

r

ih {sin(gp)a% + cos(gp)cotg(@)%

- ooa 0
L2 - ij:lX3P1 = —Zhejkll‘?)% = —1h (:L'3

—ih {7‘ COS(@) __sin(p) % + cos(©)cos(p) ) .

r sin(©) O 00

—ih {(r cos®(©)cos(p)+r Sinz(@)cos(SO)) a% %Fg’;((p) 380

r

ih {—cos(ip) % + sin(ip)cotg(0) £}

- Coa 0 . 5
L3 — ij:lX1P2 — —ZTLEjkl:El% = —ih (xle

_ Jé)
3 Oxa

)

9

_I_

rcos(0) (5575

—ih {_ (r sin2(0)sin(p)+r cosZ(G)sm(cp)g K2 cos(©)cos(p)

0
sin(©)  Je

0
T2 ox

)

i

—ih {7“ Sln(@) (0052(90) o 4 cos(p)cos(®)sin{p) o 4 ,,SZZ((%))%

r sin(©) dp r 20

% 0
—zhw
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Priklad 25 "Kvantovétuhétéleso” (napf. dvouatomovamolekula) smomentem setrvaCnosti
I, volnérotuje v roviné. Najdéte jeji mozné hodnoty energie.

ReSeni
E=imi*~ E = J1.¢*
T 1 p2 . 1 P2 D _ k0. P2 _ 20> _n* 9
H=5.P; = 5P, = |Pp,= Zha@’Pw— haw = TIL 92
Daevime ze:

oI
V() + ?A Y(p) =0
7

Y(p) = Ae™? + Be ¢
Z pozadavku jednoznatnosti () = 1 (p + 2m) plyne rovnost:
Aetwe _|_Be—iw<p — Aeiw(g@—l—%r) _|_B€—iw(go+27r)

Aby platila tato rovnost musi se rovnat vyrazy u konstant A a B, coz je splnéno pro
eiw?w — 60 =1=

coswW2n=1=w2r=2kn=>w=FkF = %ZA:k:A:%,kdekeZ
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Priklad 26 S pouzitim vzorcl pro jednotlivé slozky momentu hybnosti ukazte, Ze operator
L? mave sférickych soufadnicich tvar :

[AJQ:—BQLI. o4 1 2 (sin©% )}

5in20 Jp? $in® 0O

Regeni

[P=124+ 13+ 12
Operatory ﬁ? vyjéadfené ve sférickych soufadnicich zname z pfikladu €. 24 :
L, =ih (cosgp cotg@% + Sincp%)

L, =ih (szmp cotg@— — cosgpag)

Ly = —z’h%
DélefeSimejiz jen matematicky :

L2 Li.L, = —h?[cosp catg@% (cosgo cotg@% + singpa%) +
singp-os (coscp cotg@i + Sin@%)] =

—h?[cosy cotg® ( sing cotgO 45— 0 S+ cosp cotg@a 5 + 00590%) +

cosp

sine ( g a<p + sing 3@2)]

IA/% = Lo.Ly = —h?[sing cotg® 8‘1 (smgp cotg@aw — cosgoag)

cosgo% (sz’ngp cotg@@ — cosgp%)] =

—h?[sing cotg® (cosgp cotg© 4 4 5 T sing cotg@8 s + smgpae)

_ sing 9 52
cosp ( $in20 ¢ COS¢8®2)]

T2 _ T T _ 2 92
L3 =LyLy=-12

Doplnime do vztahu pro L2 :

T2 327 (__ sing cosp c0s2© _ sing cosp sing cosp cos’© sing cosp\ 9
L*=—h [( sin2© 5in2© + 8in2© + sin2© Op +

cos®p cos’© sin’p cos’®© 92 cos?p cos® sin?p cos®\ 9.
( sin20O + $in2© +1 Op? + szn@ + sin® 00 +
T 2 2 %1 _ 2 1 cos® _
(Sln ¥ + cos (P) 8@2] =—h (szn2® Ers + $in® 8@ + 8®2> -

cos@ s T Sm@aez)) = —h? (sm{@a@? + Sm@ a%sm@ o )

2 1
—h (szrr@ Op? sm@ (
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Priklad 27 Odvodte pravdépodobnosti nalezeni Castice v daném prostorovém Uhlu pro stavy
s, p, d.

ReZeni
Vychazime ze vztahil :

dw = |Y;m (6, ®)|* dQ

Yim(0,®) = Cp, P (cosh) e™® [>0,m| <l
: m L & _

cons
cons  polynom

m
2

m _ (1—cos®0) ditm 2 1
P™(cost) = =5 — 1w (cos?0 — 1)

2l+1)(Il—m)!
|Cim|? = ( 4jr(l)—§-m)!)

Prostavy splati: I =0=m =0

_ (04D)(0-0)! _ 1
|CO,0|2— 4n(040)! T 4rm

= s d) & (cos*0 —1)° = %1 =1

P{(cosb) (ocosb) & o
%,0(97 (I)) = C()@P&(COS@)QO = ﬁ
dw = [Y50(0,®)[” dQ2 = LdQ

Prostavy pplati:l=1=m=—1,0,1

9 (2+1)2! 3

|Cl’71| — 4x0! T 271

9 (2411 _ 3

’CLO| — 4rxl! T 4rx

Cual? = (2+1)0! _ 3

LIl = "4x2r = 8r

1
—1 _ (1—cos®0)"2 40 20 N L (i 29\ sinf
P (cosh) = St 7o (c0s°0 — 1) = s=—(—sin’l) = -3
0 _ (1—cos?0)® g 20 _ 1)1 1 _
PY(cost) = =17 g (cos®0 — 1)! = 52cos0 = cost)

_ (1700529)% d?

Pl (cosbh) e s (cos?0 — 1)1 = #2092 = sinf

Yi,-1(0,®) = Cy 1 P/ (cosf)e™® = _\/%SiTnee_@
Yi0(0,®) = Cy o P (cost)e® = \/gcosﬁ
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Y11(0,®) = Cy 1P} (cosf)e™® = \/gsmeei‘b
dw = Y110, ®))* dQ = 2 sin?0dS)
dw = |Y14(0, D) dQ = 2 cos?0d
dw = Y110, ®))? dQ2 = 2 sin?0dS)

Prostavydplati:l=2=m=-2,—-1,0,1,2

|027_2|2 _ (4+1)4!' _ 30

470! T o7

2 _ (4413 _ 15
Coa|* = 50T = o2

2 _ (4+1D2! _ 5
Copl® = S =

2 _ @4+ 5
Conl* = S5 = 21

9 _ (4+10! _ 5
|0272| T 4m4! T 96w

2

_ -1 . L
Py (cost) = & 020252!9) y c(f)ZGO (cos?0 —1)? = Lo (—sin?0)* = 78“;29

C.

-1 (1—cos?0)"2 4 20 1\2 — 1 ¢ 020\ _ _ cosfsinf
Py (cost) = 57— 755 (cos0 — 1)* = ——(—4coslsin®0) = 5

PY(cost) = =g 4 1 (cos0 — 1)? = L(12005%0 — 4) = Jeosp0=L

gl ,
Pj (cos) = (17;[;‘922!9)2 v Ccf;gs (cos?0 — 1)? = #28(24cos0) = 3sinfcosd

P} (cost) = %#204(00529 —1)? = #2094 = 35in%0
Y, 2(0,®) = Cy,_P5 *(cosh)e 2% = @”gje—ﬂq’ 2 sin*@e”2®
Yo 1(0,®) = Cy_1 Py " (cosh)e™™® = —\/gc";ee*iq’ = —\/éjisinﬁcos%*@
Y2,0(0,®) = Cy o PY(cosl)e’ = \/g% = \/;(300820 —1)

Yo1(0, ®) = Co1 Py (cosh)e™® = \/52-3sinfcoshe™® = \/gsiﬂﬂcosﬁe“’

Y2(0, @) = Co o Pi(cosh)e® = | /2-3sin?0e?® = \/gsm Ge?2®
dw = |Yo,_o(6, ®)]> dQ = 3= sin*fds)
dw = |Ya 1 (6, (I>)| dQ) = Sln2900829d9
dw = [Ya0(0, ®)|* dQ = 12 (3c0s%0 — 1)2dS
dw = |Ya, (6, ®)|*dQ = 22 5in*0cos*0dS)

dw = |Ya5(0, ®)[> dQ = - sin*0ds
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Priklad 28 Napiste vSechny vinové funkce harmonického oscilatoru pro stavy s energiemi
%hw, %hw, %hw

Reeni
Vychézime ze vztahu :

FE = (n1+n2+n3+%)hw
Kulovafunkce:

Ynl na, n3 — Ynl (xl) Ynz (xQ) Yn3 (xS) Cm na, naH =
=/ $2,£2 £1+£2+£3,n—n1+n2+n3‘:>
Cn17n2,n3 ni (51) ny (52) n3 (53) z,

kde
8 )=t
H, (&) = % (= 1)k(25i)TL_2kk!(nTi2k)! = | Hi(&) =2¢
. Hy(&) = 4¢ — 2
A) E = %hw =
Yn17”2’"3 = YZ),O,O = 007070[_[0(51)HO(f?)HO(&%)e_% = 0070,06_%,
B) E = Shw =
Yioo = C1,o,oH1(§1)H0(§2)H0(§3)e—%2 = 2C) oie i
Yoimams = Y10 = Co,1,oHo(fl)H1(52)H0(53)€7%2 = 2Cp 10626~ %2
Y001 = Cop1Ho(&1)Ho(&)Hi(&)e™ 5= 2Co0.1&3¢€ -5
C)FE= %hw =
Yiio=Ci10H(&)H (fg)ltfo(é},)e*%2 = 46’171’051523*%2
Yiol = Cl,o,lHl(51)H0(€2)H1(€3)6_%2 = 401,07151636‘%2
Y, = Yorr = CovlleO(gl)Hl(52)H1(f3)67%2 = 400,1,1525367%
o Y200 = CQ,O,OHQ(fl)Ho(fg)Ho(fs)e_%Q = Cy0(4€2 — 2)e -4
Yo2,0 = CO,Q,OHO(51)H2(€2)H0(€3)67%2 = Cpa,0(4&5 — 2)e™ %2
Y002 = CoooHo(&)Ho(&:)Ha(Es)e™ ™ = Cooo(4€2 — 2)e™
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Priklad 29 Napiste operator L2 vyjadfeny pomoci posunovacich operatorti L, a L;

ReZeni
Plati :
=12 +12+ 12
Ej: = ZA-/I :i: ZZ/\—JQ

VypocCitame :

o L= (Ly+ily)(Ly —ily) = L} — il Ly +ilyLy + 3=

L% —|— L% —|— Z[LQLl - LlLQ] — L% —|— L% —|— ’i[LQ, Ll] — L% —|— L% —|— 22h 627173 Lg —

-1
P4+ 13 +hls= L3 +13=1L0L,L —hls
Dosadimedo .2 :
PP= 24 D0 —his
Dale spocitame :
(Ll ]=L.L_—L_L.=[Ly+iLy, Ly —iLo] =[Ly,L1] —i[Ly, Ls] +
0
’L.[.EQ, f/l] + [[AJQ, [A/Q] == —i(ih€1’273£3 - Z.h6271’3[:3) = 2h£3 = [A/+f/_ = [A/_fq_ + 2h[23
0

Opét dosadime:

[2=124L_L,+hLs
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Priklad 30 Posunovaci operatory momentu hybnosti plisobi na kulové funkce zplisobem :
Iimm = Oézjfnwz,mﬂ-

Spoitejte koeficienty o,

Reeni )
Poznamka : @“Z’H =0
L Y1 =0

Vychazime ze vztahll :

L2 = 11+ 1)t

(L) =1l +1)n?

'Lplm
Na naSem pripadé :

(2),,,, = S = () = (v, (2 + Lo =)o) =

[l
——
1
<¢l,m; f/gwl,m > + <7\pl7m, jz+fz_lpl7m> —h <1/}l,m; f/3¢l,m> —
——— AL
m2h2wl,m hmzpl,m

2B (Yyms Vrm) + <[A/—77Z)l,m7 E—¢l,m> — MR (Ypmy Vrm) =
—1,_/ —_———

1
| I (Vim—1, Yim—1) +m2h? — mh?
1

| |? + M2 — mi? = 1(1+ 1)

[l = B2+ 1) — m(m — 1)]

<ﬁ2>wl,m = <¢l,m, (L2+ L_L. + hﬁ3)¢l,m> = m?h® + <ﬁ+wz,m, E+¢l,m> +mh? =

|az+m|2 (Vrme1, Yime1) +m2h? + mh?

1

b 12+ m2h? + mh? = (L + 1)h?
Im

it = R+ 1) — m(m + 1)]



Priklad 31 Kreatni a anihilani operéatory plsobici na vlastni funkce operatoru energie
harmonického oscilatoru zplisobem

a4+, = Oéfwnﬂ .

Spotitejte koeficienty o

Redeni :
Vychazime ze vztahl :

T 1 p2 | Mw? 2
H=s;P"+-X

at=a_
it =a,
[X,X] =0
[P,P} =0

A) Vypotitame (G, a-] ala_,a] :
i = (V) [ - 5P X+ 5£P] -

% (W] s [XP] =i [P X ks [P ﬂ) =gt =
—— N——

0 ih —ih 0

0] = (V) [X 4 g P X — 5 P] =

5 (W] ~3iz [X. P+t [P K] ks [ ﬂ) R

Tento vypocet jetake mozny z [A, B| = (AB - AB)
B) Vypocitameda,a_,a_a, a(a,a_ + a_ay):

g =52 (X = 55 P) (X4 312P) =
Mo (X2 4 3EXP — (L PX + 3 P?) =

Me (X2 4 55 (XP = PX) + 4 P?) = %2 | X2+ 55 [X, P +M%w2152) =
ih
(0 o+ e
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i = e (00 o) 4 (0 )

%(W A P?) =2 (MEX2+ 5P = 2H = H="(a,a_+a_ay)

ObloZime H vlastni funkci harmonického oscilatoru :

(Y, Hpn) = B (W, @y a-hn) + 5 (1hn, 10n)] = hw[(aL2bn, a_by) + 5] =
1
fiw[  (a_t,,a_1,) —1—%] = hw[|a;|2+%] = lw(n+ %) = la?=n=aq, =+/n

<a;¢n—la a;¢n—1>
o 12 (Yn—1, Vn—1)
—_——

1

(s Hn) = Boo[(ny @iy ) = 3 (0, )] = Rw[(@ 40, @y 00n) + 3] =
1
ol (agthn, a4n)  —3) = hoflaf? = 5] = hw((n +1) = 3) = |of]* =
—_———

(@+¢n+1> OéernJrl)
la;f 12 (¢n+17 77Z}n-|-1)
~————

1

n+l=a =vn+1



Priklad 32 UkaZte, Ze pro kreaCni a anihilatni operétory energie harmonického oscilatoru
plati :

R

Reeni
Vychazime z prikladu €. 31 :

a4y, = Oéffwnﬂ

a, =+/n
af =vn+1

Upravujeme :

ay(a-thn) = ay(ay 1) = ag (Vb 1) = Vn(agn ) = Vnlag_thn141) =
VIV = T+ Ty, = nidy
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Priklad 33 Spo(:tége stfedni hodnoty slozek hybnosti kvantové ¢astice v Coulomboveé poli s
energii — J‘gh% anulovym momentem hybnosti (elektron v atomu vodiku ve stavu 1s)
Regeni :
Vychazime ze vztahll :

_ _ M@’
b= 2h2
Vi) =—¢

PY(cosh) = 1(viz. piiklad & 27)

Zobecnéné Laguerrovy polynomy : L (z) = Le?z70 12 (e772m1P)

Staki spotitat <151>W , ostatni slozky jsou kulové symetricke :
100

\Ijnlm(ra 197 QD) = C'nlm Tl e_ﬁ Lilj—ll_l (%) le(COS’&)eimw

T 2 T
\11100 (T, 19, (p) = 0100 7"0 € a Lé (T) P(?(COSQ9) 60 == Cl()() € a
a ) ~——
———

1
1

<151>\1;100 = (\IJ100> pl \Ij100)
Z prikladu €. 24 vime :

> . . sin cos{¥)cos
P = —ih (sm(ﬂ)cas(g@)% — Sii}%% 4 cosl )T (“")%)

A tedy :

P00 = im0 sin(Y)cos(p) € a

PouZzitim sférickych soufadnic (Jakobian = 72sin(v})) ziskavame rovnici :

21

= ?f | g0 PyWigg 2sin (V) dr i dp =
Yoo 900

0 ¢=25 r25in?()cos(p) dr d dp =

0
[sin(p) ]2 ?Of % e % r2sin?(9) dr d = 0
00

Tento vysledek jsme ocekavali - nebot <151 >\1/ =i [ redlnafunkce = iredlnafukce =
komplexni fukce (ryze imaginarni ¢islo), ale <P1>\P € R vzdycky — samozdruzeny
operator — neni vyznatny smér = <152>\P =0a <]53> = 0.

¥100
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Priklad 34 Spoctéte stfedni hodnoty slozek pol ohy kvantové Castice popsané vinovou funkci

U(7, 1) = g(i) = Ce 4w +57

Regeni :
Predpokladame :
AeC
Re(A) >0
Vychazime ze vztahl :

f|C|2 —(Az?—B7) $—|C| \/>€4A

[l CPe 259 g = (O /F () e

Stfedni hodnoty slozek polohy :

<XZ>\I/ = f €T; (.d(l_") dg,_'[ = R—?"/‘ @R Pr

R3 et
Spotteme si, Cemu se rovna | ¥ () |2
(7 — Cl e—Az2+Bx —Ax2+§f —
Z4+Im(B;)Z—Re(A )x +Im(A)x?+Re(B;)Z—Im(B;)% _

’0|267R6(A)x271m(A)x +Re(B;)
)T~

|C|267R6(A z2+Re(B Re(A)z®+Re(B;)T — |C|2672R6(A1273153')

Dosadime zpét a vypocteme integral (pozor integrujeme pres i3 1) :

s [ CReE)?\° oRe(B)
[ae@r ae 1P (Vamm) | T ) s
(%), = _ _ R
w J @) B s [ @ReB?\ " 2Re(A)
et |C|a<m> o 8Re(A)




Priklad 35 Spoctéte stfedni hodnoty slozek hybnosti kvantové Castice popsané vinovou
funkci

kde Re(A) > 0,B € C3,C € C.
Napiste tvar této funkce popisujici vinovy balik se stfedni hodnotou hybnosti p;, ktery
mayv Case t, stfedni hodnotu polohy 7.

Regeni
Vyjdeme ze vztahl :

U(F, 1) = Ce A" +57,
A\ (B,AD)
<A>\P T
Dale vypocitame <P]>\P (musi byt reané Cislo = integrujeme pres R) :

VP dz3 U(—ih(—2Az;+B;))¥ dz3
J J J

(B), = wiw _ _ i "=
e T P J o do? J wv da®
R3 R3
c? gﬁh(*?AszrBj)ei(AJrA)IJZ'Jr(BﬁBj) dz;
c? fe—(A+A)z?+(Bj+Bj) i, =
R
fzjef(A+A)z?+(Bj+Bj) dz,; fe*(A+A)I§+(Bj+Bj) dz;
1h2A~% - - — ihB;& - -
fe_(A+A)m‘;’.+(Bj+Bj) dz; er—(A+A)z§+(Bj+Bj) dz;
R R

|* integraci pfes ostatni slozky & # j dostaneme 1 = integrujeme pouze pres R.
Zapomoci vysledku z pf. €. 34 miizeme psat :

(Py), = ih2A (x;) —ihB; = W TA80 —inB; |* = ik (Re(B; — B;) = h Im(B;)

2 Re(A)

|*proA € R*
OznaCime:

B=(P) L5

= (X)
atedy :

Py =hIm(B;) _ = .. Py
7 2A Re(vB]-) ];\(,B/)



Priklad 36 UrcCete pravdépodobnost nalezeni hybnosti €astice popsané vinovou funkci
() = C e Him

vintervalu J = (aq, b1) X (ag, ba) X (as, bs). UrCete hustotu pravdépodobnosti nal ezeni
hybnosti v okoli hodnoty p.

Redent
Vychazime ze vztahll :
- de Brougliho vina:

e

\Ifl-; = AenP”
- vypocet integralu :

. [%] n—2j
I(n,a,b) = greartihe = o ’ ntym
(n,a,b) = | =) o

. - 1
R —2j)! j1 227 o7F2

Hledame pravdépodobnost P; ¢ ; (= pravdépodobnost prechodu z ¥ do V).
- hustota pravdépodobnosti nalezeni dané hybnosti '

R CA D
PP = [0 (95,9,

- pravdépodobnost nalezeni hybnosti z intervalu, pfes ktery integrujeme (jednotlivé
pravdépodobnosti se sCitgji, zde jich je ae nekonetne mnoho, proto integrujeme;
pokud bychom integrovali pres celé R* museli bychom dostat 1)

|(0,05)|? _
P*EJ—fppdp fmd?)p_

(0. %) = | Ce~T+in1 Ak By = CA Le (o) By =

OA f e —x +z(1+hp1)x1 dl’l f e xz—&-hpzxg dIQ f e z3+hp3z3 de‘3 —

—c0 , % .

l b D -

CA(ﬁ)geiQ(thl)+Z+l §:CA(\/7_T)3€_%_%_%
ey

= |Substituce : k = (1,0,0)] = CA(V/7) e 7~ =

(U U;) = f3 |A2enPPen?™ 3z — oo ... nelze, ale z wyeps = 1

(W5 05) = |APSH 7

(U, %) = |C‘2€—x%+i(1+%p1)x1e—xf+i(1+%p1)x1 Br = [ |C|26—2£2 _
R3 R3

F (/) B
[CPIAPR (V)" —d LR

7 1CP(\/3) 148K x3
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Priklad 37 Necht ”jednorozmérnd’ astice s hmotou M v potenci@u harmonického oscil&
toru s vlastni frekvenci w = - je ve stavu popsaném vinovou funkci

() = C e tir,

S jakou pravdépodobnosti naméfime hodnoty jgji energie rovné %hw (D) resp. hw (2),
3hw (3)?
2

ReSeni
Jedna se o0 Ulohu jednorozmeérného harmonického oscilatoru.

Vychazime ze vztahll :

2
U, =Ae 7 H,(&) = ‘5 = %x = %x = x‘ = A,e 7 Hy(x)
2] , Hy(w) =1
Ho(w) = 5 (~1)F(2a)" 2ty = | Hy(a) = 20
h=0 Hy(x) = 42% — 2
1(0,a,b) = [ e+t — iz /7
R
2 :
I(1,a,b) :l{xe_a‘”%“bx =eida (—a) e
1.
E1 = %hw
12
= 1406_T
2 2 2
Ce=o"+iv Age™ T dx -3a?tiz g
p— doaap _ | : I L I
L7 (W 0)(Wo, %) — [[CPe 2% dr [[AoPe? dz T 3
2.
P, = 0 = energie B, = hw neleZi ve spektru.
3.
E3 = %hw
w?
\I’1 = A1€772$
2
fCe_zz"'mAm*%Qx dx j‘g 842 tia d 2
P — (T,0)2 B xe I Mefé
37 (9 0)(0y,9) [IC)Pe22% dz [|Ai[?4a2e~2" dw BN 27
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Priklad 38 Necht Castice s hmotou M v potencidlu harmonického osciatoru s vlastni frek-
venci w = % je ve stavu popsaném vinovou funkci :

U(z) = C e "tin,

Sjakou pravdépodobnosti namé&fime hodnoty j€ji energie rovné ghw ?

Regeni
Jednase o Ulohutrojrozmérného harmonického oscilatoru. = £ = (m +ng +n3 + %) hw
V (vahu pripadaji tyto moznosti :

k= {n1,n2,n3} = {(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)}
Celkova pravdépodobnost je pak :

(W) 2

P=2 www.m
Z prikladu €. 28 vime::

2
—_z_
Wigo =2Chpo z1 €™ 2

8
“" w0

Yoo =2 Coio 2 €~

[M]

T

Woo1 =2 Copr 36" 2

Nebot :

_ [Ma, _ [ME, _
5_\/hx_ At =T

Abychom vypocitali celkovou pravdépodobnost musime urcit :
12 2 2
(\111()0, \111()0) = j:; ‘0100|24l’% (6_2> d3ZE = 4|0100|2 fsﬂf%€_x dSCC =
R R
4’0100|27f x%e‘m%dxl 7f e‘mgd@ 7f e_xgdl’g = 4’0100‘2%\/E(\/%)2
Stejnétak :
(o190, Yo10) = 4|C'010|2%\/7_T(\/%)2

(Woo1, Yoo1) = 4|O001|2%\/7_T(\/7_T)2
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Déle urCime:
(T, ) = |C\2 [ e~ @ Firy p—w?—izy 3. |C’|2 I e=22" By —
R3 R3

|C|2_T 6—21‘%de _Ofo 6—2I%dx2 _7‘0 6_2x§d$3 — |O|2 (\/2)3

5 . 22 5 .
(\IJ, \Illoo) = f Ce_mz_l‘“QC&ooxle’ngas = 200100 f $1€731271x1d33§ ==
R3 R3

o0 2
s 3 3 —ax?+bx _ T b
206’1007&;516 281 L g f e 2 dez f e 2 3dx3> f Te dr = /2 et |>

—0o0 —00

2% (1) (VE)

(0, Wran) 2 = O Cuol2 55 (3) = [OPICwol 5

_1

©w \

g _a2? 3.2
(\IJ,\IJ(H(]) = f Ce™® ”1200103326 2 d3x = 200010 f TI9€ 2 Zx1d3$ ==
R3 R3
00
s T — 3232 ® _ 342
200010 f e 271 ldl'l To€ 2 2dI2 f e 2 3dl’3:0
—00 —00
—00

—_——
0

5 . 22 5 .
(\I/,\I/()()l) = f O€_x2_1x1200011336_7d3$ = 200001 f xge_%“"z_md?’x =
R3 R3

oo
I — 322 im T — 342 —8x2
200001 f e 271 dl’l f e 2 Qd.’L’Q Trse 2 3d373:0
—0o0 —00
— o
~—_—  ——
0
A tedy :
2 CI21C 00 |2 322 .~ % 3273
P = |(¥,¥100)] — IC1?1C100]? 55 _ 213 o3 — \/_6_5
(T, ¥)(¥100,%¥100) |C’\2( g) 4\C100|2%\/F(ﬁ)2 22\/\/7%6 243
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Priklad 39 Necht Castice je ve stavu popsaném vinovou funkci

v = f (e sinb + cosé’) g(r).

Jaké hodnoty L., miizeme naméfit asjakou pravdépodobnosti? Jakaje stfedni hodnota
L, v tomto stavu?

Reent
m= —1 5/1,71(9, ) — \/gsz;zee—zq)
I=1= m=0 = vizpiklad& 27 = Y,0(0,®) = /L cost
m=1 Y11(0,9) = \/7827196
A tedy :

= (\/%Ym + %YLO) g(r) =
mlizeme naméfit pouze stavy L. odpovidgjici stavlm ! =1, m =1al=1,m =0
. L0 = mh® = mh-Y: o +mhy/2Y1, = 0h-LYi0 + 16 /2Y1, = | /2RY1, . Pro
viesini stavy L? plati : L*¥ = [(I+1)7*W = 1(1 + )A® ZYi0+1(1 + 1)712\/%3/1,1 =
2RV

Pravdépodobnost naméfeni stavu odpovidgjicil =1, m =0 :

w0 = [(¥.Y1.0)P2 _ VBt gsvieniol?
s i — 2
(0,0) (Yi,OaYI,O) H\/glﬁ,ﬁr%%,o
! 2
/fnm(w/fmm
OG fce=0
_1
2 _ 1 _ 3
/*Yl,lyl,ﬁr \/7(}/1,01/1,1 +Y1,1Y'1,0)+/*Y1,0Y1,0
3 V3V 3 3
2 OG fee=0 1

Jiny stav nez Y, aYi,; nemlizenastat = w;; =1 —wip = 2
Stfedni hodnota L, v tomto stavu :

<Lz>—“q“ (EVi1 + =Yg, /2071,) =

/\[\[hmmﬁ/ffhmm

w\tv



Priklad 40 Necht Castice je popsana vinovou funkci
U = (x4 y + 22)e”oVeityi+2?

Jakéajepravdépodobnost nalezeni Casticev prostorovem hlu (0, ©+d0) x (, & + dP),
kde ©, ® jsou polarni, respektive azimutalni Uhel? Jaké hodnoty kvadratu momentu

hybnosti miizeme naméFit? Jaka je stfedni hodnota z-ové slozky momentu hybnosti?

Jaka je pravdépodobnost naméfeni z-ové slozky momentu hybnosti L, = +h?

Navod: zapiSte ¥ pomoci kulovych funkci.

Reeni
Sférické souradnice :
1 =1 sinBOcosd
To =1 sin®Osind

r3 =1 cos©

A tedy :

U = r(sinB@cos® + sinOsin® + 2cosO)e "

Z prikladu €. 27 vime :
Y _1(0,®) = —\/gsm@e_@ = —\/g(sin@cosq) — isinOsin®)
Yi0(0,®) = \/gcos@

Y11(0,®) = \/gsm@ei‘b = \/g(sm@cos@ + isinOsind)

A tedy :

U =7 (\/EVi = Yioy) =iy ZE (Vi + Vi) + /B2 Yip) e

Oznatime:
- t = 2ar -
_ 4 _—2ar _ _ 1 4 —t 1 _ 4
K= ({T € ; %Etd = @a) Oft e = (2a)5r(5) = 2a)
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JelikoZ nés nezajima r vyintegrujeme pres ng atedy :

Pi(0,®) = zfo\\lf(r, 0, ®)|*r? 5in© d® dO dr = K(sin®cos® + sin@sin® +
a2

2
20050)? d = K (\/E(Yiy — Y1) —iy/ZE(Via + Vi) +/82Vi0) =
2
K (4/5Y10+ (1= i)/ 5 Via — (L+0) /%Y1 ) =

K85 Yi0P + (1 — )1 +4) %Y1 [* + (14 )(1 — i) 5|11 [* + nulovéEleny ) =

K (52 |Y10/? + 42 [V 2 + 4 |Yi )
Konstantu /& urime z normalizace :
1= (|9 = [ VP de=K[[ (M5 Vo2 + 5 Yia P + 5V 1 2) 5in© dP d =

R

K (%7 44 4 40) 87K = K = &

A tedy :
Pin(0,®) = & (157 [Vi02 + 47 |¥1a [ + 47vi 1)
Hohnoty L2, které miizeme naméit :
LY, = 11+ 1)RY

MUZeme naméfit pouze hodnotu | = 1 = naméfime pouze jedno vlastni &ilo (jeden
vlastni stav) :

LYy = 1(1+ 1)P*Yy 0 = 207Y] s

kde 2h? je vlastni &islo.
Z-tova slozka momentu hybnosti :

<z2> — (\IJL\I!) —
2 v 2 o~
P (=) (14 0) & Vil =1 +4) (1 — )& ||Vt ||” + nulovétleny ) = 0

&)’
1 1

Nebot plati :

L0 = mh® = hik (04,/5Yi0+ 1.0 = i)/ ZYi0 — (=1).(1+ ) /51 )

Pravdépodobnost namé&feni z-ové slozky momentu hybnosti L, = +h = m = £= =1

h
(l=1vzdy):

Py = [(W, Y1) = &1(4/5 V0 + (1= i)/ Y0 — (L4050, Vi) =
s%r|(1 - Z)\/%HYMHQ +nulovécleny |2 = %
1
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Priklad 41 Spoctéte stiedni kvadratické odchylky slozek polohy ahybnosti kvantové castice
pfi méfeni na stavu popsaném vinovou funkci

kde A > 0. UkaZte, Ze pro tento stav plati
Ay(Xp)Ay(B) =1
ReSeni
Vychazime ze vztahu :
(et = (e~ (4),), = (4%, ~(4),
v ¥/ Y v

Z prkladu €. 34 vime:

Z prkladu €. 35 vime:

Daevime:
PU = —ih QY = —ihCe 4w P (—2Az; + B))
A tedy :
A~ . 2 — 3;2 ﬁ.f
P2y = (_zh)QgT?j’ = —hQCa% [e ATHBE(_2 Az, + Bj)} =
_h20 [ean:ZJrBf(_Qij + B])Q + e*A;g2+Bf(_2A)] —
A dale
3 C? [ a2e—As®+Re(BITHIM(B)E o= Aa®+ Re(B)a—ilm(B)
<X2> _(wXe) dr =
i) T TN T TR [ e A Re(B)itilmn(B)i e~ ArP+ Re(B)i—ilm (D)7 B

R3
f p2e—2Az? +2Re(B)¥
J
R3

BPr =

f e—2Ax2+2Re(B)T
R3
® 24 5 eo 2 5 °e 2 5
o5 —2Az5+2Re(B)z,; e . e .
f mje @ +2Re(B)z; dz; f o 2ATy +2Re(B)xy, dar, f o~ 2Ax] +2Re(B)x; day
—0o0o — 00 —00

o0 b — [e'e) oo
—2Ax242Re(B)x; —2Az2 +2Re(B)z), —2Ax24+2Re(B
f e J (B)zj dz;j f ¢~ 2AT F2Re(Bay dxy, f o 2AT] T2Re(B)zy dzx;

— 00 — o0 — 00
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f efaw%"lmdx = egﬁ

f IJ2872AVC +‘>Re(B)a:‘7 d e
== 3 = foGfaxQerxdx _ e%ﬁ (i)2L + a—%; =
f e—zAx +2Re(B)9c7 d » — 2a \/a 5
-ee a=2A, b=2Re(B,)
4Re(B;)” 4Re(B;)?2 1Re(B;)?
e(B; 1 1 1 e
e ”[ 1642 V2A T3AV3A 2 VT 16fA2f+4fAf «(B;)
4Re(Bj)? — = 4A
IA 2A

e

Ze vztahu pro (Aq,(fl))z vypotitame Ay (X;) :

A@(X]) = \/<XJQ>\I; — <X]>i — \/Re(fi&)j—l—A . (Re2(AB].))2 _ ﬁ

Nyni miizeme uréit <Pf>\y

~ P2
(p2), = r)
TP ) )
_p202 f [4A2 —4Az; B+ B2 72A] —Az“+Re(B)i+iIm(B)j’e—A12+Re(B)f—iIm(B)f
R3 de _
C2 f e—Az2+Re(B)Z+ilm(B)Z g— Ax2+Re(B)i—iIlm(B)T -
R3
[ [4Azx?_4AIJ_BJ_+B?_2A16—2Ax2+me(1§)f Ik rze—om +2Re(B)&
2R3 3. _ _ 24 A2R3 3
—h f e—2Ax2+2Re(B)Z d’r = —h"4A f e—2Ax2+2Re(B)Z d’x +
R3 R3
[ m]_872A12+2R5(1§)CE [ e—2Ax? +2Re(B)Z

R*4AB;™

f e—2Ax2+2Re(B)T

dPx — h*(B? — 2A)% — P =

f 6—2Ax2+2Re(B)x

e 442 <X2> —4A(X;)_ B; +1j92. —24] =
—n? [4APBABI A g\ B By g2 94 =
—h? |Re(B;)? — 2Re(B;)B; + B? — A] = —h?[(Re(B;) — B;)2 — A] =
R?Im(B;)? + h*A

Ze vztahu pro (Aq,(,fl))2 vypotitame Ay (P;))

Ay(P)) = \/<ﬁ2>ql — (P, > = /R Im(B;)? + 12 A — W2Im(B;)? = h/A
A tedy konecné:

Ay (X)) Au(Py) = \/4hVA =}
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Priklad 42 UkaZzte, Ze v jednorozmérném pripadé podminka

~

A (), it~ () w0
prooperatory A = X, B = P jeintegrodiferencialni rovnici, jejimiZ jedinymi fegenimi
jsou funkce

g(x) = Ce—Aw"+Bz,
které jsme nazvali minimalni vinové baliky.

Reseni :
Vychazime ze vztah( :

P=-inZ
<X>q, = [TXT — oznatimejako X (= konstanta zavisiana )
<I5>ql = [ UPU — oznatimejako P (= konstanta zavisana o)

Potom :

~

X —(X), —ia(P=(P))| ¥ =0
XU — XT +iaP¥ — ah 2V =0
X + (iaP = X) = ¢ah 20

[ X + (iaP = X) doz = [ gah d¥

konstanta
%2+(iaP—X)x:ahln(\Il) -C

i (5 +(iaP-X)a)+c

R ~ —Az?+B
U —=e° ~ De A7 T8z,

kdeA= -1, B= (ngx) aD =¢C
a < 0 aby bylo ¥ integrabilni.
Z prkladu €. 34 vime:

Z prkladu €. 35 vime::
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<Aj>q,:h1m(3) :h%:p
A tedy :

! IQ i 12 ' 12
= ey = IDQemJFTPm_é”” em—ﬁpﬁ—éw dx = fD%ﬁ—%x dr =
R R I
2

4
o2r? )

—ar X
:>D26_$ - :DQGW%

ah

2 2
feiax2+bx = 6%1 s
a
R

Konstantu D uréime z normalizace:

2
X X
1:|W|2:D267\/WZ>D: \e/%
A tedy :
X? X2 S

[P = e oh_o—Lr/—rah = e o

—mah
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Priklad 43 Necht Hamiltonian kvantového systému ma cisté bodové spektrum. Na systému
byla namé&ena hodnota « pozorovatelné A, ktera ma &isté bodové spektrum a a
je nedegenerovana vlastni hodnota. Jaka je pravdépodobnost, Ze naméfime stejnou
hodnotu, budeme-li méfeni opakovat po Case ¢?

Reseni :
Plati :
AV, = a¥,

Vime, Ze hamiltonian ma Ciste bodové spektrum, neboli :

HY) = BVy,
potom plati :
U, =Y(0) = Ekjck\lfk(f, 0)
Casovy vyvoj
U (T, ) = e 7Bty (F,0)
A tedy :

U(t) = X o Uk(T, 1) = X cpe” #5400, (F, 0)
k k
Pravdépodobnost, Ze naméfime hodnotu av Caset :

Pi_,() = |(W(0), U(1)]* = | T exgje #54 (Ty, 1)) [ = | S e #5)2 =
Jisk —— k
o
e = el = X [eul|esfPe P E
k,j
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Priklad 45 Necht jednorozmérna Castice v poli harmonického oscilatoru jev Caset = 0 ve
stavu

\Il(ac, 0) = A\IJO + B@l

kde A,B € R,V¥, vlastni stavy energie normalizované k 1. V jakém stavu je v
libovolném Caset > 0?

ReSeni :

Prot¢ > 0 plati (Casovy vyvoj) :

U(z,t) = 5 Cple 7=t
Hamiltonian HO :
H= ;1P + 1 Muw?X?
Déleplati :

V libovolnem Case je tedy :

hw

3hw

Uz, t) = AWge 7 (1) 4 B e~i=i (-10) = AWge=i(t=10) 4 By, e~i% (11o)
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Priklad 47 Naleznéte operétor rychlosti pro castici v elektromagnetickém poli.
ReSeni :

Hledame X pro &astici v el-ma poli.
Vime:

kde:

~

H=—IA+ B A(E 0OV + P divA(T,t) + £ Ay(T,t) + eD(E, 1)

Maxwellovy rovnice:

=

= —grad® — &

o}

= rotA
Plati :
1, 5,0f = (1%, — X,11) 1 =

Aa:jf + 2M:L“]Af + mA(x t)V:E]f — —xjA(x OV f + dhe de(x ta,f —
mexjde(x Of+5 Ag(x t)a; f — xJAg(x,t)f + eCD(x,t)fo —ex;O(7,t) f

2 2 2 2
A(Z']f) = aimjij —+ 8822ij -+ %zlgij == a%;f + %f + 8x2f + (%czf Af + Bm f

6(xjvf): (%7%7%) (:L'j,f) $JVf—|—f
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Priklad 48 Ukazte, Ze vlastni &isla operatoru i3 jsou =i| B|. Najdéte viastni funkce.
Regeni

Vychézime ze vstahu :

=
I

=

=)
Qv

kde & jsou Pauliho matice.
A tedy :

:,—‘_ 1,—'_ 3 o Bg Bl—iBQ
MZB_MOJB_iz:lo-ZBz_M()(Bl"’iBQ _B3 )

Vlastni ¢ila:

Bs — ) B, —iB
det( uol&ﬂ iBy) MO_(MOIBB _ f) ) = N — ugBy — (B + B3) = A =

o, |5 B = | B

Vlastni stavy :
pro A = | B| :

( 110Bs — 10| B|  po( By — iBy) ) I < to(B1 — iBy) )
pio( By +iBy)  —poBs — | B| po(— B3 + | B|)

pro A = —uo| B :

( 10Bs + po| Bl (B —iBy) ) Ly — ( po(Br — iBy) )
po(By+iBs)  —poBs + puo| Bl po(—Bs — | BJ)



2

22 2,
Priklad 49 Ukazteze S = %hgl. Porovnejte tento vysledek s L .
ReSeni :

Vychazime ze vztahu :

SJ:%UJ’
kde o; jsou Pauliho matice.
A tedy :
22 Aoa 2 2 1 0 1 0
S :S]Sj—za]a]—z [(0 1>—|—<0 1)—!—(
Porovnani :
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Priklad 50 Necht pro volnou Castici se spinemje naméfena hodnota z-ové slozky spinu
S, = % Jestlize vzapéti méfime hodnotu spinu ve smeéru, ktery se z-ovou 0sou svira
Uhel , jaké miizeme naméit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti?

ReSeni :

Po mé&eni je Eastice ve stavu ( $1 ) :
2

h

5 0 v, 5[ U A A

2 — 5 :_*\P:*\I’ :}\I’:O
<0—g><%> 2(‘1’2> S

Spin pod Uhlem © Sg - osu x zvolimev roving (z, ©) :

B ‘ o 1 0 : 0 13\ _
S@_cos@Sz+sm@Sx—2[cos@(o 1)+$m@<1 0)]_

A ( cos®  sin®©

2\ sin® —cos®
Vlastni ¢ida So :

cos® — \ sin®

_\2 _ 2 o .9 V2 o _
sin®  —cos© — A ‘_)\ c0s°0 —sin* O = A —1= A+ A - 1) =

A==£1= 5o ==%2

Odpovidajici vlastni vektory (nejsou normalizované):

no
5@:+g:01<1f22056>

sin®
+ Ca < 1+ cos© )

Vlastni funkce (nejsou normalizované):

sin®
ul_cl(l—cos@>\ll

sin®
uQ_CQ( 1+cos®>\lj

NS

S — —

Normalizace :

|ug]|* = C2 (5in20 + (1 — cos©)?) || U||* = C2(2 — 2c0s0) =1 = C? = 72(1—;5@)
1

66



[ug]|* = CF (5in0 + (1 + c050)?) || T]|* = C2(2 4 2¢0s0) = 1 = C2 = 5 1+i08®
N ( )
1

Vimev jakém stavu se nachéazi, ae nezname vychozi stav :

. 2
N (W ,u1)]? — 1 ||ql”2 sin© 1 _ _sin?0  _ 14cos©
+3 H\I/HQ HU1||2 2(1—cos©) 1 — cos® 0 2(1—cos©) 2
1 1
. 2
W B = |(‘I’2:U2)|2 5 = 1 || ||2 < sin® ) < 1 ) _ _sin?0  _ 1—cos®
-L ”\IJ” ||U2H 2(14cosO) 1+ cos® 0 2(14-cosO) 2

1 1
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Priklad 51 Uvazujte systéem (tzv. supersymetricky harmonicky oscilator) popsany na Hil-
bertovu prostoru L?(R, dz) @ C* hamiltonianem

H=-PEAx1I+m2:2 0| + 2] g o,
Dale je dan operétor

Q= ﬁal(p + iwmos X).

Nalezngte O, Q2, [H, Q] avysledky vyjadrete pomoci operatortl H, Q). Jaké omezeni
Ize vyvodit z téchto relaci na spektrum hamiltonianu (tj. zda je shora¢i zdolaomezené
a€im)? ( PostaCi uvazovat bodovou Cast spektra. )
ReSeni :
o1 aos jsou Pauliho matice atedy :
A 01 Ao 1 0 5
QZ?\}W(l 0>(P+2wm<0 _1>X):
L . 0 R P - Zu)mX — Q+
2vVm P4 jwmX 0

QO+ je samozdruZeny operator - pokud udélame z této matice transponovanou a kom-
plexné sdruzenou, ziskame opét tuto matici.

A ddle:
A=t () ) (5 7)o (0o )=
L[ P24+ mPX? + mhw 0
2’”( 0 P2 + m20?X? — mhw )
Q2:1<A 0 ) P—iwmf()(A 0 ) ]5—iwmf(>:>
dm \ P4 dwmX 0 P +iwmX 0
+ PiwmX F iwmXP =
—iwm(£XP T PX) = —iwm=£[X, P] =
N gl B
+ih
+hwm
1<P2+m2w2X2+mhw 0 )—Uﬁf
4m 0 P2+ m20?X? — mhw ) 2

~ ~ ~ ~ ~ ~

[H,Q] = 2Q%,Q] =2Q[Q,Q] -2[Q,Q]Q =0
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Priklad 52 Castice se spinem 2 je umisténav konstantnim magnetickém poli smé&fujicimim
vesméruosy = = B = (B,,0,0). V aset = 0 byla nam&ena hodnota ji z-
ové slozky spinu +%. Sjakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalSim Case
hodnotu jeji y-ové slozky spinu +47?

Reseni :
Vaset =0jes, = L.

V €aset > 0jes, = 2 aplati:

h U\ _wf W

2%\ g, ) T 2|,
a0 =i\ (T LW
2\ i 0 U, ) 2\ U,

Urceni vlastnich ¢isdl avlastniho vektoru :

|_l.A :; =X -1=Q0+1)A-1)= A==+l

A=-1

1 —i\,. (1 —i (-1 o -1
<z’ 1 )].z~<0 0 >:>vl.v..< ; )\If:>normovany.ﬂ< ; )\IJ

Casovy vyvoj (feseni Pauliho rovnice):

kde e#-Bt = cos (“0 |B|t> +i5%5in (@|§]t>
V naSem pripadeé :

): cos %|§|t | +i22sin %|§|t <q()]1>:>
—— ——

|B]
wo wo
Byo1+ By oo+ BZ o3

Bz Y Y b 0 1
15~ 7] w7107
1o\ (01 . o\
[cos wot) <0 1>+z<1 O)Sm(w@)]( 0 >_
cos wot isin (wot) O\ [ cos(wpt) o
isin (wot) cos (wpt) 0 )\ isin(wot) !
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Pravdépodobnost nalezni y-ové slozky spinu +2 v libovolném Ease::

s )es()
v=3 —1 N 2
Ww%( i )W H( zi(;fz(&)ott)) )@1 \% ( _il )

1 1

2

2

Doted byla ¥ (Z, t) libovolna normovana, kvadraticky integrabilni funkce. Nyni zvo-
lime W (Z,t) = &(Z, ) :

e — cos (wyt) o, -1 2:”(1) 12 cos (wot) (-1 2_
Sy isin (wot) bval g U isin (wt) )7 v2 i N
1
2
0

S (coswot + sinwgt)? = 2 [cos (%|§|t) + sin (%|§|t)}

Pozn. Prot:OjewSy :%[1+0]2:%
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Piiklad 53 UkaZte, Ze pokud vyraz ¢! definujeme pomoci fady

6[1(1 gl . > (Za;i)n’
n=0 ’
pak plati
el@dl = cos(|al) + i%sm(kﬂ)
Regeni :
Vychéazime ze vztahu :

aoc = a101 + as09 + azos,

(C_LH)2 = (C_L’ﬁ)(flﬁ) = a%a% + a1a90109 + a1a30103 + a1a20901 + a%ag + asaso903 +
10303071 + Q2030309 + CL%U% = CL2|

Potom :
(id@d)* = (=1)*a* 1* = (=1)*a®*1,
(iae) " = i(—1)*a®*1d5 = i(—1)* 7137,
A tedy :
2] 0o N a2k s . a2k+1 . .
el-ol = nzz%)(—l) 2] +i nz:%(—l) T = cos(a) +iZsin(a)
cos(a) sin(a)
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Priklad 54 Napiste vinovou funkci (7, ) zakladniho stavu Castice v poli Coulom-bova
potencialu s hodnotou z-ové, resp. x-ové, resp. y-ové slozky spinu rovné 4.

Reseni :
Vychazime ze vztahl :
Z&kladni stav elektronu v coulumboveé poli :

Déle:
( g ) e C?,
atedy :
(7€) = V(D) ® ( g ) = ( ge : ) € [}(R?) ® C?
Déevime:

G h
Sn\p — 5\11,

kde S, = %0,, kde o, jsou Pauliho matice :

0 1
=(70)

x-ova slozka spinu :

NS
N
)
O =
N——
/N
g5
N— ~

Il
NS
N
@ O
N——

(- (5]
1 _r

v = ()
V2ra3

y-ova slozka spinu :
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z-ova dozkaspinu :
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Priklad 56 Atom uhliku ma Ctyfi valencni elektrony (presvédcte se). Mlizeme na ng tedy
nahliZet jako na systém Gtyf elektronll ve sféricky symetrickém poli. Jaka je pak
degenerace jeho zakladniho stavu?

Regeni :
Jedna se o nerozliSitelné castice :
1 elektron = 6 moznosti
2 elektrony = 5 moznosti
obaelektrony = %> = 15
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