
1. Elektron v atomu vod́ıku je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ(~x) = C(2x+ 3y + z) exp

(
−
√
x2 + y2 + z2

2a

)
.

Jaké hodnoty projekce orbitálńıho momentu hybnosti elektronu do osy z můžeme naměřit
a s jakou pravděpodobnost́ı? Jaká je středńı hodnota projekce orbitálńıho momentu hyb-
nosti do osy y?

2. Lineárńı harmonický oscilátor je v čase t = 0 v koherentńım stavu |α〉, α ∈ R. Jak se
měńı středńı hodnota potenciálńı energie oscilátoru s časem?

3. Volná částice na př́ımce je ve stavu popsaném vlnovou funkćı

ψ(x) = C exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+
i

~
p0x

)
, x0, p0 ∈ R, σ > 0.

Určete středńı hodnotu polohy a energie částice.

4. Částice se spinem 1
2

je v homogenńım magnetickém poli ~B = (0, 0, B). V čase t = 0 byla
naměřena kladná projekce spinu do osy x. Určete, jak se s časem měńı středńı hodnota
projekce spinu částice do osy x. Jaká je pravděpodobnost naměřeńı kladné projekce spinu
částice do osy y v čase t?



Řešeńı

1. Vlnovou funkci převedeme do sférických souřadnic

ψ(r, θ, ϕ) = re−
r
2a C (2 sin θ cosϕ+ 3 sin θ sinϕ+ cos θ)︸ ︷︷ ︸

χ(θ,ϕ)

.

Úhlovou část dále uprav́ıme

χ(θ, ϕ) = C

(
− sin θeiϕ(1− 3

2
i) + sin θe−iϕ(1 +

3

2
i) + cos θ

)
,

a rozeṕı̌seme pomoćı kulových funkćı s l = 1

χ = C

(
−(1− 3

2
i)Y1,1 + (1 +

3

2
i)Y1,−1 +

1√
2
Y1,0

)
.

Urč́ıme normalizačńı konstantu

1 = (χ, χ) = 7|C|2 =⇒ C =
1√
7
.

Úhlová část stavu elektronu je tedy rovna

|χ〉 =
1√
7

(
−(1− 3

2
i)|1, 1〉+ (1 +

3

2
i)|1,−1〉+

1√
2
|1, 0〉

)
Odsud vid́ıme, že pravděpodobnosti výsledk̊u měřeńı projekce momentu hybnosti do osy
z jsou

m = 1 −→ w1 = |〈1, 1|χ〉|2 =

∣∣∣∣−1− 3
2
i

√
7

∣∣∣∣2 =
13

28
,

m = −1 −→ w−1 = |〈1,−1|χ〉|2 =

∣∣∣∣1 + 3
2
i

√
7

∣∣∣∣2 =
13

28
,

m = 0 −→ w0 = |〈1, 0|χ〉|2 =

∣∣∣∣ 1√
14

∣∣∣∣2 =
1

14
.

Pro určeńı středńı hodnoty L̂y použijeme posunovaćı operátory

L̂y =
1

2i
(L̂+ − L̂−).

Posunovaćı operátory jsou k sobě hermitovsky sdružené, stač́ı tedy určit středńı hodnotu
jednoho z nich. L̂− p̊usob́ı na |χ〉 následovně

L̂−|χ〉 =

√
2

7
~
(
−(1− 3

2
i)|1, 0〉+

1√
2
|1,−1〉

)
.

Pro středńı hodnotu L̂− pak dostaneme

〈χ|L̂−|χ〉 =

√
2~
7

(
1√
2

(−(1− 3

2
i)) + (1− 3

2
i)

1√
2

)
= 0.

Středńı hodnota L̂+ je také rovna nule, takže i 〈L̂y〉χ = 0.



2. Koherentńı stav má následuj́ıćı rozvoj do báze vlastńıch vektor̊u hamiltoniánu

|α〉 = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉.

Časový vývoj koherentńıho stavu je pak roven

|α(t)〉 = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
e−i(n+

1
2
)ωt|n〉 = e−

i
2
ωt|αe−iωt〉,

tj. z̊ustává koherentńım stavem s α(t) = αe−iωt. Pro určeńı středńı hodnoty potenciálńı
energie operátor vyjádř́ıme pomoćı posunovaćıch operátor̊u

V̂ =
1

2
Mω2Q̂2 =

~ω
4

(â+ + â−)2 =
~ω
4

(
â2+ + â+â− + â−â+ + â2−

)
,

a využijeme toho, že koherentńı stavy jsou vlastńı vektory â− = â†+

〈V̂ 〉α(t) =
~ω
4

α(t)2 + |α(t)|2 + 〈α(t)| â−â+︸ ︷︷ ︸
=1+â+â−

|α(t)〉+ α(t)2


=

~ω
4

(
α(t)2 + 2|α(t)|2 + 1 + α(t)2

)
=

~ω
4

(
(α(t) + α(t))2 + 1

)
=

~ω
4

(
α2(eiωt + e−iωt)2 + 1

)
=

~ω
4

(
4α2 cos2(ωt) + 1

)
.

3. Středńı hodnota polohy je dána vztahem

〈Q̂〉ψ = (ψ, Q̂ψ) =

∫
R

x|ψ(x)|2 dx.

Rozděleńı polohy má tvar Gaussova normálńıho rozděleńı

|ψ(x)|2 = C2 exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
,

z čehož plyne

〈Q̂〉ψ = x0, C =
1

(2πσ2)
1
4

, (∆x)2 = 〈(Q̂− 〈Q̂〉ψ)2〉ψ = σ2.

Pro středńı hodnotu energie využijeme vztah

〈Ĥ〉ψ = (ψ,
P̂ 2

2M
ψ) =

1

2M
(P̂ψ, P̂ψ).

Operátor hybnosti p̊usob́ı na vlnovou funkci následovně

P̂ψ = −i~dψ
dx

=

(
x− x0

2σ2
i~ + p0

)
ψ(x),

takže plat́ı

〈Ĥ〉ψ =
1

2M

∫
R

(
−x− x0

2σ2
i~ + p0

)
ψ(x)

(
x− x0

2σ2
i~ + p0

)
ψ(x) dx

=
1

2M

∫
R

(
p20 + (x− x0)2

~2

4σ4

)
|ψ(x)|2 dx

=
1

2M

(
p20 +

~2

4σ4
(∆x)2

)
=

p20
2M

+
~2

8Mσ2



4. Počátečńı stav spinu je vlastńı vektor σ1 s vlastńım č́ıslem +1, tj.

ψ(0) = ψx,+ =
1√
2

(
1
1

)
.

Evolučńı operátor pro spin v homogenńım magnetickém poli je dán matićı

U(t) = cos(ωt)I − i sin(ωt)σ3 =

(
e−iωt 0

0 eiωt

)
,

kde jsme označili ω = µ0
~ B. Stav spinu v čase t je tedy popsán vektorem

ψ(t) = U(t)ψ(0) =
1√
2

(
e−iωt 0

0 eiωt

)(
1
1

)
=

1√
2

(
e−iωt

eiωt

)
.

Středńı hodnota projekce spinu částice do osy x v čase t je rovna

〈Ŝx〉 = (ψ(t), Ŝxψ(t)) = ψ(t)†Sxψ(t) =
~
4

(
eiωt, e−iωt

)(0 1
1 0

)(
e−iωt

eiωt

)
=

~
2

cos(2ωt).

K určeńı pravděpodobnosti naměřeńı kladné projekce do směru y potřebujeme nejprve
určit vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı tomuto výsledku, tj. vlastńı vektor σ2 s vlastńım č́ıslem
+1, který je roven

ψy,+ =
1√
2

(
1
i

)
.

Pravděpodobnost je potom dána vztahem

wy,+(t) = | (ψy,+, ψ(t)) |2 =
1

4

∣∣e−iωt − ieiωt∣∣2
=

1

2
(1 + sin(2ωt)).


