Vzorova pisemka

1. Castice se spinem % a vlastnim magnetickym momentem i je v homogennim mag-

netickém poli B = (0,0,B). V case t = 0 je ve smiSeném stavu popsaném matici

hustoty
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Urcete p(t). Jaka je stfedni hodnota projekce spinu ¢astice do osy x v ¢ase t?

Napovéda: Stav v ¢ase t hledejte ve tvaru p(t) = (I + p(t) - 7)

2. Uvazujte Castici v potencialu V(r) = —2. Najdéte piibliznou hodnotu energie za-
kladniho stavu pouzitim varia¢ni metody se zkusebni funkci

Yo (r,0,0) = C(a)e’i.

3. Izotropni harmonicky oscilator s hmotnosti M = f je v ¢ase Ty — —oo ve stavu
[9;) = |n,l,m) = |1,0,0). Urcete, do kterych stavu [¢;) = |1,1,m) muze piejit v 1.
radu nestacionarni poruchové teorie vlivem poruchy

2

e
e 4m,n>0.

V() =V, X
(t) =W SN

Spocitejte prislusné pravdépodobnosti prechodu v limité 7" — oo.



Reseni

1. Obecnou matici hustoty pro spin—% Ize zapsat ve tvaru

1 L L/ 1+ps p1—ips
=—(I+p-0)= . ,
P 2( p-9) 2<p1+1p2 1 —ps

kde p je vektor polarizace, pro ktery plati
Pi = (75)p.

Poc¢ateéni stav odpovida p(0) = (0, %, 0). Hamiltonian spinu v magnetickém poli je

R . B .
H=—ji-B=-1"g,
h
tj. matice hamiltonidnu ve standardni bazi je rovna H = —@03. Pohybovéa rovnice

pro matici hustoty mé tvar
dp ~
inl — [H, } .
dt P

Pravou stranu upravime s pouzitim komutatoru Pauliho matic

toB B

B ) .
[H, p| = _MOij 03, 05] = P 2iggk0% = ZMOT(pzm — p102).

Pohybové rovnice tak prejde do tvaru

D1+ ip2 D3 2

To vede na rovnice
ps = 0 = p3(t) =ps3(0) =0,
) . B .
p1t+ipe = —ZMOT(pl + ips)

Substituci z = p; + ips dostaneme z(t) = z(0)e #

z 1 B
pi(t) = Z+Z=§Sin<—uo t
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po(t) = — = —cos

Stredni hodnota projekce spinu do osy z je rovna 2p ().

L d - ih ) ) — ip B B 0 —p1+1
/lh_p = thjo-j - - ( Ps p1 p2) = 1uo—(p20'1—p102) = —IUO ( P1 D2



2. Musime nejprve urc¢it stfedni hodnotu energie ve stavech v,

B(0) = (g, = Py + Voo T= 5

K vypoctu je vhodné funkci normalizovat k jedné

00 2T T 00
. 3
1= Vel = C(a)2/r2dr/dg0/sin0d96_2a = O(a)*4r (%) /t2e_tdt = O(a)’ra?®,
0 0 0 0

tj. normalizace vlnové funkce je

1
Cla) = :
Tasd
Stredni hodnota potencialni energie je rovna
o
~ 4q _2r
(V) = —s | e adr=——=

Pro urceni stfedni hodnota kinetické energie vyuzijeme fakt, ze vinova funkce je s-
stav, takze plati

A h? n (d> 2d h? 1 2
Mo = =532 = o7 <d_ " m) Vo= (‘ - ‘) Ve

Odsud dostaneme

A R J1 2 R 1 2 h?
T = - —Wa, Ya) = \(Wa, ~Va)| = — — — | = 5355
T 2M« [QWJ Vo) = (¥ 7‘¢ )} 2M« [a a] 2Ma?
Stredni hodnota energie je tedy
h? q
Ela)= —— — —.
(@) 2Ma? «
Najdeme bod, kde ma funkce minimum
dE(a) n? q h?
= _ B -
do Ma3 + a? =0 Mgq

Odhad energie zakladniho stavu varia¢ni metodou
Mq?
2h%

souhlasi s pfesnou hodnotou (jedna se o ¢astici v Coloumbickém potencialu, kterou
umime presné vyfesit).

ES/M = E()(CY()) =



3. V 1. fadu poruchové teorie jsou pravdépodobnosti prechodu dany vztahem
2

e me™tdt
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f .
(1,0,0)=(1,1,m) — p2 (1,1,m|X3[1,0,0
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Vlnové funkce vlastnich stavii volného hamiltonianu maji tvar
Unam(r,0p) = (r,0p|n, l,m) = R, ;(r)Y,.m(0, ¢).

Maticovy element rozdélime na radiélni a thlovou ¢st (x5 = rcost = (/1Y)

) 1
(1,1,m|X3]1,0,0) = (1, 1|ry1,0>,/g(l,mm,oyo,oy

Uhlovou ¢ast mizeme spoéitat bud vztahem pro integral sou¢inu t¥ kulovych funkei

1 1
(1,m|Y10]0,0) = 1/-—(1,0,0,0|1,0) (1,0,0,0|1,m) = 4/ —0m.0,
) 47‘(\ ~— 2N ~ v 471' )

1 S0
resp. piimym vypoctem (vyuzijeme Yy (0, ) = %ﬂ)

or
(1, m|Y3.0/0,0) = / do / S0 00831 (0.)Y3.0(0. £)Yo0(0. ) = (ViYoo) = —=b

kazdopadné je nenulovy jen pro m = 0. K vy¢isleni radialni ¢4sti maticového elementu

o0

(1,1]r|1,0) = /rszRLl(r)rRLo(r),
0

potiebujeme radialni ¢ast vlnové funkce izotropniho oscilatoru. Obecné maji tvar
(LP(z) jsou zobecnéné Lagguerovy polynomy)

3 1

2 1 Mw 2 [(Mw)* ontin| 2

R, (€)= K, e 5 [h2(e? SR ko "M (ke _
,l(f) lf e 2 (5 )7 5 r s l i (2n—|—2l+1)”

2 /2 /(3 2 4 ) 2
Ryo(r) = — 3 (5 - r2> e 2, Rii(r)= (5 — 7“2) re .
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oo
Radialni maticovy element je potom roven (vyuzijeme [ r2e=or dr = (— 1)nr —noz_%)
0

o [2 [
(L1r[1,0) = 3 5/7"4(15—167“2%—47"4)6_7’2#
0
1 /2 ? s
= /=15 —a"2
3\/;<5da2a ot

1 /2( 13 _1-3.5 1-3.5.7 5
= /= (1 —1 4 — /=
3\@(5 /e S T; ) 2

Zbyvé urcit ¢asovy integral

Celkem pro pravdépodobnost prechodu do stavu s m = 0 v 1. fadu NPT dostaneme

2
5% —2nw?

(1) —
Wao0 010 = 6h2 C ’

prechody do stavii s m = £1 jsou zakazané.



