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@ Translace
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Vyuziti symetrii v kvantové mechanice

@ Symetrie — invariance vuci néjakym transformacim
@ Grupa transformaci G — asociativni, existuje jednotka e a inverzni prvek

9.2 » 912, ¥gI g gg ' =g lg=e ]

@ Spojité prostorové transformace — translace, rotace

@ Diskrétni symetrie — prostorova inverze (parita), Casova inverze

@ Spojité transformace jsou generovany pozorovatelnymi

@ Generatory symetrii jsou integraly pohybu

@ Symetrie pomahaji vybrat kompatibilni pozorovatelné, najit spole¢né vlastni vektory

@ Napf. ¢astice ve sféricky symetrickém poli — H, Lz a L2 jsou kompatibilni,
prechodem do sférickych souradnic separujeme proménné (feSime vzdy jen ODR)

@ Symetrie usnadnuji vypocCet maticovych elementd
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Transformace v kvantové mechanice

@ V QM pracujeme v néjakém Hilbertové prostoru J#
@ Transformace jsou v J# realizovany pomoci reprezentace grupy G

9€G— U(g), U(g1.9) = U(a1).U(ge) ]

@ Transformace stavu

) — lvg) = U(g)l¥) ]

@ Transformace musi zachovavat amplitudy pfechodu mezi stavy

(Wlg) = (bglog) = (| U(9)T U(g)l¢) = U(9) U(g) =1 ]

@ Spojité transformace a parita jsou reprezentovany linearnimi unitarnimi operatory
e Casova inverze je reprezentovana antilinearnim unitarnim operatorem 7

T(lg1) + elve)) = Tlor) + T |ye) ]
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Aktivni a pasivni interpretace transformaci

Aktivni interpretace
@ Transformujeme systém do nového stavu

W) — [wg) = U(g)|¥)

@ Souradny soustava a pozorovatelné se nemeéni

Pasivni interpretace

@ Popisujeme stejny fyzikalni stav z pohledu transformované soustavy S’
@ Transformujeme pozorovatelné (v opaéném sméru, tj. g~ 1)

A A=A, =Ug AU (97") = U(9)'Al(g)

(WglAlog) = (¥|U(g)TAD(g)|d) = (¥|A,1]0)
(WglAgldg) = (v|0(9)U(9)AU(9)U(9)l4) = (|Alg)
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Spojité transformace

@ Jednoparametricka abelovska (komutativni) grupa transformaci G = (g, +)
@ Unitarni reprezentace U(g) na ¢

~ ~ ~

Ug + g2) = Ulgr).Ulge),  U(0) =1 J
@ Predpokladame spojitost funkce (1|U(g)|¢), V|¥), |¢) € H#

Stonelv teorém

~

U(g) je generovana samosdruzenym operatorem B

U(g) = exp <—%g§> ., B=in %

=0

@ Obecnéji pro reprezentaci r-parametrické grupy U(g) (v okoli jednotky)

A i A A .
U@ - o0 (~1aBy). B—in
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Spojité transformace

@ Spojité prostorové transformace (rotace, translace) tvori Lieovu grupu —
diferencovatelna varieta, grupové operace jsou hladké

° U(g) jsou unitarni reprezentace Lieovy grupy na 57

@ K Lieové grupé existuje Lieova algebra — teCny prostor v jednotce

@ Generétory Bj jsou samosdruzena reprezentace Lieovy algebry

@ Grupa rotaci R® — Lieova grupa SO(3) — ortogonalni matice 3x3
@ Rotace o Uhel o okolo osy 11 — reprezentace na #

Ri(a) = exp <—7i_laﬁ : :7)

@ Generatory rotaci J, — reprezentace Lieovy algebry su(2) — moment hybnosti

[:/k, 3/] = iheigmdm
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Symetrie a jejich generatory

@ G je grupa symetrii systému < akce G ponechava hamiltonian beze zmény

Fly = U(g)AUN(g) = A «— |U(g).H] =0 |

@ Infinitezimalni transformace

U(e) = exp (—%eé) ~ - %EB }

@ Generator symetrie je integral pohybu

Heg@_%g@)ﬁ/(n%a@)gA_%s[s,ﬁ];ﬁ<=> [,/ = 0 }
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Symetrie a degenerace energii

@ Hamiltonian s bodovym spektrem — H|y) = Enlin)
@ Grupa symetrii G — [I:I, U(g)} =0
@ Symetrie pfevadi |¢,) opét na viastni vektory se stejnym vlastnim Cislem

[¥n, ) = U(Q)1on) = Ao, g) = HU()¥n) = U(@)H|tbn) = Enltn, 9) J
@ |¢Yn, g) nemusi byt rGizné, ale pokud jsou — degenerace spektra

Sféricky symetricky potencial

@ H je invariantni v(iéi rotacim, komutuje s generatory — moment hybnosti
@ Spole¢né vlastni vektory s L3 a [2 — |n, I, m)

Lsin, 1, m)y = ma|n,1,m), [2|n,1,m) = m2I(I +1)|n,l,m), H|n,I,m) = E,|n, I, m)

@ Energie nezavisi na magnetickém kvantovém Cisle
@ Hladina E,; m& degeneraci alespori 2/ + 1
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Casovy vyvoj jako spojita transformace

e Casovy vyvoj uzavieného systému je popsany unitarnim evolué¢nim operatorem

[(to) — |e(t) = Ut b)[u(h)), Ulto,to) =1, U'(t,00)0(t 1) =1 J

@ Systém nezavisly na ¢ase — generator Casového vyvoje je Hamiltonian

Ut ty) = U(t — ty) = exp (—7—2/:/(1‘ - to)> J

@ Schrodingerova rovnice plyne z tvaru U(t — t)

2 10(0) = - Ut~ )h(t0)) = ~1 HO(E o) (t0)) = —1 A1) J

@ Pro systémy s H(t) musime postulovat Schrédingerovu rovnici
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Zména strednich hodnot pfi transformacich

@ Zména stfednich hodnot A (nezavislé na &ase) pii dasovém vyvoji

%@\wu):%dﬁ”’z‘])«#(t)’ AjelP = [H”z‘} J

@ Analogicky pro libovolnou spojitou transformaci U(g)

~ ] a d j A
v0) = U(@IW) = oxp (~£0B) 1) — sz lve) =~ Blv)

@ Zména stredni hodnoty A pii spojité transformaci U(g)
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Translace v R

@ Grupa translaci na pfimce je abelovska — (R, +), Tax = x + a
@ V QM — unitarni reprezentace T, definujeme vztahem T|x) = |x + a)
@ Plsobeni na vinové funkce

a) = Talt) = wa(x) = (x|ta) = (x — &) = ¥(x — a) ]
@ Infinitezimalni translace 0 ¢ <« 1
Ye(x) = (x — &) = (x) — 3 = 4(x) — 1 <P(x) |

@ Generatorem translaci je operator hybnosti

T ' P — Ta—exp <—%al5) }

T.~1-

St |
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Translace v R3

@ Grupa translaci v R3 je dbelovska — (R3,+), TzX = X + &
@ V QM — unitarni reprezentace T, definujeme vztahem T;|X) = |X + &)
@ Plsobeni na vinové funkce

[wa) = Talv) = a(¥) = (% - 3) )

@ Obecné pro prostorové transformace plati

en) = Dalw) = a(¥) = $(A~'%) ]

@ Generatorem translace ve smeéru osy x; je ﬁ’, — jsou kompatibilni

~ i, 2 A A ~
Té = exp (—f—ia- P> 9 T§1 Té* = T§1+§2 J
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Translace systému vice ¢astic

@ Uvazujme dvé rozlisitelné ¢astice v R3
@ Zména dvoucasticové vinové funkce pfi translaci o a

$a(XD,3P) = T (3, 3?) =y - 4,77 - 3) )

@ Infinitezimalni posunuti |8 < 1

(1) @)y ~ 1) 2@ _ 5.9 _3.9@) — .0 Lz, (BO) L BE
Yo, 5@) = (R, $@) ~ 3. ¥y — 3. T@y = ¢ — 13- (PO + p@) y J

@ Obecné je generatorem translaci operator celkové hybnosti

=P PO  T,=exp (—éé- l:?’> = exp (—%5' l%(”> exp (—}—i ,5(2)) }
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Transformace pozorovatelnych pfi translacich

@ Hybnost se pfi translacich neméni

[P B =0 = [P, Ts| =0 = P;=T:PT{=F J

@ Maticové elementy hybnosti se neméni

WalPloa) = (WIP_5l6) = (6IPl9) |

@ Operéator polohy se posune o —a

|:Oi, P]] :Ihé,'j — [Q,‘, Tg] :Iha—;:a,‘Ta — Qé»: Tgo é‘T: Q-2a J

@ Analogicky se posunou maticové elementy

(31 Ql9) = (W1Q_516) = (41Ql8) + &(w9) J
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Translacni invariance

@ Hamiltonian je transla¢né invariantni <= potencial je konstantni

o . A > . A
[H,Tg]:0<:>H~ THTi—%/I—i-V(Q é)éH 2PM + V(Q) < V = const J

@ Jedna Castice — hybnost se zachovava jen pro volnou Castici
@ Dvé &astice, centralni sila— V(X(1) — x(?)) — zachovava se celkova hybnost
@ Redukce ulohy dvou téles

. MO0 + MQ@ S0 2o 3 Am) . a2 . MPD M PO
R = ey o OGS B RURRR SRS s
R P2  p@2 s s P2 B2 oa .o
_ () _g@y_ = P~ _
oM, 4 o +V(Q Q') 2M+2u+ V(F) = H; + H;

e A nezavisi na R,  se pfi translacich neméni — [Fl, Ag} =0, resp. [I:I, IE’,} =0
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Blochuv teorém

o Castice v periodickém potencialu V(x + a) = V(x), ac R
° [I:I, ?,,a} = 0, n € Z —> maji spoleéné (zobecnéné) vlastni funkce
@ Vlastni funkce hamiltonianu jsou maji tvar Blochovy viny
Hiq = E(Q)bq, tq(x) = €¥Ug(x), Ug(x +a) = Ug(x) J

@ Analogicky v R® — potencial krystalové miize V(X + njg) = V(X),nj€ Z,j=1,2,3

Flug = E@ug  4(x) = €97ug(%), (X + &) = ug(X) |

@ Vlastnosti Blochovy viny usnadfuiji nalezeni spektra H — E(q)
@ Pro periodické potencialy ma spojité spektrum H pasovou strukturu — sttidaji se
povolené a zakazané energetické pasy
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Diractuiv hieben — cviceni

@ Potencial — periodicky se opakujici Bs -
o-funkce se silou «
o0
V(x)=a Y d(x—na), a>0 E, ;
n=—oo L‘q I,’/l
@ Energie je ur€ena implicitnim vztahem -
(k= \/2E) “
Ey = <
Ma . I — = 1
cos(aq) = cos (ak) + 72 Sin (ak) o= ‘ ‘ :
q
Pasova struktura spektra — | PS| < 1, jinak rovnice nema feseni |
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