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1 Klasicka pravd épodobnost

Pokus, hra — korday patetn vzajemr se vylikujicich vysledk. VSechny vysledky jsou
stejre mozné (symetricka kostka, homogenita). Mérlz €chto vysledk za nasledek
realizaci jevuA a zbytekn—m tento jev vylduje.

_m_ pocet jevi piiznivych
n pocet@ipadi moznych

P(A)

Nedokonalosti:
a) Jak speitat pravépodobnost na nesymetrické kostce.
b) Co kdyZ pget vysledk - c nebo je rovnhouo.
c) Logicky kruh:fikame, Ze vSechny vysledky jsou stgpmavdEpodobné a pak
definujeme pravépodobnost

1.1 P¥iklad: 2 hody kostkou
Jev: A souwethodi =9 P(A)=?
B:  souwethodi =10 P(B)="?
n=6[6= 36 - Paet moznosti ve dvou hodech Sestistrannou kostkou.

JevA lze hodit &mito kombinacemi{(B, 6).(6.3 (45 5,)4 , celkemm, =4 pripady.
JevB Ize hodit #mito kombinacemi{(5,5) (4,9 ( 64)} , celkemm, =3 pripady.

Tzn. P(A)=ﬂ=i=%ﬁo,111= 1119, P(B)="b=3-"1.0 0838 3%

1.2 Z&kladni kombinatorické vzorce
Nech’ A je skupinan raznych prvki, ocislovanyl..n.

1.2.1 Uspofadany vyb ér (VARIACE s opakovanim)

- z&lezi na piadi, prvky vracime
-z mnozinyA vybiramek-krat po jednom prvku, vybrané prvky vracime (vyblekrat
jeden prvek 21 a pak ho tam vratim)

V'(k n)=rf



1.2.2

1.2.3

1.2.4

Uspo fadany vyb ér (VARIACE bez opakovani)
zalezi na piadi, prvky nevracime
vybiramek-krat

V(k )= n( 1000 n k)= (nf!k)! .

Neuspo Fadany vyb ér (KOMBINACE bez opakovani)
pocet k-prvkovych podmnozin, které lze vybrafz

et ={o )= i

n

Neuspo Fadany vyb ér (KOMBINACE s opakovanim)
pocet k-prvkovych podmnozin, které Ize vybrafzak, ze kazdy prvek setibe
opakovat nejvys&-krat

n+ k—lj

K'(k,n)z( k

1.3 P¥iklad: 6x hod symetrickou kostkou
Definujeme jevy:

A Nepadne ani jednou 6

6 5 15625,
P(A) n(A):6, TT(AZSB, F( A:§:m= 0, 334¢

B: Padne alespiojedna 6
P(B): P(B)=1- F A=0,665:

C: Padne pravjedna 6

P(C): n(Q=6, n(g=6®, K §=22=3125. ¢ 401,

6° 7776
D: Padne nejvysSe jedna 6
P(D): P(D)=P(A+ P g=0,736¢
E: Padne vice nez jedna 6



P(E): P(E)=1- A D=0,263:

1.4 Priklad: 2n sportovnich druzstev rozd élené do 2 skupin
Hledame pravépodobnost, Ze 2 nejsij$i druzstva jsou

- (2n-2)!
i (ij((zzgjlzj :2(”—23(L)2!r(])f‘2!—1)! ) 2nn—1

a) V jiné skupiré

n'nl

b) Ve stejné skupih
AL NS
(an (2nj (2n)! " 2n-1

n n!nl
PostupreSeni mame2n sportovnich druzstev. DruZstva reétiche rovnongrné, tedy v kazdé
skupirg buden druzstev. Do jedné skupiny tedy vybirdmeruzstev z celkovychr?
moznych. Pget kombinaci jak to udat nam udavéislo 2h nadn.
Nyni budu pracovat pouze s jednou skupinou. Driutiézere tvoii doplngk té prvni.
a) NejsilngjSi druzstva jsou di Prav@podobnost, Ze do skupiny vyberu jedno druzstvo
ze dvou je 2 nad 1. Skupinu pak doplnim dalSimisiny, kterych je celken2n-2,
(bez dvou nejsilgjSich,) a patebuji jeS€ n—1druzstev (abych ghv jedné skupia
celkemn). To znamena, Ze mam j&si—1 nad 2n—-2 moznosti.
b) Muzou nastat celkem 2 moznosti, které se figjl Bud’ budou ve skupihobs
nejsilngjSi druzstva a nebo tam nebude ani jedn@ (iwlou ve druhé skupih Kdyz
tam budou obtak vybiram 2 druzstva ze 2, tedy 2 nad 2. UZ nmarskupirg 2
druzstva, takze ji pé¢buju jest doplnit n—2 druzstvy z2n— 2 abych ndl celkemn.
Vybiram je stejd jako v gedchozich fipadech, takze moznostife-2 nad2n- 2.
Jina situace nastane, kdyZ ve skgpiebude ani jedno nejs#isi druzstvo (2 nad 0).
Potom musim do skupiny vybmatdruztev ze skupingn-2.

Kombinatorika vyZzaduje na vystleni mnoho slov. Pokud jstéquichozi text moc
nepochopili, tak nejste sami. Zkuste si liecfst jeSt jednou a pak se zkustéeptlit do
pozice komise ktera ma rozéraestavit vyvazené skupiny nasewy Sampionat, kde ze
skupiny postupuje pouze jeddtekréme, Ze se skupiny nelosuji, ale zkousime §adu
sestavit tak, aby se ve stejné skdpiemohly objevit dva nejsiégi tymy.

1.5 Geometricka pravd épodobnost
- MuiZeme pipustit mnoho vysledk pokusi



Je-li vysledek pokusu stejpravdpodobny v kazdém bédhéjakého geometrického objektu
(Useka, ctverec, krychle) pak pra¥godobnost jeviB definujeme jako podil velikosti
mnoziny bod S, ptiznivych jevuB a velikosti celého objekt8

p=>
S

1.5.1 Priklad: Dva vlaky maji p Fijet na vykladku zbozi.

Jezdi nezavisle na tom druhém, kdyke@lhém dne (prawpodobnost je homogenni). Jaka je
pravdépodobnost, Ze jeden z viabude musetekat, jestlize vykladka 1. vlaku trva 2 hodiny
a 2. vlaku 3 hodiny.

T, - Cas f¥ijezdui-tého viaku,i 0{1;2,

1. vlak budetekat, kdyzT,<T,<T,+3 ; 2.vlak budéekat kdyzT, <T,<T +2
Tl
24 [ Vlak T, bude musetekat
H Vlak T, bude musetekat

2 : T,
03 24

Tzn. Potebujeme sptitat obsah Srafované oblasticv celému obsahtitverce.

o (24-2 (249

P= 22 - Lloomu?l|-o0g
24 24

1.5.2 Priklad: Ko feny kvadratické rovnice

Urdete pravédpodobnost, Ze keny kvadratické rovnice® + 2ax+ b= 0 jsou realné, jestlize
jsou steji mozné hodnoty koeficiettal < n; |b|< m.

D=4a*-4b>0
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QJV

Tedy cely obsalitverce je 4nn(¢tverec jde od rdon a od—mdom). Potebujeme znat
plochu pod kivkou az k—-m Tzn. Musime spitat integral a fic¢ist spodni obdélnik.

Mohou nastat 2 moznosti:

2mn+ ZJ' & da
0

. 2mn+% 1 1 of
1 . S = = = 4
@) |n|<\/ﬁ P 4amn mn 2+ 61
Jm
| _2mn+2n( n—\/_n)+2J; éda_ =
@) |nzvVm: S, = =1-
4mn 3n

2 Matematicky model pravd épodobnosti

2.1 N&hodné jevy
Oznaime Q mnozinu vSech moznych, vzajeénse vyliujicich vysledk.

Q - Zakladni prav&podobnostni prostor.
- Jisty jev (nastane s praygbdobnosti 1).

Oznaime prvekwl1Q v jisttm smyslu nejjednodussi mozny vysledek (patinpadne 7,
nepadne sudéslo...).

w - Elementarni jev.

Priklad: Zakl. pravépodobnostni prostor a elementarni jev
2 hody minci:Q ={a}, w,,w;,w}}, @ =(H,H), @ =(H,0), &y =(0,H), w,=(0,0)

-11 -



Jevem rozumime sjednocenéitych elementarnich jévA,B,C, plati A,B,C0 Q. Jev je
mnozina.

Priklad: Co jsou jevy
JevA: H padne v 1. hodts A={d, w,} .

JevB: padne alesppjedna hlava= B ={a, w,,w;}
JevC: padnou alespo3 hlavy=C =¢

Nastane-li elementarni jew1Q a jestlizew A, budemeikat, Ze nastal jex.
Pozn.: Nastane-liA nemusi to znamenat, Ze nigte nastatieba jiny jev. Naopak elementarni
jevy se vylguiji.

Priklad: nastane-lig =(H,H) nastané\i B.

2.1.1 Zakladni operace s jevy
Zakladni operace s jevy jsou stejné, jako operanac&inami:

1) Komplementarni (opany) jev: A° k jevuA. Nastane pravtehdy, kdyZ nenastare
A°=Q-A
2) Sjednocenijeva A...A rozumime jev, ktery nastane nastane alesgigeden z jev
A.A.
AOAD..OA nebol JA
j=1

3) Prinikem jevi A...A rozumime jev, ktery nastane nastavaji vsechny jevy
A..A.
AnAn..nA neboﬁAj
Pozn.:nekdy zkraces An B= AB -
4) Pokud An B=101, tedy jevyA aB nemohou nastat stasré, nazyvame jelisjunktni

(neslkitelné).
Rekneme, Ze systém j@vA ... A je disjunktni, pokudA n A=0,proli,j i#]j.

Pozn.: Pro disjunktni jevy zname sjednocenAl] B jako A+B a U A jako Z A .
j=1 =1
5) Rekneme, Ze jed implikuje jev B (jev A ma za nasledek jeB) jestlize jevB nastane
vzdy, kdyz nastane je.
AOB

2.1.2 Véta: Zakladni pravidla pro po ¢itani s jevy
Pro vSechny jevy A, B, C1 Q plati:

-12 -



1) AOA

2) AOBOBOC= A0 C

3) An A=A AOA=A

4) AnB=Bn A AOB=BO A

5) An(BnC)=(An Bn C, AO(BOC)=(AD BO C
6) DOAODQ

7) AnBO AO AO B
8 UnA=0,;AnQ=A; AOO=A; AUQ=Q

9) (A°) =A

10)(AOB) =An B ;(AnB) =A0F
11) AU B= A+ Bn A

12)B=(An B)+(An B

Pozn.: Funguje i distributivnost.

Diikaz: Rovnost dvou mnozin — ukazat, Ze jedna je podimmaocdruhé a druha je podmnozina
prvni.
nag. 10b:(An B) = A 0 B

« (AnB)°0 A O F, libovolny wl(AD B)°

> wlADB=> wl Alwl B wl ADwd BE=>wd AOD B
« (AnB)°0 A O F, libovolny wO A® 0 B

= wlA® - wOA - w0 An B- wlO( AD B°

2.2 Axiomaticka definice pravd épodobnosti

Q - mnoZzina vSech moznych, vzaje#rse vyliujicich vysledk
wdQ - elementarni jevy

2.2.1 Definice: Pozorovaci prostor a Borelovské mno  Ziny
Nech’ je dana neprazdnd mnozi@a a systémA podmnoZzin mnoziny , pro ktery plati:

1. QU4A
2. ADA = A°=Q- AlA

3. AAA.OA :OA 0A

Potom systénA nazyvameo - algebrou a prvky systémuA nazyvamegevy (nahodneé jevy).
Dvojici (Q ,A) nazyvamepozorovaci prostor.

Necht Q =R . Potom nejmensi systém mnoZzin obsahujici vSeatteyvialy vR nazyvame
systémem ¢ -algebrou)orelovskych mnozina znaimeB(R) , Zkraceg 8.

-13 -



2.2.2 Véta: Vlastnostijev av A

1. Nemozny jev je prvkend, tj. 0 OA.
2. Nechr A,...,A je kon€na posloupnost jévz A. Potom pIati:UA OA

i=1

3. Nech' A, A,... je posloupnost javz A. Potom( | A OA.
i=1
Dukaz:

c_ N _{Hc)\C
1. 0°=QO0A zwty21.20=(0°) 0A

s

2. def. A, =A,,=...=0, AODA Oizn+1, [ JA =

i=1 i

ADOA, vyplyvaz 2.2.1.

1
> [

3. A°0A G ; OAD&ZI, OACz(ﬁA,j 0A =()ADA

i=! i i=1
Poznamka: Volba systémuA zavisi na konkrétni situaci. Ne vzdy je vhodnétwyistém

vSech podmnozin mnozing .

2.2.2.1P¥iklad: Hod kostkou

Q={1,2,3,4,5p, A=expQ (mnozina véech podmnozin).

Napriklad, kdyZ nas zajima sudé/liché:&teolit A={Q,0,{1,3,3 { 2,4,B - platné
axiomy. Pravépodobnosti jsoup - 1,0,% ,%.

2.2.3 Definice: Pravd épodobnost, pravd épodobnostni mira
Nech’ (Q ,A) je pozorovaci prostor. FUnkél: A - R sphujici

1. P(Q)=1
2. P(A)=0, DADA

3. P(i Aj = i P(A), proOA DA  (disjunktni)

i=1

nazyvamepravdépodobnostni mirou (funkci, pravdépodobnost) na systémuA a trojici
(Q A, P) nazyvamepravdépodobnostni prostor.

2.2.4 Véta: Pravd épodobnost prazdné mnoziny
P(0)=0

Dukaz: def. A, A,,...=0, A jsou disjunktni

-14 -



Tzn, rgjaké redln&islo se rovna nekorrému sottu sebe sama. To plati jedif (0) =0.

2.2.5 Véta: Pravd épodobnost kone €ného mnoZstvi jev U
Necht A,...,A jsou disjunktni jevy zA. Potom plati:

P(A*A+.+ A)= A+ H A)+.+ R A

Diikaz: adaptace bodu 3. def. 2.2.3 na koanepaiet prvki. Doplnime konéné mnozstvi
jevi na nekonéné pomoci prazdnych mnozin (prazdné mnoziny jsejudktni).

2.2.6 Véta: Pravd épodobnost sjednoceni jev U
Pro libovolné jevyA, BOA plati:

P(ADB)=P(A+HB- K A B
Diikaz: vychazime z definice a ze zakéty o paitani s jevy (2.1.2)
AOB= A+(Bn A°
A B= A+ BA
w: P(A+ BAE): K A+ Fé Bﬁ\)
rozklad B= AB+ A B

P(B)=P(AB+ H BA)= K BA)= ¢ B £ A

=P(AOB)=P(A+ A B- K AB

Disledek: Pro libovolné A, BOA plati P(AD B)< P( A+ H B

2.2.7 Véta: Porovnavani pravd épodobnosti pomocijev
Jestlize Al B, A BOA, potom

Diikaz: vychazime z definice a ze zakéty o paitani s jevy (2.1.2)
B=AB+ A B
AnB=A
B=A+AB

P(B)=P(A+ A A 5= K 4

Disledek Pro kazdy jevAO A plati P( A) <1.

-15 -



2.2.8 Véta: Pravd épodobnost opa €ného jevu
Pro libovolny jev AOA plati
P(A°)=1-P(A

Dikaz: Q= A0 A° = A+ A, 1=P(Q)=P(A)+ P K), P(A°)=1-P( A

2.2.9 Priklad: 3 hra €i s minci
Tii hr&i hazi postupé minci. Vyhrava ten, komu padne nigya orel. Jaka je
pravcEpodobnost vyhry jednotlivych hta?

A - jev, Ze prvni hr&vyhraje ve svénitém tahu.
A - jev, Ze vyhraje 1. hté
Stejre plati B,BaC,, Cpro 2. a 3. hiée.

= p(o AJz i Aj:i H A.jevy A jsou disjunktni.

Pravdpodobnost Usithu @i hodu jel/ 2, stejre tak nelspchu. Pravépodobnosti pro
jednotlivé hody 1. hige jsou tedy:

Druhy hr& hazi az po prvnim ktery musi negisp pravépodobnostil/ 2.

P(Bl):% 2=1 E—]}G}G—G———

4 2 2222 32
je vidét, Ze se jedna d;/2 pravdépodobnostl prvniho hié:

P(B)=y2rP( =2

Treti hr& uzavira celou mnozinu, ted(C)=1-P(A- (B ==

3 Zavislé a nezavislé jevy
Priklady:
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a) Pravdpodobnost, Ze student dokdistudium, kdyz dokaofil 1. ro¢nik.
b) Pravdpodobnost, Ze student dokdistudium, obhdjil vyzkumny ukol.

3.1 Definice: Podmin éna pravd épodobnost

Nech A BOA. P(B) > 0. Potompodminénou pravdépodobnostijevu A za podminky, ze
nastal jevB rozumimetislo:

3.2 Véta: Podmin énéa pravd épodobnost a obecna pravd épodobnost

Neclt jsou dany jevyA BOA. P(B)>0. PotomP( A B) je pravépodobnostni mirou na
A.

Diikaz: P( A B) spuje definici pravéipodobnostni miry na:
P(QnB) _P(B)

a) P(QB)= o(8) —P(B)zl
p(AE)= AnB) 50
(z Bj{_‘;pma
P(ZA Bj: P( %(ABJ)m Bj_ P(%(AB; BJ:ip(g(%B)zgpw i

3.2.1 Priklad: O €iotcG asynt
Ze statistik vyplyva Zze X% oficma syny:

5% Tmavookych otic (TO) Tmavookého syna (TS)

7,9% TO S¥tlookého syna (SS)
8,9% S¥tlookych ot@ (SO) TS
78,2% SO SS

Jaka je pravgbodobnost, Zze TO bude mit TS ?

P17 =TT e 20 o S 0,260
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3.3 Poznamka: Pravd épodobnostni prostor
V modelu @ A, P) nahradime miri( A) mirou P( AB), ktera lépe odpovida nasemu
experimentu.

3.4 Véta: Sou €inové pravidlo
Nech A), A,...,A jsou jevy zA takové, ieP(A,A..A_l) > 0. Potom plati:

P(AA..A)= P A)OK 4 AR 4 40 ADOP A AA A

Diikaz: Jevy jsou mnoziny. Vime tedy, Zeipik mnoZzin je podmnozZina jedné z nich:
ADAADAAAD..O AA. A

Pokud problém fevedeme na pra¥dodobnosti podledty 2.2.7:

P(A)=P(AA)z H AAAZ..2 kR AA. 4

Nyni vyuZzijeme definici podmimé pravdpodobnosti 3.1 aikaz provedeme matematickou
indukci:

1)n=1, P(AA)= P A)CH 4 A4)

2)(n-1) -~ n, P(AA.A)= A AA.A)OK A AA.A)

3.4.1 Priklad: Koule v klobouku

Mame klobouk, kde jb bilych ac ¢ernych kouli. Vytahneme jednu, zapamatujeme si jeji
barvu, a vratime ji. Do kloboukuidamek dalSich kouli stejné barvy. Jaka je
pravdEpodobnost, Ze vytahneme wedh prvnich tazich za sebou 3x bilou kouli?

B - vytahneme bilou i+tém tahu

P(BBB)= A B)UK B BUR § BY
_ b Db+k -~ b+ 2k
b+c b+c+tk b+t ct2Kk

3.5 Definice: Uplny systém jev @
Necht {B,,...,.B} je kon&na mnozina jelv z A, pro kterou plati:

1. BnB =0,i#] =disjunktni
2. P(B)>0, O
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3. P(Zn: aj 1

i=1

Potom mnoziny B,,...,B} nazyvameiplny systém jev.

3.6 Véta o UpIné pravd épodobnosti
Nech {B,,...,.B} je tpIny systém jevz A a necli ADA. Potom:

P(A)

P( A B)OH B)

n
i=1

Dikaz: Plati A= AB+ AE , takZe:

w=ASe) A2

Jedna se o disjunktni jevy, takzéZeme podle &ty o prava@podobnosti sattu disjunktnich
jevi 2.2.5 a definice Uplného systémuijed/5 @ejit na pravépodobnosti takto:

o(ga) g o)

P(A=r A 8J+0= {3 ABl=3 & A=Y ¢ pio P

3.6.1 Priklad: DalSi koule v kloboucich

Méme krabici plnou listéka a dva klobouky pIné bilych@&rnych kouli. V kazdém klobouku
je jiny patet kouli. Na listécich v krabici je napsana @iul nebo 2. Vytahneme lisik a
podle r&j budeme losovat kouli kiiz 1. nebo z 2. klobouku. Jaka je prgwodobnost, Ze
vytahneme bilou kouli?

Ozn&ime si koule: V prvnim klobouku jB bilych ac, ¢ernych. V druhém jeigkvapiv b,
bilych ac, ¢cernych. V krabici jen, listetki s jednékou an, listetkt s dvojkou.

Ozn&ime jevy: B, - Vytahnu listéek s jednikou.
B, - Vytahnu listéek se dvojkou.
A - Vytadhnu bilou kouli.

Tahéni listéku sphuje podminky pro Uplny systém jevakze nizeme pouzit &u o Uplné
pravdpodobnosti:
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P(A)=P(AB)CH B)+ # ABOR §=2 b+ 2 D

b+c n+n b+g n+n

Tento fFiklad Ize samazjme fesit i gres pa@itani vSech moznosti, ale je to mnohem st

3.7 Véta: Bayesova v éta
Nectr {B,,...,B} je tpIny systém jevz A a necki ADA. Potom prolli OA plati:

o5 )= A2 PLE)

>.P(A8)F(5)

1=

(tzn. mame vysledek a febujeme zjistit pibeh pokusu)

Dikaz: PouZijeme znalosti definice podmimé pravépodobnosti 3.1 adty o Uplné
pravdépodobnosti 3.6:

3.7.1 Priklad: Telegraficka zprava

Prijimame telegrafickou zpravyr-. Empiricky bylo zjis&no, Ze pimérné zkreslen(’- - je
2/5. Pimérné zkreslent - [ je 1/3. V signalech se tha acarka vyskytuji v poréru 5/3.
Pokud pijmeme t&ku, jaka je pravébodobnost, Ze bylatka opravdu odeslana? Totéz pro

carku.
Ozna&ime si jednotlive jevy:

A - byla rjata ,L“, B — byla gijata ,—*, C, — byla odeslana.,, C,— byla odeslana-"“.

Co zname? V signélech séka acarka vyskytuji v poreru 5/3, takze:

P(G)+P(C)=1 = M Q)=Y8 R C)=

wlo

Primémé zkreslenil- - je 2/5, takze:  P(B|G)=2/5.
Primémé zkresleni- - Lje /3, takze:  P(AG,)=

Nyni dop@teme zbyvajici pravghodobnosti (pravtpodobnosti, Ze signaly projdou spréyn
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P(AG)=1-P(BG)=95 P(B|G)=1-P(AG)=2/3

Nyni uz sté&i pouze dosadit jednotlivé hodnoty do Bayesoétyv

35
) P(AG)CP(Q) __58 _3
P(G|A)= P(AG)P(C)+ A AG)OR 9)_::+ég_i

Pokud pijmeme t&ku, je 75% pravébodobnost, Ze byla také odeslana.

23
_ P(EG)PC) 3 _1
P(C2|B)_ P(B|Q)DP( q)+ F{ EFQ)DFC 9)_§:+§2_£

Pokud pijmemecarku, je 50% pravwpodobnost, Ze k nam byla také vyslana.

3.8 Nezavislé jevy

3.8.1 Definice: Nezavislé jevy
Rekneme, Ze jevir aB jsou nezavislé, jestlize plat?(An B)= P( ADH B

3.8.1.1Poznamka
P(An B)= P ABOR B, pokud jevy jsou nezavisid®( A B) = P( A

3.8.2 Priklad: Hody kostkou
A - padne sudéislo, B - padne nejvySe Z; - padne nejvyse 3

JsouA, B aA, Cnezavisle?
Q={12345%, A={2,44,B={1,3,Cc={123
P(AnB)=P(A1 Q={F = K M B= § A §==.P(A)=2,P(B)=1,P(C)=

P(An B)= P{ ACK 3:%3 jevy jsou nezavislé

N

P(AnC)z P(AOA Q =%:jevy nejsou nezavislé

3.8.3 Véta: Nezavislost jev G
Jevy A,BOA, P(B) >0, jsou nezavislé prétehdy, kdyz

P(AB)=P(4
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Diikaz: Vystatime si s definici podmiémé pravdpodobnosti 3.1 a nezavislosti 3.8.1.:
P(AnB)_ P(AUR §
B =P(A
"N  w(e
0: P(AnB)=P(ABOR B= R JOF B

3.8.4 Véta: Nezavislost opa €ného jevu
Necht A, B jsou nezavislé jevy. Potom i jevy B® jsou nezavislé.

Diikaz: Plati A= AB+ AE, pokraujeme:

P(A)
(An BC)

P(An B+ H A B)

A-H m B)
A)-P(AUA
A
A

P

P
P(A[1-P(B)]
P(A)P( F)

(
(
(
(
(

3.8.5 Definice: SdruZzena nezavislost
Rekneme, Ze jeviA,..., A jsousdruzens nezavislépokud:

P(AA-A)= H 4)0F A)0.0R 4)

pro viechné < n a viechny korimé vykery {i...i,} O

3.8.6 Definice: Parova nezavislost
Rekneme, Ze jeviA,...,A jsouparové nezavislépokud:

bi#j: P(AA)= PLADH 4)
3.8.7 Priklad: Jak rozliSit sdruzenou a parovou nezavislost
Hazimedtyisttnem.
Q=(w,w,w,w,), @ jsou steji pravepodobné
Mame jevy
A={y,w}; B={a,w}; C={w, o}

Pravd@podobnosti jsou
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P(A)= P(8)= H §=Y2

P(AB)= P(BQ= H AC)=]/4}:> A, B, C jsou paro¥ nezavislé

P(ABC)=1/4=18= A AU BOR ¢ = AB,C nejsou sdruzemezavislé

Vyplyva to i z logiky gikladu. Pokud totiz nastanou jedyi B zarovai, tak jevC musi nastat
také. Tzn. je zavisly na jevu, Ze nasténeB zarovae.

4 Nahodna veli €éina
Nahodna veltina — Kazdému vysledkuigadimecislo, aby se s nim dalo pracovat.
Napriklad:

tramvaj fFijela

tramvaj nepijela

o {II Il

Q -

4.1 Definice: Nahodna veli ¢ina
Nahodna veltina je zobrazeniX Q - R takové, Ze prdIxOR plati:

X7 ((-e0.x)) ={ @D Q| X (w) < § 0.7

tzn. vzory vSech intervﬁl(—oo,x} jsou netitelné ve smysldpP.

4.1.1 Priklad: Hod dv éma kostkami
Hazime d¥ma kostkami, jak nejlépe definovat ndhodnoucueli?

(L) .. .. (L9
0 (2;2) .. (g;e)

(6:6)

Tohle vSe miZe nastat siznou pravédpodobnosti.

A=expQ - tj. vSechny kombinac® .

Mazeme zkusit:X (i, j) =i +j - sphuje definici nAhodné veiny.
Pak se mZeme ptat napjaka je mnoiinz{wDQ‘X (a)) sl,?} ? Tzn. pro jaké mnozinQ je
i+]<1,3? Atd. nap.:
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4.2 Znaceni
Mnoziny zapiSeme zkracerakto:

4.3 Véta: Vlastnosti ndhodnych veli  €in
Nech X aY jsou nahodné veliny. Potom:

1. X +Y je také nahodna vélna
2. kX je také nahodna veélna, Ok OR
3. X LY je také nahodna veélna
4. pokud[Y =0]=0 potom X -Y je nahodna vetina
[Y = O] =0 - znamend: prawgodobnost, Ze nastare=0 je prazdna mnozina

Diikazy: Tvrzeni vyplyvaji z definice funkce...

4.4 Distribu éni funkce
SlouZi pro popis ndhodné vaty.

4.4.1 Definice: Distribu ¢éni funkce
Nech’ X je nahodna vetina. FunkciF, :R - (0;1) definovanou prdIxOR predpisem:

Fo(X)=P[ X< A

nazyvamelistribu éni funkci ndhodné vetiiny X.

4.4.2 Priklad: 3x hazime minci
Hazime 3x minci. Nahodnou v&hu X definujeme jako pget hlav. Celd mnoZzina:

-24 -



“ w3
f_/%

Q=|(H,H,H),(H,H,0),(H,0,0) (0,09 (0HH(HOH(OHJ( OO0H

X(a)=3, X(w)=2, atd...

k<0 [xsAq={0) P[x< =0

0sx<1  [X=x={(0 00} H X< k=8

1sx<2  [X=<¥=t0{(0,0H {0 HQ]9{HOQ Px = 4¢

2sx<3  [XsA{=tO{(H,HO(HOH{OHH} HX ¥=7¢

3<x [X< ¥ =t O{(H H, H)} A X< =1
P F

1__

P[ X =0]

X

ocC
[
N+
w
I

4.4.3 Priklad: Spojité veli €iny — thel od po éatku

Snazime se tit, jaka je pravépodobnost polohy velké hodinov&ireky. Nag. Ze se bude
nachazet mezi 2 a 4 hodinou. Sabegz¢ predpokladame, Ze secitka pohybuje stale stejn
rychle.

1% {o, xOA
Q=(0,2m), P(A)=— | 1,(x)dx, A=8((0,27)), AODA, kde,(x)=
x<0 F, =P[ X< §=0
X<(O 277> F =P[X< :isz dx:i
- 1 X - —oo,x) 277_
X > 21T F =P[ X< _27 g
27T
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e

4.4.4 Veéta: Vlastnosti distribu  €ni funkce
Neclt X je nahodna velina a F, (x) je jeji distribini funkce. Potom plati:

1. 0<sF,(x)<1, OxOR

2. pokud x, < x, potomF, (%)< F,(x,), (F, je neklesajicf)
3. lim Fy (x)=1

4. lim F, (x)=0

5. DaOR, lim F, (x)=F, (), (F, je spojita zprava)

6. funkce F, ma nejvySe spi@tre mnoho bod nespojitosti.

1. F(x)=P[X< ¥ apravépodobnost ma tyto meze
2. Rozalime na 2 disjunktni jevy. Vime, 2ze < x, a F, (x,) = P[ X< x]:

[X < x]=[ X< x]+[ x< X< ¥]
Plxsx]= A X<+ § x< % 42 px §
Fy (%) 2 Fe (%)

3. Budeme pdebovat definici limity. lim F, (x) =1 znamena, ze:
(Oe>0)(x, >0) :(Ox> % )( R (¥ >1-¢)
Ted si rozepiSem& na nejaky Sikovny sa@et disjunktnich jet:
Q=[X so]++i[(n—1) < X< n|
=}

P[Q]=P[Xs0]+§ A(m1)< Xs =1

Z toho dale plyne, Ze suma prapddobnosti konverguje — cely vyraz se rovna jedna.
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Z této konvergence tedy plyne, 78I, , tak ze proln > N, plati:

P[Xs0]+i P[(i-)< X<i]>1-¢
l_ P[X<n>1-¢
Fo(n)>1-¢

Zvolime six, > N, +1 abychom nili néjakécislo> N, .
Distribueni funkce F, (n) je neklesajici takze pre> x. plati:

No a je to. To jsme ptebovali dokazat. Jak prosg

. Vychazime znowvu z definice limity, tentokréim F, (x) =0

(0e>0)(x, <0):(Ox< x)( K (¥ <e)
Q si zase rozepiSeme na &eudisjunktnich jetr:
Q=[X >o]++zw[—ns X<(-n+1)]
n=1
P[Q] = P[x>o]++i Pl-ns X<(-n1)]=1
n=1

Cely vyraz se rovna 1, suma tedy konverguje. Zkétovergence plyne, ZeN, , tak
ze proln> N, plati:

P[X>0]+) P[-i< X<(-i+1)]>1-¢

i=1
P[X2(-n)]>1-¢
1-F(-n)>1-¢
F (-n)<e
Zvolime six, <-=N, -1 abychom nili n¢jakecislo<—N, .
Distribueni funkce F, (n) je neklesajici takze pre< x,. plati:

N
™

F (x) < Fe(%)

Jak vidite postup je skoro stejny jako u bodu 3slbwo skoro je aletdezité, protoze
se zapornymi vyrazy se vzdy pracuje intuitivmire nez s kladnymi.
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5. Pro dikaz spojitosti zpravalim Fy (x) = F, (a)) pottebujeme zasesfakou Sikovnou

posloupnost jei.
Tfeba:[a< X < a+1] =§[ atl < X< arl]
=)
Prevedeme na pra¥godobnosti a zbavime se toho otravného nekuane
P[a< X< a+1]=zm: F{wﬁ< X< a|-ﬂ+ z( r)w
=1

Z(m) je funkce ktera konverguje do nuly a postara sng,zbytek" €itanai od m do

nekoneéna.
Nyni par tprav a dosazeni do definice disttiidfunkce:

n+l

P[X<a+tl]-F X< d=H X< al]- B X al)+ Z »
Fo(a)=F (a++)-Z

m+1

Pla< X< a+1]:nzz Harl< X< a2+ 4

m

Nyni provedeme limitniijgchod prom — +co.

im Fy(a+7) = F(a)+ im 2(m = K(4

m- +oo m- +oo

FunkceF, je monotonni, takze:

lim F, (x) = F,(a)

X- at

6. Vytahneme posledni eso z rukavu a budetitatssp@etné mnoziny. Chceme
dokéazat, Ze distrilimni funkce ma maximatnspaetre bodi nespojitosti. Oznane
tedy S, mnozinu vSech bdd kde maF, skok =+. Takze mnozina vSech skioje:

No jo, ale doS, se vejde maximatn skoki, protoze jinak by byla hodnota, vyssi
nez 1 a to byt nefize (viz. bod 1). To ale znamena, 3eje sp@etna. Pokud ale
stitame pouze sgetné mnoziny, izeme dos§t zase jenom ke spetné mnozia,
takze iSje sp@etna
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4.45 Poznamka

Pokud realna funkce splje body 1 az 5iedchozi ¥ty 4.4.4, je to distribéni funkce ®jaké
nahodné vetiny.

4.4.6 Poznamka
Nekdy se definuje distribini funkce v bod x: F, (x) = P[ X< §. PotomF, je spojita
zleva.

4.4.7 Priklad: 5 tranzistor G, 1 Spatny

Péti tranzistorovy pistroj, jeden tranzistor je porouchany. Optgwéchazi tranzistory a
hleda ten Spatny. Kazdy tranzistor si potom odloZi.

X={1,234%; P[X=]1=4A5
P[X=2]=4/50/4=15
P[X=3]=45m 41315
P[X=4]=450 412312 A5
P[X=5]=4/53417 3L 2% A

F()=P[x=o =0 el
=P[X=1=Y5 1< X< 2
=P[X=1+P[X=2]=2/5 2< x< ¢
=3/5,...

P 3
1+ o
+ e—oO
+ &—o0
T ¢—=C  _rovnomemé rozdleni
+ e—o0
: = : : X

4.4.8 Priklad — Pravd épodobnost s distr. funkce
Nahodna vetiina je zadana distrildai funkci:

F (x) =0 x<0

=1-* x>0

Urcete pravdpodobnosti:
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Pll<X<2]=2 [1<X<2+[X=s]=[X<s I=[K x<2} [ X<
Pl<X<2=P[X<2-A X<]=K(2-K(I=+¢&-+ &

3-[xs}

_é- ¢
Takto Ize peoitat podobné prawghodobnosti z distribini funkce:

P[-1<X<2=F(9)-F(-)=r€*-0=1 ¢

Zkusime se podivat, jaka je prapoddobnost v jednom konkrétnim kiod

P[X=1=2, [X=1]+[X<]=[X<]=[X=]=] X< ]-[ X< ]

PIX=4=[X=]-[X<]= K ()~ Im K (Q= R ()~ K(I=C

Tzn. pro spojité rozteni plati, Ze prawpodobnost v kazdém b&ge rovna nule.

4.49 Poznamka

Pravd@&podobnost, ZX nabyva wité hodnotyx bude nenulova pouze vipac, Ze
distribueni funkce F, mav bod x skok (nespojitost).

4.5 Mnohorozm érna distribu éni funkce

Popisujeme informace @&kolika ndhodnych vetinach najednou,ifpadré jedné ndhodné
veliciny zavislé na druhé.

Nahodny vektorZ =(X,,..., X, ).
Odvozeni provedeme pouze pro 2 nahodné€inglipro grehlednost. Lze to zobecnit pno

veli¢in.

4.5.1 Definice: Sdruzend distribu €ni funkce
Nech’ X aY jsou nahodné valiny. Potomsdruzenou distribuéni funkci F, ,, nahodnych
velicin X, Y definujeme pro kazd& y[1R vztahem:

Fev (%)= P([ X< A Y< )
pro vice ndhodnych velin Ize zobecnit na:

Frox,.. (X0 %) = P([ X< X][ %= ¥ ] X< N)

4.5.2 Véta: Vlastnosti sdruzené distribu  €ni funkce
Necht' F, , je sdruzena distrilimi funkce nahodnych veln X, Y. Potom pro kaZdé, < x, a

Y, <Y, plati
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Fev (6 11) < By (% ¥2)
2. lim Fyy(x y)=0, OyOR, lim F, ,(x y)=0, OXOR
X — =00 y -0 )

3. lim Fyy (% y)=F(y), OyOR, lim Fe\(x )= F(x), DXOR

X — +oo

4.5.3 Definice: Marginalni nahodny vektor
Nectt Z =(X,,...,X,) je nahodny vektor. Potom vektd = (Xi1 ..... Xik), kdek<n, i, OA,

Oj Ok nazyvamemarginalni ndhodny vektor.
Specialg nahodnou vetinu X, nazvemenarginalni nahodnou velginou a F, nazveme
marginalni distribu éni funkci.

4.5.4 Definice: Nezavislost nahodnych veli  €in
Rekneme, Ze nahodné ity X, Y jsou nezavislé, jestlize jsou nezavislé jevy:

[a<X<b a[c<Y<d]
pro libovolné dvojice(a, b), (c,d), kdea,b,c, dOR, a<b, c<d
P(AB)= P( ACH §
4.5.5 Véta: Nezavislost ndhodnych veli  €in podle distribu €ni funkce
Nahodné vetiiny X, Y jsou nezavislé prétehdy, kdyz:
Fov(xy)=F(XOR(Y), Ox, yOR

Diikaz: Jedna se o ekvivalenci, budeme ji tedy dokazpwatoci dvou implikaci:

=
X, Y jsou nezavislé> P[[a< X< fn[c< X< d]= B & X WPe X [

Coz plati profa, b, ¢, dOR . To znamen4, Ze sittheme zvolit. Nap: a=—ow, c=-ow
b=x, d=y. Dosadime:

P[[~o< X< ¥n[-o< X< y|]= o< X< JOB-e0< X<}
FX,Y(X’ Y): Fx(y)EFY( Y)

Presre to odpovida definicim distridich funkci.
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0
PllasXsfn[e< X< d]= Ry (D9~ Ry(bp- B ad+r R a)=
=F (b)EFY(d)_Fx(b)EFY(C)_ Fx(a)DFY( d)+ Fx( éDFY( ():

=(R (d)=F(d))(R (D)~ F(a) = A a< X< BOR & X §

4.5.6 Priklad: Ndhodné vektory
Nahodny vektor X,Y) je zadan:

0,4 0,15 0,3 | 0,35
0,8 0,05| 0,12] 0,03

Jaka je distribéni funkce?

y
0,15 + Fyy
0 0,05 =
Lo 0,2
0,8
061 O 0,15 0,15+0,35=
0,4
0,2_ 0 0 0 0
Pro nezavislost musime sfiat marginalni distribéni funkce:
Fe(x)=lim B (xy) = x<2 =0
Yot
2<x<5 =0,2
5<x<8 =0,62
8<x =1
FY(y):)!Lrprx,Y(x y):> y<0,4 =0
0,4<y<0,8 = 0,¢
0,8S Yy =1

JsouX,Y nezéavislé?
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F. v = Fy [F, pro vSechny hodnoty, coZ naplati. Na®,15# 0,270,8 0,1.
Takze X,Y nejsou nezavislé

4.6 Diskrétni nahodné veli ¢iny

4.6.1 Definice: Diskrétni rozd éleni
Rekneme, Ze nahodnéa wéfia X je diskrétni nebo méaliskrétni rozdéleni jestlize
Okonena nebo spetna mnozina realnyafisel H ={x,,...,x, ,..}, takova, Ze plati:

Ox, OH:P[X=x]>0a ) P(x=x)=1

x;0H

pozn. Obor hodnot nahodné véiy X je nejvySe spietna mnozina.

4.6.2 Definice: Pravd épodobnostni funkce

Funkci P(x) = P[ X= >§ definovanou v 4.6.1 pralx (1R nazyvameravdépodobnostni
funkci nahodné vetiny X.

Znageni P(x)=P[ X= x] znaime jako p

Poznamka Diskrétni ndhodna veina se obvykle udava pomoci prapddobnostni funkce
ve forme tabulky.

4.6.3 Definice: Distribu ¢€ni funkce diskrétni ndhodné veli  ¢iny
Distribu ¢éni funkce diskrétni nahodné vekiny je definovana takto:

F(4=Plxsq= 3 A x=x]= ¥

jxj=X =

F. (x) ma skoky v bodeckx; , na<xi : xJ.+l) je konstantni. Skok , ma velikost

[x=x]=p.

Disledky:  P[X=d=P(d, P[X<d=F(g- A3
P[X<d=F(a, P[x>d=1-F X< §=1- (3
P[Xza]:]'_ Fx(a)+ P(a

Poznamka Pokud ndhodna velna X nabyva pouze celych nezépornﬁtel{o,l, 2} tak:
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4.6.4 Definice: Alternativni (Bernoulliovo) rozd  éleni
Rekneme, Ze nahodna \ifia X maalternativni rozdéleni s parametrerrpD(O ; 1) :
jestlize:

P[X=x=p (- P, prox{0; 3
P[X=x=0, prox0{0;3
Znagent: X ~Be( p
Poznamka Slouzi pro popis situaci, kde vysledek pokusizennabyvat 2 hodnot: (anone,

aspich x neudsgpch) atd...Casto se pouZiva zeéeni 0 - nedsgh, 1- Gspch.

4.6.5 Definice: Binomické rozd éleni
Rekneme, Ze nahodna wgtia X mabinomické rozdéleni s parametrynON a p0(0; 1),
jestlize:

P| X =Kk|= n o (1- p"_k, pro kO n a pro jindk se rovna nule
k

Znagenf: X ~ Bi(n, p)

Poznamka PouZiva se pro vyget pravépodobnostin realizaci ndhodné vélny X
v nezavislych pokusech. V kazdém pokusu je pfpedobnost realizage Nag. kdyz 3x
hodime kostkou, kolikrat padne 6?

4.6.5.1Poznamka: Vztah Bi a Be rozdleni
X,,...,X, jsou rozdleny podleBe( p) a nezavislé. Pak plati

n

X=> X ~Bi(np

i=1
4.6.5.2Priklad: Bi a Be rozdéleni — Sachova partie
2 stejrg silni protivnici hraji Sachovou partii. Rozhate, zda je prawpodobrjsi:

a) Vyhrat 3 partie ze 4 nebo 5 partii z 8?
b) Vyhréat alespa 3 partie ze 4 nebo 5 partii z 8?

X — Paet vyher jednoho z heéé po 4 hrach.X ~ Bi(4, 1 2)
Y — Paet vyher jednoho z heéd po 8 hrachy ~ Bi(8, 1/ 2)
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4 3 8 5 3
P[x=3]= (lj (Ejz_l, p[y=5]= (1) (_1j 8B 1_ 7
3\2)\2) 4 s\\2)\2) " 8@ 28 a:
Je pravdpodobrjSi, Zze hré vyhraje 3 hry ze 4 nez Ze vyhraje 5 her z 8.

8 96
P[X=3|+P| X=4==+—=—=0,312¢, P —=——=0,375
[X=3]+F ]41616=Z[ ﬂZUZSZSG:
Je pravédpodobrjsi, Ze hré vyhraje alespo5 her z 8 nez 3 hry ze 4.

4.6.6 Definice: Pascalovo (geometrické) rozd éleni
Rekneme, Ze nahodné wgtia X maPascalovo rozdleni s parametrenp(0 ; 1), jestlize

P[X =K = p1- D, prok=0,1,2,.. jinak se rovna 0
Znagent: X ~ Pa( p)
Poznamka Popisuje nekorimou posloupnost nezavislych Bernoulliovskych pdkus

Vyjadiuje nag. poset pokus, neZ nastaneffznivy jevA (P(A) = p) .

{ 4 Cfa D
Distribu &nf funkce: F, (x)=> P[X=n=) pl1- p"= pj_gl% =1-(1- I)[X]+1
n=0 n=0 —\Li™

4.6.6.1P¥iklad: Clovége nezlob se

HrajemeClovéce nezlob se. Jaka je praypoddobnostP,, Ze nasadim ve 4. hoduR Ze
nasadim nejpozgi ve 4. hodu?

X - patet hodi do Usgchu, jedna se o Pascalovo réedi s p=1/6, tzn.:

R[X=3]=¥60{1- 1§’ = 125 1296 0,096
P[X<3=F(3)=1-(1-19"= +( 5§ = 6711296 0,51

4.6.7 Definice: Poissonovo rozd éleni
Rekneme, Z2&X maPoissonovo rozdleni s parametrerd OR*, jestlize

k
P[X=K = e‘”%, prok=0,1,2,.. jinak se rovna 0

Znadent: X ~ Po(A)
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4.6.7.1Poznamka: Pouziti Poissonova rozseni

» Popis potu udalosti Bhem jednotkovéhoasového intervaluA - praimérny paet
udalosti, které nastavajéfiem daného intervalu).
Piiklad: Paet hovoti v telefonni asedre behem jedné hodiny.

» Popis pdtu castic, které se nachazeji v jednotkové ploSe neu (A - pramérny
pocet castic v jednotkové ploSe nebo objemu).
Priklad: Patet ¢astic v zorném poli mikroskopu.

» Aproximace binomického rozteni.

4.6.7.2Véta: Aproximace Bi rozdéleni pomoci Po rozdleni
Necht (X, )., je posloupnost nahodnych weti takovych, ZeX, ~ Bi(n, p,). Nect’ déle:

lim p,=0 a lim nCp, =A0OR"

n - +oo n - +oo

potom plati:
(M) ok _ ) A —
m(kj pi(l-p,) =€ o pro k=0,1,2,..
Pozn.: lim P[X, =k =F X= K, X~ Po(4)
Diikaz:

(nj o (1= )" = n(n-1)0.0n-k+1) p (1-p,)

k k! (1— pn)
Vime, zen[p, - 1 = p, =%+Z(n), kdenZ(n) - 0

Reseni se rozpadne ralimity, nejdiive spéteme limitu posledniho vyrazu:

n -A-nz(n)
. A+nZ(n n A+nZ(n)
lim (1-p,)" = lim (1——”) =lim| |1+ 1n =e”
n - +oo Nn- +oo n Nn- +oo _/]+nz(r|)
Pak prostedek:

k A+nZ(n) K A 7 K _ /1k
jim (—p" J = fim (— n)] _ i 02 ()

nrel1-p, ) el 120 ) e (g - nz( )

n
Jmenovatel toho, co nam vysSliigame k prvnimu vyrazu &! zatim dame stranou:
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im n(n-1)0.0n- k:r]) _1
no koo (n—)l—nZ( n))

Dame-li diki vysledky dohromady, vyloupne se hledany vzorec:

(M) __Mk
(Ot - - e

n-o

4.6.7.3Poznamka: Obvyklé hodnoty pro aproximaci Bi rozdleni
Pro malép a velkan mizeme aproximovat rozteni Bi(n, p) rozctlenim Po(4).
Doporutuje se prop<0,1an>30.

Napf-: X ~ Bi(1000; 0,001%
1000 95 D s .
P[X =95 :( c j[(D,OOlBEQ 0,998p" - velmi sloZité na vypiet
Y ~ Po(1,5)

P[Y=5]= ‘15E§— H X=5] - mnohem jednodussi

4.6.7.4Priklad: Zavada na vodki
Pravd@&podobnost zavady na 1 km voeije 0,01. Kabel je sloZzen za 100 vadiKabel je

funkéni, pokud je v ptadku alespi 99 vodtt. Jaka je pravipodobnost, Zze 1 km kabelu
bude fungovat?
X — patet chybnych vodii
X ~ Bi(100; 0,03 :
P[X<1=P[ X=0+ A Xx=1= (100] o,oimo,gé’%(lf(j 0,00 0,98=_ 0.7

Coz je pondrne slozity vypaet (hlavré ty vysoké mocniny rizou byt na péitaci zdrojem
chyb). Ri pouzitiPo rozctleni (A =1):

Y ~ Po( np = Pdq1)

Pl[y<1=HY=0+H =1 = é ‘i-—zzﬂf
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4.6.7.5Priklad: Radioaktivni latka

Radioaktivni latka vyz&a bchem 7,5 s prmérné 3,87 a castic. Ukete pravdpodobnost, Ze za
1s vyzdi alespa 1 « castici.

X - poset a za 1s. Rozeleni je X ~ Po(A).
A - pramérng za 1s:4 =3,87/ 7,5= 0,51

P[X=1=1- P X=0 = 1- €"%°[10,516 /0+ 0,40

4.7 Diskrétni rozd éleni ndhodného vektoru

4.7.1 Definice: Diskrétni rozd éleni vektoru

Rekneme, Ze nahodny vektor mhigkrétni rozdéleni, jestlize Okonena nebo spetna
mnozinan-tic

(o) (5t d o}

a to takova, ze

]
=

PO% %) = H X 40 %= 0 X2 > (@2IP(g )

P(%,....%;) - Sdruzena pravagpodobnostni funkcenahodného vektoru.

4.7.2 Definice: Multinomické rozd éleni

Rekneme, Ze nahodny vektdt = (xl, x() mamultinomické rozdéleni s parametry

. k
N p.... A, kdenON a p,0(0; 1), Oj0Ok a)_ p, =1, jestlize plati:

P16 = X = 0= O .08

X =0,1,..n, OjOk, 3 X =

Poznamka (p,+ p,+...+ p)" - multinomicky rozvoj

Poznamka Jedna se o zobesmi binomického rozvoje pro-nezavislych opakovani
néjakého pokusu,iiemz v kazdé realizaciivie nastat pravjeden z disjunktnich jév
A,....,A .V kazdem pokusu je pragplodobnost, Ze nastam rovno p..

Binomické rozdleni je multinomickeé prck = 2.
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4.7.2.1 Piiklad: n vyrobku s vlastnostiZ
Mamen vyrobki u kterych néfime vlastnosE. Vyrobek je v psadku, pokudl, < Z< T, .

A Z<T, zmetek,p
jevy: A: T,<Z<T, dobry,p :Z=1
A T, <Z zmetek,p
PIX, =% %= % X= =l bpi- o 4
X! %! X X o (¢ x)
Napr.: p,=0,02; p,=0,95; p,=0,03
ey —ax == 8 ,
P[Xl—l,X2—4,X3—]]—m0,0210,9‘5D0,03 0,0:

4.7.3 Poznamka: Distribu ¢éni funkce nahodného vektoru
Necht X =(x, %) ma diskrétni rozglent.

Fox, (X%)= 2, > P[X =k %= K]

k=X, ko< Xy

4.7.4 Véta: Sduzena a marginalni pravd épodobnostni funkce
Je-li P[ X =%, X,= )g] sdruzena pravgbodobnostni funkce nahodného vektoru

X =(x, %) potom:

P[><1=>s]=XZF’[><1= % %= %, P[X2=><2]=XZP[><1= % %= ¥

jsou marginalni prawghodobnostni funkce.

Diukaz:

Fo (%)= lim B (%)= lim 3 A X =1t X,=t]=

X - +00 o0
2 % t<X; X,

DI EEERES] By L PR
Fx1(><1)=tlstl P[X, =]

P[XI:Q]=XZP[><1=@ X,= ]
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4.7.5 Véta: Nezavislost nahodného vektoru
Diskrétni ndhodné veiiny jsou nezavislé prétehdy, kdyz

P[X, =%, %= x]=H X= {0 X= 3§, Ox, % OR?
Diikaz: Z véty 4.5.5 vime, Ze ndhodné vy jsou nezavislé prétehdy, kdyz

Fro, (%0%) = B (%) TRy (%), D, % OR?

Takze stai od pravé@podobnosti fejit k distribunim funkcim.

4.7.5.1Priklad: Nezavislost vektoru

Mame vektorX = ( X Xz) s prav@podobnostmi zadanymi tabulkou:

X, ] 0] 1 2
XZ

0 0,42] 0,12 0,0¢
1 0,28] 0,08 0,04

JsouX,, X, nezavislé?

Vypocet probiha nasledo¥n

P[X,=0]=2 P[X%=0; %= K=H X=0 X=0+ B =0 %=1+ P X 0 %= 2= 0.

2
k=0
tzn. gitameradek, podob&ipacitame pro sloupce:

P[X,=0]=0,7, P[X,=1]=0,2, P[X,=2]=0,1aP[X, =1]=0,4

Nezavislost: musi platiP[ X, = x; X,= x]= H X= OB X= 3, coz plati pro0x, x,.
Nahodneé vetliiny X,, X, jsou nezavislé

4.7.6 Definice: Podmin éna pravd épodobnostni funkce

Necht P[ X, =%, X,= )g] je sdruzena pra¥godobnostni funkce diskrétniho nahodného
vektoru. Je-liP[ X, = %] >0 definujeme podmitnou pravépodobnostni funkci nahodné
veliciny X, za podminkyX, = x, vyrazem:

P[X =% %=x%] _ A X=% %= 4
P[X, = x] ;P[XF % %= X

P[ X, = x| X,=x]=
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4.7.6.1Priklad: 2 kostky

Héazime 2 kostkami, najte pravépodobnostni rozfleni maxima z vysledk pokud vime, Ze
minimum nabylo hodnoty 3.

X — maximum.Y — minimum

Minimum 3 @i hodu 2 kostek riize vypadat takto:

{3 {3 -naobou kostkach padio 3
{3 {4,564 - najedné padlo 3 na druhé 4,5, Celkem 7 moznosti.
{4,56{3 - nadruhé padlo 3 a na prvni 4t

Celkem je pi hodu 2 kostekn = 36 moznosti.
P[Y:3]:l, P[x:3,Y=3’]:i, P[X = j,Y:3]:3, j=4,5,€
36 36 36

Y36 _ 1

_1 236_2 . _,c¢
7/36 7

P[X=3Y=3]= 3" 1

P[X=jy=3]=

4.8 Absolutn é spojité ndhodné veli ¢iny

4.8.1 Definice: Absolutn é spojité rozd éleni
Rekneme, Ze ndhodna w#fia X maabsolutné spojité rozdéleni (ASR) jestlize existuje
nezaporna funkcd, (x) takova, ze pralxOR

Fe(x)= [ £, ()t

Funkce f, (x) se nazyvéustota pravdépodobnostinahodné vetiny X.

4.8.1.1Priklad: ASR

FX
F.(x) =0 x<0 1t
=x/2 0< X< 2 f
=1 25X :
5 X

Musime najit hustotu, . Hustota uvedena v grafu se nazyva rovéiom.
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4.8.2 Véta: Vztah faF
Nech’ nahodna vetinaX ma ASR. Potom ve v3ech bodexkBI R, kde [F; (x) plati:

4.8.3 Véta: Vztah P af
Necht nahodné vetina X ma ASR. Potom plati:

P[XO A= 1, (% d» pro DADB(R)

A

e

Diikaz: Dikaz je sloZijSi. Pro naSedely postéi dokazat platnost prosjaky interval.
Nap.: P[a< X< i

Pla<xs= 6 (Y- 5 (=] 1(h o] (o (ko

4.8.3.1Poznamka: PravEpodobnost v jednom bod
Nahodna vetina X ma ASR:

P[X=2a=0,0a0R =P[Xzd=FX>4..atd..

4.8.4 Poznamka: Vlastnosti hustoty  f, (x)
- f(x)=0, OXOR
«  f(x)=F(x), pro Ox, kde [F,’

+00

« [ () dx=1, lim Fy (x)=1

4.8.4.1Priklad: Vypo et distribuéni funkce
Mame zadanou funkci:

a
fx(X)zm, xOR

Jaky musi byt paramedr aby f, (x) byla hustota pravghodobnosti? Jaka je distriéni
funkce? Jaka je pragdodobnostP[-1< X <1]?

Parametra>0:
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jioi)g:a[arctgx]e_‘a =alr=1= a=In

t1 _ 1 X __1 7_T
~[°7_T e —]—T[arctgt]_oo = n( arctox+ 2)

dx= 11

P[-1< X <] = Iﬂ1+X dx= ”[arctgﬂ_l 2

4.8.5 Priklad: P Fenos signalu
Z A do B genasSime signaly -1 a +1. Signal je za8nnkijemce dostava signal + Sum. Sum

je nahodna vetina s f, (x):

f, (x) = ie* x>0
1e¢  x<0
prahovani:
S>d .. 1
S<d .. -1

Stanovted tak, abychom se dopustili co nejmensi chyliyfenosu a uete tuto chybu.
Vysilame 60% 1 a 40% -1.

Stanovime vetiny: Y — signal X — Sum.

Vysilany signal: 1 -1
Y — prijaty signél: 14X -1+X
i(y) =2 y>1 £ (y) =30 y>-1
=ie™ y<1l =1ieg™ y<-1
p, (d) =pravatpodobnost, Ze poslali 1 a ja se dopustim chyby
)=Flx= d=] () o ]2 ¢t oy v "
=P Y= o]=j f( Y dy jg & dyj—; €Y gy1-4 @Y 1
—0 —o0 1
p_, (d) = pravatpodobnost, Ze poslali -1 a jéjal 1
pa(d)=PY,>d=] f,(y dr [+ & dys €7 -1
d

d

+00 -1 +oo
PlY,>d=] () dye[3 ¥ dy[4 & dy1-4 8 -1
d -1

d

p,(d)=
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P(d) =hledana prawspodobnost chyby
P(d) =1€7D,6+0,4f11¢") d<-1
=1e"'m,6+ 0,43 6" - ds ¢
=3(1-3e?)m,6+ 0,436 Kk d

Nyni budeme hledat minimurﬁ(d) pro jednotlivé intervaly:

minP(d)="?
d<-1: P(d)=0,3¢"-0,28" = é‘l( 0,3 0, Zé) - klesajici, bez extrému
d>1: P(d)=0,36"" - 0,26 = &"¥( 0,32~ 0,p> - rostouci, -||
-1sd<1: P(d)=0,3¢"- 0,26 = (
0,%°-0,2=C
3 =

min P(d) = P(—O, 203 = 0,33—1,2034_ O,EOJW& 0.1

4.9 Absolutn é spojité nahodné vektory

4.9.1 Definice: Sdruzené absolutn & spojité rozd éleni
Rekneme, Ze nahodny vektdf = (x, ..., ,) masdruzené absoluti$ spojité rozdéleni
(SASR), jestlize Onezaporna funkcd,, (x,,...,x,) takova, Ze:

X X

,,,,, Hmmj \)dt, 0. et

—00 —00

Funkci f, nazyvamesdruzena hustota pravépodobnostinahodného vektorX .

4.9.1.1Poznamka: Podobnost SASR a ASR
a) podobrt jako u ASR:

fo (X%, ) =—% , tam kde existuje

by
b) Pla<Xs<h a< X< b ...a< X< B=[[.{ f( x..Q ¢g0.0d

n?"—m?
9'—::‘7
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4.9.2 Véta: Marginalni hustoty pravd épodobnosti
Maji-li ndhodné veliiny X, X,, X, SASR, tak plati:

+00

Fre (60 56) = [ o (X % %) d%

—00

Diikaz: Potebuje znalost fubiniovydty a unst trochu integrovat

XX X

P, (60%6) = M B (%% %)= im [ g0 (1 8,8) dbd di=
X X3 X% % 400
- -[ j(x!lfnﬂo fx Xy X3 (t ’tz’t3) dtZ] dt3dt'.l.: I I I fX1X2X3(t1' t2| t3) dtzdtgdtj

f><1><3("1’ %)

4.9.2.1P¥iklad: Vypoéet marginalni se sdruzené pravépodobnosti
Méame zadanou hustotu praymbdobnosti:

fo, =e min{ x, }} = 0
= jinak

Ureete: f, (y) =2, P[X >2Y]=2.

+00 0 +o +00
fy (y) =_jmfx,y(x, y) dxz_J;deFJ; &) de[- €] = & 0

=0 jinak

P[X>2Y]= ﬂ fv(%)) dxd)FT(T @) o} dsT[— '@*”I:y

X>2Y

Il oo%H

4.9.2.2Priklad: DalSi vypocet marginalni se sdruzené pravépodobnosti
Hustota pravépodobnosti je zadana:

_ 2

=3 O<x<sy<a
0

fX,Y
jinde

Vypoctéte marginalni hustoty pragdodobnosti.
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= jinde
v t2 2
f(y) =] feu(xY) dx:J'¥ dngz/ y1(0, 3
J ) a
= jinde

4.9.3 Véta: Nezavislost pomoci husoty pravd épodobnosti

Nech’ nahodné vetiny X,,...,X, maji SASR. PotonX,,..., X, jsou nezavislé-

fa o x (Xureoes I_J f, , pro OX OR"

Diikaz: dokdzeme pro 2 nahodné velly, dale je to analogickée

FX,Y(X’ Y): jﬁ j[, fx,y(S t) dsdt= '[X f ﬁ(( }D i( ) dsdt

—00 —00 —00 —00

| SICCE IR RLEEE
el o (09) = F(ITR()=] (9 o8] §() e [[ 4030 () o

—00 —00

fx Y(X y)

4.9.3.1P¥iklad: Nezavislost vektoru ndhodnych vedin
Urcete nezavislost nahodnych wehi X, X,, X, jejichz hustota pravghodobnosti je:

A

Xis X2, X3 =2X1(X2+X3) 0< xj <1 ]DB
=0 jinak

f

400 +00

)= [ [ fxn (%0 % %) d dx= H2>f( x+ ¥ dgdF 2 £{5+ 5% dx

—00 —00 0

1
_ZXJ(%-H%)CD% 2)5(—+—1j 2 0< %<1
0

400 +00

)= [ | s, (%0 % %) dx dx= HZ%( X+ ) dxd;FIZ z<d£<( O

—00 —00

=x2+% O<x2<1
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fx3(X3):X3+% 0<x<1 -symetrické Sfxz(xz)

o (%% %6) = 2% %+ ) # 2&( >§+%j( >s+—;j= AEERA R

Tzn. ndhodné veliny X, X,, X, nejsou nezavislée

4.9.4 Definice: Podmin éna distribu €ni funkce
Nech’ X,Y jsou ndhodné veliny. Potompodminénou distribuéni funkci nahodné vetiny
X pti danémyY = y definujeme jako:

Fo (K1) =y P X Ay < ¥ ye]

pokud limita existuje. Pokud daleé nezaporna funkcefx‘Y (x| y) tak, ze:

':x\v(x|y)=] fx‘Y(tI y) dt, OXOR

nazyvame jpodminéna hustotanahodné vetiny X pti danémy =vy.

Pozn.:

P[ X< XY= y|= P[);[SY)iYﬂ: )

Je neutity vyraz, protoze Vitateli i jmenovateli jsou nuly.

4.9.5 Véta: Existence podmin éné hustoty nahodné veli €iny
Nect nahodna vetina X, Y maji SASR. Potom v kazdém hioflx, y) DR? kde plati

1. f (% y) je spojita
2. f,(y)>0 aje spojita

existuje podmi#na hustota ndhodné vghy X pii danémyY =y a

f (Xy) =205

4.9.6 Priklad: Podmin éna hustota nahodné veli €iny
Mame zadanou funkci vektor(uX, Y):
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fuv(Xy)  =c(l+x+y*° x>0, y> 0, & 2
=0 jinak

Urcete konstante aby f, . (X, y) byla hustota pravgodobnosti. Utete f, (x) a
f (x| y).

Konstantuc urcime z normovaci podminky:

1:TTfX’Y(X’y) dxdy:TT 1+ % ¥y° dxdy ?{M} dy

-a+l

—00 —00 0

too 4 _ @t —a+2
=Cj(l y) dy=_C {(1+y) } _ c
0

. a-1 a-1 -a+2 (a-3(a 2

=c=(a-1)(a-2

Nyni mizeme wit f, (x) dle definice:

fx(x){fx,v(x Jay=[(ad)( a2 (1+ % ¥° de( &) ad[(r x y'] =

0
0

=(a-2)(x+) ™ x>0

A nakonec i podmimou pravdpodobnost:

Ko (xy) _(a-1)(a-2)(1+ x+ y) ™

o) = = e = @ 1) (1

5 Funkce (transformace) ndhodnych veli  ¢in
Y = h( X) - jaké ma rozéleni, kdyz zname rozteni X ?

Pozn.: Pxi transformaci se ize vyrazg znmenit rozckleni.
- Ze spojitého mZzeme vyrobit diskrétni.
Z diskrétniho spojité nevyrobime.
Pro diskrétni roz&leni se transformaceduje grimym vypatem. Viz. 5.1. Proto se
pii vykladu omezime na spojita rageni.

5.1 P¥riklad: Funkce nahodnych veli  éin — Diskrétni veli €éina
X je diskrétni ndhodna veéina zadana tabulkou:
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x | 0| malm2|3mal| n
p|01[03] 02| 01| 03

Jakeé je rozéleniY, kdyZz Y =sin X?

X O | m4 | m2 | 3m/4 |
y=sinx | 0 [J2/2| 1 |2/2] 0
p 01 03 | 02| 01 0,

Z tabulky:
P[Y=0]= F[[ X=0]0[ X=7]]=0,1+ 0,3 0,4

PlY=v2/2|= [ X=7/40[ X=374]= 0,3 0% 0,
P[y=1=H X=m/2=0,2

Takze vysledek je:

Y| 0 |+2/2] 1
p |04 04 |02

5.2 Priklad: Funkce nahodnych veli €in — Spojita veli ¢ina
Pro spojitou pravghodobnost je to sloiSi nez pro diskrétni.

1) Vypocet distribini funkce transformované nahodné siely X.
2) Vypocet transformované nahodné ey X.

Distribueni funkce:X, h:R - R, Y = h( X)

F(v)=Plys = A H{ Y=< y= P xa{ 0R| O) b= P x = & H ))

P[XO A= fdx

fo(x) =5 x0(-2;3

Nap'.:
a =0 jinak

Najdste rozdleni Y = X*.

Hledame ho proy >0, pro ostatniy je to nula.

)= elvs = e = = e = |k ox ) A
=55 g )

oy

Nyni budeme pdgtat distrib&ni funkci F, (y) . Podle definice a dosazeni je to:
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By -fy 0y -y
FY(y)zFX(ﬁ)—FX(—ﬁ):j%dx—J'—;dxzj'% dx—J‘—;d.
e o0 -2 -2

Vysledky budouizné pro izné y. Zde je tabulka i s upravenymi integraly:

R (y) =0 y<O f,(y)=0
- Lo=2y 0 e
15575 y yo(o; 57y
N
=Lédx=—;(ﬁ—2) ya(4:9 a g:ﬁ
:Jsédx=1 y>9 f(y)=0

-2

5.3 Véta: Funkce nahodné veli ¢iny

Necht X je spojitd ndhodna veélna. Necli h:R — R je ryze monotonni a spojita na
mnozirg X (Q) a inverzni funkceh™ je diferencovatelna. Potom pro nahodnoudieli
Y = h( X) plati:

f,(y) = f (W () dh;y( y)‘

Dukaz:
a) hje rostouci

R(Y)=PlY= = A H{ Y=< = B x A( Y= H A )

()= ()

b) hje klesajici

R ()=PN0)= V=1 )= J=1- o6 A( =1 A H( )
L= () G () )

dy

5.3.1 Priklad: Funkce ndhodné veli €iny I.
Méame obec#é zadanou hustotu praggodobnosti:

f,(x) 20 x>0
=0 x<0
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Konkrétrg nagi.: Y=alnx az0=y=alnx H'(y= ¢

f(y)= (€)' 0] &

Konkrétre nag.: f, (x)=1c, x0(0;¢, c>0, Y=-InX

f, (y)= %

‘ 1_
—|==¢€’, y>-Inc
c

5.3.2 Priklad: Funkce ndhodné veli €iny II.
fo (X)=Ym, xO(-m/2;m2)

Y=tgx, h'(y=arctgy

1 1

fY(y):_

Tl+y?’

yUOR

5.3.3 Priklad: Funkce ndhodné veli €iny lIl.
Mame plyn a jeh@astice se pohybuji ndhognychlostiv. Rozdleni rychlosti &chtoéastic

je:
f, (v) = aly [exp(- by
Urcete konstantwa a rozaleni kinetické energie.
Pro ugeni konstantya vyuzijeme toho, Ze integral hustoty pragddobnosti je normovany:

= av d=2av

R e S L Mo i

_ {_a v exp(b bv)}

+—J'v@xp by) dv= 0+ 2; tl){%bb\/)} :%a
0

0

Kineticka energie ma vztah:

—1 - E: 71
E—2m\f:> v\/: h( g

A nyni podle vzorce:
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()= 1, (i () (9

_b® |2E 2E
—.[—exp —b,[—

3
:b_EeXp(_ ZEJ 2m

2 m

2m\ m m

5.4 Funkce vice nahodnych veli ¢in
5.4.1 Pr¥iklad: Rozd éleni sou €tu nahodnych veli €in

Najdete rozatleni nahodneé vdliny Y = X + X,, X, X, nezavisle.

F(y)=PlYsy=H %+ %< ¥= [[ f.(% ¥ dxde

X+ X2y

IU o) dxz] =] (j (9 L% d>gj e

coz jeKonvoluce

5.4.2 Véta: Funkce ndhodného vektoru
Neclt nahodny vektorX =(x,...,%) ma SASR a nec¢hY =(y,..., %) = H X,..., %), kde
h:R"  R" je spojité a bijektivni zobrazeni na atené mnozia G takové, ze:

[oof o O = 1
G G

Neclt inverzni zobrazenK = h™(y,..., ;) je spojité, diferencovatelné a spje podminku:

Ohl_l ahgl
o, oy,
J=| .. ... |2 0nah(G)
dh,jl an;l
ay, ay,
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potom i(Y,,...,Y,) ma SASR a platf,  (Yy.-Y,)= fy . ( yeey) -l (w yn))EMJ

5.4.3 Priklad: Funkce nahodného vektoru I.
SdruzZend hustota prasgbdobnosti je zadana:

fr o x, =4%% 0<x,<1
=0 jinak

(V%) =( %, %)

1
—— 0
ﬁwM&r% Y= % %)= ﬂ 2y |,
x=h (v w)=y%n %= (% ¥Y=yy o 1| 4wy
2\ly,

\(1\(2 Y1 yz 4\/71\/?2 \/— :;L’ 0< y1,2<:l

5.4.4 Pf¥iklad: Funkce ndhodného vektoru Il.
Xy, X, nezavislé a platff,_ (xz) =0, 0x, <0. Jaka je hustota pragiodobnosti, kdyz plati:

Y=X/%

Abychom splnili podminky dodty, musime tjak jednoduse vytvit Y, . Ozn&ime:

Yo %

Y, =X/ X, Y= X, J=
1 x1/2 2 2 O 1

=y2

fy (Vo ¥2) = o (Y2 %) O%= G (w06 ( YOy=

+00 +00

B (V)= [ fa (Y %) Ovedy= [ £ ( ¥WOL( YOydy PR

—o0 0

5.4.5 Priklad: Funkce ndhodného vektoru Il
Sdruzend hustota prasgbdobnosti je:

P, (X0 X0 %) = €087 Xp5>0
Jaka je hustota pragplodobnosti nahodné vaéiiny:

X+ X,+ X
3

Y =
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ozn&ime:

X, + X, + X, 3 -1 -
—= ¢ S Y = =
3 =% %= A5 1 ol=3

X =3%-%-% X=Y X%X=% [0 0 1

Y1:

fyyg (Yo Yoo Vo) = €9 (B=36% 1 3y— y— y>0; y,> C

3=y,

o (Vo ¥o) = [ fuyy(Vo Yoy dy= [ 38" dy=3(3y ) &; 3y » 0 yp(
—o 0
2 3y

+oo 3y
le(yl) = I fYM(yl' yz) dy, = 13(33{‘ 35) &% dy= B_éy{s ]yy—LZZ} =

0 0

= 27&2 y2e™ y>0

6 Priklady spojitych ndhodnych veli  €in

6.1 Definice: Rovhom érné rozd éleni
Rovnomérné rozdéleni s parametrya hOR , a<b definujeme takto:

()= XO(ab)

Znageni: X ~U(ab)

|

|

|

|

1 :
1

'a b X
Obr.: Rovnongrné rozdleni

6.2 Definice: Gamma rozd éleni
Gamma rozdéleni s parametrya, > 0 definujeme takto:
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NN
fX(X)_F(a),B" Xef, x>0

pricemz prol” funkce plati:
r(p)= T xPe* dx - konverguje pradp >0
0
r(p+1)=r(p)tp ; M(p+1)=p'dT(%)=vr
Znagent: X ~ Gammda, )

6.3 Definice: Normalni (Gaussovo) rozd éleni
Normalni rozdéleni s parametry R a o” >0 definujeme takto:

2770'2 20'2

fy (x)= ! exp{—M],xDR

Znaéeni: X~N (,u, 02)

H-0 U pto X
Obr.: Normalni rozdleni

Poznamka Vyznam u,0%: u je parametr polohy gaussoviivky, o’ je parametr witka
— jak bude kivka Uzka nebo protahla

Poznamka Je hustoa norm. ro#éni normovana na 1?
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( _:“)2 = 17 2 E—s
J' exp L ldx=| 9 :—jex -— |dt=| 2 " 7=
20 Lax=af V2T tdt = d
o
1 71 1% -
=2— | —e®°ds=—— | s?2 é&° ds
\/ZT‘([ 2s \/7_7'([
:ir(&j:ﬁ:l
T o\2 T

6.3.1 Definice: Standardni normalni rozd éleni
Standardni normalini rozdéleni ma paatek =0 a rozptylo® =1:

X ~N(0,1)

Hustota: ¢(x):%exp(—%j Distribu &ni funkce: ¢(x J' exp( jdt

6.3.2 Veéta: Vlastnosti standardniho normalniho rozd éleni
Pro funkci g(x) plati:

9(x)=1-¢(-x)

Diakaz: Pomoci substituce:

6.3.3 Véta: Vztah standardni a obecné distr. fce normalniho rozd éleni
Nech’ X ~ N(,u,o*z). Potom:

Dikaz: Vypottem gres hustotu:

(t-p) kI s X= U
J' exp ————— |dt= = j —exp(——j ds= w(—)
\/2770' 20 ldt:d o 27T 2 g
g



6.3.3.1Poznamka: Vypatet norm. rozdéleni ze standardniho
Stasi tabelovat hodnoty(x), x>0:

Priklad: X ~ N(2,16), F, (1) =7
o oo e oo

@(1/4) Ize najit v tabulkach pro normalni ragehi.

6.3.4 Véta: (Ne)linearita normalniho rozd éleni
Nech’ X ~ N(,u,az), a,bOR, a#0. Potom

aX +b~ N( g+ b éaz)

Diikaz: Vychazime z %ty 5.3:

_y-b dn’(y)
a dy

Y =axX+b=H X, h*(y)

Nyni dosadime do vzorce 2ty 5.3:

(5 e 50 o

exp(zaila2 (y—(a,u+ b))2j= N( au+h 502)

o |-

B J2m?a?

6.3.4.1Dusledek

Necht' X ~ N(x,0?), potom x;/”l~ N(0,1).

6.3.5 Priklad: Normalni rozd éleni |
Nahodné vetiina X ma normalni roztleni X ~ N(/J, 02) . Jaka je prawgpodobnost

P[|X-4<k], k>0.

P[|X-p<ko]= F-lo< X-pu< lo]= F{— e XTH %:

=P[-k<U<K=¢(K-¢(-K
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X=-u
U=—~N(0,1
o ( )

6.3.6 Priklad: Normalni rozd éleni — pravd épodobnosti r tznych rozptyl
Priklad navazuje naipdchozi piklad 6.3.5. Jaké jsou pragmbdonosti, Ze ndhodna v@ha
X padne do rozptyl (-o,+0), (-20,20), (-30,30) ?
P[|X-4<0c]=9(1)-¢(-1) = 0,6827
P[| X - <20]=¢(2)-¢(-2) = 0,955
P[|X -4 <30]=¢(3)-p(-3) = 0,997¢

Odtud plati pravidld3c : Nahodna vetiina s normalnim rozdenim nabyde
s prav@podobnosti 99,73% hodnoty z intervatGo .

6.4 Definice: Logaritmicko-Normalni rozd  éleni
Logaritmicko-Normalni rozd éleni s parametryw R a o° >0 definujeme takto:

1 (Inx~ ,u)2 . )
f = - 0 k 0
« (%) W exp[ s } pro x>0 jinak se rovna
Znagent: X ~ LN(,u, 0’2)

6.5 Definice: Exponencialni rozd éleni
Exponencialni rozdkleni s parametrywOR, #0R" definujeme takto:

fe () :%exp(—x;e’uj pro x > @ jinak se rovna 0

Znagentf: X ~ Exp(u,6)

Obr.: Exponencialni rozfleni

Poznamka Distribuni funkce:
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Poznamka Nekdy se nazyva rozteni bez pargti.
X ~Exp(0,]= Ex{8), P[ X>a+ ¥ X> g = { X>

Napr. zaizeni, které uz pracovahodin bude pracovat j&St hodin steji jako UplrE nové.
Pouziti: teorie spolehlivosti, teorie hromadné ahbyl
Dtikaz této vlastnosti:

[(X>ar9n(X>49]_P[X>a+A_1-H X< a §_
P[X >4 AX>9d 1-Hf x4
_ Exp[-2*

—m=Exp(—gj:1—F(x)= P[X> ¥

P[X>a+>4x> a]zp

Poznamka Exp(0,6) = Exp(6) =Gammd 16)

6.6 Definice: Piersenovo rozd éleni
Nectt X,,...,X, jsou nezavislé nahodné wgtiy, rozctlené X; ~ N(0,1), 0i O . Potom
fikame, Zze nahodna véiha

Y=X+ X+ X
Ma Piersenovo y’rozdéleni s nON stupni volnosti definujeme takto:
Znagent: X~ x?(n)
Poznamka x*(n) = Gamm%g,Zj

Pouziti: Testovani hypotéz, testy dobré shody.

6.7 Definice: Studentovo rozd éleni
Nech’ XY jsou nezavislé ndhodné vty a plati:

X~N(0,0 aY~x*(n)
potomiikame, Ze

ST=I%
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mastudentovo rozdleni sn stupni volnosti.

Znadent: T ~t(n)

6.8 Definice: Fischerovo rozd éleni
Nech’ XY jsou nezavislé ndhodné vty a plati:

X~ x*(m) aY~ x*(n)
potomiikame, ze

maFischerovo rozdleni s (m, n) stupni volnosti.

Znadent: Z~F(mn)

7 Charakteristiky nahodnych veli  €in
7.1 Stredni hodnota

7.1.1 Definice: St redni hodnota diskrétniho rozd éleni

Nech’ nahodné vetina X ma diskrétni roz&leni. Potonstiredni hodnotounahodné vetiny
X rozumimesislo:

EX:ZXF’[X: x]=i2 Xp

pokudirada absoluthkonverguije.

7.1.2 Definice: St fedni hodnota spojitého rozd éleni

Nech’ nahodné vetina X ma ASR. Potonstiredni hodnotunahodné vetiny X definujeme
jako:

EX = [ xOf, (%) dx
kde f, (x) je hustota ndhodné véhy X a integrél absolutnkonverguje.

7.1.3 Véta: Stfedni hodnota funkce ndhodné veli  €iny
Nech h:R - R aY = h( X) je ndhodna vetina. Potom:
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1. PokudX ma diskrétni rozgeni, plati

EY=E( K X)):iz H XNOR X i)}zZ‘ b, X0, 1, pokudEY existuje

2. PokudX mé ASR, plati:

EY = E( h( X)):j H ¥Of( X d, pokud integrél absolutrkonverguije

Diikaz:
1. trivialni ©
2. proh oste rostouci
- X=h(Y) | ) "
o (e _an(y) = [ ye(n( )2 o
: dx=— =y dy
y fy(¥)
h(+e) +00
= [ i (y)dy=[ yi(y) dy= EY
h(=eo) o

7.1.4 Poznamka: St redni hodnota funkce nahodného vektoru
Pro nahodné vektorX,Y ah:R* - R plati:

1. PokudX ma diskrétni rozgeni, plati
E((X.Y)=2XX H x y)0R % x ¥
i

2. PokudX ma ASR, plati:

400 +00

E(h(x,Y)):” Hx yO§,( xy dxd

—00 —00

7.1.5 Véta: S¢itani st fednich hodnot
Nectt X,Y maji diskrétni nebo ASR a nethEX a [EY . Potom[E(X +Y) a plati:

E(X+Y)= EX+ EY

Dikaz:
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(xem)=ZX(x+ $)07 x= x %= o=
—sz:x EP[X= X, X= >J<}++zz yDFE X= % X jx}=
Y SP{x=r Xe AN VY B e = B

Pro spojité nahodné veéiny se sumy nahradi integraly:

E(X+Y):jj(x+ YO£,( x y dxdy

—00 —00

foyx,de]dwf %II xyd} dx

fv(y) fx (%)

+00

J

—00

fnyy(Y)dwT xdf (N de_EX+ EY

7.1.6 Véta: Nasobeni st Fedni hodnoty konstantou
Pro libovolnou ndhodnou veéinu X pro kterouCEX a libovolnoucdR plati:

E(cX)=cE X

Diikaz: E(cX)=> cxp= O xp= €B

7.1.7 Tvrzeni: St fedni hodnota konstanty
Pro vSechnaOR , Ea= a.

Diikaz: Pro nahodnou vé&hu X plati
P[X=4d=1
Ea=aF X= 4= ¢

7.1.8 Dusledek: Linearita st fedni hodnoty
Pro ndhodnou valinu X a konstantya hOR plati:

E(aX+b)=af X+ t

7.1.9 Véta: Nasobeni st redni hodnoty
Necht’ X,Y jsou nezavislé nahodné vy majici diskrétni nebo ASR. Potom
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E(XDY)= E X)OH Y, pokud[(EX aL[EY.

Diikaz: VyuZzijeme nezavislostif, , (x, y) = f, (%) Of, (x):

E(XD()=IJ' xyOf, (%Y dxdycj'j i, xo{ )y dxay

—00 —00 —00 —00

=Tfox(x)deT yof () dy= EXJEY

7.2 Momenty nahodnych veli ¢éin

7.2.1 Definice: Obecny a centralni moment

Nech’ X je nahodna valina ak N . Potomk-tym obecnym momentermahodné vetiny
X rozumimegislo

U = E( X") pokud existuje.
Dalek-tym centralnim momentemnéhodné vetiny X rozumimetislo
e =E(X~- EX)k pokud v3e existuje
7.2.2 Poznamka: N ékolik trivialnich moment G
’ut') =1 =1

H=EX  p=E(X-EX)= EX- § § X¥)=0
1=EX* = E(X-EX)" =, (1)

Plati: Kazdy centralni moment Ize vyjaijako funkce obecnych moment

Poznamka EX vyjadiuje hodnotu, kolem které kolisaji hodnoty nahodal&wy X aVarX
vyjadiuje velikost tohoto kolisani.

7.2.3 Definice: Rozptyl a sm érodatna odchylka
Druhy centralni moment nahodné valy X nazyvameozptyl nahodné vetiny X a
zn&ime:

VarX = E( X - EX)’

Smérodatnou odchylku nahodného vektord rozumimesislo

s.d. X=+/VarX
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7.2.4 Véta: Vypo €et rozptylu
Nech X je nahodna vatina a necti CEX a [EX?*. Potom plati:

VarX = EX? -( EX)*
Diikaz:
Varx = E(X- EX)=  %-2( B} *( EX)=

:EXZ—(ZEX) EX+( EX* = EX-( EX

7.2.5 Véta: (Ne)linearita rozptylu
Neclt X je nahodna velina pro kteroulEX , [EX* aa,bOR . Potom:

Var(aX +b) = &VarX
Dikaz:
Var(aX +b) = (aX+ b- § ax )))2: £ ax b aEX )b=

=E(a*x?-2a XEX+ &( BY)= & EX-2( EX+( ER)= *war

7.2.6 Véta: Sou Cet rozptyl U
Nech’ X,Y jsou nezavislé nahodné vty a necli CEX? a CEY?. Potom:

Var(X +Y) = VarX+ VarY
Dikaz:
Var(X+Y)=E( X+ Y- § % §)'= £ % Ex ¥ BY=

=E(X-EX)"+ B Y- EY +2 E( % E)(( ¥ BY

VarX VarY

E[(X-EX)(Y- EY]= & X¥ X E¥ ¥ EX EX E¥
E(XY)- EXOEY- EXJE¥ EK E¥0

7.2.7 Pr¥iklad: St Fedni hodnota a rozptyl binomického rozd  éleni
Nahodna vetiinaX ma binomické rozgeni X ~ Bi(n, p); EX=?, VaX = 2.

P[x= ] :@ P a-p)"
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(1~ 9" =

Ex:ii[f‘jpi(l—p)”"=ii(n_”;).,.( o Z( )( )
SOINIS AT (e FTCr b

i=1

=np( p+(1- p)" = np

P[X—|]+ZH|P[X—|]—n (n-1) g+ ng

Exzzzn“iz[P[X:i]:Zn: ( i=0

Varx = EX*=(EX)"= r{ 1) B+ np h p= nfl- ¥

7.2.8 Priklad: St Fedni hodnota a rozptyl normalniho rozd  éleni

Nahodna vetiina X ma normalni roztleni X ~ N(/J, 02) ,EX=7?, VaXx="7?

exp(—%]dxzix_’u=t{=\/g_ﬂijitex;(—lz/adt: (

antisymetricky
integral

Nyni vypcaiet VaiX:

=Tx2fx(><) dFT( X=2p % p?+2u x 2+ %) f( ¥ dx

:T(x—y)zfx(x)dx+2yz(x—y) () dep? [ f( ¥ deoteps

2 0 = 1
X—Uu _ 2
to o\ 2 — 7\ — =t g2 2 t°_
I(X ,21,1) \/U_exp(——(x2 'L;) J= g It exp{ tszt: 278 =
W O 2 g ;X=dt on =, tdt = d

_20% 7 20°°¢ 20\/_
E{JZ—S dc;\/_jx/_sesd =

VarX = EX?-(EX)’ = g2 +o* - u?=g*
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7.2.9 Definice: Koeficient Sikmosti a Spi  €atosti
Nectt X je hahodna velina. Cislo:

0’3(X) _ /Js(x)

(Varx )%
definujeme jakdoeficient Sikmostiacislo
a,(x)= 240,
(VarX)

definujeme jakdkoeficient Spikatosti.

Koeficient Sikmosti nifi jistam zgisobem miru symetrie. Koeficient 8ptosti néii jestli je

dannd hustota ,plosSSi* nebo ,8ptejSi* nez normalni roz&eni.

7.3 Momenty nahodnych vektor a

Pro linearg nezavislé vektory (LN) definujeme vSe stejako pro jednotlivé ndhodné
veliciny.

Pokud pracujeme s linearni zavislosti — zkoumarnezakci mezi slozkami.

7.3.1 Definice: Kovariance nahodnych veli  ¢€in
Kovariance ndhodnych vetin X aY definujeme jako

cov( % V)= H( % & ¥)( ¥ EY]

pokud EX existuje.

7.3.2 Véta: Vypo €et kovariance
Nech’ X, Y pro ndhodné veliny. Potom plati

Cov( X Y)= H Xy~ & X EY

Dikaz: dosazeni z definice.
Diisledek Cov( X, X) =Var X

Poznamka Pokud jsouX, Y nezavislé, tak kovariance je nula.

7.3.3 Definice: Koeficient korelace
Necht X, Y jsou nahodné veliny. Potomgislo:

Cov( X, Y)
X,Y)=———2—
p( ) JVarX VarY
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nazyvamekoeficient korelacenahodnych vetin X, Y.
Poznamka Jedna se o kovarianci, kterou normalizujeme pomuaptyii.

7.3.4 Veéta: Vlastnosti koeficientu korelace
Pro nahodné valiny X, Y plati, Ze:

-1< p(X,Y)<1

Piitom rovnost: p(X,Y)=1nastava = (03>0)(Y-EY=( X- EX)
p(X,Y)=-1 = (Oy<0)(Y-EY=y( X- EX)

Diikaz: potrebujeme lemma 7.3.4.11Kaz provedeme potom.

7.3.4.1Lemma: Schwarzova nerovnost
Pro ndhodné valiny X, Y plati, Ze:

[E(XDY)] s EXDEY
Diikaz:
Z=ax-v, aR

0<EZ’=E(aX- Y= § aX-2 ax¥ ¥)= ZaE%2 4E ¥ (E?)
Diskriminant:
D<0 = 4[E(XY)] -4EXDEY<0

[E(XY)] < EXDEY

7.3.4.2Dukaz véty 7.3.4

Dokazeme pouze jednu implikaci a pouze pro koefic/e.
Mame nahodné veliny X —EX aY — EY, pro které plati Schwarzova nerovnost 7.3.4.1.:

[E[(x-EX)(Y- EY]} < & % EX E¥ BY
Co¥(X Y)< H X EX¥* € ¥ EY

Cov( X, Y)
\/Varx B/arY
p(X,Y)<1

Nyni dokédzeme implikaci] pro S:
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Y-EY=p( X- EX
Y =BX-BLEX+ EY=8 X C

Cov( X,Y)= H X- E);E,B X G BB % Y= E % EXB XBO B%
=E(px*-2BXEX+B( EX)= 5 B X-2 0 EX( EX)=
= B| EX?~2(EX)" +( EX) | = pOVarX

VarY = Var( 8 X+ Q = # VarX

BVarX L VarX _ {+1, £>0
WarXarY /g WarX Warx (-1 B<0

p(X.Y)=
Pro y je to podobné.

7.3.5 Definice: Nekorelované nahodné veli  €iny
Jestlize pro nahodné vatiy X, Y plati, Zep(X,Y) =0, nazyvame jmekorelované

7.3.6 Véta: Vztah nekorelovanych a nezavislych nahodnych ve  li€in
Nezavislé ndhodné veéiny X, Y jsou nekorelované. Neplati naopak.

e Cov(X,Y)= H XOY- K YO E Y= EXK EY EX BV

7.3.7 Priklad: Nezavislost, nekorelovanost nahodnych veli éin |
Nahodny vektor X,Y) ma rovnonsré rozdleni na kruhu

K ={(x y)OR|€+ y <1

fuv (% Y) =Y (xyOK
=0 jinak
Urdete nezavislost a nekorelovanost.

j foo(x ) dy J/n e T

._.: ﬂ._,j

y)=]°°fx,Y(x,y)d yreeZfEF P

N}

iy
Nezavislost:
f (X)Of, () 2 f,y(X Y) - nejsou nezavislé

Nyni korelace:
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EX:EJl- x/1— %dx:EU x1- % dsjl {1- % d}:‘ _X:SJ:
T, m\ 7, -dx=d

0

:%{Is\/l__gdyf x1- % d3= 0

0

EY=0
1 V2 1 Ly yz 1%
= dxd dy dx|—|=— ax
ctn-ffooorf| [ o o wfi[3] oo

Cov(X,Y) = 0- jsou nekorelované

7.3.8 Poznamka: Vlastnost koeficientu korelace
p(X,Y) vyjadiuje miru linearni zavislosti.

‘p(X,Y)‘ -1 - tén®t lineérni zavislost nahodnych wgh
p(X,Y) -0 - XY jsou nezavislé
- zavislost je jina nez linearni

Pro velké p se hodnoty nahodnych v&h vyvijeji podobrg. Nemusi mezi nimi byt furdhi
vztah.

7.3.9 Definice: Kovarian €ni matice
Necht je dan nahodny vektdt = (X,, ..., X, ) . Potom matici:

2=(g;) _, kdeo; =Cov( X, X)

ij L
Nazyvamekovaria¢ni matici nahodného vektord. .
7.3.9.1Poznamka: Vlastnosti kovariartni matice

a) X je symetricka

b) o, je rozptyli-té slozky
¢) PokudX,,..., X, jsou nezavislé- X je diagonalni
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7.4 Kvantily ndhodné veli éiny

7.4.1 Definice a-kvantilu

Nech’ nahodna vetina X ma distribni funkci F, a necti @ 0(0 ; 1) . Potom bodx, OR
nazyvameau-kvantilem nahodné vetiny X praw kdyz plati:

X, :inf{xDR‘Fx (x)za}

Pokud jeF, spojita a ose rostouci, potom-kvantil nahodné veliny X je takovy bod
x, OR, ve kterém plati

x (%) =0a. % =F(a)
« (%) =a = P[ X< ] - Pravatpodobnost, z& nabude hodnotu
mensi nez, je a.

F
F

7.4.2 Priklady a-kvantil G

X0,5 - Median
X0.25 - Dolni kvartil
X0.75 - Horni kvartil

X725~ X0 - Mezikvartiloveé rozpti — Pravdpodobnost, Ze sem padngaka
hodnota je 50%.

7.5 Charakteristickd a momentova funkce

7.5.1 Definice: Charakteristick& funkce
Charakteristickou funkci ndhodné vetiny X definujeme:

@, (t)=E(*), tOR
Poznamka ¢, (t) existuje prodt OR. ¢, (0); |wy (t)|<1; ‘e“x‘ =|costx+ i sinty = -.
7.5.2 Definice: Momentova vytva fejici funkce
Nech’ nahodna vetina X ma konéné vSechny momenty. Potom definujemementovou
vytvarejici funkci (MVT) nahodné veliiny X predpisem:

M, (1) =E(€"), tOR

Poznamka Pouziti - vypdet momeni nahodné vetiny X.
- ukeni rozéleni sogtu nezavislych nahodnych veh
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+00

Poznamka X - je spojita,@, (t) = j f, (x) €* dx, tedy Fourierova transformace

—00

7.5.3 Véta: Vypo ¢et moment i z momentové vytva Fejici funkce
Nech nahodna vetinaX ma MVT M, . Potom plati, ze:

dM,| _ |
dtk _/Jk

t=0

Diikaz: DOPLNIT

7.5.4 Priklad: Momentova vytva fejici funkce s Poissonovym rozd
Nahodné vetiina X ma poissonovo rozteni:

X ~Po(A), P[X=K=¢€ o k=01,

LA e(e)

— ) - Nk A _ & - ¢ ‘:Ae‘_)
M (1) =E(¢) = ¢ met o= @3 = @ g

Potom lze porva#t vypocty nag.:

EX=y = M, =] - stedni hodnota
t=0
d*M
EX? == X =%+
Ho =4 »

VarX = EX? —(EX)* =A%+ 1-4%=)
atd...

élenim

7.5.5 Priklad: Momentova vytva fejici funkce s normalnim rozd élenim

Nahodna vetiina X ma normalni rozgleni X ~ N (/,1, 02) . Urcete momentovou vytwéjici

funkci.
X—H _
_+°° X 1 (X_/'I)2 = g _y_ l T
My (t) __J;et 270 eXp{_T} e 2(: dy _E_m & t(U y+IU)
g
_ etw%tzg2 H ~Ly-ta)? 4. _ y-to= — = duritie’
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7.5.6 Priklad: Momentova vytva fejici funkce s Gammarozd élenim
Nahodna vetiina X ma Gamma rozdeni X ~ Gamme(a,,é’) . Uréete momentovou
vytvérejici funkci, stedni hodnotu a rozptyl.

7.5.7 Poznamka: Vztah momentove vytva fejici a distribu €éni funkce
Nech’ X ma konéné vSechny momenty a MVM , . Potom MVFM , jednozné&né urcuje
F, a naopak.

PokudX,Y maji stejné roztleni = X,Y maji stejnéM, ,M, a naopak.

7.5.8 Véta: Linearita momentove vytva Fejici funkce
Necht’ nahodna vetina X ma MVF M, . Potom nahodna vélna Y = aX+ b, a,b0R ma
MVF:

M, (t) ="M, (al)
Dikaz: DOPLNIT
7.5.9 Veéta: Sou et MVF

Nectt' (X,,...,X,) jsou nezavislé nahodné wetiy s MVF M, ,..,M, . Potom nahodna
velicinaY = X + X, +...+ Y ma MVF:

Diikaz: DOPLNIT

7.5.9.1Priklad: MVF pro soucet Po rozcleni
Nezavislé nahodné veiny X,,..., X, maji Poissonovské rozéni X, ~ Po(4 ). Ursete
rozdleniY = X +...+ X, .

) _viz priklad 7.5.4.
> (¢)

M, (t) = I‘J &l = &= = Y~ P{ZAJ

7.5.9.2Priklad: Soucet kvadrati normalniho rozdéleni — MVF
Nezavislé nahodné veiny X,,..., X, maji normalni rozéleni X, ~ N(0,1). Spatéte hustotu
pravdspodobnost rozéleni Y ~ X7 +...+ XZ.
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Nejdiive momentova vytgjici funkce nahodnych veéln X?:

DOPLNIT

8 Limitni v éty

Budeme se zabyvat posloupnostmi nahodnyckineli

(Xo )
- Z, - paet vyskyfi jevuA v n pokusechp( A) = p
X, 4 Relativni¢etnostA v n pokusech.
n

- X,... X, -nnezavislych nseni. X :12 X; .

i=1

8.1 Definice: Konvergence podle pravd épodobnosti

Nect (X,)" je posloupnost nahodnych wéti a cOR . Rekneme, Ze posloupnokk,, )"
konverguje k c podle pravdépodobnosti jestlize g >0 plati:

lim P[|X,~dz¢]=0

n - +oco

DOPLNIT — Fiklad, graf

8.2 Véta: CebySevova nerovnost

Nech’ X je nahodné valina se dedni hodnotolEX a kon€nym rozptylem VaX. Potom pro
Oe >0 plati

P[|X - EX|2 £]< 22X
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Dikaz: DOPLNIT

8.3 Véta: Zakon velkych cisel
Necht (X, )., je posloupnost nezavislych stejmzdslenych ndhodnych veiin se spolenou
sttedni hodnotoy = EX; a rozptylema® = E( X, - ¢)°. Potom:

X, = iximmu

Dikaz: DOPLNIT

Poznamka DOPLNIT

8.4 Priklad: Pravd épodobnost mnoha hod d minci
S jakou pravépodobnosti mizeme tvrdit, Ze § 1000 hodech minci padne orel 400-600x ?

Xpreos Xiooor X ~ BE(1/2)
EX =1/2+ 01 13= 42, EX= 2042 U 4/1)2 /12, VA= 12/ ¥4/

Y= X, EY=10003 = 500, Va¥= 1000= 2&

i=1

P[400< Y < 604 = ? F|Y- EY2¢]s< Vj;Y

250
P[|Y-500= 100 < —— = 0,02
[|Y-500= 0(j<1002 0,025

P[]Y-500< 100> * 0,025 0,9i

8.5 Definice: Konvergence v distribuci
Nectr (X,) je posloupnost nahodnych wéti s distrib@nimi funkcemi F. anech Xje
nahodna vetina s distribdni funkci F, . Rekneme, Ze posloupno@Xn) °:°l konverguje

n
k nahodné veltiné X v distribuci, jestlize plati:

lim F, (x)=F,(x) ve vdech bodech spojitodti,

n - +oo

Poznamka Znaeni X, 0 'fh X.
Pro konkrétni fipad:fekneme, zeX konverguje v distribuci k nadhodné wvafi¢
s rozalenim N(,u,az) jestlize:
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lim Fxn(x):w(x;’uj, OXOR, - X, 0'5- N(u,07)

8.6 Véta: Centralni limitni v éta (CLV) (Lindeberg — Levi)
Nectt (X,)” je posloupnost nezavislych, stejmzctlenych nahodnych veiin se
spole&nou stedni hodnotoys a kon€énym rozptylemo?. Potom:

Zn: X, —nu
i=1

TD‘EL N(0,1)

Poznamka DOPLNIT

8.7 Véta: Mouvre — Laplace 1718
Nectt (X,)" je posloupnost nezavislych nahodnychdieli X, ~ Be( p). Potom plati:

> X, =np
= 0'9 N(0,1)
np(1- p

Poznamka DOPLNIT

8.8 Pouziti centralnich limitnichv  ét

8.8.1 Priklad: Spravné mnozstvi cestujicich na lodi

Mame lal’ s nosnosti 5000 kg. Vaha cestujiciho je ndhodhéive 70 kg a sgrodatna
odchylka 20 kg. Kolik cestujicich se smi nalodity pravé&podobnost fetiZzeni byla mensi
nez 0,1% ?

Ozn&ime veltiny: X, - vahai-tého cestujicihoy - vaha vSech cestujicich.
Stredni hodnota a rozpty:
EY=E) X =) EX= 70, VarY=Va) X=) VarX= 040(

i=1 i=1 i=1 i=1

Nyni sp@teme pravépodobnost:

5000~ 7(n
P[Y= 5ooq < 0,00: 1_¢(T\/ﬁj < 0,001
5000~ 7(n
- @ ————[=20,999
p| Y=70n_ 5000- 70| _ o ( 200n j
20Jn 20/n
v 5000- 70, 4 5903
0B~ N(0,9) : 20\/ﬁ 20,
P[U > 2000 7@ | 5001 70n+61,804/n- 500& O
20Jn | -75 -
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8.8.2 Priklad: 1000 hod U minci
Tisic hodi minci, P ? orel padne 450x az 550x.

Y - opset orli, Y ~ Bi(1000;4)
p=3 - EY=np=500 - VarY= 25(

Aproximujeme pomoci centralni limitniéty:
P[450< Y < 55( = F{— 50 Y-500 0 } p[—ﬂs U~ N(o,l)sﬂl:
V250" V250 ~ v/ 250 J 250 J 25

Ao (o

Nebo nap. pro jiné hodnoty:

P[480<Y< 524 = zo(ﬂj— £ 0,794

V250

Pokud bychom to sgitali pomoci binomického rozteni, vyjde: 0, 793¢.

9 Matematicka statistika
Mame redlny problém, chceme Fesit statistikou.

* Odhad tvaru roztleni (volba modelu)
0 Muze pomoci histogram
o V¢tSinou zaloZeno na intuici &galchozi zkuSenosti.
e Odhad parameirrozcleni
o Bodovy odhad: dat&;,...,X,, Fy (x,6), konstruujemed(X,,...,X,) s cilem,
aby udavala nejpra¥godobrjSi hodnotu parametrd.
o Intervalovy odhad: Konstruujemg( X, ..., X,) a 8(X,,...,X,),

P|(X)<6<8(X)|21-a, a0(0,]).

* Oweteni modelu
o0 Testovani hypotéz: Hledani odgov ANO-NE na parametry, néixlad:

H :parametré je 5 ?P[H, plati]=1-a - anoH, prijmeme —neH,

zamitneme
o0 Testy dobré shody: @veni teoretického rozteni. Nag.: Ma paet zdkaznik
Poissonovo rozdeni?

Q - Populacew- Individuum, element, zivelX Q - R je VlastnostQ

9.1 Definice: Nahodny vyb ér
n-tice nezavislych nahodnych vgh X,,..., X stejré rozclenych s distribéni funkci F
nazyvamenahodny vybér z rozdleniF.
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Poznamka Velikost vylkEru ovlivni presnost rozhodovani. Jak vybrat nezavislé elementy?

Poznamka Pokud je vybr hotov, mamen-tice nangenych hodnot (pevnyatisel). Jedna
realizace(x,, ...,%,) z nahodnych velin (X,...,X,).

9.2 Definice: Statistika
Statistika je libovolna funkce nahodného W X,,..., X, jejiz funkéni predpis nezavisi na
parametru fisluSného rozgeni.

9.2.1 Priklady statistik

Vybérovy pramér: X ——z X., EX = u pro EX. = - odpovida sedni hodnat

i=1

Vybérovy rozptyl: s :il (X - )2 - odpovida rozptylu
n-1+5

X,
Vybérova smérodatna odchylka: s, = \/ )

R-ty vybérovy moment m, = Z X",

i=1

9.3 Odhady parametr u

V celé kapitole pedpokladame napozorovana data..., X, zname rozéleni X ~ F, (X,Q);
600, ukolem je odhadnout neznamy paramntgtr

Poznamka Ve statistice $tska 8 znamena odhad a dolni indé% znamena4, ze odhad je
uréovan na zaklagin prmetq.

9.3.1 Definice: Bodovy odhad
Bodovy odhadparametrué je libovolna funkceé?n (Xl,..., Xn) jejiz funkeni predpis nezavisi

nad. g,(X,,...,X,) je statistika.X,, .., X, jsou ndhodné veliny = g, (X,,...,X,) je
nadhodna vetina, m4 rozdleni pravépodobnosti.

Poznamka 4, je statistika a je to také nahodna viela.

9.3.2 Definice: Nestrannost odhadu
Odhad§, (X,,....X,) parametrud se nazyvéestranny, jestlize:

(X, X,)=6, 0606

DOPLNIT — grafy
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Poznamka Nestrannost znamena, Ze odhad neni zatiZzen sgkoetichybou.

9.3.3 Definice: Konzistentnost odhadu
Odhad§, (X,,....X,) parametrud se nazyvkonzistentni, jestlize

8,(X,,...X,) 0L 6, DO0O

Poznamka Konzistence zatwje, Ze pi vhodné volk patu pozorovanh dokazeme udat
libovoln¢ malou chybu.
| vychyleny (neni nestranny) odhadibe byt konzistentni.

DOPLNIT — obrazek.

Poznamka Eén - HDVarén - 0- konzistenceén

9.3.4 Véta: Podminka konzistence a nestrannosti

Necht X,,...,X, je nahodny vytr z rozdtleni z distribénich funkciF (x,,u,az) , kde
{=EX,, o® =VarX,. Potom vylrovy primér X_ je nestranny a konzistentni odhad
parametruy a vykérovy rozptyl s’ je nestranny a konzistentni odhad paramettu

Dikaz: DOPLNIT

Poznamka Situace se iize znénit, pokud budeme znat jeden z pararndttagiklad pokud
znamey =cOR, tak s> uz neni nestrany odhad, ale:

Poznamka Obecr existuje vice nestrannych odliatNag. pro N ( U, 02) je X nebo
median nestranny odhad parametruVolime odhad s co nejmenSim rozptylem.

9.3.5 Definice: Nejlepsi nestranny odhad
Odhadé?n (Xl,...,Xn) se nazyvaejlepSi nestranny odhadparametrud, pokud je nestranny

a pro kazdy jiny nestranny odh#(X,,...,X,) plati:

Var(én) < Var(é,?) , pro0600

-78 -



9.3.6 Poznamka: Rao-Cramerova mez

Existuje mez, pod kterou nére klesnout rozptyl nestranného odhadu. Pokud ybepEeho
odhadu je roven této mezi, mame nejlepsi nestradhgad.

9.3.7 Poznamka: P fiklady nejlepSich nestrannych odhad U
Je-li X,,..., X, nahodny vybr z rozdleni:

X ~ Bi, Po, Exp l\(,u,az) potom X je nejlepsi nestranny odh&X.
X ~ N(/J, 02) potoms’ je nejlepsi nestranny odhaxf .

9.4 Metoda moment u
* Vypocetrg jednoducha
* Vysledky nemaji obeendobré teoretické vliastnosti
* Nekdy se pouziva jako prvni odhad pro slgaitmetody

9.4.1 Definice: r-ty vyb érovy moment
Nect madme nahodny v X,,..., X, z rozeleni F (x,4,,...,6,) . Dale nahodny vektor
X ~F(x8,..86,).

r-ty obecny moment r-ty vyb érovy moment
! - Exr 1 n ;
# m 232 X
i=1

Podle Zakona velkycbisel = m 0O Th 4 .

o

9.4.2 Definice: Metoda moment u
Metoda momenti spaiva v porovnani prvnick-obecnych a vyrovych moment.

!

/'Ii =/wli'(9:|_)"-1a())/'li=rnl""#r’=rrll (*)
Postup v prax

1. Spasitamey, = (6,...4,)
2. Spaitamem na zaklad X,,...,X,

3. Ze soustavy (*) vyjatime 4 =4 (m, m,...,m)

9.4.3 Priklad: Odhad parametr 0 na zaklad @ moment G |
Nahodné veliiny X,,...,X,. Hustota pravépodobnostiX ~ f(X,4,,6,).
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f(X.6,.6,) :Hi 0,< x<6,+8,
2
=0 jinak
Odhadrite parametryg,, 8, na zaklad X,,..., X, .
6+6, 0 +0 2 2
m:ﬂi: EX= I idx:i M—H_l :61+i
5 6 o, 2 2 2
646, 2 3 3 2
11(6+6,) @ o
= ':EXZ: X_dxz_ AL "2 A :624.66 + 22
mz /'12 i 02 62|: 3 3:| 1 172 3
Nyni to ota&ime a vyjadime é(m) ;
e
=6 +=2
m =6 5
2
=6 400,42
leml_gz/z
m, =(m=6,/2)" +(m=6,/2)8,+65/3= m+85/12
02: 12(mz_nf)

9.4.4 Priklad: Odhad parametr G na zaklad @ moment G |l
Mame nahodné veliny X,,...,X, ~ Bi(n, p). Jak vypadaji odhady paraneti, p pomoci
metody momerit?

Z piikladu 7.2.7 zndme:
EX = np, VarxX = np(1- p), EX® = n( p— pf)+ g

Takze nizeme rovnou Wit m am,:
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m = np
m,=np-ng+ g

A funkce ot@it

_ Ao M-m+ g - M
m=m-mp-m > ‘p—>=t—=~_ = ‘BF——
p ' m m-m+

U

9.5 Maximaln é vérohodné odhady

9.5.1 Pr¥iklad: Maximaln é vérohodné odhady | — Motiva €ni pFiklad
X1, X5, X5, X, je nahodny vyér z Be( p). Odhadsite parametp pokud jsme ziskali realizaci
0,0,1,0.

Sdruzena pravgpodobnosBerozdileni: P[ X, =0,X,=0,X,=1,X%,= q = r( = [}3
Snazime se vzit takoys Ze maximalizujeP| ].

dP

ap =P -3p(1p) = (1 B e 3d=(x 9+ 4p=

Vysledky kubické rovnice jsourgjmé: 1 a1/4. MaximumP nabyva v bod 1/4.

>
"
AR

9.5.2 Definice: V érohodnostni funkce

Sdruzenou hustotu pragbdobnosti nahodného Wit X, ..., X z rozéleni s hustotou
fy. (x.6), 6060 chapeme jako funkci parametéupii daném pozorovani

(Xp,-X,) =(%,...,%,) nazyvamevérohodnostni funkce

n

L(6)=1]  (x.6)., L(O)=[] Rl = 4

spojité diskrétni

9.5.3 Definice: Maximaln é vérohodny odhad

Neclt X,,...,X, je ndhodny vytr z f (x,6), 00 . Statistikad, (X,, ..., X,) parametrud se
nazyvamaximalné vérohodny odhad (MLE), jestlize plati:

L(8, (X, %,))2 L(6), DEDO
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9.5.4 Poznamka: Postup vypo ¢€tu maximaln é vérohodného odhadu
Mame (X,,...,X,) predp. f (x,6,,....6,).

1. Vytvotime wrohodnostni funkclL (8, ...,6,) -

2. MaximalizujemeL(é?l,...,Hk) pres vSechny mozné hodnoty pararietr
Casto je vhodné maximalizovatL (4, ....6,) .
Dostanemeérohodnostni rovnici:

dln L%%JHK) -0, j=1..K
Poznamky:

Casto vypdetns narané.Resi se numericky.
Odhady nemusi byt nestranné.
Odhady jsou konzistentni.

Plati: Pokud existuje nejlepsi nestranny odhad, potoizéaajit metodou maximalni

vérohodnosti.

g(én), kde 8, je MLE, je odhadeny(6) . Tzn. je to invariantnigi funkcim.

Za obecnych podminek zname asymptotické dexd odhad.

9.5.5 Priklad: Organismy pod mikroskopem
Mikroskopem sledujeme policek. V kazdém potku jek organisni. Paiet poliek, kde se
nachazk organisni ozna&ime n, .

k 0 1 2 3 4 5 6 7
N, 5 19 26 26 21 13 5 3
U3 0,042 0,161 0,22 0,22 0,178 0,11 0,042 0,0?

25

Odhadrte parametid Poissonova roztkeni tak, aby to nejlépe modelovalo danou situaci.

Nejdrive obecrg:

n

X;,o X, ~ PAA), P[X = %] = é”%, L(/1)=|_]e_w (x)"

n

InL(A) :Zl:m(e'uxi (x!)‘l):i(m &' +In A% -In ( 3)) == ol +In AZl: ;(—iz:nl)n X

Takze nejlepsi odhad paramettuje vybsrovy primér. x je patet mikroorganism v i-tém
policku. Konkrétrg pro nas giklad je to:
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|
Celkovy paet poltek: n=>'n =118

i=1

118
J= Zx_—( 5+ 100+ 2126 3126 H24 518 B45 T)3ooz 2,
1184z 118 118 ==
2,96
P[X=x%]= ezgﬁ—( )
X!
Vysledky aproximace:
K 0 1 2 3 4 5 6 7
P 0,052 0,153 0,227 0,224 0,166 0,098 0,049 0,020

9.5.6 Priklad: Odhad parametr G normalniho rozd éleni
Vypoctéte, jak vypadaji nepgrohodrgjSi odhady parameatmormalniho rozéleni.

XXy~ N(p,0%),  1,6°=

-
=
qI'\."
T
1
N
a =
D
X
——
=
NI
RS
=
1
N
g+
H
N
(0]
X
|
Sy
i
X
|
=
N

In L(u,02)=—gln 2m-—Ino? - 2;2 ;(xj —/,1)2
oinL(y,0?) 1 @ _

9.6 Intervalové odhady
Zajima nas interval, kde le# s ukitou prav@&podobnosti.
Na zéklad nahodného vidru X, ..., X, konstruujeme statistik@( X,, ..., X, ), 8(X,,....X,)

tak, abyP[ 8<8(X,,...,X,)|<a/2aP[8>8(X,,... X,) |<a/ 2 neboli:

PLO(X, ) <0<E( X, X) ]2 Fa (0.1)

Kde a je rejaké malé kladnéislo, které naniiika s jakou pesnosti chceme interval stanovit.
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9.6.1 Definice: Interval spolehlivosti
Dvojici statistik(Q,?) sphiujici (0.1) nazyvaméa00( 1- &) % interval spolehlivosti pro

parametrd. Statistikud nazyvamedolni meza 6 horni mezintervalu spolehlivostiCislo
1-a nazyvamekoeficientem spolehlivosti

9.6.2 Poznamka: Obvyklé intervaly spolehlivosti
Nejcastji:
a=0,05 a=0,01
95% interval spolehlivosti 99% interval spolehlitios

Interpretace: S prava@podobnosti 95% (99%) lezi paramétmuvnitt intervalu(Q,?).
V praxi mame konkrétni porovnamnj, ..., X, .

9.6.3 Poznamka: Jednostranné odhady
Nekdy nas zajimaji jednostranné odhady, tzn. hleddmé tak aby:

P[6<8(X,....X,)]<a P[6>8(X,...X)]<a

P[626(X,...X))]21~a P[6<8(X,...X)]|=1-a

Dolni Horni
Intervalovy odhad

9.6.4 Veéta: Ur €eni intervalového odhadu
Necht X,,..., X, je nahodny vyt&r z normalniho roz&leni N (,u, 02) a necli znameo?”.
Potom plati:

g
n

SHS X+ Yy

P{)_(n—q_g %}=1—a

NI~

5

kde u, je B-kvantil rozleni N(0,1).

; X, +ty g

_%ﬁ

Poznamka Interval( j je 100( 1~ a) % interval spolehlivosti pro

= ag
X,—U_,—

U_q NG
parametry .

Dikaz: DOPLNIT
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9.6.5 PFiklad: Zivotnost Zarovek

Pri kontrolnich zkouskach 16 zarovek byl stanoverngwgiay primér X, =300Ch a vytErova
smeérodatna odchylkas ; = 20h jejich zivotnosti. Za fedpokladu, ze Zivotnost zarovek je
nahodna vetina s rozdlenim N (,u, 02) ursete 90% intervaly spolehlivosti prg, o®.

Tzn. Zadani vypada takto:
X, =3000, s, =20, a=0,1, n=16

Z tabulky, intervalovy odhad je:

(zn _tl—% (n_l)%; )_(n + (n_l)%j :(3000_ 5,95( 15% , 3008 t0,95( ]ﬁﬂj

[N

5|

Ze statistickych tabulekt, o(15) = 1, 75:

DOPLNIT

9.6.6 Priklad: M éFeni hloubky

Pristroj na ndteni hloubky. Jeho systematicka chyba je nulovéadi@é chyby p meieni
maji snérodatnou odchylkuw =20 m. Kolik nezavislych nifeni se musi udiat, aby zngtil

hloubku s pravépodobnosti 95% s chybou 10m?
Y- metent, ¥, = h+ X, X;- chyba, X, ~ N(0,0° = 400)

n

—ZY:—Z (h+ %)= iz X= ht X

Jedna se o chybu ndhodného gbedi se znamynwo .
S o < o
Pl X -u,—=<pu<X+y,—|=1-a
{ e vn HE 2T Uy Jn

{ul_\/_</,[ Xn<q_ =1-a

,[n

— 0'_
Pllu-X|sy,—~=|=1-
[ (e I

DOPLNIT

9.7 Testovani hypotéz

9.7.1 Pr¥iklad: P fejmuti dodavky
Dodavku pijmeme, pokud % zmetk p< 0,05 ~ n¢jakd mez.
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Udélame nahodny vy zbozi a otestujeme. Na zakéadysledki se mame rozhodnout jestli
piijmout nebo ne.
Matematicky popis:

Hy,:p<0,05 x H, :p=0,0t

Testujeme hypotézul, proti hypotézeH, .

9.7.2 Priklad: ZlepSeni vyrobniho procesu
Zmenili jsme vyrobni proces a zajima nas, jestli gSienez ten stary.
Vyrobime n, vzorki starym procesem g, vzorki novym procesem. Jako nahodnou digli

vezmeme &ake nefitko kvality jednotlivych vyrobl (nag. %koroze, velikostistota
atd...). Porovnavame, jestli jetstini hodnota kvalitys novych vyrobk lepSi nez starych

Ho -

Ho:u<p, x H:uzu,

9.7.3 Poznamka: Matematicky popis testovani hypotéz
Predpokladame, Zze mame nahodnednayi X,,..., X, z rozéleni z rodiny distribuci
F,, 600. Dale gedpokladame, z&l dv¢ vzajemr si konkurujici hypotézy:

Nulova hypotéza H,:600,, 6,00
Alternativni hypotéza: H,:600,, 0,00-0,

Testem nulové hypotézyH, proti alternati¢ H, rozumime rozhodovaci proces zalozeny na
nahodném vyéru X,,..., X, najehoz zakladzamitneme nebo nezamitneme nulovou
hypotézuH, .
Jsou tyto moznosti:

a) H, plati a nase rozhodnuti je nezamitnéiyt

b) H, plati a nasSe rozhodnuti je zamitndd.

c) H, plati, H, neplati a naSe rozhodnuti je nezamitnidyt

d) H, plati, H, neplati a naSe rozhodnuti je zamitnéijt
Pokud nastanefipad a) nebo d), tak jsme nélali Zadnou chybu. Vippact b) iikame, ze
jsme udlali chybul. druhu. V pifipack c) fikdme, Ze jsme @thli chybu2. druhu.
Z toho celého plyne, Ze postavenj a H, neni symetrické. Z&l, volime tu hypotézu, jejiz

neopraviné zamitnuti je zava#jsi.

Plati: MuZeme kontrolovat pouze chybu jednoho druhu (1. r&epo
Zvolime giméienou hodnotur pro chybu 1. druhu (napevno).ilge se stat, Ze chyba
2. druhu bude velka. Pokud &, zvolime tu hypotézu, jejiz neopravre zamitnuti

je zavazwjsi udtlame chybu maximata pokud H, zamitneme. Poku#t,
piijmeme, miZze byt chyba velka.
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Volime ze dvou vysledk
a) Na zaklad testu zamitaméd, (chyba maximal& a )

b) Na zaklad testu nezamitamel, (ale ani nefijimame — gijmutim riskujeme velkou

chybu. Tzn. nevime nic, test nam nid¢eald. Proto se snazime test nastavit tak,
abychom hypotéziH, zamitli)

Rozclili jsme parametricky prosto® na©, a ©,, (Xl,...,Xn)DX” , kdeX" je vyksrovy
prostor.
- Rozpadne se na &¢asti, na bod;( Xl,...,Xn) , kde hypotézwH, zamitnout a kde

nezamitnout.

MnozinuW OX" jimZ je gitazeno rozhodnuti zamitnott,, nazyvamekriticky obor pro
testH,. W konstruujeme tak, aby pratgbdobnost chyby 1. druhu byla mensi nebo rovna
neza . Cislo a se nazyvéladina vyznamnosti testu

Vypocet se pakidi:
Pokud(X,,...,X,) OW tak zamitameH, . Kriticky obor tedy musf spbvat:

Pl (Xp-n X)) OW]< @, 00O,

Zadani pikladu obvykle vypada:
Testujeme hypotézi, proti alternati¢ H, na hladig vyznamnostia .

9.7.4 Testy hypotéz versus Intervalové odhady

Nahodny vyisr X,,...,X, z F(x,8), 600 0 R. Ukolem je testovatl, : 6 = g, proti
H,:8# §,. Necht zname intervalovy odha@(xl,...,xn) B ( xlxn)) coz je
100( 1- a) % interval spolehlivosti pr@ na zaklad X,...,X,.

Muzeme definovat:
W ={(%,.... %) OR"

8,0(8( %) B x.....%))

je kriticky obor pro tesH, proti H, na hladig vyznamnostia
Pravd@&podobnost, Ze zamitnu hypotézu:

Pl(X,.., %) OW]= F[HOD(Qﬁ)}sa za platnostiH,, H, =8 =6,

Tzn. zamitameH,,, pokudé, 0(8(x,,....%,) & (%.-...%)), tedy pokud testovana hodnota
nelezi v intervalu.
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9.7.4.1P¥iklad: Podil Fe ve slodeniné
Podle jisté teorie je podil Fe vaité chemické slotenirg 1, =12,1%. Pro otteni jsme
nanefili 9 vzorka s €mito podily:

X, ={11,7; 12,2; 10,9; 11,4; 11,3; 12,0; L110,7; 11,}

Testujte platnost teoretické hypotézy na hladiyjznamnosti 5%. fedpoklad: normalni
rozckleni N (,u, 02).

Hotu=py * Hitp#

Nejdiive potebujeme pimérnou hodnotu a vydyovy rozptyl:

X 12 X = 11 7+12,2+10,9+11,4+11,3+12,0+11,1+1Q,T;6) = 11, 4%
n

s, :\/ii(in— >g)2 :\/g[(11,43~ 11,7 11,43 125 (+ 11,43 19’9 }: 0

n-1=

Nyni vyuZijeme tabulky pro vypet intervalového odhadu. Jedné se o oboustranrgdodh
S nezndmynu :

N N
A (11 43—t0975(8049 11,43t g )33_—;5)}

4, 0(11,05;11,8)  neplati

Na hladirg 0,05 zamitameH,, ze podil zeleza je 12,1%.

9.7.5 Testy o parametrech normalniho rozd éleni — st fedni hodnota
Namefena data s normalnim ragenim X,,..., X, ~ N(,u,o*z) :

Testujeme: Hy:p=p, proti Hyt p# iy Hyt >y H' <y,
W ( X,,..., X,) O W, zamitameH,,
P[(X,... X,)OW]<a

9.7.5.1Priklad: Pevnost dratu a novy postup
Pevnost vyraéného ocelového dratu je nahodnagiak N (,u, 02) . Kde hodnota pevnosti je
U, =1250, g =150. Novym postupem bylo vyrobeno 25 vzork stanovena jejich fimeérna
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pevnostX =1312 se stejnym rozptylem. Na hladimr = 0, 050véite, zda je novy postup
lepsi.

Hotu=py * Hitpu> g

Tedy H, udava, ze novy postup neni lepsi (drat ma stegpesnost), kdeztdd, udava, ze
novy postup je lepsi.
Jedna se o test z tabulky:

Iz )z,
J25

g
ﬁ(1312— 12502 Uy 4,

2,072 1,64

Podminka je splina = zamitameH, na hladig vyznamnosti 5%. Drat ma vySSi pevnost
v tahu.

w7’ __ 7

9.7.5.2P¥iklad: Kontrola nastaveni mériciho pristroje

Pro kontrolu nastavenidticiho gistroje bylo provedeno =10meteni zkuSebniho vzorku se
spravnou hodnotoyy, =15, 2.

Vysledky: 15,21; 15,19; 15,16; 15,26; 15,22; 15326; 15,23; 15,29; 15,23.
Méfi pristroj spravi? (na hladig a =0,05 pti N (,u, 02)).

Hotu=py * Hitp# iy
Praimérna hodnota a vyvova snérodatnd odchylka je:
X =15,22¢, s, =0,0370¢

Z tabulky, test rovnosty pii neznaméno

N
— X, 4|2t (n-1
Sn\ " Ho| 2t (n-1)
J10

0,0370

115,228~ 15, P2 t, (9

2,3893% 2,2622

Na hladit a zamitame hypotézti,,. Fristroj vykazuje systematickou chybu. Test byl
ponerné tésny — néeni nize byt nepikazné.
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9.7.6 Testy o parametrech normalniho rozd éleni — rozptyl
Namsfena data s normalnim ragenim X,,..., X, ~ N(,u,az) :

Testujeme: H,:0=0° proti H,:0 # 0°

9.7.6.1P¥iklad: Serizeni automatického obraléciho stroje

Pri presném siézeni automatického obré&tiho stroje nefekraiuje rozptyl délky sotastky
300 um. Bylo zmeieno 15 sotastek a vybrovy rozptyl s© =580 ¢m. Je tim na hladin
a = 0,05 prokazano Spatnéigeeni (Fistroje?

H,:0<0,=300 x H,:0>0,= 30C
nemame Vv tabulce, ale bude to stejné jako

H,:0° =0 x H,:0>0; - poslednieseni

%:27,072 23,7=)(§,95( 1% =
0

ZamitameH,, stroj je teba sé&dit.

9.7.7 Testy o parametrech normalniho rozd éleni —rovnost st ¥. hodnot
Mame 2 nahodné vyy. Hledame vztah meziistdnimi hodnotami.

_ 2
Xy Xy, N(,Ul,a) stejné rozptyly
Y. Y, ~ N(,uz ’02)

Hy:py =, proti Hy 1 # 4,

9.7.7.1Priklad: Dvé nadrze s chlorovanou vodou
Dveé nadrze obsahuji chlorovanou vodu. Odebréyw 25 vzorki z 1. nadrze a, =10
vzorka z 2. nadrze. Rmeérny obsah chléru byl nagen

Predpokladame normalni roddni se stejnymi rozptyly. Lze na hladif,05 tvrdit, Ze obsah
chléru je v obou nédrzich stejny?

Hotth =, * Hytp# u,
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() =—=—((n-9 g +(n-9 &)= 313(24131 7182 91,713E

n+n,-2
s”=1,3185

nlnz

X, -¥,

N

L
n §

=/250 3——1[B4,48- 35,5p= 2,2
35 13185

L (nl +tn- 2) - t0,975(33) = 2,03t

= ZamitameH,, Ze obsah chloru je v obou nadrzich stejny.

9.7.8 Testy o0 parametrech normalniho rozd éleni —

Casto se pouzivéa pro &eni podminek pro bod 9.7.7.

Xy, X ~N(/,11,02)

YooY, = N, %)
H,:0f =0’ proti H,: 0% # g7?

9.7.8.1P¥iklad: Hodnoty tlaku u muzi a Zzen
U 16 muz a 13 Zen byly gieny hodnoty d. tlaku:

X, =77,37%, s, =69,7167
Y, =71,076¢, s =85,076¢

rovnost rozptyl

a =0,05, owite hypotézu, Ze M maji stejny d. tlak jako Z. (Néini rozdleni).

X, Xo5 ~ N( 4y %)

Y, Y~ N1, 0%)

ale nejdive musime otestovat rozptyly

re 42 42 re 42 2
H,:0y =0, X H,:0y #0,

ij'\J|3nm

2
-3 —0 8195
S

(Fooss(15:12) Foord 15,12) =( 0,343, shodné

PatitameH, a H,:

Hoithy =, * Hytphy # 1y

H, nezamitame-
=  pripoustime, Ze rozptyly jsou

(s) =2i7(1553 +12¢)= 76,5 s’=8,75
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:nlnzi—_—:16ﬂ3_l .
Z SD\xM Y ‘/—29 8’7477,37& 71,0769 1,97

tors(27) = 2,051¢

Na zéklad dat nenizeme tvrdit, Ze muZzi maji jiny d. tlak nez Zeny.
Jest zkusime:

Hotthy =ty * Hitthy > 1,
- nemame v tabulce, ale Ize vykoukat (jednostraregradtivy pouzivaji a kvantily)
Z,2t,(n+n-a)
1,928 =7, 2 t, 5(27) =1,703= Mazeme hypotézu zamitnout
To znamena4, Ze proti jiné alterndtise niize vysledek zrmnit.

9.7.9 X test dobré shody
Hledame distribéni funkci. X,,..., X, ~ F, F je neznama distrildmi funkce.

Testujeme: H,:F =F, proti H, : F # F,
Pricemz F, je ngjaka znama distrilimi funkce.

Postup
Rozdlime pozorovaci prostor nattid.

» Diskrétni — sledujeme histogram.
* Spojité — to samé waere velkych intervalech

n — paiet pozorovani

n — patet pozorovani v-té tide

p,— pravapodobnost, Ze nahodna wthia X nabude hodnotuizté tidy, sp&tena vzhledem
k teoretické distribéni funkceF,.

Podle teoretické distr. funkce by tedy do kaz@dytmelo padnoutnp pozorovani. My ale

vime, zZe tam padlo, . Tzn. musime ak statisticky sledovat rozdit — nJg . K tomu bude
slouzit:

Pearsonovay’ statistika
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e :'z(n -np)’°
i=1 np

Poznamka: Da se ukazat, Zze pro o
2 I (ni B np)z 2
xi=> ——=08 xy*(I-r-1)
i=1 np

kder je paet parametfr rozcleni, které musime odhadnout z dat. Nidpd pro neznamé
normalni rozdleni musime odhadnout 2 parametty:a & . Pro zname parametry rageni,

tak nemusime nic odhadovatr & 0.

Test:
Na hladit a zamitameH, pokud

' -n
Xzzz(ﬂn p)>)(12—a(|_r_1)
i=1 R

9.7.9.1Priklad:

9.7.9.2Priklad: Test generatoru nadhodnycheéisel

Generator nahodnyafisel z rovnorarného rozdleni U (0,1). Ukolem je o¥it jeho kvalitu.

Generujeme 1000 ndhodnygisel, interval (0; 1) rozdime na 10 podintervaldélky 0,1.

Cislo intervalu 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cetnostin 99 91 92 97 99 10§ 103 10 110

No

a =0,05. Lze prokazat Spatnou kvalitu generatoru?

XX, ~ F, Fp=U(0,1), Hy:F=F,, H,:F#F,

Pro rovnongrné rozdleni plati p, :%) pro Ui, n( :10001%: 10C

Xx= Zl; (n ;ﬂnp) = 1(1)0((100— 99°+(100- 9F + )=

L (P+P+ &+ F+ P+ G+ F+ 2+ 10+ )= 3,3
100

DOPLNIT
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