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Kapitola 1

Uvod

Teorie pravdépodobnosti fesi nasledujici problém: jisty jev ma fadu rtiznych nasledki
(vysledkt) a ndhoda urcuje, ktery z nich skuteéné nastane. Teorie pravdépodob-
nosti dava navod, jak jednotlivé vysledky ,predem* kvantifikovat.

Matematicka statistika resi jistém smyslu opac¢nou situaci. Pozoruji néjaky jev, ktery
mohl mit fadu pfi¢in. Matematicka statistika dava metody jak tyto pfic¢iny tiidit
a kvantifikovat, napf. kterou vybrat jako nejpravdépodobné;jsi.

1.1 Klasicka definice pravdépodobnosti
e uvazujme nadhodny pokus, ktery muze vykazat konecny pocet n vzajemné se vy-
lucujicich vysledkt (napf. tii hody kostkou)

e predpokldaddme, Ze vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné (symetrie, ho-
mogenita)

e jestlize m z téchto vysledkti mé za néasledek realizaci jevu A (napi. padnou dvé
Sestky) a zbylych n—m vysledku tuto realizaci vylucuje, potom pokladdme pravdépodob-
nost jevu A rovnu

m _ pocCet ptipadi priznivych

P(A) =
(4) n pocet pripadl moznych

(Laplace 1749-1829)
Nedokonalosti této definice:

a) jak spocitat pravdépodobnost na nesymetrické kostce?

b) co kdyz mam nekoneéné mnoho moznosti?

Nemtize byt povazovana za definici v matematickém slova smyslu, ale v urcitych pfi-
padech miize slouzit jako algoritmus vypoctu.



Priklad 1.1 Obarvend krychle je rozfezéana na 1000 krychlicek. Urcete pravdépodob-
nost, ze nahodné vybrana krychlicka bude mit obarvené dvé stény.

Celkovy pocet krychlicek je n = 1000. Ptvodni rychle méla 12 hran, na kazdé hrané 8
krychlicek s dvémi obarvenymi sténami. Takze pocet piipadt pfiznivych je m = 12-8 =
96. Hledana pravdépodobnost p je tedy

96

p

Priklad 1.2 Spoctéte pravdépodobnost, ze pii hodu dvéma kostkami bude soucet vysledku
a) 9, b) 10.

Soucet 9 lze ziskat jako kombinaci vysledkt 3 a 6 nebo 4 a 5. Soucet 10 lze ziskat jako
kombinaci vysledki 5 a 5 nebo 4 a 6. Takze na prvni pohled by se mohlo zdat, ze P(9) =
P(10). Ale pocet vSech pfipadii moznych je n = 36 a ptipady pfiznivé jednotlivym
soucttim jsou

9. 36 63 45 54
10: 55 64 4.6

a tedy

4 1 3 1

Pozor na to, co jsou ,stejné mozné“ vysledky!!!

Poc¢ty moznych a pfiznivych vysledk se pocitaji pomoci kombinatorickych metod.

1.1.1 Zakladni kombinatorické vzorce

Necht je ddna mnozina A obsahujici n riznych prvki ocislovanych ¢isly 1,2, ...n.

Usporadany vybér (variace) s opakovanim: z A se vybird k-krat po sobé po jed-
nom prvku, vybrany prvek se vidy vraci. Podet vSech rtznych k-tic (i1, ..., 1),
které lze takto utvorit je

V'(k,n) =n".

Usporadany vybér (variace) bez opakovani: z A se vybird k-krat po jednom prvku,
vybrané prvky se nevraceji. Pocet vSech ruznych k-tic (iy,..., 1), které lze takto
utvofit je

n
V(k,n)=nn—1)...(n—k+1) = ——
Permutace: skupinu A lze uspotadat v posloupnosti (i1, .. .,,)

P(n) =n!

zpusoby.



Neusporadany vybér (kombinace) bez opakovani: pocet riznych podmnozin o k-
prvcich, které lze vybrat z A je

Neusporadany vybér (kombinace) s opakovanim: pocet neusporadanych k-tic ses-
tavenych z n prvku tak, ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse k-krat je

K'(k,n) = ("“;_1).

Priklad 1.3 Nahodny pokus spociva v 6 hodech kostkou. Kostka je pravidelna a héazi
se bez snahy o urcity vysledek. Jaké je pravdépodobnost, ze nepadne ani jednou Sestka?

Pro feseni lze pouzit napi. variace s opakovanim. Ozna¢me A jev, Ze nepadne Sestka.
Vsech moznych Sestic (i1, ..., ), kde i; znadi vysledek j-tého hodu je n = 6°. P¥ipadd,
kdy nepadne Z4dné Sestka, je m = 5° a tedy

6 6
P(A) = % = (g) = 0.3349.

Pravdépodobnost, ze padne Sestka alespon jednou je potom
1—P(A)=0.6651.

Jaka je pravdépodobnost, ze Sestka padne pravé jednou? Oznacme tento jev symbolem
B. Pfiznivé jevu B jsou Sestice (iy,...,i) ve kterych je pravé na jedné pozici Sestka
a na ostanich jsou ¢isla od 1 do 5. Takovych Sestic je m = 6 - 5° (5° skupin tvaru
(6,’i2, ce ,i@), (’il,6,i3, ce ,’iG), ce (’il, ce ,2‘5,6)) a tedy

P(B)= —— = (2)5 = 0.4019.

Jev, ze Sestka padne nejvyse jednou je sjednocenim jevii jevit A a B a jeho pravdépodob-
nost je
P(A)+ P(B) = 0.3349 4+ 0.4019 = 0.7368 .

Konec¢né pravdépodobnost. Ze Sestka padne vice nez jednou je
1 —0.7368 = 0.2632.

Priklad 1.4 2n sportovnich muzstev bylo rozdéleno do dvou podskupin. Urcete pravdépodob-
nost toho, ze se dvé nejsilnéjsi muzstva dostanou

a) do riznych podskupin

b) do jedné podskupiny.

Na problém muzeme nahlizet tak, ze vybirame muzstva do prvni podskupiny. Druzstva
druhé podskupiny pak uz jsou urcena jednoznacné. Pocty pripadd pfiznivych a moznych



se pak daji vyjadrit

a)

OED) 2y
I TR
b)
AOED+OC 2858 n-1
) B )t T oam—1"

Protoze se jedna o komplementarni jevy, mél by pro kontrolu soucet vysledkt davat
jednicku.

Cviceni 1.1 V bedné je 30 vyrobki, z nichz 3 jsou vadné. Jaka je pravdépodobnost
jevu A, Ze mezi 5 ndhodné vybranymi vyrobky bude nejvyse jeden vadny? [0.936]

Cviceni 1.2 Vybirdme z péti vstupenek po 10 K¢, t¥i vstupenek po 30 K& a dvou
vstupenek po 50 K¢. Vylosujeme-li ndhodné 3 vstupenky, a jakou pravdépodobnosti
bude jejich cena 70 Ké? [0.2917]

Cviceni 1.3 Na jedné polic¢ce je ndhodné rozestaveno 10 knih. Uréete pravdépodobnost
toho, Ze urc¢ité 3 knihy jsou postaveny vedle sebe. [1/15]

1.2 Geometricka pravdépodobnost

Geometrickd pravdépodobnost predstavuje jisté zobecnéni klasické definice, umoznuje
totiz uvazovat nekonecné mnoho moznych vysledki. Myslenka je stejna, pouze ,,pocet”
je nahrazen jinou veli¢inou.

Je-li vysledek stejné pravdépodobny v kazdém bodé néjakého geometrického objektu
(pravdépodobnost je na tomto objektu rovnomérné rozlozena), pak pravdépodobnost
néjakého jevu B vypocteme jako podil velikosti Sp (obsah, objem) mnoziny vSech bodi
priznivych jevu B a velikosti S celého objektu,

_ 58

P(B) =

Priklad 1.5 Dva vlaky maji pfijet na vykladku k rampé. Kazdy z vlakd muze piijet
nezavisle na druhém kdykoliv béhem jednoho dne (kazdy ¢as piijezdu povazujeme za ste-
jné mozny). S jakou pravdépodobnosti bude muset jeden z vlakt ¢ekat, jestlize vykladka
prvniho vlaku trva 2 hodiny a vykladka druhého trva 3 hodiny?

Oznacme
T3 cas prijezdu prvniho vlaku
T, cas prijezdu druhého vlaku

B jev, Ze jeden z vlak bude muset cekat



Casy ptijezdit Ty, Ty jsou v nasem piipadé nezavislé, rovnomérné rozlozené na (0,24) a
situaci tedy miizeme geometricky reprezentovat jako ¢tverec (viz. obr.).
Prvni vlak bude muset ¢ekat pokud

T2 < T1 < T2 + 3
a druhy vlak bude c¢ekat pokud
Th<Ty<Ti+2.

Prislusné oblasti jsou graficky znazornény na obrazku

Obr.

Z principu grafické pravdépodobnosti tedy vyplyva, ze

1 21 1 441
P(B)=1-55 (22-11+7) =1- = (242+7) =0.197.

Priklad 1.6 Urcete pravdépodobnost, Ze kofeny kvadratické rovnice
2 +2ax +b=0
jsou realné, jsou-li stejné mozné hodnoty koeficientt a, b v obdélniku |a| < n, |b] < m.

Koreny zadané rovnice budou realné pokud jeji diskriminant bude vétsi nebo roven

nule, tedy
D =4a>—4b>0 neboli a®>0.

Situace je znazornéna na obrazku

Obr.

7 obrazku je vidét, ze budeme muset rozdélit feseni na dva ptipady:

a) vm <n

V tomto pripadé je hledand pravdépodobnost rovna

4dmn

b) vVm = n

Pro tuto moZnost dostavame

1 " 1
— [2mn+2/ azda] = I [an—i——n?’] = -4+ —.
0

vm 4 vm
2mn+2(n—\/m)m—|—2/ a2da]——{4mn—§mg}—l——m.
0

4dmn



Kapitola 2

Matematicky model
pravdépodobnosti

2.1 Nahodné jevy

Nyni budeme uvazovat obecny pfipad, kdy se nepredpoklada, ze jednotlivé vysledky
pokusu jsou stejné pravdépodobné. Diive nez budeme diskutovat pravdépodobnosti jevil,
musime probrat jevy samotné.

S kazdym pokusem nebo hrou je spojena mnozina vsech moznych vysledkii.
Oznac¢me symbolem {2 mnozinu vSech moznych, navzajem se vylucujicich vysledki.
Mnozinu 2 budeme nazyvat zdkladni pravdépodobnostni prostor (nékdy také jisty jev)
Libovolny mozny vysledek znac¢ime w € 2, w je v jistém smyslu nejjednodussi vysledek,
budeme ho nazyvat elementdrni jev.

Priklad 2.1 Uvazujme dva hody minci. Potom je mnoZina
Q = {wy, ws,ws,wy}
vSech moznych navzajem se vylucujicich vysledki tvofena ¢tyfmi elementarnimi jevy
w=(H,H), wy=(HO0), w3=(0,H), ws=(0,0),

kde symboly H a O znadi, zda pfi hodu minci padne hlava nebo orel.

Jevem budeme prozatim rozumét sjednocenti jistych elementéarnich jevi. Jevy budeme
znacit velkymi pismeny A, B,C,.... Libovolny jev A je tedy podmnozinou mnoziny {2
(ACQ).

Priklad 2.2 Uvazujme situaci z predchoziho prikladu a necht A znadi jev, Ze hlava
padne v prvnim hodu, B jev, Ze padne alespon jedna hlava a C' jev, Ze padnou alespon
tfi hlavy.

Jev A je sjednocenim dvou elementéarnich jevii a to
A= {wl, WQ} .
Jev B se sklada z elementarnich jevi

B - {wlu wa, W3}

9



a jev C nemtize nastat. Takovy jev budeme nazyvat nemozny jev a znacit C' = ().
Jestlize nastane elementarni jev w a jestlize w € A budeme fikat, ze nastal jev A.
Poznamka 2.1  a) jestlize nastane jev A neznamena to, Ze nemohl nastat také jiny

jev. V predchéazejicim pfikladu, nastane-li w; = (H, H), potom nastavaji jevy A i
B.

b) Q se nazyva jisty jev, protoze at nastane jakykoliv elementarni jev w, vidy w € €.

2.1.1 Operace s nahodnymi jevy

Komplementarni (opaény) jev A° k jevu A se nazjva jev, ktery nastane pravé
tehdy, kdyZ nenastane jev A. Znacime

A =Q~A.
Sjednoceni jeva Aj,..., A, se nazyva jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane
alespon jeden z jevu Aq, ..., A,. Znacime

AUAU...UA, nebo [ J4;.

j=1
Prinikem jeva A, ..., A, nazyvame jev nastavajici prave tehdy, kdyz nastavaji vSechny
jevy Ai, ..., A,. Znacime
n
ANA;N...NA, nebo (4.
j=1
Nékdy budeme téz pouzivat zkraceny zapis AN B = AB.

Disjunktni (nesluc¢itelné) nazyvame takové jevy A a B, které nemohou nastat sou¢asné,
tj. jestlize AN B = (.
Pokud jsou jevy A a B disjunktni, budeme znacit

J=1 J=1

Rikame, Ze jev A implikuje jev B (A m4a za néasledek B) jestlize jev B nastane
vzdy, kdyz nastane jev A. Znac¢ime

ACB.

Priklad 2.3 Oznacme jev A: doziju se 70 let a jev B: doZiju se 40 let. Potom jev A
implikuje jev B, A C B.

Véta 2.1 Pro vsechny jevy A, B,C' C Q plati:

1. ACA

10



2. jestlize AC B a B C C potom AC C

3. ANA=A, AUA=A

J. AUB=BUA, ANB=BNA

5. AnN(BNC)=(AnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC

6.0 CcACQ

7. ANBCACAUB

8. 0NA=0, PUA=A

9. QONA=A4 QUA=Q

10. (A9 = A

11. (AUB)Y =A°NBY a (ANB)° =A°UBY (de Morganovy vztahy)

AUB = A+ Bn A¢

~
b

1. B=ANB+A°NB=AB+ A°B .

Ditkaz. Dokazme napifklad druhy de Morgantiv zékon (A N B)Y = A U BY. Méame
dokazat rovnost dvou mnozin, takze ukazeme dvé inkluze.

C:
we(ANB)Y = wd¢ANB = wé¢AVwd¢B =
= wecA°vVweBY = weAUBC°.
D: Tato inkluze se ukaze aplné stejné opac¢nym postupem. 0

Cviceni 2.1 Hodime tfikrat minci. Vyjmenujte vysledky pfiznivé nasledujicim jevim:

A - padne pravé jeden lic
B - padne nejvys jednou rub
C - padne trikrat tataz strana mince

D - padne alespon dvakrat rub .

2.2 Axiomaticka definice pravdépodobnossti

Pripomenme, ze symbolem 2 jsem oznacili mnozinu vSech moznych vzajemné se vylucu-
jicich vysledkt a jeji prvky w jsme nazyvali elementarni jevy.

Definice 2.1 Necht je ddna neprizdnd mnoZina Q a systém A podmnoZin mnoZiny €,
pro ktery plati

1. Qe A

11



2. je-li A € A, potom A =Q~ A € A
3. jestlize Ay, Ay, As,... € A, potom i|J° A € A.

Potom systém A nazveme o-algebrou a prvky systému A jevy (ndhodné jevy). Dvojici
(Q,.A) nazgvdme pozorovaci prostor.

Zabyvejme se ted zdkladnimi vlastnostmi o-algeber.
Tvrzeni 2.1 Nemozny jev O je vidy prvkem o-algebry A, tj. 0 € A.

Diikaz. Protoze plati ¢ = Q € A dostavame s pouzitim bodu b) z definice

0= (09)" € A.
O
Tvrzeni 2.2 Jestlize Ay, ..., A, je konecnd posloupnost jevi z A, potom i
Jaiea.
i=1
Dikaz. Dodefinujme jevy
AnJrl:AnJrQ:"':@a

podle pfedchoziho tvrzeni vime, 7ze A; € A i pro vSechna i > n + 1 a vlastnost 3) z

Definice 2.1 implikuje
Jai=J4aieA
i=1 i=1

0]
Tvrzeni 2.3 Jestlize Ay, As, ... je posloupnost jevi z A , potom i
(AicA.
i=1
Diikaz. Pro vSechna i € IV plati podle bodu 2) z Definice 2.1
A c A
a tedy podle bodu 3) téze definice
JafeA.
i=1
Pouzitim de Morganova vztahu dostaneme
oo oo C
i=1 i=1
a podle bodu 2) tedy
(A€ A
i=1
O

12



Poznamka 2.2 Volba systému A zavisi na konkrétni situaci. Obecné nemusime brat
systém vSech podmnozin mnoziny 2.

Piiklad 2.4 Pro hod kostkou je mnozina vSech moznych vysledka 2 = {1,2,3,4,5,6}
a za systém A muzeme vzit mnoZinu vSech podmnozin mnoziny €2, A = exp 2. Pokud
by néas ale napriklad zajimalo pouze zda padne sudé nebo liché ¢islo, potom lze systém
A volit jednoduseji

A={0,9,{1,3,5},{2,4,6}} .

Definice 2.2 Jestlize 2 = IR, pak nejmensi systém mnoZin, ktery obsahuje vsechny
intervaly v IR nazveme systémem (o-algebrou) borelovskych mnozin a znacime B(IR)

(zkrdcené B).

Priklad 2.5 Jednodussi konecné o-algebra na IR miZe byt generovana koneénym sys-
témem interval@ pokryvajicich IR. OBR:

Definice 2.3 Necht je ddan pozorovaci prostor (2, A). Funkci P : A — IR spliugjici
podminky

1) P(Q) =1
2) P(A) >0 pro vsechny AecA
3) POOit Ak) =D 12 P(Ax)  pro kaZdou posl. disjunktnich mn. Ay, As, ... € A

nazgvame pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti) na A a trojici (2, A, P) pravdépodob-
nostnim prostorem.

Veéta 2.2 Pravdépodobnost nemozného jevu je nulova,
P(0) =0.

Diikaz. Definujme jevy
Al == AQ == A3 == (Z)

Protoze vSechny tyto jevy A; jsou disjunktni, z bodu 3) Definice 2.3 plyne

P@)="P (f:Ak> ZP (Ax) :ip 0),
k=1 k=1 k=1
coz miize byt splnéno pouze tehdy, kdyz P(0) = 0. O
Véta 2.3 Necht Ay,... A, € A jsou disjunktni jevy. Potom
P(Ai+As+...+A,) =P(A) +P(Ay) +... + P(A,).

Diikaz. Definujme jevy A, 1 = A,;2 = ... = (. Potom jsou vSechny jevy A;,i € IN
disjunktni a plati

P(ZAk>:P<ZAk> > P(A) ZP (Ap),
k=1 k=1
nebot podle piedchozi véty plati P(()) = 0. O
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Véta 2.4 Pro libovolné jevy A a B plati

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Diikaz. Pokud rozlozime jev A U B na disjunktni sjednoceni dvou jevii
AUB=A+A°NB, (viz. Véta 2.1)
podle predchozi véty dostaneme
P(AUB) =P(A)+P(A°NB). (2.1)
Podobné rozlozme jev B na B = AN B + A° N B, potom plati
P(B)=P(ANB)+P(A°NB) neboli P(A°N B)=P(B)—-P(ANB).

Dosazenim do vztahu (2.1) dostavame tvrzeni véty. O

Disledek. Pro libovolné jevy A a B plati
P(AUB) <P(A)+P(B).
Véta 2.5 Jestlize A C B, potom

P(A) < P(B).

Drtikaz. Pouzijeme opét rozklad B = ANB+A°NB. Z piedpokladi véty oviem vyplyva,
7e AN B = A a tedy

P(B) = P(A) +P(A° N B) > P(A).
Disledek. Pro libovolny jev A plati

P(A) < 1.

Dukaz. Protoze kazdy jev spliiuje A C 2, dostavame P(A) < P(2) = 1. O
Véta 2.6 Pro kazdy jev A plati

P(AY) =1 —P(A).

Dtikaz. Jisty jev miZeme rozlozit na disjunktni sjednoceni Q = A + A a podle Véty
2.3 tedy plati
1= P(A) +P(A%).

U

Priklad 2.6 Tri hraci hazeji postupné minci. Vyhrava ten, komu padne dfive lic. urcete
pravdépodobnost vyhry kazdého hrace.

14



Oznac¢me symbolem A; jev, ze prvni hra¢ vyhraje ve svém ¢-tém tahu a symbolem A
jev, ze vyhraje prvni hra¢. Potom

P(A)=P (i Ai) = i P(4;) (2.2)

1 111 1 1\°
P =5 Pl =33 505 P = () o

a obecné tedy mizeme psat

Dosazenim do (2.2) dostéavame

r=3 (1) =i -t

i=1 =1

Podobné pro jevy B;, ze vyhraje druhy hrac¢ ve svém ¢-tém tahu a B, Ze vyhraje druhy
hrac, plati

o0

P(B) =Y P(B) =3 3P(4) =

=1

a pravdépodobnost vyhry tfetiho hrace tedy je 1/7.
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Kapitola 3
Zavislé a nezavislé jevy

Predstavme si, ze uz mame néjakou informaci o pokusu a zajimé nas pravdépodobnost
néjakého jevu na zakladé této informace. Napi.

e pravdépodobnost, ze student dokon¢i studium, kdyz dokoncil prvni ro¢nik

e pravdépodobnost, ze student dokon¢i studium, kdyz obhajil vyzkumny tkol.

Je ztejmé, Zze odpovédi na tyto otazky nebudou stejné. Takovéto situace budeme schopni
popisovat pomoci podminéné pravdépodobnosti.

Definice 3.1 Necht jsou ddany jevy A, B € A takové, Ze P(B) > 0. Podminénou pravdépodob-
nosti jevu A za podminky, Ze nastal jev B, nazveme cislo
P(AN B)

P(B)
Véta 3.1 Je-li P(B) > 0, pak P(.|B) je pravdépodobnost na pozorovacim prostoru
(Q,A).

P(A|B) = (3.1)

Dukaz. Na zéakladé predpoklad véty a definice podminéné pravdépodobnosti mame
ukazat tii vlastnosti pravdépodobnostni miry.

1)
P(QNB) P(B)

P(QB) = P(B)  P(D) =1.
2) Pro kazdy jev A € A plati
P(ANB
P(A|B) = % > 0.

3) Pro libovolnou posloupnost Ay, As, ..., A,,... disjunktnich jevi z A plati

PSS, A)NB) PSS, (AN B)
<2A> PB)  PB)

Zle’A N B) ZPA|B

kde jsme v pfedposlednim kroku VyllZlh toho, ze i jevy A; N B, i € IN jsou disjunktni.
OJ
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Priklad 3.1 Na zakladé vyzkumu dédic¢nosti barvy oéi v jisté zemi, byla muZska popu-
lace rozdélena do ¢tyt skupin s procentudlnim zastoupenim uvedenym v tabulce.

cetnost otec syn
5% tmavooky tmavooky
7.9%  tmavooky svétleoky
8.9%  svétleoky tmavooky
78.2%  svétleoky  svétleoky

Urcete pravdépodobnost, Zze tmavooky otec bude mit tmavookého syna.
Ozna¢me jev A - syn bude tmavooky, a jev B - otec je tmavooky. Mame uréit P(A|B),
pritom
P(A) = 0.139, P(B) =0.129, P(AN B)=0.05

a podle definice podminéné pravdépodobnosti tedy

P(ANB)  0.05

PAIB) = P(B)  0.129

= (.388

coz koresponduje s nasim ocekavanim.

Poznamka 3.1 V modelu (2, A, P) vlastné nahrazujeme pravdépodobnostni miru P ji-
nou mirou P(-|B), ktera vice odpovida experimentu (pravdépodobnostnich mér na (€2, .4)
je nekone¢né mnoho).

Véta 3.2 (Soucinové pravidlo) Pro kaZdych n + 1 jevi Ag, A1, ... A, z A takovych, Ze
P(A()Al - An—l) >0, plat{

P(AoA; ... A,) = P(Ag) - P(A1|Ag) - P(As|AgAL) - . .- P(An|AgAr ... Aur). (32)

Dukaz. Protoze
AgAy .. A, 1 CAYA,... A, C...C A,

plati
0 <P(AgA;...An1) < P(AA;... A, 0) < ... <P(A)

a v8echny podminéné pravdépodobnosti jsou tedy dobfe definovany. Vztah (3.2) dokazeme
matematickou indukei.
a) Pro n = 1 mame

P(ApA;1) = P(Ay) - P(A1]Ao),

coz plyne piimo z definice podminéné pravdépodobnosti.
b) Pro pfechod n — n + 1 pouzijeme definici podminéné pravdépodobnosti v prvnim, a
induké¢ni predpoklad ve druhém kroku

P(A()Al “ e An+1) - P(A(]Al v An> . P(An+1|AOA1 . e An)
- P(AO) . P(A1|A0) el P(An‘AoAl e Anfl) . P(An+1’AO e An) .

O
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Piiklad 3.2 (Polya’s urn scheme) V urné je b bilych a ¢ ¢ernych kouli. Ndhodné vy-
bereme kouli, vratime ji zpét a pridame dalsich £ kouli stejné barvy. Urcete pravdépodob-
nost, ze ve tiech po sobé jdoucich pokusech vytahneme vzdy bilou kouli.

Necht B; znadi jev, Ze v i-tém tahu vytahneme bilou kouli. Hledané pravdépodobnost

potom je

b b+ k b+ 2k
b+c b+c+k b+c+2k’

P(B1ByB3) = P(B;) - P(Bs|By) - P(B3|B1Bs) =
Definice 3.2 Konecnou mnozinu {B, ..., B,} jevi z A, pro kterou plati
a) BiNB; =0 proi#j
b) P(B;)) >0Vien
c) P Bi) =1,
nazveme uplny soubor jevi.

Véta 3.3 (O uplné pravdépodobnosti) Necht { By, ..., B,} je uplng soubor jevi a necht
A € A. Potom plati

P(4) = P(A|B)-P(B)
i=1
(rozklad nepodminéné pravdépodobnosti na podminéné).

Dtikaz. Podle Véty 2.1 plati pro libovolné jevy A, B rozklad A = AB + AB. Pokud
jev B nahradime jevem ) | B;, plati

n n C
A=A (ZBZ) + A <ZBZ»> .
i=1 i=1
Protoze ale v nasem piipadé plati
n c
P ( Bi> =0,
i=1
dostavame

P(A) =P <A (i 31-)) =P <i ABZ) = i P(AB;) = i P(A|B,)P(B)),

kde jsme vyuzili nezavislosti jevii AB; a definice podminéné pravdépodobnosti. 0

Priklad 3.3 M¢jme krabici s n; listky s ¢islem 1 a no listky s ¢islem 2. Vytahneme
nahodné listek a podle vysledku se prfesuneme do prvniho nebo druhého osudi, ktera ob-
sahuji by bilych a ¢; cernych, resp. by bilych a ¢y ¢ernych kouli. Jaka je pravdépodobnost,
ze vytahneme bilou kouli?
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Oznac¢me jevy B; - vytahnu listek s ¢islem 1, By - vytdhnu listek s ¢islem 2, A -
vytahnu bilou kouli. Protoze jevy By, By tvoii tplny systém jevil, mtzeme pouzit tvrzeni
predchozi véty a dostavame

bl s b2 )
. + . .
b1+C1 n1 + Na bg—i-Cg n1 + Na

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) =

Poznamenejme jen, ze postup pfes vSechny mozné a priznivé vysledky by byl v tomto

vvvvvv

Véta 3.4 (Bayesova véta) Necht {Bi,...,B,} je tuplng soubor jevi a necht A € A.
Potom pro kazdé i € n plati

P(A|B;)P(B)
2.1 PAIB)P(B:) -

P(Bi|A) = (3.3)

Diikaz. Pouzitim definice podminéné pravdépodobnosti a véty o uplné pravdépodob-
nosti pfimo dostaneme
P(BiA) _ P(AB) P(A|B;)P(B;)

P(Bi|A) = P(A) ~ P(A) S PAB)PB)’

O

Poznamka 3.2 Tato véta umoziiuje zabyvat se ,opacnym“ pristupem. Na konci po-
zorujeme jev A a ptame se, jakd je pravdépodobnost, Ze nastala hypotéza B;.

Priklad 3.4 Telegrafni zprava se sklada ze symbolu ,,-“ a ,,-“. Pfi pfenosu se zkresli

prumérné 2/5 tecek a 1/3 ¢arek. Déle vime, ze v signalech se symboly ,,-“ a ,,- vyskytuji
v poméru 5:3. Urlete pravdépodobnost, ze byl pfijat vyslany signdl, jestlize a) byla
pfijata ,,-“, b) byla pfijata ,-“.

Oznac¢me A - jev, ze byla prijata ,,-“, B - jev, ze byla pfijata ,-“, C - byla vyslana

»“a Cy - byla vyslana ,,-“. Jevy C7, Cs tvori uplny soubor jevi a plati pro né
P(C;) 5
= - P(C P(Cy) =1
P(CQ) 37 ( 1)+ ( 2)

a tedy P(Cy) =5/8 a P(Cy) = 3/8. Protoze dale

PIAIC) =3 & PAICy) =

dostavame s pomoci Bayesovy véty

P(C1]A) = P(AIC)P(C) B 13 S S
P(A[C))P(Cy) + P(A|Cy)P(Cy) — 2.3 4 1.3 7 4
Podobné pro bod b) dostavame
2
P(BICY) = a P(BICs) =3
) 2 3
P(Cy|B) = P(B|C2)P(Cs) _ 3°% _ 1
P(B|C1)P(Cy) + P(B|Co)P(Cy) — 2.5 4 2.8 7 2
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Cviceni 3.1 Tii stielci zasdhnou pii kazdém vystielu ter¢ s pravdépodobnostmi po
fadé 4/5, 3/4 a 2/3. Pfi soucasném vystielu vSech tii st¥elci nastaly dva zasahy. S jakou
pravdépodobnosti se minul tieti st¥elec? [6/13]

Cviceni 3.2 Spolecnost 5 muzi a 10 Zen se ndhodné rozdéli na pét skupin po tiech
osobéach. Urcete pravdépodobnost, Ze v kazdé skupiné bude jeden muz. [0.081]

Cviceni 3.3 Méjme 5 krabic a v kazdé z nich b bilych a ¢ ¢ernych kouli. Z prvni kra-
bice se ndhodné vytdhne jedna koule a pfemisti se do druhé. Pak se z druhé krabice
nadhodné jedna vybere a premisti do tfeti atd. Urcete, jakd je po tomto premistovani
pravdépodobnost toho, Ze se z posledni krabice vytahne bild koule. [b/(b+c)]

Cviceni 3.4 Mé&jme tii krabice. V prvni krabici je 1 bild, 2 ¢erné a 3 modré koule, ve
druhé 2 bilé, 1 cernd a 1 modra a ve tfeti 4 bilé, 5 ¢ernych a 3 modré. Nékdo ndhodné
vybere krabici, vytahne z ni kouli a fekne nam, ze je bila. Z jaké krabice ji s nejvetsi
pravdépodobnosti vytahl? [pravdépodobnosti 1/6,1/2,1/3]

Cviceni 3.5 U elektrického spotiebice se vyrobni vada vyskytuje s pravdépodobnosti
0.1. U vyrobkt s touto vadou dochézi v zarucni dobé k poruse s pravdépodobnosti
0.5, vyrobky bez vady maji pravdépodobnost poruchy v zaruéni dobé 0.01. Urcete
pravdépodobnost, Zze vyrobek, ktery se v zaru¢ni dobé porouchal mé uvedenou vadu.

Cviceni 3.6 Zamyslite koupit v autobazaru viz jisté znacky. Je ovSem zndmo, ze 30%
takovych vozi ma vadnou prevodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika,
ktery je po projizdce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0,1 se zmyli.
Jaka je pravdépodobnost, ze viz, ktery zamyslite koupit, ma vadnou prevodovku

a) predtim, nez si najmete mechanika

b) jestlize mechanik pfedpovi, ze viz je dobry?

3.1 Nezavislé jevy

Definice 3.3 Rekneme, e dva jevy A a B jsou nezdvislé, jestliZe
P(AnB)=P(A)-P(B).

Poznamka 3.3 Z definice podminéné pravdépodobnosti vime, ze P(ANB) = P(A|B)P(B),
jsou-li jevy A a B nezavislé dostavame

P(A|B) = P(A).

Neboli jsou-li jevy A a B nezavislé, znamena to, Ze vyskyt jevu B neovlivni pravdépodob-
nost jevu A a naopak.

Priklad 3.5 Uvazujme hod kostkou a oznaCme jevy A - padne sudé ¢islo a B - padne
¢islo neprevysujici 2. Jsou jevy A a B nezavislé?

Jevy A, B a AN B jsou reprezentovany vysledky
A={2,4,6}, B={1,2} a AnNnB=1{2}.
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To znamena, ze

1
3
a tedy P(AN B) = P(A) - P(B), z ¢ehoz vyplyva, ze jevy A a B jsou nezavislé. (poz-
namenejme jenom, ze P(A|B) = 1/2 a P(A) = 1/2 a vyskyt jevu B tedy neovlivnil
pravdépodobnost jevu A.)

P(A) ==, P(B)=> a P(AﬂB):%

N | —

Priklad 3.6 Pozménme trochu zadéani predchoziho piikladu a uvazujme hod kostkou a
jevy A - padne sudé ¢islo a B - padne ¢islo neprevysujici 3. Jsou jevy A a B nezavislé?

Jevy A, B a AN B jsou reprezentovany vysledky
A=1{2.4,6}, B={1,23} a ANB={2}.

To znamena, ze

P(B):% a P(ANB) =2

P(A) = -

1
5
a tedy P(AN B) # P(A) - P(B), z ¢ehoz vyplyva, Ze jevy A a B nejsou nezavislé. (poz-
namenejme, ze P(A|B) =1/3 a P(A) = 1/2 a vyskyt jevu B tedy ovlivnil pravdépodob-
nost jevu A.)

Véta 3.5 Necht A,B € A, P(B) > 0. Potom jsou jevy A a B nezdvislé prdvé tehdy,
kdyz
P(A|B) =P(A).

Diikaz. =: Z definice podminéné pravdépodobnosti a nezavislosti jevii A a B dostavame

P(A|B) = P(ﬁ(g)B) - P(AFB(';)(B) — P(A).

«: 7 predpokladu P(A|B) = P(A) a definice podminéné pravdépodobnosti vyplyva
P(AN B) =P(A|B)P(B) =P(A)P(B)
a tedy jevy A a B jsou nezavislé. O
Definice 3.4 Rekneme, Ze jevy A1, Ay, ..., A, jsou (sdruZené) nezdvislé, jestlize
P(A;, ... A;) =P(A4;)...P(4;)
pro kazdy konecny vybér {iy,... ix} € nN.
Definice 3.5 Jevy A4, ..., A, se nazyvaji parove nezavisle, jestlize pro kazdé v # j plati
P(A;iNA;) =P(A4) P(4;).

Priklad 3.7 Predpoklddejme ndhodny pokus s mnozinou moznych elementarnich vysledku
Q = {w1,ws,ws,wy}, které jsou vsechny stejné pravdépodobné (napf. hod kostkou ve
tvaru Ctyfsténu). Definujme tii jevy

A - {wth}) B = {w17w3}7 O - {W17W4} .
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Potom P(A) = P(B) = P(C) = 1/2 aprotoze ANB = ANC = BNC = {w;} dostavame

WABy:ony:mBoyzi

a tedy jevy A, B, C jsou parové nezavislé. Protoze ale

| = P(ABC) £ P(AP(B)P(C) =

1

8 Y

jevy A, B, C nejsou sdruzené nezavislé.

Véta 3.6 Jsou-li jevy A a B nezdvislé, pak také jevy A a B jsou nezdvislé.

Diikaz. Zapisme jev A jako A = AB + AB®. Potom P(A) = P(AB) + P(ABC) a tedy

P(ABY) = P(A) — P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(BY).
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Kapitola 4
Nahodné veliciny

V celé této kapitole budeme uvazovat pravdépodobnostni prostor (2,4, P). Vysledkem
pokusu ale nemusi byt vzdy ¢islo (tramvaj piijela-nepfijela, obrazky na kostce atd.).
Abychom vysledky takovych experiment mohli matematicky zpracovavat, prifazujeme
kazdému vysledku ¢islo. To je zakladni princip ndhodné veli¢iny, je to zobrazeni X : () —

R.

Definice 4.1 Ndhodna velicina je zobrazeni X : ) — IR takové, Ze pro kaZdé x € IR

plati
X H(~00,7)) ={w e QX (w) <z} € A.

(tj. vzory vsech intervali (—oo, x) jsou méfitelné (funkci P) mnoZiny)

Priklad 4.1 Predpokladejme, Ze hazime najednou dvéma kostkami. Potom mnozina
vSech moznych vysledkid ma tvar

Q={(i,j)ic6,jecbai<j}.
Za o-algebru A zvolme systém vSech podmnozin mnoziny €2 a ndhodné veli¢ina X necht
vyjadiuje soucet vysledki, tj.
X(t,j)=i+j.
Potom napriklad
X1 ((~00,12)) = {w e QX (w) < 1.2} =0,
fw e QX (W) <31} = {(1,1),(1,2)},
protoze X(1,1) =2a X(1,2) =3 a
{we QX(w) <4} ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2)} .

Nadale budeme v tomto textu pouzivat nasledujici oznaceni:
{lweQX(w) <z} 2[X <

[ ]
[ )
{weQX(w) >z} 2 [X > 2]
{weQX(w)>a} 2| ]
[ )

[ ]



Véta 4.1 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Potom

1) X +Y je také ndhodnd veli¢ina
2) kX je ndhodnd velic¢ina pro vSechna k € IR
3) XY je ndhodnd velic¢ina

4) je-li navic [Y = 0] =0, pak X/Y je ndhodnd velicina.

4.1 Distribuc¢ni funkce nahodnych velicin

Jednou z moznosti, jak popsat ndhodnou veli¢inu je distribuc¢ni funkce.

Definice 4.2 Necht X je ndhodnd wveli¢ina. Funkci Fx : IR — IR definovanou pro

vsechna x € IR vztahem
Fx(z) =P[X <z, (4.1)

nazyvame distribucni funkce ndhodné veliciny X .
Priklad 4.2 Uvazujme tfi hody minci. MnoZina vSech moznych vysledki je
Q = {(H7 H7 H)7 (H7 H7 O)? (H7 07 H)7 (07 H? H)? H7 O? O)? (07 H? 0)7 (07 07 H)7 (07 O? O)} 7

kde H znadi, ze padla hlava a O, Ze padl orel. Necht ndhodné veli¢ina X vyjadfuje pocet
hlav, které padly. Tedy napf. X(H,H,H) = 3, X(H,0,0) = 1,... Distribu¢ni funkce
nahodné veli¢iny X bude mit tvar

pro z <0 (X <z]=0 aFx(x)=0
pro0<z<1l [X<z]={(0,0,0)} aFX(x):%
prol <z <2 [X <z]={(0,0,0),(0,0,H),(0,H,0),(H,0,0)} aFx(z)=1
pro2<z<3 [X<z|=Q~{(H H H)} a Fx(z) =1
proz >3 (X <z]=Q a Fx(z) =1,

viz. nasledujici obrazek.

Priklad 4.3 Uvazujme ndhodnou veli¢inu X, ktera popisuje polohu velké rucicky hodin.
Tu mitizeme udavat pomoci tthlu, o ktery se posunula od poc¢atku. Pravdépodobnostni
model popisujici tuto situaci potom bude

Q= (0,27), A=B((0,2r)), P(A) i/OWIA(a:)d:U,

:27r

kde I4(x) je charakteristickd funkce mnoziny A € A, tj.

La(x) 1 proz e A,
€Tr) =
4 0 proz ¢ A.
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Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X ma potom tvar
0 pro x < 0,
Fx(x) =P[X <z| = ; pro 0 <z < 2m,
7r

1 pro x > 2.

Nasledujici véta shrne zakladni vlastnosti distribuc¢ni funkce.

Véta 4.2 Necht X je nahodnd veli¢ina a Fx(x) jeji distribucni funkce. Potom

1) 0 < Fx(z) <1 pro vsechna x € IR

2) jestlize x1 < x9, potom Fx(x1) < Fx(x3) (tj. Fx je neklesajici)

3) lim, ., Fx(z) =0

4) lim, o Fx(z) =1

5) pro vSechna a € IR plati lim,_.,, Fx(z) = Fx(a) (t. Fx je zprava spojitd)

6) Fx ma nejugse spocetné mnoho bodi nespojitosti.

Duikaz. ad 1) Pro vSechna x € IR plati 0 < P[X < z] < 1 a tvrzeni vyplyva z definice
distribucni funkce.

ad 2) Nahodny jev [X < x5] se d4 zapsat jako disjunktni sjednoceni
(X <o = [X <]+ [11 < X <
a tedy
Fx(x9) =P[X < 23] =P[X <]+ Plx; < X <29 > P[X < 1] = Fx(21) .

ad 4) Podle definice limity méme dokézat
(Ve > 0)(3z. € R)(Vr > z.)(Fx(z) > 1—¢).

Zvolme € > 0 pevné. Protoze X je ndhodné veli¢ina a X (w) je kone¢na pro vSechna
w € €, lze rozlozit () na

QO=[X<0+) [F—1<X <k

oo
k=1

a po aplikaci pravdépodobnosti na tuto rovnost dostaneme

1:P[X§O]+iP[k—1<X§k].

k=1

To ale znamena, ze fada nezapornych c¢lent na pravé strané je konvergentni a tedy
existuje N. € IN tak, ze pro vSechna n > N.

PIX<0+) Ph—1<X<k>1-¢,
k=1
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neboli pro vSechna n > N,
PIX<n]>1-c¢.

Zvolme x. = N, + 1, pro tuto hodnotu tedy plati P[X < x.] > 1 — ¢ a aplikaci bodu 2)
dostavame pro vsechna x > x.

Fx(z)=PX <z]>PX<z]|>1-¢.

ad 3) V tomto pfipadé méame dokézat, ze
(Ve > 0)(Jz. € R)(Vx < z.)(Fx(x) <¢).
Diikaz se provede podobné, jako v predchozim bodé. Zvolme € > 0 pevné a rozlozme {2

na

Q:[X>O]+i[—(k+1)<X§—k].

Aplikaci pravdépodobnosti na tuto rovnost dostaneme

1:P[X>O]+iP[—(k+1)<X§—k].

k=0

To ale znamenad, ze existuje N. € IN tak, ze pro vsechna n > N,

P[X>O]+iP[—(k+1)<X§—k]>1—e,

k=0

coz je ekvivalentni vyrazu
PIX<—-(n+1)<e.

Zvolme z. = —(N. + 2), pro tuto hodnotu tedy plati P[X < z.] < ¢ a aplikaci bodu 2)
dostavame pro vSechna r < x.

Fx(z)=P[X <z]<PX<z]|<e.

ad 5) Pro dtkaz tohoto tvrzeni véty rozlozime na disjunktni sjednoceni jev

[a<X§a+1]:i{a+

n=1

1
<X§a+—} )
n+1 n

Plati tedy

N
P[a<X§a+1]:ZP[a+

n=1

1 1
< X < — A
n+1 _a—i_n}—'— N

kde Zy je zbytek konvergujici k nule pro N — oo. Posledni vyraz lze piepsat do tvaru

Fx(a+1)—Fx(a) = P[CL'F

1
<X <a+1]+Zy =Fx(a+1)— Fx (a+—) ,

N +1 N+1

ze kterého vyplyva, ze

1 ) 1
Fx(a+N—+1):FX(a)+ZN atedy ]\}1—>H<1>OFX (a+N——H):FX(a)
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Stejna hodnota limity pro x — a, vyplyva z monotonie distribu¢ni funkce Fly.

ad 6) Ozna¢me S, mnozinu bodi, kde mé funkce Fx(z) skok velikosti vétsi nebo
rovné 1/n. Mnozina v8ech bodu nespojitosti S funkce Fx se d4 potom vyjadiit jako

S = Gsn.
n=1

Pro kazdé n je mnozina S, kone¢na, jinak by totiz hodnoty funkce Fy presahly jednicku,
z ¢ehoz vyplyva, ze mnozina S je nejvyse spocetna. 0

Poznamka 4.1 Jestlize néjakd realnd funkce spliiuje vlastnosti 1),...,5) z predchozi
véty, pak je to distribuc¢ni funkce néjaké ndhodné velic¢iny.

Poznamka 4.2 Nékdy se definuje
Fx(z) =P[X < z].
Takova distribu¢ni funkce je potom spojita zleva, ostatni vlastnosti ziistavaji v platnosti.

Priklad 4.4 Pristroj obsahuje 5 tranzistort. Predpokladame, ze doslo k poruse zpu-
sobené jednim tranzistorem. Opravaf prohlizi jeden po druhém bez vraceni. Urcete dis-
tribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X oznacujici pocet potiebnych zkousek.

Nahodna veli¢ina X muze nabyvat hodnot z mnoziny {1, 2,3, 4,5}. Pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot jsou

1 4 1 1 4 3 1 1
PIX =11=- PIX=9l=_-.-—- PX=3=_-.2.2 _ =

4 2 1 1 4 2 1
P[X:4]——-§-—-—:—, p[X:5]:_.§ ..... 1==,

5 4 3 2 5 5 4 3 2 5

z ¢ehoz vyplyvaji prislusné hodnoty distribuc¢ni funkce:

Fx(z)=0 pro z < 1,
Fx(z)=P[X =1] =1 prol <z <2,
Fx(z) =P[X =1]+P[X =2]=2 pro 2 < x < 3,
Fx(z) =P[X =1]+P[X =2]+P[X =3]=2 pro3 <z <4,
Fx(z) =PX =1]+...+PX =4 =1 pro 4 <z < 5,
Fx(z)=PX=1]4+...+4PX=5=1 pro x > 5.

OBR.

Priklad 4.5 Nahodna veli¢ina X je zadana distribu¢ni funkeci

0 pro x <0,
1—e2 prox > 0.
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Najdéte P[1 < X < 2],P[-1 < X < 2],P[X =1].
Pl<X<2=PX<2-PX<1]=Fx2)—Fx(1)=1l—-e?—14+e?=c2—e"*.
Pl-1< X <2l=Fx(2) —Fx(-1)=1—-e*-0=1—¢"".

Vsimnéte si, ze P[—1 < X < 2] = P[0 < X < 2] z ¢ehoz vyplyva P[-1 < X < 0] = 0.
PIX =1] = P[X < 1] = P[X <1] = Fx(1) = lim Fx(t) = Fx(1) - Fx(1) = 0.

Poznamka 4.3 7 prikladu je vidét, ze pravdépodobnost urcité hodnoty bude nenulova
pouze tehdy, kdyz distribu¢ni funkce bude mit v tomto bodé skok.

4.2 Mnohorozmérné distribuc¢ni funkce

Casto méfime vice veli¢in najednou, napi. teplota, tlak, vlhkost, nebo miry 90-60-90, atd.
Kazdé ¢islo je nahodna veli¢ina samo o sobé, abychom si ale udélali celkovou predstavu,
musime znat vSechna. Jednotlivé veli¢iny mohou byt nezavislé, mohou ale mit i silnou
vazbu, napt. thlopricka c¢tverce a jeho plocha, primérny ro¢ni pfijem a vyse dichodu.
Budeme chtit ziskavat souhrnné informace o obou(vsech) proménnych, informace o jedné
z veli¢in, informace o jedné z nich za podminky na druhou (ostatni). Toto vSe budeme
schopni popisovat pomoci mnohorozmeérné distribuc¢ni funkce.

Vektor ndhodnych veli¢in Z = (X, Xs,..., X,,) budeme nazyvat ndhodny vektor.
Pro jednoduchost budeme vétsinu pojmu definovat pro nahodné vektory o dvou slozkach,
pripadné rozsifeni bude zfejmé.

Definice 4.3 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Pak jejich sdruZend distribucéni funkce
je pro vsechny (x,y) € IR? definovdna predpisem
Fxy(z,y) =P(X <a][Y <y).

Poznamka 4.4 Sdruzené distribu¢ni funkce maji podobné vlastnosti jako distribuc¢ni
funkce jedné proménné. Proto vyslovime jen nékteré véty a bez dikazt, které jsou
podobné jako v pripadé jedné proménné.

Véta 4.3 Necht Fxy je sdruZend distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y’). Potom
pro vsechna r1 < x5 a y1 < yo platt

Fxy(z1,91) < Fxy(72,12) .
Véta 4.4 Necht Fxy je sdruzend distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y'). Potom

lim Fxy(x,y) =0 provsechna ye€ IR,

lim Fxy(z,y) =0 pro vdechna =€ IR.

y——00
Véta 4.5 Necht Fxy je sdruzend distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y'). Potom

lim Fxy(xz,y) = Fy(y) pro vsechna y € IR,

r—00

lim Fxy(x,y) = Fx(z) provsechna =€ IR.

Yy—00
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Poznamka 4.5 Distribu¢ni funkce F'x, Fy z piredchozi véty budeme nazyvat marginalni
distribucéni funkce ndhodného vektoru (X,Y’). Obecnéji, pokud Z = (X, Xy,...,X,)
je nahodny vektor, vektor 2’ = (X, X,,,...,X;,), pro k < n, nazgvame margindlni
ndhodny vektor, jeho rozdéleni marginalni rozdéleni a specialné nahodnou veli¢inu X;
nazyvame margindlni nahodnd veli¢ina.

Definice 4.4 Ndhodné veliciny X a Y nazgvdme (statisticky) nezdavislé, jestlize jsou
nezavislé jevy

[a< X <b a [c<Y <d]
pro libovolné dvojice (a,b), (c,d), kde a,b,c,d € IR a a < b,c < d.
Véta 4.6 Ndahodné veliciny X,Y jsou nezavisle prdve tehdy, kdyz pro kaZdou dvojici
(z,y) € R? plati rovnost

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) .

(hodnota sdruzené distribucni funkce je rovna soucinu hodnot margindlnich distribucnich
funket.)

Diikaz. =: Nechf jsou X, Y nezavislé, tj. pro viechna a,b,c,d € IR, a < b,c < d plati
P(la < X <blle<Y <d])=Pla< X <b]-Ple<Y <d].
Polozme a = —00,b = z,¢ = —00,d = y. Potom pro viechna (z,y) € IR? plati

Fxy(xz,y) = P([-oo< X <z|[-00<Y <y])
= Pl-oo< X <z]-Pl—o0o <Y <y| = Fx(x)- Fy(y).

P([a < X< b][C <Y < d]) = F)@y(b, d) — F)@y(b, C) — F)Qy(d,d) + FX,y((I,, C)
= Fx(b)Fy(d> - Fx(b)Fy(C) - FX(CL)Fy<d) + Fx(a)Fy<C)
= (Fx(b) — Fx(a))(Fy(d) — Fy(c)) =Pla< X <b]-Ple <Y <d].

Piiklad 4.6 Néhodny vektor (X,Y") je zadan pravdépodobnostmi

Y\X| 2 5 8
0.4 [0.15 030 0.35
0.8 |0.05 012 0.03

Urcete sdruzenou a piislusné marginéalni distribucéni funkce a rozhodnéte, zda jsou nahodné
veliciny X, Y nezavislé.

Hodnoty sdruzené distribuc¢ni funkce jsou vidét na nasledujicim Obrazku 4.1. Marginalni
distribu¢ni funkce maji tedy tvar

0 pro x < 2,
0.2 pro2<x<5,
0.62 prod <z <8,
1 pro x > §,

Fx(z) = yh_{lgo Fxy(r,y) =
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0 ' 020 | o062 | 1
S S R S
0 | 015 | 045 0.8
0.4f - - - - S oo
0 0 0 0

s : ; .

Obrazek 4.1: Hodnoty distribué¢ni funkce Fx y(z,y).

0 pro y < 0.4,
Fy(y) = lim Fyy(z,y) = (0.8 pro 0.4 <y <08,
1 proy > 0.8.

Protoze naptiklad pro z = 3 a y = 0.5 neplati Fxy(z,y) = Fx(x) - Fy(y), veli¢iny X a
Y nejsou nezavislé.
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Kapitola 5
Diskrétni nahodné veliciny

Definice 5.1 Rikdme, Ze ndhodnd velicina X md diskrétni rozdélent, jestlize existuje
koneéna nebo spocetnd mnozina redlngjch cisel H = {x1, 2, ..., x,,...} takovd, Ze pro
vsechna x; € H

PX=2;/>0 a Z PX=uz]=1.

Tj €eH

Poznamka 5.1 Jinymi slovy, obor hodnot ndhodné veli¢iny X je nejvySe spocetna
mnozina.

Definice 5.2 Funkci P(z) = P[X = x| definovanou pro vSechna x € IR nazveme
pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny X .

Poznamka 5.2 V bodech, kde je P(x) nenulova budeme jeji hodnoty znadit
P(x;) = P[X = 2] £ p;.

Poznamka 5.3 Diskrétni ndhodné veli¢iny se obvykle zadavaji pravdépodobnostnimi
funkcemi ve formé tabulky, napf.

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny méa tvar

Fx(z) = Z PX =z = Z p; pro z€IR.

jix; <z Jizi<z

Z toho tedy vyplyva, Ze distribu¢ni funkce Fy(x) méa skoky v bodech zy,z,... a je
konstantni v intervalech (z;, x;41), j = 1,2, .... Navic velikost skoku v bodé z; je rovna
P[X = z;]. MizZeme tedy psat

Obrazek

31



Poznamka 5.4 Pokud jsou oborem hodnot ndhodné veli¢iny X nezdporné celd cisla
{0,1,2,...}, je mozno zapsat distribu¢ni funkei ve tvaru

2
Fx(z) =) P[X =n],

n=0

kde symbol [x] oznacuje celou ¢ést z Cisla x.

CvicCeni 5.1 Automobil mé na trase 4 semafory. Ty davaji s pravdépodobnosti 2/3
zelenou nebo s pravdépodobnosti 1/3 ¢ervenou (pracuji nezévisle). Urcete rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny udavajici pocet semafort, které automobil pojede
pred prvnim zastavenim.

Cviceni 5.2 Terc je rozdélen na tfi oblasti ocislované 1,2,3. Za zasah oblasti 1 ziskava
sttelec 10 bodti, za oblast 2 ziskava 5 bodu a za oblast 3 dostava -1 bod. Pravdépodob-
nosti zasahu sttelce jsou po radé 0.5, 0.3, 0.2. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhod-
ného poc¢tu bodi ziskaného pii dvou vystielech.

5.1 Priklady diskrétnich rozdéleni

5.1.1 Alternativni rozdéleni (Bernoulliovo)

Toto rozdéleni slouzi pro popis ndhodnych situaci majicich dva mozné vysledky (ano x
ne, spravné x Spatné). Napfiklad hod minci, kostkou (kdyz nés zajima pouze sudost,
lichost). Obvykle se témto vysledkim piifazuji hodnoty 0 (reprezentujici netspéch s
predpokladanou pravdépodobnosti 1 — p) a 1 (tispéch s pravdépodobnosti p).

Definice 5.3 Rekneme, e ndhodnd velicina X md alternativni rozdéleni s parametrem
p € (0,1), jestlize plati

P[X =1] =p, PIX=0=1-p.

Poznamka 5.5 Pro vyjadreni toho, ze ndhodna veli¢ina X mé alternativni rozdéleni
budeme pouzivat oznaceni

X ~ Be(p).

Pravdépodobnostni funkce alternativniho rozdéleni se da obecné zapsat ve tvaru

p“(1—p)'=* proz € {0,1},
0 jinak.

H@:HX:ﬂ:{

5.1.2 Binomické rozdéleni
Uvazujme ndhodnou veli¢inu X vyjadiujici pocet vyskytt jevu A v n nezavislych pokusech.

Jestlize pravdépodobnost jevu A je pokazdé rovna p, pravdépodobnost, Ze jev A nastane
z n pokusi praveé k-krat je

pe =PX = k] = (Z)p’“(l —p)" k.
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Protoze ndhodna veli¢cina X miize nabyvat hodnot 0,1, ...n a podle binomické véty plati
n n B .
> (k)pk(l —p)" =+ 1-p" =1,
k=0

jedna se o rozdéleni pravdépodobnosti.

Definice 5.4 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md binomické rozdéleni s parametry
neIN ape(0,1), jestlize

n

PIX =k] = (k)pk(l—p)"_k pro k=0,1,...,n.

Znacime X ~ Bi(n,p).

Poznamka 5.6 Plati, jestlize X, j € i, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s alternativnim
rozdélenim s parametrem p, potom méa nahodna veli¢ina X definovana predpisem

XEXi+Xo+...+ X,
binomické rozdéleni s parametry n a p.

Piiklad 5.1 Uvazujme Sachovou partii, ve které jsou dva stejné silni soupefi (pravdépodob-
nost vyhry i prohry je 1/2). Rozhodnéte, zda je pravdépodobné;jsi

a) vyhrat 3 partie ze 4, nebo 5 partii z 8,
b) vyhrat alespon 3 partie ze 4, nebo alespon 5 partii z 8.

Zaméime se na jednoho hrace a oznac¢me X nahodnou veli¢inu vyjadiujici pocet jeho
vyher ze 4 partii a Y pocet vyher z 8 partii. Potom

a)

vea- () () ()~
b)
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5.1.3 Pascalovo (geometrické) rozdéleni

Definice 5.5 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md Pascalovo rozdéleni s parametrem
p € (0,1), jestlize

PIX =k =p-(1-p)* pro k=0,1,2,....
Znacime X ~ Geom(p).

Poznamka 5.7 Uvazujme nekonecnou posloupnost Bernoulliovskych pokusu (jev A
nastava s pravdépodobnosti p, nenastava s pravdépodobnosti 1 — p). Nahodné veli¢ina
X ~ Geom(p) potom vyjadiuje pocet pokusi pied prvnim vyskytem jevu A.

Ukazme, ze se skutecné jedna o pravdépodobnostni rozdéleni.

[e’e) [e’e) . p B
;P[X:k]:kz;p(l—p) =Ta -t

Pro Pascalovo rozdéleni je také mozno jednoduse vyjadiit distribu¢ni funkci

2]
Fx(z)=) p(l—p)=p

k=0

1= (1= p)t
1—(1-p)

=1-1-pkHt zeR

Priklad 5.2 Uvazujme zacatek hry ¢lovéce nezlob se, kdy hrac nasadi figurku do hry az
mu padne Sestka. Jaka je pravdépodobnost, ze hrac¢ nasadi ve ¢tvrtém, resp. nejpozdéji
ve Ctvrtém kole?

Ozna¢me X pocet pokusii, nez padne Sestka. Potom X ~ Geom(1/6) a plati
1 n* 1 /5\°
PX=3]==--11—-=) ==-|=] =0.0965
x5 (-5) =5 ()

PIX <3]=Fy(3)=1-— <2)4 = 0.5177.

5.1.4 Poissonovo rozdéleni

Definice 5.6 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md Poissonovo rozdéleni s parametrem
A > 0, jestliZe
WA
e *— prok=0,1,2,...
PIX = k] = o P e

0 Jinak.
Znaceni X ~ Po(\).

Poznamka 5.8 Ovérme, Ze se jedna o rozdéleni pravdépodobnosti,

Ak \F
-\ -\ -2 A
E e —k!—e E —k!—e et =1.
k=0

k=0
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Poznamka 5.9 Poissonovo rozdéleni bylo odvozeno pii popisu radioaktivniho rozpadu.
Pouziti:

a) Pfi popisu poc¢tu udélosti, které nastanou béhem ¢asového intervalu (A - primérny
pocet udélosti za ¢asovy interval). Napt. Pocet signala v telefonni ustiedné.
P¥i popisu poétu ¢astic v jednotce plochy nebo objemu (\ - priamérny pocet ¢astic
v jednotce). Napf. pocet ¢astic v zorném poli mikroskopu.

b) Aproximace binomického rozdéleni
Uvazujme posloupnost nahodnych veli¢in X;, X5, X3,..., kde X; ~ Bi(n,p,).
Necht np, = A, kde A > 0 je parametr. Pfedpoklad tika, Ze relativni pocet
»priznivych“ vysledkti mezi n pokusy by ,se mél pohybovat kolem c¢isla A“. Mluvi
pouze o dlouhodobém chovani, nikoli o jedné realizaci pokusu.
Neni problém spocitat rozdéleni X; pro mala i, pro i velkd (i = 10000) je jiz vypocet
problematicky. a pravé tady nam pomiize Poissonovo rozdéleni.

Véta 5.1 Necht (X,,)°2, je posloupnost nahodngch velicin takovd, Ze X, ~ Bi(n,p,).
Necht
lim p, =0 a limnp,=\ A€ R".

n—oo n—oo

Potom platt

)\k
Tim (Z>p§(1 —p) F = k=012,

(neboli lim,,_,o P[ X, = k] = P[X = k|, kde X ~ Po())).
Duikaz. Rozepisme ¢len za limitou do tvaru

(Z)Pﬁ(l gk = nn—1). k'(n —k+1) . _p,;)n)k (1= p)".

Limitu vyrazu na pravé strané budeme zkoumat po ¢astech. Protoze podle predpokladii
np, — A, muzeme psat p, = A/n + z,, pficemz nz, — 0. Potom

—(Anzn)

A+nz\" 1 i)
ey (o) e
n —(A+nzp)
pro n — oo, kde jsme vyuzili faktu, ze (1 + 1/p,)P» — e pro |p,| — .
Dale i i i

Dn B A/n+ z, B A+ nz,

1-p.,) \1-Xn-2,) \n—-A-nz/) ’
kde

(A +nz,)F — N
a vSechny zbyvajici ¢leny maji limitu

nn—1)...(n—k+1) 1
=
El'(n—X—nz,)k kY

protoze se jedna o limitu typu polynom stupné k lomeno polynom stupné k. Celkem tedy
dostavame tvrzeni véty. 0
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Poznamka 5.10 Pro malad p a velkd n tedy mtiZzeme aproximovat rozdéleni Bi(n,p)
rozdélenim Po(np). Tato aproximace se ¢asto doporucuje pro p < 0.1 a n > 30. Napf.
hodnoty pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny Y ~ Bi(1000,0.0015) mtZeme aproximovat
pravdépodobnostmi ndhodné veli¢iny s rozdélenim Po(1.5). Pro ilustraci zjednoduseni
vypoctu vyjadieme
1000 1.5)°
PlY = 5] = ( . )(0.0015)5(0.9985)995 = elﬁ%.

Priklad 5.3 Pravdépodobnost zavady na jeden kilometr vodice je 0.01. Kabel je slozen
ze 100 vodict, funk¢ni bude pokud je 99 vodici v poradku. Jaka je pravdépodobnost, ze
kabel délky jeden kilometr bude fungovat?

Oznacme X pocet chybnych vodi¢t, tedy X ~ Bi(100,0.01) a A jev, ze kabel bude
fungovat. Potom

100 100
P(A)=P[X <1]=P[X =0]+P[X =1] = ( 0 )0.010-0.991°°+( . )0.011-0.9999 =0.736.

Protoze je n velké a p malé, mizeme také ptislusné pravdépodobnosti aproximovat
pomoci Poissonova rozdéleni s parametrem A = np = 1,
1 1
PIX=0]+PX=1]= e*la + e*lﬂ =2¢ ' =10.736.
Priklad 5.4 Pokusy se zjistilo, Ze radioaktivni latka vyzarila béhem 7.5 sekundy priamérné
3.87 a-castice. Urcete pravdépodobnost toho, ze za 1 sekundu vyzafi tato latka alespon
1 a-c¢astici.
Ozna¢me X pocet Castic vyzarenych za 1 sekundu. Protoze primeérny pocet castic
vyzéafenych za 1 sekundu je A = 3.87/7.5 = 0.516, mizeme nadhodnou veli¢inu X popiso-
vat pomoci rozdéleni Po(0.516) a tedy

05160.516°
—e —_—
0!

Cviceni 5.3 Urcete pravdépodobnost, ze mezi 200 vyrobky jsou alespon 4 zmetky,
jestlize zmetky tvori primérné 1% produkee. [0.143]

PIX>1=1-PX=0 =1 = (.403.

Cviceni 5.4 Béhem hodiny pfijde na telefonni ustfednu priamérné 60 vyzev. Jaka je
pravdépodobnost toho, ze béhem piil minuty, na kterou se manipulantka vzdalila, nebude
nikdo volat? [0.61]

Cviceni 5.5 Korektura 500 stranek obsahuje 1500 tiskovych chyb. Urcete pravdépodob-
nost toho, ze na namatkou vybrané strance jsou alespon 3 chyby. [0.577]

5.2 Diskrétni nahodné vektory

Definice 5.7 Rekneme, e ndhodny vektor X = (X1, Xo, ..., X,,) je diskrétni, jestlize
existuje konecnd nebo spocetnd mnozina n-tic {(x11, o1, ..., Tn1), (T12, 22, -« -, Tp2), ...}
takova, Ze

P(.Tli,xgi, o ,I‘m;) = P[Xl = LL’li,XQ = T9,... ,Xn = SL’WL] >0 pro vSechna = 1,2, c..
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ZP(Ilux?i;”-axni) = ]_

Funkci P(xy, 23, ..., x,) nazgvame pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X .

5.2.1 Multinomické rozdéleni

Definice 5.8 Rekneme, Ze ndhodny vektor X = (X1, Xo,...,Xy) md multinomické
rozdélent s parametry n,pi1,...,px, kden € IN, 0 < p; < 1,j € k a Z?lej =1,
jestlize

n!

PIXi=a,.... X =a| = ————— p'p>2 .. . p*
[ ) ) ] xlle‘xk'pl p2 pk

prox; =0,1,...n,j € E, a Z§=1 xr; =n a je nulovd jinak.

Poznamka 5.11 Nézev tohoto rozdéleni pochéazi z toho, ze P[ X, = x1,..., X = x4] je
obecny ¢len rozvoje (p1 + pa + ... + px)". Multinomické rozdéleni je vlastné zobecnénim
binomického: uvazujme n nezavislych pokust, z nichz v kazdém nastane prave jeden z
k vzajemné disjunktnich jevi Ay, As, ..., Ax. Pritom, predpokladame, ze pravdépodob-
nost, Ze v i-tém pokusu nastane jev A; je p; a 25:1 p; = 1. Binomické rozdéleni je tedy
specidlnim pfipadem multinomického pro k = 2.

Priklad 5.5 U vyrobku méfime znak Z. Vyrobek je dobry, jestlize Tp < Z < Ty.
Uvazujme jevy Ay : Z < Tp, Ay : Tp < Z < Ty a Az : Z > Ty. Za normalnich
podminek je znamo, ze

3
P(A;) =p;, j=1,2,3 pficemz ij =1.

j=1

Potom pravdépodobnost, ze z n vyrobki jich bude mit z; Z < Tp, x5 hodnotu Tp <
Z < Ty a x3 hodnotu Z > Ty je rovna

!
PXi =21, Xo =20, Xy =23] = WM 'y’ s

n' .
= p 1—
5(71!5(]2!(71—,1]1 —x )l 1 P2 ( pP1 — P2

)'rL—:El —I2

Napit. pro p; = 0.02,p, =0.95,p3 =0.03an =6

6!
P[Xlzl,X2:4,X3:1]—m002 0.95%-0.03 = 0.015.

5.2.2 Vldastnosti diskrétnich nahodnych vektora

Uvazujme diskrétni ndhodny vektor (X7, X5). Potom sdruzena distribué¢ni funkce tohoto
vektoru je dana predpisem

Fx, x,(x1,22) Z Z PIXi =11, X =1].

t1<x1 ta<xo
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Véta 5.2 Je-li P[ X, = x1, Xy = 5] sdruZend pravdépodobnostni funkce ndhodného
vektoru (X1, Xs), potom pro margindlni pravdépodobnostni funkce ndahodnych velic¢in X,
a X plati

PIX, =2 = Z P[X1 =21, Xy = x5] pro vSechna x1 € R

€2
PXy = as] = Z P[X1 = 21, Xy = 23] pro vSechna x5 € IR.

Dukaz. Pro vSechna x; € IR plati

FXl(l‘l) = lim FX17X2(I17372) = lim Z Z P[Xl :tl,XQZtQ]

Zg—00 2o—00
t1<z; ta<w2

= Z (Z PIXy :t17X2:t2]> )

t1<x1 to

ale podle definice plati také pro vSechna z; € IR

FX1(£E1> = Z P[Xl = tl] .

t1<z1

Protoze obé sumy pro t; < x; maji stejné hodnoty pro vSechna x; € IR, musi byt shodné
i jejich argumenty, tedy

PIXi=t]= Z P[X; =t, Xy =t5] provSechna ¢, €IR.

to

Stejné se ukaze i druhd ¢ast tvrzeni. O
Véta 5.3 Duvé diskrétni ndhodné veliciny X,Y jsou nezavislé prave tehdy, kdyz

PIX=2,Y =y|=P[X =1]-P[Y =y] provsechny (v,y)¢c IR*.

Dutikaz. Podle Véty 4.6 vime, ze dvé ndhodné veli¢iny jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz
Fxy(z,y) = Fx(x) - Fy(y) V(z,y) € R*.
Tvrzeni této véty dostaneme piimo prechodem ke skoktim distribuc¢ni funkce. O

Priklad 5.6 Méjme dvé diskrétni ndhodné velic¢iny zadané sdruzenou pravdépodobnos-
tni funkeci P[X; = z1, Xy = 23] ve formé tabulky

X\ X[ 0 1 2
0 |042 0.12 0.06
1 028 0.08 0.04

Urcete marginalni pravdépodobnostni funkce a rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny
X1, X5 nezavislé.
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Podle Véty 5.2 plati pro pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny X4

2
PIX; =0] =) P[X; =0,X;=4k] =042+ 0.12+0.06 = 0.6
k=0

2
PLX;=1]=) P[X;=1,X =k =0.28+0.08+0.04=04.
k=0
Podobné dostaneme hodnoty pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X5,

P[X,=0]=07, P[X,=1]=02 P[X,=2]=0.1.

Jak je vidét, hodnoty marginalnich pravdépodobnostnich funkci ziskdme souctem piis-
lusnych fadkt nebo sloupcti a je vyhodné je zapisovat primo do tabulky

XA\X2| 0 1 2 |Py
0 [042 012 0.06] 0.6
1 |028 0.08 0.04) 0.4
Py, | 07 02 0.1] 1

Z této tabulky je snadno vidét, Ze pro vSechna i € {0,1} a j € {0, 1,2} plati
P[X: =14, Xy =j] =P[X; =i] - P[Xy = /]
a tedy veli¢iny X7, X5 jsou nezavislé.

Definice 5.9 Necht (X1, X5) je diskrétni nahodny vektor se sdruZenou pravdépodob-
nostni funkci P[ X, = x1, Xo = x5]. Jestlize P[ Xy = x5] > 0, definujeme podminénou
pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny X, za podminky, Ze velicina X5 nabyla hod-
noty o, vyrazem

P[Xl :Il,XQI.TQ] P[Xl :xl,XQIxQ]

PIX, = 21| Xy = a0] = = '
[ 1 -771‘ 2 xQ] P[X2:x2] le P[X1:x17X2:x2]

Priklad 5.7 Hazime dvéma kostkami. Najdéte rozdéleni nahodné veli¢iny oznacujici
maximum z poc¢tu ok padlych na obou kostkach, jestlize vime, Ze minimum nabylo hod-
notu 3.

Oznacéme X maximum a Y minimum poctu ok na dvou kostkach. ¥ nabyva hodnotu
3, jestlize na prvni kostce padla hodnota z mnozZiny {4,5,6} a na druhé z mnoziny {3},
nebo na prvni {3} a na druhé {4,5,6} nebo na obou kostkich {3}. Celkem je to 7
moznosti z 36, takze P[Y = 3] = 7/36. Pokud Y = 3, mize ndhodn4 veli¢ina X nabyvat
hodnot {3,4,5,6} a

1 2
P[X:3,Y:3]:% a P[X:i,Y:?)]:%, pro i=4,56.
Podle definice podminéné pravdépodobnosti tedy plati
1/36 1 . 2/36 2 .
PX=3Y=3=—== PIX=iY =3=—"——== =4,5,6.
[ ’ } 7/36 7 a [ Z‘ ] 7/36 77 pro ? »
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Kapitola 6
Absolutné spojité nahodné veliciny

Diskrétni a spojité nahodné velic¢iny tvori jen dvé malé disjunktni tiidy pravdépodobnos-
tnich distribuci. Jednoduseji se s nimi pracuje, pokud nezname teorii miry a Lebesguetiv
integral. Musime ale poznamenat, ze existuje mnoho distribuci, které nejsou ani spojité
ani diskrétni.

Definice 6.1 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md absolutné spojité rozdéleni (ASR),
jestliZe ezistuje nezdpornd redlnd funkce fx(x) takovd, Ze pro kaZdé x € IR plati

Funkci fx(x) nazgvame (pravdépodobnostni) hustota nahodné velic¢iny X .

Priklad 6.1 Méjme nédhodnou veli¢inu X zadanou pomoci své distribu¢ni funkce

pro x <0,
pro 0 < x <2,
pro x > 2.

Fx(ﬂj) =

— g O

Tato ndhodnd veli¢ina X ma absolutné spojité rozdéleni, nebot kdyZ vezmeme funkci

0 proz<0Vaz2>2
fx(x) =
pro 0 < x < 2,

plati Fx(l')_/x fx(t) dt .

[

Obr.

Véta 6.1 Necht md ndhodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni. Potom ve vsech
bodech, kde existuje derivace distribucni funkce Fx plati

fule) = Fi(a) = 22 (@),

Diikaz. Diikaz plyne z vlastnosti integralu a derivace. U

Véta 6.2 Necht md ndhodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni. Potom pro kaZdou
mnozinu A € B(IR) plat{

PX € A] :/Afx(:c) iz
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Obr.

Diikaz. Tato véta se dokazuje pomoci vlastnosti o-algeber, nazna¢me diikaz alespon pro
interval.

b a b
Pla < X <] :FX(b)—FX(a):/ fX(x)dx—/ fX(x)dx:/ fx(x)dx

Poznamka 6.1 Tato vlastnost je analogickd vlastnosti diskrétnich velic¢in, pro které

plati
P[X € A] = Z P[X

Jjix; €A

O

Pravdépodobnostni funkce tedy odpovida ve spojitém piipadé hustoté pravdépodobnosti.
Poznamka 6.2 Méa-li ndhodné veli¢ina X ASR, plati
P[X =a] =0, Va € IR,

coz vyplyvé napr. z toho, ze [ fx(z) dz = 0 nebo P[X = a] = Fx(a) —lim,_.,_ Fx(z) =
0, protoze Fx je spojita. To tedy znamena, ze

P[X < a] =P[X <]

Pla< X <b=Pla< X <b=Pla<X <b=Pla<X <.

Poznamka 6.3 Dvé zakladni vlastnosti kazdé hustoty pravdépodobnosti jsou

a)

fx(z) >0 provsechna z € IR
b)

Tr—00

/ fx(z)dx = lim Fx(z)=1.
Priklad 6.2 Nahodné veli¢ina X m4 hustotu

fx<l’>: r € IR.

14 2
Urcete konstantu a, distribu¢ni funkci Fy a P[—-1 < X < 1].

Protoze

/_oo ﬁ dr = alarctg(z)]=, = ma,

konstanta a = 1/m. Déle pro vSechna = € IR

1 1 |

a
P[1<X<1]—/11 L o= Pe(1) = Fy(—1) = 2
)i ml a2 reAx X 9
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Cviceni 6.1 Z bodu A do bodu B prenasime signal slozeny z ,+1“ a ,,-1“. Signéal je
ale zasumeén, tj. prijemce dostava signal plus Sum. Vime, Ze Sum je ndhodné veli¢ina s
hustotou pravdépodobnosti

fx(x) = {

Signal S je v misté B detekovan nésledovné. Pokud S > d detekujeme symbol ,,+1, je-li
S < d detekujeme symbol ,,-1“. Stanovte optimalni rozhodovaci mez d a pravdépodob-
nost chyby, jestlize vime, Ze primérné posilame 60% ,,+1¢ a 40% ,,-1¢.

—x

pro x > 0,

xT

D= N|=

e
e pro xz < 0.

Cviceni 6.2 Nahodna veli¢ina X ma hustotu
fx(z) =az’e™ x>0,.
Urcete konstantu a, distribu¢ni funkci Fy a P[0 < X < 1]. [a =1/2, ,1 —5/(2¢)]

Cviceni 6.3 Distribu¢ni funkce zdanénych ro¢nich piijmi je

c (07
1—1- >
Fy(z) = (x) pro x > c,

0 jinak,

kde a > 0. Urcete hodnotu ro¢niho piijmu, kterou ndhodné zvoleny danovy poplatnik
piekrodi s pravdépodobnosti 0.5. [c - 21/¢]

6.1 Absolutné spojité nahodné vektory

Definice 6.2 Rikdme, Ze ndhodné veliciny X1, Xo, ..., X, maji sdruzené absolutné spo-
jgité rozdéleni (SASR), jestlize existuje nezapornd funkce fx,  x,(z1,...,x,) takovd, Ze

T z2 Tp
FX17‘_.7XR(ZL’1,...,ITL) :/ / / le,...,Xn(t17-~~7tn) dtldtn

pro vSechny n-tice (x1,...,x,) € IR™. Funkci fx, . x, nazgvdme sdruZend hustota pravdépodob-
nosti nahodnych velicin X1, Xo, ..., X,.

Poznamka 6.4 Podobné jako u jedné nahodné veliciny plati

a)

Fx, . x,(T1,...,2,)

Oxy...0x, ’

fX17---,Xn("L‘1> s 71:71) =
tam kde derivace existuje.

b)
a1<X1<b1,a2<X2<b2,...,an<Xn§bn]:

b1 b2 bn
/ / fX17...7Xn(ZE17...,l'n) dl’ldfﬁn
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Véta 6.3 Maji-li nahodné veliciny X1, Xo, X3 SASR, potom také X1, X35 maji SASR a
plati

o0
le,Xg(iUhI?)):/ le,XQ,XS(OCl,Jmes) dz, .
—o0

Poznamka 6.5 Tvrzeni je opét analogické diskrétnimu piipadu, kde plati

PIXi =x1] = Z PX1 =21, Xo = x9].

T2

Dukaz. Pouzitim Fubiniho véty a zamény integralu a limity ve t¥etim kroku (vSechny
piedpoklady jsou v nagem piipadé splnény) dostaneme pro viechna (1, z3) € IR?

FXI,X3($1,373) = IEIlOOFX1X2X3 91?17352,%3)
x2

N i / / / levX?aXS tl? t27 tS) dtldt2dt3
T2—00
N / / (wignoo / le’X27X3 <t17 t27 t3) dt2> dtldtg
o e T
= / / (/ le,Xg,Xg(tl,tg,tg) dt2> dtldtg 7

z ¢ehoz pomoci definice SASR plyne tvrzeni véty. O

Priklad 6.3 Nahodné veli¢iny X, Y jsou zadany pomoci sdruzené hustoty pravdépodob-
nosti
—(z+y) i >0
e pro min{x,y} > 0,
fr () = { pro mintz v}
0 jinak.
Urcete marginalni hustotu fy(y) a P[X > 2Y].
Podle predchozi véty
o0 o= (@+Y) dp = e~ Y >0
e r=e proy > 0,
:/ fxy(z,y)de = {fo
o 0 proy < 0.

Dale

(0.) oo 0.) 1
PIX >2Y] = / Ixv(z,y)dedy = / (/ e~ (@+y) dx) dy = / e Wdy == .
r>2y 0 2y 0 3

Priklad 6.4 Nahodné veli¢iny X, Y jsou zadany pomoci sdruzené hustoty pravdépodob-

nosti
2

fxy(z,y) = {a_2

0 jinak.

pro0 <z <y<a,

Urcete marginalni hustoty fx(x) a fy(y).

[P Zdy=2%(a—2z) pro0<z<a,
d — T a
/ Fxy(@y)dy = {O jinak,

00 Yy 2
dr =%y pro0<y<a
= z,y)de =470 @ 2 - ’
v) /_oo fxy(ey) {0 jinak.
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Véta 6.4 Necht ndhodné veliciny X, ..., X,, maji SASR. Potom X, ..., X, jsou nezdvislé
praveé tehdy, kdyz

n

foj(:vj) pro vSechny (x1,...,x,) € R".

j=1

.y
I
B
3

S
=
‘]
g

1

Dikaz. Ukazme, Ze tvrzeni plati pro n = 2, tedy
X,V jsounezavislé < fxy(x,y) = fx(2)fr(y), Y(z,y) € R*.

«: Pro vSechna (z,y) € IR? plati

Pevton) = [ [ pertesjaas= [ [ gt aas
_ (/ It dt)(/ fus ds> Fx(0)Fy (y),

z ¢ehoz podle Véty 4.6 vyplyva nezavislost ndhodnych velicin X, Y.
=: Opacénym postupem dostaneme pro vsechna (x,y) € IR?

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y / / Ix(t) fy(s) dtds,
a podle definice SASR tedy
fxx(x,y) = fx(2)fy(y), V(z,y) € R,

Priklad 6.5 Nahodné veli¢iny X, X5, X3 jsou zadany sdruzenou hustotou

201(xe +x3) pro0<uz; <1,j €3,

T 7',1: 7'%. = .o
Fx1, %0, (%1, @2, 73) {0 inak,

Rozhodnéte, zda jsou nezavislé.

Spoctéme marginalni hustoty pravdépodobnosti jednotlivych veli¢in. Pro 0 < z; < 1
plati

1 1 1
1
le (331) = / / 21’1(5E2 + 933) dl"zdxg = 2$1/ 5 + x5 d(Eg = 21‘1 .
0 Jo 0

Pro 0 < 25 < 1 plati

1 1 1 1
1
fX2 (33'2) = / / 233'1(.%2 + .1'3) dl’ldmg = (/ 2%1 da:l) / ($2 + 1’3) dl’g = X9 + 5
0 Jo 0 0

a symetricky, pro 0 < x3 < 1
1
fxs(@3) = 23+ 3

Celkem tedy
fX1,X2,X3 7£ lefxzsz

a veliciny X7, X5, X3 nejsou nezavislé.
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Definice 6.3 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Potom podminénou distribucni funkci
ndahodné veliciny X pri dané hodnote Y =y definujeme jako

Fxy(zly) = h%l PX<z|ly—e<Y <y+¢]
e—U4
za predpokladu, Ze limita existuje. Pokud navic existuje funkce fxy(x|y) > 0 takovd, Ze

Fxy(zly) = / fxpy (tly) dt Ve e IR,
nazyvame ji podminenou hustotou ndhodné veliciny X za podminky Y =y.

Poznamka 6.6 Definice podminéného rozdéleni je pro spojité ndhodné veli¢iny komp-
likovanéjsi nez pro diskrétni. Vztah

PIX <zlY =y] = T

totiz nelze pouzit, nebot pro spojitou ndhodnou veli¢inu plati P[Y" = y] = 0 pro vSechna

y € IR.

Vé&ta 6.5 Necht ndhodné veliciny X, Y maji SASR. Potom v kazdém bodé (z,y) € IR?,
kde je

a) fX,Y(x7y) SpOjit(i,
b) fv(y) spojitd a fy(y) >0,
ezristuje podminénd hustotu ndhodné veliciny X za podminky Y =y a plati

_ Jxx(zy)
fX|Y('r’y) - fY(y) :

Priklad 6.6 Nahodné veli¢iny X,Y maji pro a > 2 sdruzenou hustotu

c(l+z+y)~ prox >0,y >0,

fX,Y(% Z/) = {0 jinak.

Stanovte konstantu ¢, margindlni hustotu fx a podminénou hustotu fy|x.

oo o) _ 0 (1+x+y)*a+1 o

1 = / / cl+z+y “dxdy:c/ [ dy
o Jo ( ) 0 —a+1 0
c oo

= / (L+y) " dy = °

1—a/, (1—-a)(2—a)
a konstanta ¢ = (1 — a)(2 — a). Pro x > 0 plati
fx(z) = / c(l+x+4y)*dy= ﬁ (14 = +y)—a+1]go =(a—2)(1 +z) ™
0 _

a podminéna hustota ma pro x > 0,y > 0 tvar

frix(ylr) = (@— 1)1 +2)" (1 +a+y)".
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6.2 Funkce nahodnych veli¢in

V fadé problémi nés zajima rozdéleni pravdépodobnosti funkce Y = h(X), pokud zname
rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

Priklad 6.7 X je diskrétni ndhodna veli¢ina zadana tabulkou

3

m| 0 § 5 F ow
pi |01 03 02 01 0.3

Urcete rozdéleni ndhodné velic¢iny Y = sin X.

Pokud do tabulky doplnime hodnoty sin x;

s s 3T
nw [0 § 5§ F o7
sinx; | 0 \/75 1 \/TE 0
Di 0.1 03 02 0.1 0.3

vidime, Ze ndhodna veli¢ina Y ma rozdéleni reprezentované tabulkou

V2
pi| 04 04 02

nebot napiiklad

Y:QI :P([XZZ}U{X:?)—W}):P[X:K]JrP{X:?)—W}:O.4.

P 2 4 4 4 4

Poznamka 6.7 Po transformaci se muze rozdéleni nédhodné veli¢iny hodné zménit,
dokonce ze spojité se mize stat diskrétni (ne naopak). Protoze pro diskrétni ndhodné
veli¢iny se da nové rozdéleni ziskat pfimym vypoctem, omezime se dale pouze na spojité
ndhodné veli¢iny. Ukazeme dvé metody:

e vypocet distribu¢ni funkce transformované nahodné velic¢iny

e vzorec pro primy vypocet hustoty transformované nahodné velic¢iny.

Pokud je naptiklad funkce h ostie rostouci a existuje tedy inverzni funkce A=!, miZzeme
psat

Fy(y) = PY <y|=P[h(X) <y]=P[X € {t € R|h(t) <y}
= PX <h'(y)] = Fx(h'(y)).

Posledni vyraz uz umime urcit, protoze zname rozdéleni nahodné veliciny X.

Priklad 6.8 Nahodné veli¢ina X je ddna hustotou pravdépodobnosti

1
_ )5 proze (—2,3),
fx(@) {O jinak.
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Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ¥ = X?2.
Vyresme problém nejdiive pro obecnou ndhodnou veli¢inu X.
Fy(y) = PlY <y]=P[X? <y
pro y < 0,

0
{P[—\/ygng f v)dr = Fx(/y) — Fx(—/y) proy >0

a hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Y ma tedy tvar

fr(y) = (Fy(y)) =7fx(\/_) 7fx( V),

pro y > 0. V nasem konkrétnim pripadé vypada situace nasledovné

0 y <0 0
S e AN b B S
y\¥y) = =Jvr\y).
JRrde=1(/5+2) ye9) 5
S ldr =1 y>9 0

Véta 6.6 Necht X je spojitd nahodnd velicina, h : IR — IR je ryze monotonni funkce
na mnoziné X () a h™! je diferencovatelnd. Potom ndhodnd velicina Y = h(X) md

hustotu I
) = £ (17 0) - |50

Dukaz. Pro rostouci funkci h(x) dostaneme
Fy(y) = P[Y <y] =P[(X) < y] = P[X < h™'(y)] = Fx(h™'(y))
a tedy

Frlo) = 57 0) - ).

Podobné pro klesajici
Fy(y) =P[A(X) <yl =1-P[h(X) >y =1-PX <h7'(y)] =1 - Fx(h"'(y))
1 dh~!
fr(y) = —fx(h™(y)) - a0 (y)-

Protoze derivace klesajici funkce je zaporna, muzeme oba obdrzené vyrazy zapsat v
kyzeném tvaru pomoci absolutni hodnoty. 0

Priklad 6.9 Nechf ndhodna veli¢ina X mé hustotu fx(z) > 0 proz > 0 a fx(z) =0
pro x < 0. Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny Y = a -1n X, a # 0.

Ve znaceni véty mame

Y
a

h(z)=a-lnx a h'(y)=e

a z jejiho tvrzeni vyplyva

Yy Yy 1
fr(y) = fX(G“)eam‘
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Napf. pro ¢ > 0, fx(z) = 1/c pro z € (0,c¢) dostavame, Ze ndhodné veli¢ina Y = —In X
ma hustotu
lev proy > —Inc,
Fr(y) = {O jinak.
Piiklad 6.10 Nahodna veli¢éina X ma hustotu fx(z) = 1/7 pro x € (—n/2,7/2).
Urcete rozdéleni ndhodné veliciny ¥V = tg X.
Protoze h™!(y) = arctg(y), dostavame

1 1

fY(y):;'ryg7 Yy € (—00,00).

CvicCeni 6.4 Nahodna veli¢ina X ma hustotu fx(z) = /8 pro 0 < z < 4. Urcete
hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y=2X+4. [(y —4)/32,y € (4,12)]

Cviceni 6.5 Rychlost ¢astice plynu je nahodna velic¢ina V' s hustotu
bv

fr(v) = av’e™™, v >0,

kde konstanta b > 0 a jeji hodnota zavisi na teploté plynu a hmotnosti castice. Urcete
konstantu a a pravdépodobnostni rozdéleni kinetické energie ¢astice W = mV?/2.

Cviceni 6.6 X, X5 jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s hustotami
Ix,;(z;) = 2e ™20 r; >0, j=1,2.

Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny YV = X;/X5. [1/(1 4+ y)?,y > 0]

6.3 Funkce vice nahodnych veli¢in

Necht ndhodny vektor (X7, ..., X,,) méa sdruzenou hustotu pravdépodobnosti fx, . x, (z1,...

a necht h : IR" — IR. Potom distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y = h(Xy,...,X,) je

Fy(y) =PlY <y] = // fxooxo (@1, xn)dey . dy, .
{(z1,..,zn)ER™ | (21,020 ) <y}

..........

Priklad 6.11 Najdéte rozdéleni sou¢tu Y = X; + X5, pokud jsou ndhodné veli¢iny
X17X2 nezavislé.

Uzitim Fubiniovy véty a nezavislosti dostavame

Fy(y) = PXi+Xe<y|l= // fxy.x, (21, 22) dayday
r14+22<y

_ / Z ( / : Frox, (21, 22) dg;g) diy — / Z Fe (1) ( / : Fr(@2) de) dy

— /Oo fx (1) - Fx, (y — 21) dy

a tedy
_ dFy (y)

fr(y) dy

= /OO Ixy (@) fx,(y — 1) dy
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Symetricky, pokud pouzijeme opacné fezy ve Fubiniové vété, dostaneme

fr(y) = /OO Ixo (22) fx, (y — x2) do .

Véta 6.7 Necht ndhodny vektor (Xy,...,X,) ma SASR a (Y1,...,Y,) = h(Xy,...

, Xn),

kde h : IR™ — IR"™ je spojiteé bijektivni zobrazeni na oteviené mnozine G takové, Ze

[ .. fG Ix1...x, dx1 ...dx, = 1. Necht ddle inverzni zobrazeni (z1,...,2,) = h™*(y1, . ..
je spojité, diferencovatelné a na mnoziné h(G) spliuje podminku
Ohy? oyt
T
J=1 .t | #0.
Ohn? Ohnt
8y1 e ayn

Potom i nahodny vektor (Y1,...,Y,) md SASR a plati

foryvyWis ) = Fxyoxt (BT (W ey Yn) sy (Y, ) < )

Priklad 6.12 Necht ndhodné veli¢iny X;, X, maji sdruzenou hustotu

dxizs prol <z < 1,0 <2y <1,

Fxaa(@r, 2) = {o jinak.

Najdéte sdruzenou hustotu pravdépodobnosti velicin X7, X2.

7yn)

Ve znaceni véty mame (Y1,Ys) = h(X;, Xo) = (X7, X3), ). X1 = vV, Xo =Yz a

h(y1,92) = (\/¥1, /¥2) a hodnota jakobidnu tedy je

L 0
1

1
B 4\/ Y1Y2 7

jez je na dané oblasti nenulova. Podle tvrzeni véty tedy

2\/1/2

4@\/@-4\/%%:1 pro0 <y <1,0 <y, <1,

thYz(beﬁ) = {0 Jmak

Priklad 6.13 Necht jsou ndhodné veli¢iny X, X5 nezavislé a necht plati fx,(z2) = 0

pro vSechna z < 0. Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = X;/Xs.

Oznacme YY) = X;/X5, Y5 = Xs. Inverzni funkce jsou Xy = Y, X; = Y1Y5 a pro

hodnotu jakobidnu plati

=1y #0 pro x5 >0.

Podle véty ma sdruzena hustota tvar

fY1,Y2 (y1, y2> - le,Xz (y1y2>y2)y2 = le (y1y2)fX2 <y2)y2

a marginalni hustota je potom

() = /O N Ix: (1) fxo (Y2)y2 dys -
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Priklad 6.14 Necht ndhodné veli¢iny X, X5, X3 maji sdruzenou hustotu

el=m1t22423)  pro gz > 0,29 > 0,25 > 0,
fX1,X2,X3(I17x27‘T3) = ..
0 jinak.
Najdéte hustotu ndhodné velic¢iny Y = (X; + X, + Xg)/@
Oznacme X X4 X
vi= SRS v o X, Y= X

Inverzni funkce tedy jsou X; = 3Y; — Y5 — Y3, Xy = Y5, X3 = Y3 a hodnota jakobidanu
transformace je

3 -1 -1
J=10 1 0 |=3.
0 0 1

Sdruzena hustota pravdépodobnosti tedy je

3e™1 pro 3y1 — y2 — yz > 0,52 > 0,3 > 0,
Iviva,vs (1, 2, y3) = ..

0 jinak
a postupnym vyintegrovanim promeénnych s, y3 dostavame
[P 373 dyy = 3(3y) — ya)e ™ pro 3yr — yo > 0,95 > 0,

fY1,Y2 (yla y2> = {0 jinak,

Jo" 3(Bys — go)e i dyy = Fyte™ proy; > 0,y > 0,
0 jinak.

le(yl) = {

6.4 Priklady spojitych nahodnych velicin

6.4.1 Rovnomérné rozdéleni s parametry a < b, a,b € IR

Definice 6.4 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md rovnomérné rozdéleni s parametry
a<b, a,b € IR, jestlize jeji hustota md tvar

1

fx(x) = b—a
0 Jinak.

pro x € (a,b),

Znacime X ~ U(a,b).
Obr.

6.4.2 Gamma rozdéleni s parametry o, 3 > 0

Definice 6.5 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md Gamma rozdélent s parametry o, 3 >
0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar

1 1

fx(z)={ T(@) B "
0 Jinak.

x
a—1 3

es  prox >0,

20


-
Lístek s poznámkou
3


Znacime X ~ Gamma(a, 3).

Poznamka 6.8 Ptipomenme definici Gamma funkce

['(p) = / P e " du, p>0
0

a jejl zakladni vlastnosti

1

1) =1, T'(p+1) =pl(p) atedy I'(p+1)=p! a F(§):ﬁ

6.4.3 Normadlni (Gaussovo) rozdéleni s parametry p € IR,0% > 0

Definice 6.6 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md normdlni (Gaussovo) rozdéleni s
parametry p € IR, 0? > 0, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti md tvar
1 _(a=w?

fx($)=\/m-e 207 r€lR.

Znacime X ~ N(u,o0?).

Obr.

Ovérme, Ze se jedna o hustotu pravdépodobnosti
1 * (@ew? £ —¢ 1 /OO _i2 2 /°° _2
e 22 dr = g = — e 2dl = — e 2dt
V2ro? /oo ‘ L=t ‘ V2T J o V2m Jo
t

—_ =2 ]. Ooili 1 1
= 2 = — dz=—T (=) =1.
' ﬁ/o Y~ (2)

Normaélni rozdéleni s parametry p = 0 a 0> = 1 bude mit visadni postaveni, budeme
ho nazyvat standardni normélni rozdéleni a zavedeme pro jeho hustotu a distribuc¢ni
funkci oznaceni

8

1 2

_a? 1 *
0 =—=cF @ -—=[

2
-5 dt.

OBR.
Tvrzeni 6.1 Pro distribucni funkci ®(x) standardni normalni nahodné veli¢iny plati

O(x)=1—P(—x) provsechna z € IR.
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Véta 6.8 Jestlize X ~ N(u,o0?), potom

Dukaz.

1 T =w?
FX('Z):W/OOB 202 dt:

T

1 Cl T — N
= e z2dz=9o .
V2T J_so ( o )

O

Poznamka 6.9 Protoze integraly potiebné k vycisleni hodnot distribu¢ni funkce nor-
malniho rozdéleni Ize pocitat pouze numericky, tyto hodnoty jsou uvedeny ve statistick-
ych tabulkéich. Z predchozich vét vyplyva, ze staci tabelovat pouze hodnoty distribuc¢ni
funkce standardniho normalniho rozdéleni pro z > 0.

Uvazujme naptiklad ndhodnou veli¢inu X ~ N(2,16) a spoc¢téme pravdépodobnost
P[X € (1,3)].

PIX € (1,3)] = Fx(3)—Fx(1)=2® (%) - ¢ (1%2>

1 —1 1
= o(-)]—-D(—)=20(-)]—1=0.197.
(@) -2(5) ()
Véta 6.9 Necht X ~ N(u,0?), potom plati
aX +b ~ N(ap+b,a%0?).

Dikaz. Ozna¢me Y = aX + b. To znamend X = (Y — b)/a a aplikaci Véty 6.6 o
transformaci dostaneme

() 1 f (y - b) 1 _<yT_b;“)2 1 _ (= (apb)?
Y y = — - Jx = (A 20 = — € 2a“0 .
|a| a V2mo?|al V2mo2a?

coZ je hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (au + b, a®c?). 0

Dusledek. Necht X ~ N(u,o?). Potom

X — 1
“~N<H—ﬁ,—02> = N(0,1).

Priklad 6.15 Necht X ~ N(u,0?). Uréete P[|X — u| < ko] pro k > 0.
Pro vsechna k > 0 plati

PIX —p| < ko]l =Plu—ko < X < pu+ko|=Fx(u+ko)—Fx(n—ko)=®(k)—o(—k)
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a pro vybrané hodnoty k tedy dostavame
P[|X — u| <o]=d(1) — ®(—1) = 0.6827,
Pl|X — u| <20] = P®(2) — $(—2) = 0.9555,
P[|X — u| < 30] =®(3) — (—3) =0.9973.

Poslednimu vyrazu se nékdy iik4 pravidlo 3o: hodnoty ndhodné veli¢iny X ~ N(u,o?)
budou témér jisté (s pravdépodobnosti 99.73%) lezet v intervalu (u — 30, u + 30).

Cviceni 6.7 Délka skokii sportovce Petra méfend v cm méa normdlni rozdéleni N (py, 0%),
kde p; = 690 a 0, = 10. Délka skokti sportovce Pavla méfend v cm ma také normalni
rozdéleni N (us,03), kde sy = 705 a 0o = 15. Na zavody se kvalifikuje ten, kdo ze dvou
skokti alespon jednou skoc¢i vice nez 700 cm.

a) S jakou pravdépodobnosti se oba kvalifikuji na zavody?

b) S jakou pravdépodobnosti se kvalifikuje Pavel, ale Petr ne?

6.4.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry ;1 € IR, 0% >
0

Definice 6.7 Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md logaritmicko-normdlni rozdéleni s
parametry p € IR, 0 > 0, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti md tvar

]_ (IIII)—L)2
fx(@) = —F/— e : x>0.

xV2mo? '
Znacime X ~ LN (u,0?).

OBR.

Poznamka 6.10 UvaZujeme-li ndhodnou veli¢inu Y = In X, kde X ~ LN(u,0?), po-
tom Y ~ N(u,0?), z éehoz také pochazi nazev logaritmicko-normalniho rozdéleni. Ze to
opravdu plati, lze jednoduse ukazat pomoci Véty 6.6 o transformaci ndhodné velic¢iny
monoténni funkei. Naopak, pokud Y ~ N (u,0?), potom X = e¥ ~ LN (u,0?).

Toto rozdéleni se pouziva napiiklad pii popisu ¢astic sypkych materialt nebo v teorii
spolehlivosti.
6.4.5 Exponencialni rozdéleni s parametry p € IR, 0 > 0

Definice 6.8 Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md exponencidlni rozdéleni s parametry
uw e IR, 0 >0, jestlize jeji hustota pravdepodobnosti ma tvar

1 K
g€ @ prox >,
0 Jinak.

Znacime X ~ Exp(u,0).
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Pro exponencialni rozdéleni neni problém vyjadrit explicitné distribuc¢ni funkci. Plati
totiz pro vSechna x > p

r 1 t— t— r—
Fx(z) :/ ae’Tu dt = [—e’Tq —l—e 7 .
o

m

Poznamka 6.11 Poznamenejme, Ze exponenciélni rozdéleni je specialni pfipad Gamma
rozdéleni, nebot Exp(0,0) = Exp(d) = Gamma(1,6).

Poznamka 6.12 Exponenciélni rozdéleni je také nékdy nazyvano rozdéleni ,bez paméti®,
pro X ~ Exp(0) totiz plati

PIX>a+x|X >al =P[X > z].
Tento vztah se da interpretovat napriklad nasledujicimi dvéma zptisoby:

e informace o tom, ze udalost nenastala po dobu a hodin, neméni pravdépodobnost
vyskytu udalosti v dalsich hodinéach,

e necht X znaci dobu do poruchy. Pravdépodobnost, Ze zafizeni, které pracovalo bez
poruchy a hodin, bude pracovat jesté alespon x hodin, je rovna pravdépodobnosti,
Ze zafizeni, které nebylo v provozu, bude pracovat alespon x hodin.

Ukazme si, ze uvedeny vztah skutecné plati. Pro vSechny a > 0,z > 0,

PIX>a+2,X>a 1-PX<a+z]

PIX>a+z|X>d = P[X > d] ~ 1-P[X <d

— :egzl—FX(x):P[X>x].

Exponencialni rozdéleni nachazi Siroké uplatnéni v teorii spolehlivosti a zivotnosti
(elektronické soucastky), v teorii hromadné obsluhy atd.

Cviceni 6.8 Ve velké pocitacové siti se prumérné prihlasuje 25 uzivatelti za hodinu.
Urcete pravdépodobnost, ze

a) se nikdo nepfihlasi béhem intervalu délky 6 minut
b) do dalsiho pfihldseni ub&hnou 2-3 minuty

c) urcete délku casového intervalu, aby pravdépodobnost, ze se nikdo neptihlasi, byla
0.9.

V naésledujicich tirech odstavcich se zminime o rozdélenich dtilezitych pro praktické
aplikace v matematické statistice.
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6.4.6 Pearsonovo Y’ rozdéleni s n stupni volnosti, n € IV

Definice 6.9 Rekneme, Ze ndhodnd velicina Y md Pearsonovo x* rozdéleni s n stupmni
volnosti, n € IN, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti md tvar

n_]
foy) = ) BT prow >0
0 Jinak.

Znacime Y ~ x2(n).

Poznamka 6.13 Plati néasledujici tvrzeni. Necht X;,..., X, jsou nezavislé nadhodné
veli¢iny, X; ~ N(0,1),Vi € n, a definujme ndhodnou veli¢inu

Y=X7+X5+... +X2.

Potom Y ~ x2(n), tj. Y méa x? rozdéleni s n stupni volnosti.

x? rozdéleni je opét specialnim piipadem Gamma rozdéleni, x?(n) = Gamma(n/2,2),
a ukazuje se jako velmi dtilezité v testech dobré shody a testovani hypotéz.
6.4.7 Studentovo rozdéleni s n stupni volnosti, n € IN

Definice 6.10 Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny, X ~ N(0,1),Y ~ x*(n).
Potom rikame, Ze nahodna velicina

Tl -

md Studentovo rozdélent s n stupni volnosti. Znac¢ime T' ~ t(n).

6.4.8 Fisherovo rozdéleni (F-rozdéleni)

Definice 6.11 Nechf X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny, X ~ x*(m),Y ~ x*(n).
Potom rikame, Ze nahodna velicina

7 =

S =3 <

ma Fisherovo rozdéleni s m,n stupni volnosti. Znacéime Z ~ F(m,n).

95



Kapitola 7

Charakteristiky nahodnych velic¢in

7.1 Stredni hodnota

Definice 7.1 Necht ndhodnd velicina X md diskrétni rozdéleni. Potom stredni hodnotou
nahodné veliciny X nazyvame cislo

pokud prislusna rada absolutné konverguje.

Definice 7.2 Necht md ndhodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni s hustotou fx.
Potom jeji stredni hodnotou rozumime cislo

EX:/Oo zfx(x)dx,

pokud integral absolutné konverguje.

Véta 7.1 Necht je dina ndhodnd veli¢ina X, zobrazeni h : IR — IR a necht Y = h(X)
je nahodna velicina. Potom

a) ma-li X diskrétni rozdéleni, plati

EY = Z h(z;)pi, pokud EY ezistuje,

b) ma-li X absolutné spojité rozdélent, plati

EY :/ hz)fx(x)dz, pokud EY existuge.

o0

Dukaz. a) Pro diskrétni rozdéleni je ditkaz trividlni. Pro hodnoty z;, kterych miize naby-
vat ndhodnd veli¢ina X, plati h(z;) = y; a pro ziskdni pravdépodobnostniho rozdéleni
néhodné veli¢iny Y sta¢i secist hodnoty p;, p; pro takova i, j, kde h(xz;) = h(x;).
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b) Dokazme tvrzeni pro ostfe rostouci funkei i na IR. S vyuZitim véty o transformaci a
faktu, Ze mimo interval (h(—o0), h(c0)) je hustota fy nulova, dostaneme

o0 =h(z) z=h""! h(o0) -1
| i@ - [y i dy(”]: [ty =

00 —00)

h(o0) 0o
_ / yfy(y)dy—/ yfv(y)dy = EY .
h

(—o0) —o0

O

Poznamka 7.1  a) Jsou-li X, Y diskrétni ndhodné veli¢iny a h : IR* — IR, potom
:Zh(xuy])P[X:x’u _y] Zh Tiy Yy ngu
1,3

pokud rada absolutné konverguje.

b) Jsou-li X,Y absolutné spojité ndhodné veli¢iny a h : IR?> — IR, potom

En(X,Y) = /OO /OO h(z,y)fxy(z,y)dzxdy,

pokud integral absolutné konverguje.

c) Jelli X = (Xy,...,X,) ndhodny vektor, potom definujeme jeho st¥edni hodnotu
po slozkach, tj.

EX =E(Xy,...,X,)=(EX1,..., EX,).

Véta 7.2 Necht maji nahodné veliciny X,Y diskrétni nebo absolutné spojité rozdélent
a necht existuji EX, EY. Potom ezistuje i E(X +Y) a plati

E(X+Y)=EX+ EY.
Dukaz. Oznatme Z = X + Y, tj. Z = h(X,Y). V diskrétnim piipadé
E(X+Y) = Z(mZ +y;)PIX =2,V Z%ZP =z;,Y = yj]
2%
+ Z?JJZP[X:$Z7 sz = T +Zyj
J i J
= EX+ EY.

Pro spojity pripad

E(X+Y) = / / $+yfxywy)dxdy—/ (/ fxy:vy)dy)dﬂ:
—l—/ (/ fxyxy)dx)dy—/_ooxfx(x)d:c—i—/_j;yfy(y)dy

= EX+EY.
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Véta 7.3 Pro diskrétni nebo absolutné spojitou ndhodnou velicinu X majici EX ac €
IR plati
E(cX)=cEX.

Diikaz. Ukazme naptiklad pro diskrétni

E(cX) = Zcxipi :chipi =cEX.

Tvrzeni 7.1 Pro libovolné a € IR plati Ea = a.

Diikaz. Konstantu a si mizeme predstavit jako nahodnou veli¢inu X, pro kterou plati
P[X =a] =1. Potom EX =aP[X =a]| =a. O

Disledek. Pro diskrétni nebo absolutné spojitou nadhodnou veli¢inu X a konstanty
a,c € IR plati
E(a+cX)=a+cEX.

Véta 7.4 Necht X,Y jsou nezdvislé nahodné veliciny magici diskrétni nebo absolutné

spojité rozdéleni. Potom
E(XY)=EX: EY,

pokud vsechny stredni hodnoty existuji.

Duikaz. Dokazme tvrzeni naptiklad pro spojité nahodné veli¢iny. S vyuzitim nezavislosti
a Fubiniovy véty dostaneme

exy) = [ [ aufsreadsdy= [ [yttt dedy

_ (/fox(x)dx> (/nyy(y)dy) —EX-EY.

7.2 Momenty nahodnych velic¢in

Definice 7.3 Necht X je nahodnd velicina a k € IN. Potom k-tym obecnym momentem
nahodnée veliciny X nazyvame cislo

wi, = E(X"),
pokud existuje. Ddle k-tym centrdalnim momentem nahodné veliciny X nazyvame cislo

pokud pravd strana existuge.

o8



Poznamka 7.2 Specialné

fo =1 po =1
wp=EX wm=EX-EX)=0
py=EX? pp=E(X - EX)? = pp — (u3)?

a obecné plati, ze kazdy centralni moment se da vyjadrit pomoci obecnych.

Definice 7.4 Druhy centrdlni moment s se nazyvd rozptyl ndhodné veliciny X a znact
se Var X, tj. plati
VarX = E(X — EX)?.

Smérodatnou odchylkou ndahodné veliciny X rozumime cislo

sd. X =+v VarX.

Poznamka 7.3 E X udava hodnotu, kolem které ndhodnéa velic¢ina kolisa, Var X udava
velikost tohoto kolisani.

Véta 7.5 Necht X je ndhodnd veli¢ina, pro kterou existuje E X, E X2. Potom
Var X = EX? - (EX)2.

Diikaz. Podle pravidel pro pocitani se stfedni hodnotou plati
VarX = E(X-EX)’=EX*-2XEX+(EX))=EX’- EQXEX)+ E(EX)’
EX?-2EX(EX)+ (EX)*=EX*—(EX)*.
OJ
Véta 7.6 Necht X je nahodnd velicina a a,b € IR. Potom
Var (aX +b) = a*Var X .

Diikaz. Pomoci stejnych pravidel jako v pfedchozim diikazu dostaneme
Var(aX +b) = E(aX+b— E(aX +b)>=E(aX +b—aEX —b)?
= E(’X?-2a°XEX +a*(EX)?) =a*(EX?-2(EX)* + (EX)?

= a’*VarX.

OJ

Véta 7.7 Necht X,Y jsou nezdvislé nahodné veliciny. Potom plati

Var (X +Y) = Var X + VarY.
Dukaz. Opét podobnym zptisobem dostaneme v tomto pripadé
Var(X+Y) = E(X+Y-E(X+Y))*=E(X-EX+Y - EY)’
E(X-EX)?*+E(Y-EY)’+ E(2(X - EX)(Y - EY))
= VarX + VarY,
protoze pro nezavislé ndhodné velic¢iny plati
EQX-EX)(Y—-EY) = 2E(XY-XEY-YEX+ EXEY)
= 2(E(XY)— EXEY)=0.

O

99



Definice 7.5 Cislo
p3(X)
(VarX)z '
pokud existuje, nazyvame koeficient Sikmosti ndhodné veliciny X a cislo

pa(X)
(VarX)? 3

Oég(X) =

O[4(X) =

pokud existuje, nazyvame koeficient spicatosti nahodné veliciny X .

Poznamka 7.4 Koeficient Sikmosti méfi miru asymetrie, naklonéni hustoty nahodné
veli¢iny na jednu stranu. Pokud

e a3(X) < 0 hustota ndhodné veli¢iny je vychylena vlevo od E X,
e a3(X) > 0 hustota ndhodné veli¢iny je vychylend vpravo od E X

e «3(X) = 0 hustota ndhodné veli¢iny je symetrickd viaci E X.

Koeficient $picatosti udava, zda je hustota daného rozdéleni ,,plossi“ nebo ,Spicatéjsi“
nez hustota normaéalniho rozdéleni.

Obrazky
Poznamenejme jenom, %e pokud X ~ N(u,o?), potom as(X) = ayu(X) = 0.

Piiklad 7.1 Uvazujme ndhodnou veli¢inu X ~ Bi(n,p) a uréeme jeji stfedni hodnotu
a rozptyl.

Podle definice stredni hodnoty pro diskrétni rozdéleni plati

EX = Zi(?)pi(l P =) = Z;L('Z — 1>,pi(1 —p)"

=0 =1
~ (n—1)! - i — (n—1 n—j—1
- nplz(n—z)l(@—l)lp (1-p) :npjzo Pl )
= mp(p+(1—p))"" =np
Podobné,
EX?= iﬁp[x =] = n i(i — 1)P[X =] +iz’P[X =il =n(n—1)p*+np,
i=0 i=0 =0

kde se prvni suma secte stejnym postupem jako predchozi stfedni hodnota a druhé suma
je primo jiz spocitana stiedni hodnota nahodné veli¢iny X. Pro rozptyl tedy plati

VarX = EX? — (EX)*=n(n —1)p* +np —n’p> = np(1 —p).

Priklad 7.2 Uvazujme ndhodnou veli¢inu X ~ N(u,0?) a uréeme jeji stfedni hodnotu
a rozptyl.

60



Podle definice stredni hodnoty pro spojité rozdéleni plati
> 1 (@=p?
EX — / T e 22 dx
—0o V2102

1 o _e—p? 1 X
= Noro: (x —p)e 20 d:z:—l—\/m pe 202 dr = p,

nebot druhy integral (po vytknuti konstanty p) je integralem z hustoty pravdépodobnosti
a jeho hodnota je tedy 1 a prvni integral je po zavedeni substituce (z — u)/o =t roven

o o t2 J o 0 t2 p & t2 d 0
— te” 2 dt = — te” 2 dt +/ te 2z dt| =0,
V 21 /—oo \Y 21 |:/—oo 0 :|

protoze se jedna o antisymetricky integral. Dale,

EX? = /OOx2fx(x)dx:/oo(w—,unLu)ZfX(x)cw

- /OO (2 — w0 fx(a) dw+2u/oo (z — ) fx(z) dz + 12 /m f (@) de .(7.1)

Ze znalosti stfedni hodnoty E X = p dostaneme piimo, ze prostiedni integral je nulovy
a z vlastnosti hustoty vyplyne, Ze posledni integral je roven jedné. Zbyva tedy vycislit
prvni integral, tj.

T—p

g

& — dt

(z—p)?

o °°(:c—u)2 B 0,2 002_£
e 22 dr = = — ‘ez dt
V21 /_oo o2 V21 )
& 20 /W\/Q—Sd 20—2F 3 2021F 1 02\/_ )
= — se §=— - =—Fz 5 —=VT=0".
V2 Jo NV VT2 \2) 7w

— =8
Dosazenim do vztahu (7.1) dostaneme

_’2

| tdt = ds

EX?=0"4 12
a rozptyl ma tedy hodnotu
VarX = EX? — (EX)? =o? + 1 — 2 = 0.

Stfedni hodnotu ndhodného vektoru jsme definovali po slozkach, E(Xy,...,X,) =
(EXy,..., EX,). Podobné muZeme definovat i dalsi charakteristiky jako jsou rozptyl
nebo momenty. Budeme ale popisovat chovani jednotlivych slozek, coz bude postacovat
v pripadé nezavislych nahodnych veli¢in. Pokud ale budou slozky ndhodného vektoru
zévislé, budou nas zajimat i charakteristiky popisujici jejich interakci. Jednou z nich je

kovariance nahodnych veli¢in. Pro jednoduchost budeme vSechny pojmy definovat pro
dvourozmérné vektory.

Definice 7.6 Kowvarianci ndhodnych velicin X,Y definujeme jako
Cov(X,Y)=E[(X - EX)(Y - EY)],

pokud stredni hodnota existuje.
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Jako jednoduchy disledek této definice vidime, ze plati
Cov (X, X) = VarX.
Véta 7.8 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Potom plati
Cov(X,Y)=E(XY)—-(EX)(EY),
pokud prislusné stredni hodnoty existuyi.
Duikaz. Je ponechan studentim. O

Definice 7.7 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Cislo

Cov(X,Y)  Cov(X,Y)
sd. XsdY VarX VarY

pokud existuje, nazyvame koeficient korelace ndhodnych velicin X,Y .

o(X,Y) =

Véta 7.9 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Potom plati
—1<o(X,Y)<1.
Pritom rovnost
o(X,Y) =1 nastava <« (IF>0)(Y — EY =p3(X — EX)),
o(X,Y)=—1nastaiva < (Iy<0)(Y —EY =~(X—-EX)).

Rovnost o(X,Y) = 1 tedy vyjadiuje linearni zavislost ndhodnych veli¢in X, Y s kladnou
smérnici, rovnost o(X,Y) = —1 linearni zavislost se zdpornou smérnici.

Lemma 7.1 (Schwarzova nerovnost) Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny. Potom plati

(E(XY))* < E(X*)E(Y?) ..

Dikaz. Definujme ndhodnou veli¢inu Z = aX — Y, a € IR. Potom pro vSechna a € IR
plati

0< EZ*=E(aX —Y) = E(a®X?—2aXY +Y?) = a’EX%>—2¢E(XY)+ EY?.

Dostali jsme tedy kvadratickou nerovnici v nezndmé a, kterd plati pro vSechna a € IR.
To ale znamenad, ze jeji diskriminant musi byt mensi nebo roven 0, tj.

4(E(XY))* —4EX?EY?* <0

coz je ekvivalentni dokazovanému tvrzeni. 0

Dtikaz véty 7.9. Pokud pouzijeme Schwarzovu nerovnost pro ndhodné velic¢iny X —
EX,Y — EY, dostaneme

[E(X —EX)(Y—EY)"<E(X—-EX)?E(Y — EY)?

62



coz je ekvivalentni zapisu

Cov?(X,Y) < Var X VarY
a tedy
A(X,Y)<1.

Z ekvivalence uvedené v druhé ¢asti tvrzeni dokazeme pouze jednu implikaci a to zprava
doleva. Predpokladejme tedy, ze Y — EY = (X — EX). To znamend, ze Y = X +
EY —GEX aY sedé vyjadrit ve tvaru Y = X + C, kde C je konstanta. Potom

Cov(X,Y) = E(X-EX)(BX+C— E(BX+0Q))
= E(BX?—-2BXEX +B(EX)}) =BE(X - EX)?=p3VarX.

Protoze déle podle pravidel pro poéitani s rozptylem plati VarY = 3% Var X dostavame
pro koeficient korelace

B Var X
9<X’Y>:—\m:{

+1 pro 3 >0,
—1 pro 3 <0.

O

Definice 7.8 Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny. Pokud o(X,Y) = 0, pak se ndhodné
veliciny X, Y nazyvaji nekorelované.

Veéta 7.10 Nezdvislé nahodné veliciny X, Y jsou nekorelované.

Dukaz. 7 nezavislosti ndhodnych velic¢in vyplyva
Cov(X,)Y)=E(XY)-EXEY=EXEY-EXEY =0
atedyio(X,Y)=0. O

Priklad 7.3 Abychom ilustrovali, Ze pfedchozi tvrzeni neplati v opa¢ném sméru uvazu-
jme nésledujici piiklad. Necht ndhodné veli¢iny X, Y maji rovnomérné rozdéleni na kruhu
K ={(z,y) € R?a* +y* < 1}, 1]

1 pro (z,y) € K,

T,Yy) =47
Jxr(#,9) {0 jinak.

Ukolem je rozhodnout, zda jsou ndhodné veli¢iny X, Y nezavislé a nekorelované.

Marginalni hustoty maji tvar

00 V1—22 1 9
fX(x):/ fX,Y(‘r7y>dy:/ —dy:—vl—l’g, JZ€<—171>
oo VI T ™

a ze symetrie i
2
fry)=-v1-y* ye(-11).

Protoze tedy plati fxy(z,y) # fx(z)fy(y), veliciny X,Y nejsou nezavislé. Spoc¢téme
jejich kovarianci,

1o 9 0 1
EX = —x\/l—xQdm:—{/ x\/l—xQda:Jr/x\/l—x?dx]:O
L 0

17

N
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a za symetrie i EY = 0. Dale,

1 1 1 V1—z?
E(XY):// xy%da:dy:;/ / 2acydy dx =0,
K -1 —V1—x

kovariance ma tudiz hodnotu Cov (X,Y) = E(XY)— EXEY =0 a veli¢iny X,Y jsou
nekorelované.

Poznamka 7.5 Koeficient korelace je vlastné kovariance normovana na interval (—1, 1),
coz umoziuje lepsi srovnani, a vyjadiuje linedrni zavislost.

Velké absolutni hodnota (X, Y") vyjadiuje velkou miru linearni zévislosti ndhodnych
veli¢in X, Y. Nizkd hodnota o(X,Y) fikd, ze veli¢iny X,Y jsou ,téméf nekorelované”,
coz miize znamenat, ze jsou nezavislé nebo, ze jejich zavislost je odlisna od linearni.

Vysoka hodnota o( X, Y') navic znamen4, Ze se hodnoty obou veli¢in vyvijeji podobné,
nemusi ale mezi nimi existovat pri¢inny vztah!

Definice 7.9 Necht X = (X,...,X,,) je nahodny vektor. Matici
Y= (gij)ijlﬁ kde 045 = Cov (XZ, XJ) s
nazveme kovariacni matici nahodného vektoru X .

Poznamka 7.6 7 definice vyplyva. Ze je matice X symetrickd, na diagonéle ma rozptyly
o0 = Var X; ndhodnych velicin Xq,..., X, a pokud jsou tyto veli¢iny nezavislé je X
diagonalni matice.

Cvic€eni 7.1 Necht ma ndhodna veli¢ina X rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b), tj.
X ~ U(a,b). Urcete stiedni hodnotu E X a rozptyl Var X.

Cviceni 7.2 Spojitd ndhodna veli¢ina méa trojuhelnikové rozdéleni na intervalu (—a, a)
(hustota je rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou (—a,a), mimo je nulova). ZapisSte
matematicky tuto hustotu a spoctéte E X, Var X.

Cviceni 7.3 Vaha télesa se mize se stejnou pravdépodobnosti rovnat kazdému celému
¢islu od 1 do 10. Jsou k dispozici t¥i sady zavazi o hmotnostech

a) 1,2,2,5,10
b) 1,2,3,4,10

¢) 1,1,2,5,10 .

Zavazi se dava jen na jednu misku dvoumiskovych vah a pouziva se co nejméné zavazi.
Urcete pfi které sadé je primeérny pocet zavazi nutnych k vyvazeni minimalni.

Cviceni 7.4 Firma ziskd z kazdého prodaného vyrobku 100 K¢. Za vyménu béhem
zaruéni doby zaplati 300 K¢&. Zivotnost vyrobku v letech ma norméln{ rozdéleni N (3,1).
Jakou zaru¢ni dobu v mésicich mé firma stanovit, aby stfedni (prumérny) zisk byl alespor

60 Kc?
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Cviceni 7.5 Urcete hodnotu konstanty ¢ a koeficient korelace diskrétnich ndhodnych
velicin X, Y zadanych sdruzenou pravdépodobnostni funkci

PX =xzY =y|=c(z+vy), pro xr=1,2,3 a y=1,2,3.
[-1/23]
Cviceni 7.6 Nahodny vektor (X,Y’) mé hustotu

Ly 2e(0,2)aye(0,3)
fxy(z,y) =
0 jinak .

Urcete marginalni hustoty pravdépodobnosti fx, fy a spoctéte koeficient korelace o(X,Y")
nahodnych veli¢in X, Y. [-1/11]

7.3 Kvantily nahodnych veli¢in

Definice 7.10 Necht X je ndhodnd velicina s distribuéni funkci Fx a necht o € (0,1).
Potom bod ., nazyvdme a-kvantilem ndhodné veliciny X, praveé kdyz plati

ro = inf{z|Fx(z) > a}.
Pokud je Fx ostre rostouci a spojitda, potom je x, takovy bod z IR, Ze

Fx(za) =, tj. 4= Fgl(a).

Obrazky

Poznamka 7.7 Nékteré kvantily maji vlastni nazvy:

205 - medidan (50% dat lezi vlevo od této hodnoty, 50% dat vpravo)
ZTo.o5 - dolni kvartil

Zo.75 - horni kvartil

Zo.1 - dolni decil

(.75 — To.25) - mezikvartilové rozpéti (délka intervalu, kde lezi 50% nejcastéjsich

hodnot) .

Priklad 7.4 Uvazujme ndhodnou veli¢inu X s hustotou pravdépodobnosti

1 0

Jedna se o takzvané Cauchyovo rozdéleni. Neni tézké ovérit, ze neexistuje stfedni hodnota
ndhodné veli¢iny X, nebof integral

1 [ Ox
ExX=-[ — " g
w/wemx—u)z )
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neexistuje. Tuto charakteristiku tedy nemutzeme pouzit. Distribuc¢ni funkci, ale vyjadrit

lze. Pro vSechna z € IR plati
1 [® 0 u oy Y |
F = — ——dt = = — —d
x(@) w/_oo92+(t—u)2 '%dt:dy‘ w/oo Ty
1 ‘ r— U n 1
= —arc =
s 579 2
a-kvantil tedy ur¢ime z rovnosti
1 = 1
Fx(z,) =, tj. —arctgx Py-=a
s 0 2
a tedy
1
T, = 0tg (7? (Q_E)) + 1.

Specialné pro median plati zo5 = u.

7.4 Charakteristicka a momentova funkce
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Kapitola 8
Limitni véty

8.1 Zakon velkych cisel

Dosud jsme se zabyvali jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami. V této kapitole budeme
studovat posloupnosti nahodnych veli¢in. Piiklady takovych posloupnosti zajimavych
prakticky i teoreticky:

e Nechf Z,, oznacuje pocet vyskyti jistého jevu A v n nezavislych pokusech, pficemz
pravdépodobnost jevu A v jednotlivych pokusech je p. Ozna¢me X, = Z,/n, X,
tedy vyjadfuje relativni ¢etnost jevu A v n pokusech. Jak se chova X,, pro velka
n?

e Uvazujme n nezdvislych méfeni X, ..., X, a jejich primér X,, = 1/n Y " | X,;. M4
rozdéleni ndhodné veli¢iny X, pro velkd n né&jaké zajimavé vlastnosti? Zavisi na
rozdéleni veli¢in X7

Definice 8.1 Necht (X,,)%°, je posloupnost ndhodnyjch veli¢in a ¢ € IR. Rikdme, Ze
posloupnost (X,,)5°, konverguje k ¢ podle pravdépodobnosti, jestlize pro kaZdé ¢ > 0

plati
lim P[|X,, —¢| >¢]=0.

Znacime X, N
Piiklad 8.1 Jsou dény néhodné veliciny X, ~ N(u, 0%/n) Dokaite, e X, — .
Podle definice mame ukazat, Ze pro kazdé ¢ > 0
PIXy —pl 2] — 0,
coz je ekvivalentni tvrzeni, ze pro kazdé € > 0
Pl X, —pl<el —1.
Vyjadfeme tuto pravdépodobnost. Pro kazdé ¢ > 0 plati

pte g n(e—p)?
PIX, —pl <] = P[M—€<Xn<u+8]=/ 5 gy
p—e 27r%2
b :t @ 1 2 oo 1 2
= g/ivn = e_gdt@/ e~ Tdt=1.
' _a/{/ﬁdx =dt _@ /2T oo /7
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Vé&ta 8.1 (Cebysevova nerovnost) Necht X je ndhodnd veli¢ina se stfedni hodnotou E X
a konecnym rozptylem Var X. Potom pro kazZdé € > 0 plati

Var X
)

PIX — EX|>¢] <

Dukaz. Provedme dikaz pro spojité nadhodné veli¢iny. Uvazujme nejprve nédhodnou
veli¢cinu Y s koneénym druhym momentem EY?2. Potom pro kazdé ¢ > 0 plati

E(Y?) = /ooy2fy(y)dy=/

s lyl<e

v2 fy (y) dy + / 2 fy (y) dy

lyl=e
> [ i@z [ frdy =Py <),
ly|>e ly|>e
Aplikaci této nerovnosti na ndhodnou veli¢inu Y = X — E X dostaneme
E(X-EX)* VarX

PIX — EX|>¢] < = -

O

Véta 8.2 (Zakon velkijch cisel) Necht (X,,)3, je posloupnost nezdvislych, stejné rozdélengjch
ndhodnyjch veli¢in, pro které existuje = EX; a 0 = E(X; — p)?, i € IN. Potom

- 1 P

Diikaz. K diikazu pouzijeme CebySevovy nerovnosti. Spoé¢téme nejdiive stiedni hodnotu
a rozptyl nahodné veli¢iny X,,. Podle pravidel pro pocitani se stfedni hodnotou

— 1 & 1 «
EX,=E (EZ_;X) :ﬁ; EX, =p

a s vyuzitim nezavislosti dale

_ 1 <& 1 & o2
Var X, =V — X, | =— Var X; = —.

Dosazenim do Ceby$evovy nerovnosti dostaneme, Ze pro vsechna ¢ > 0 plati

2

0<P[X,—pul>e <> —0,
ne

coz je podle definice konvergence podle pravdépodobnosti ekvivalentni dokazovanému
tvrzeni. O

Poznamka 8.1 Specidlnim pfipadem piedchozi véty je Bernoulliho véta (1713). Necht
jsou dany nezavislé ndhodné veli¢iny X, ~ Be(p) a ozna¢me S, = > . X;. S, tedy
vyjadiuje pocet tspéchtt v n Bernoulliovskych pokusech. Potom plati

Sn P
_ép.
n

Toto tvrzeni vyplyva napt. primo z predchazejici véty uzitim faktu, ze stfedni hodnota
nahodné veli¢iny X ~ Be(p) je p.
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Priklad 8.2 S jakou pravdépodobnosti miZzeme tvrdit, ze pfi 1000 hodech minci padne
orel 400-600 krat?

Necht velic¢iny X7, ..., Xip00 vyjadiuji , zda v i-tém hodu padl orel (hodnota 1) nebo
panna (hodnota 0). Veli¢iny X; jsou nezavislé a plati pro né

1 1 1 1 1 1 1\? 1
EX;,==--14+--0==, EX?=_.-14--0*== VarX; =~ — (=] ==
*3 9’ i=5 Uty g &V 2 \2 1

1
2
Oznacme dale Y = 321°% X, pocet orltt v 1000 hodech minci. Pro nahodnou veli¢inu Y

i=1
plati
1000 1000

EY =) EX; =500, VarY=> VarX;=250.
=1

=1

Podle Cebysevovy nerovnosti plati pro vsechna € > 0 nerovnost

VarY
PIIY — EY|>¢] < ——.
€
V nasem konkrétnim pfipadé dostaneme
250

P[lY — 500] > 100] <
[y =500 > 100] < 75

tedy
P[|Y — 500 < 100] > 1 — 0,025 = 0,975.

S pravdépodobnosti vyssi nez 0,975 mizeme tedy fici, ze v 1000 hodech minci padne orel
400-600 krat.

8.2 Centralni limitni véta

V rtznych tlohach matematické statistiky nas zajimé rozdéleni souctu nebo priméru
n nezavislych ndhodnych veli¢in. Nékdy je vSak stanoveni presného rozdéleni obtizné.
Centralni limitni véta fika, Ze za jistych podminek lze toto rozdéleni aproximovat nor-
malnim.

Definice 8.2 Necht (X,,)>2, je posloupnost nahodnych velicin s distribucnimi funkcemi
Fx, a necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci Fx. Rekneme, Ze posloupnost
(Xn)5e, konverguje k ndhodné veliciné X v distribuci, jestliZe

lim Fx, (z) = Fx(x)

ve viech bodech spojitosti funkce Fx. Znacime X, —— X (in law).

Poznamka 8.2 Rekneme tedy, ze (X,,)%°, konverguje v distribuci k rozdéleni N (1, 0?),

jestlize
lim Fx, (z)=® (x — ,u)

n—00 o

pro viechna z € IR, budeme znadit X, —— N(u,c?).
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Véta 8.3 (CLV - Lindeberg-Lévy) Necht (X,,)5°, je posloupnost nezdavislych, stejné rozdélengch
ndhodnyjch velicin se spolecnou stredni hodnotou ji a konecniym rozptylem o?. Potom plati

D Xi—np 1
U N,

Poznamka 8.3 Pokud ozna¢ime Y,, = > | X;, plati EY,, = nu, VarY,, = no? a tvrzeni
lze zapsat v 1épe pamatovatelném tvaru

Y, - EY,
—W—M\[(OJ)'

Dalsi moznosti je prepsat tvrzeni pomoci priméru X, do tvaru

vn L, N(0,1).

X, —pu
o

Véta 8.4 (Moivre-Laplace 1718) Necht (X,,)52, je posloupnost nezdvislych, stejné rozdélenych
ndhodnych velicin, X; ~ Be(p), pro vSechna i € IN. Potom plati

Zi:1 X;—np i} N(

0,1).

np(1 —p)
Poznamka 8.4 Pokud jsou ndhodné veli¢iny X; ~ Be(p) nezavislé, plati Y, = > | X; ~
Bi(n,p) a podle pfedchozi véty

Y, —
lim P |— 2 < | = ®(x), provsechna z € IR.
np(1 = p)

n—oo

Této verze centralni limitni véty se da vyhodné vyuzit pro aproximaci binomického
rozdéleni pomoci normdlniho. Takové aproximace se doporucuje pro np(l1 —p) > 9 .

Priklad 8.3 Lod ma nosnost 5000 kg. Vaha cestujicich je ndhodné veli¢ina se stfedni
hodnotou 70 kg a smérodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujicich mtizeme nalodit, aby
pravdépodobnost pretizeni ¢lunu byla mensi nez 0.0017

Ozna¢me X; hmotnost i-tého cestujiciho a X = >~ | X; hmotnost v8ech cestujicich.
Potom

EX=) EX;=70n a VarX =) VarX;=400n.
=1 =1
(za predpokladu, ze hmotnosti jednotlivych cestujicich jsou nezavislé). Zajima nas hod-
nota n tak, aby
P[X > 5000] < 0.001.

Pokud oznac¢ime U néhodnou veli¢inu s rozdélenim N(0,1), dostaneme pomoci CLV
aproximaci

X - - —
P[X >5000] = P [ 70n S 5000 70n} - p { > 5000 70n}

20/n —  20vn 20,/n
3 (5000 — 70n

207/
70

) < 0.001,



jinak zapsano
o (5000 —70n

20/n

Po nalezeni ptislusné hodnoty funkce ® v tabulkach dostaneme nerovnost

) > 0.999.

5000 — 70n

> 3.09
20y/n

neboli
70n + 61.8v/n — 5000 < 0.

VyteSenim této kvadratické nerovnice v proménné /n najdeme jeden piipustny koren
/N1 = 8.02 a zavér je, Zze mizeme nalodit maximalné 64 cestujicich.

Priklad 8.4 S jakou pravdépodobnosti mizeme tvrdit, ze pfi 1000 hodech minci padne
orel 450-550 krat?

V oznaceni zavedeném v piikladu 8.2 mame najit pravdépodobnost P[450 < YV <
550]. V tomto pfipadé je hodnota np(1 — p) = 250 dostatecné velka, abychom mohli
pouzit aproximaci pomoci centralni limitni véty a s pomoci ndhodné veli¢iny U ~ N (0, 1)
dostavame

—50 Y — 500 50 —50
P[450 <Y <550, = P < < =P|— <UL
| - ] {\/250 V250 \/250} {\/250 -

20
= 20| — | —1=0.9984.
(\/250)

Podobné bychom napiiklad spocitali

50
V250

20
P480 <Y <520] =20 | —— | — 1 =0.7941.
| - | <\/250)

Pro ilustraci, pfesna hodnota spoc¢tend mnohem naroc¢néji pomoci binomického rozdéleni
je v tomto pripadé 0.7939.

Priklad 8.5 Héazime symetrickou kostkou. S jakou pravdépodobnosti padne v 600 hodech
vice nez 110 Sestek?

Oznac¢me Y pocet Sestek ze 600 hodl. Y ma tedy binomické rozdéleni s parametry
n = 600 a p = 1/6 a hodnota np(1 — p) = 250/3 nds opraviluje pouZzit aproximaci
normalnim rozdélenim. Jiz zndmym postupem dostaneme

PlY >110] =

Y100 10 | Lol 10

V/250/3 = \/250/3 ~ /250/3
1

o 20 ) =1 0.863 = 0.137.
250,3

Priklad 8.6 Pied volbami je v populaci 52% pfiznivea koalice. Jaka je pravdépodob-
nost, ze prizkum vefejného minéni o rozsahu n = 1500 respondenti ukaze nespravné
prevahu opozice?
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Oznacme X pocet ptiznivcu koalice ve vybéru. Pokud byl vybér proveden nezavisle,
mé X binomické rozdéleni s parametry n = 1500 ap = 0.52 anp = 780, np(1—p) = 374.4.
Pouzitim aproximace dostavame, ze hledand hodnota pravdépodobnosti je piiblizné

X — 780 < —31
V3744 T /3744

P[X <749 = P [ ] = $(—1.602) = 1 — (1.602) = 0.055.

Priklad 8.7 Uvazujme nezavislé ndhodné veli¢iny X; ~ U(0,1) rovnomérné rozdélené
na intervalu (0, 1). Protoze pro toto rozdéleni plati

1 1 1
2 0 3

dostaneme pouzitim centralni limitni véty

nox,—n
Zz:l — 2 LN(O,l)

12

Tohoto limitniho vztahu se da vyuzit pro sestrojeni jednoduchého generatoru nahodnych
¢isel z rozdéleni N (0, 1). Naptiklad pro n = 12 podle ptedchoziho vztahu U = Zil X;—6
mé ptiblizné standardni normélni rozdéleni. Stac¢i tedy nagenerovat 12 ¢isel z rozdéleni
U(0,1) a jejich sectenim a ode¢tenim 6 dostaneme realizaci ndhodného ¢isla s rozdélenim
blizkym standardnimu normélnimu.
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Kapitola 9

Statistika

Zjednodusené lze popsat tlohu matematické statistiky takto: pro danou realnou situaci
vytvorime model a na zakladé experimentalnich dat pak odhadujeme hodnoty volnych
parametri modelu, testujeme hypotézy o téchto parametrech a ovérujeme shodu modelu
se skutec¢nosti (v jistém smyslu opaény postup oproti pravdépodobnosti). Kroky:

e odhad tvaru rozdéleni (volba modelu) - vychazi z intuitivni predstavy nebo zkusenosti.
Pomiickou miize byt napi. histogram. Obr.

e odhad parametrt rozdéleni (modelu)

a) bodovy odhad - pfedpokladdme parametricky model X ~ Fy(x,0) s nezna-
mou hodnotou parametru 6. Ukolem je najit funkci 6(X) vektoru pozorovani
X, ktera odhaduje nejpravdépodobnéjsi hodnotu parametru 6.

b) intervalovy odhad - pfedpokladdme stejny model, ale hledame interval, kde
lezi hodnota parametru 6 s jistou pravdépodobnosti. Tj. hledame funkce

0(X),0(X) takové, ze P[0 € ((X),0(X))] >1—a pro a € (0,1).
e ovéreni spravnosti modelu

a) testovani hypotéz (parametrické testy) - opét uvazujeme parametricky model
a néjakou hypotézu o parametru 6. Na zakladé dat se snazime rozhodnout, zda
je nebo neni mozné zamitnout tuto hypotézu. Napriklad hypotézou mize byt,
Ze spravna hodnota parametru 6 je 5, Hy : 6 = 5. Na zakladé dat zkoumame,
zda P[H, plati] > 1 — «. Pokud ne, zamitame hypotézu H.

b) testy dobré shody - v tomto pfipadé bude otdzkou pfimo tvar modelu nebo
pravdépodobnostniho rozdéleni. Napr. otazka: fidi se pocet zakaznik Pois-
sonovym rozdélenim?

Symboly ,w, X budou mit ve statistice ponékud odlisny vyznam. €2 bude pfed-
stavovat néjakou populaci, w bude individuum, element a zobrazeni X : ) +— IR bude
vyjadrovat urcitou vlastnost populace §2.

Definice 9.1 n-tici nezdvislych nahodnych velicin X, ..., X, stejné rozdélenych s dis-
tribucni funkci F', nazyvame ndahodny vybér z rozdéleni F .
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Poznamka 9.1 Priklady vybéru:

e provedeme n-krat fyzikalni métreni, experiment, nezavisle na sobé, stejnou tech-
nologii

e 7 kamionu rajcat ndhodné vybereme n z nich a otestujeme obsah dusi¢nant v nich

Poznamka 9.2 Vysledny model bude zaviset na velikosti vybéru. Nejlepsi by ziejmé
bylo provést test pro vSechny elementy. To ale mize byt drahé nebo i nemozné (destruk-
tivni test). Dalsim problémem je, jak zajistit nezavislost (napf. pii vyzkumech vefejného
minéni).

Poznamka 9.3 Jakmile je pokus hotov, nahodny vybér se stava vektorem namérenych
hodnot (pevnych éisel). Je to vlastné jedna realizace, budeme ji znacit malymi pismeny.
x1, ..., T, tedy bude znacit jednu konkrétni realizaci ndhodného vybéru Xy,..., X,,.

Z realizaci ndhodnych vybéru potom pocitame charakteristiky umoznujici jisté shrnuti
vysledki, pripadné provedeni zavéri o vlastnostech rozdéleni, které studujeme. Napft.
u n fyzikalnich méfeni mize jit o stanoveni jedné konkrétni hodnoty. Opakovani ma
zmensit moznou chybu vysledku, v tomto pfipadé bude vhodnou charakteristikou primeér
nameérenych hodnot.

Definice 9.2 Necht X1, ..., X, je nahodny vybér. Statistikou rozumime kaZdou funkci
ndhodného vyberu X, ..., X, kterd nezavisi na konkrétnich hodnotach parametri pris-
lusného rozdélen.

Poznamka 9.4 Priiklady nejuzivanéjsich statistik:
e vybérovy priameér
— ] —
X =~ 2 X;.
1=

Jedna se o protéjsek stfedni hodnoty. Pokud EX; = pa VarX; = 0%, potom
EX, =pa VarX, =o?/n.

e vybérovy rozptyl

1 —
2= d (X —X,)?

i=

prot&jsek rozptylu. UkéZeme, ze Es? = o2

e vybérova smérodatna odchylka

e vybérovy r-ty moment



9.1 Odhady parametrt

9.1.1 Bodové odhady

V této kapitole budeme uvazovat ndhodny vybér z rozdéleni patriciho do parametrické
rodiny distribuci {Fx(z,0)|0 € ©}, kde © C IR? je mnoZina viech moZnych hodnot
parametru 6(muze se tedy jednak i o vektor).

Definice 9.3 Bodovy odhad parametru 6 je jakakoliv funkce gn(Xl, ..., X,) ndhodného
vybéru X1, ..., X, jejiz funkcéni predpis nezdvisi na 6.

Poznamka 9.5 Bodovy odhad je tedy statistika. Protoze je to funkce ndhodnych veliéin,
je sdam o sobé nahodna veli¢ina s néjakym rozdélenim.

Definice 9.4 Odhad /Q\n(Xl, ..., X,) parametru 6 se nazyvd nestranny, jestliZe

~

EO,.(X1,...,X,) =0 provsechna 0€0O.

Definice 9.5 Odhad é\n(Xl, ..., X,) parametru 0 se nazgvd konzistentni, jestliZe pro
n — oo

-~

0o (X1,...,X5) L. pro véechna 6 € ©.

Poznamka 9.6 Nestrannost znamend, Ze odhad neni zatiZen systematickou chybou.
Konzistence znamené, ze volbou dostatecné velkého n Ize ucinit chybu libovolné malou.

Obr.

Konzistence odhadu gn(X 1,--.,Xpn) je ekvivalentni souc¢asné platnosti dvojice limit-
nich vztahi

~

E0,(X1,....X,) — 60 a Varf,(X1,...,X,)—0,
pro n — oo.
Véta 9.1 Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribucni funkci F), ,2(x),

kde ;. = EX,,0% = VarX,. Potom vibérovy primér X, je nestranny a konzistentni

odhad parametru j a vijbérovy rozptyl s> je nestranny a konzistentni odhad parametru

o2

Dikaz. Pro vybérovy pramér plati

a je tedy nestrannym odhadem parametru ; a podle zakona velkych &isel X, £, [ aje
tedy i konzistentnim odhadem parametru pu.
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Zabyvejme se nyni nestrannosti vybérového rozptylu.

Es? = E Xi—p—(X,—p)?
Sn m—— ;( = ( D)
1 n n . .
= 7 (Z E(X; —p)® —2E Z(Xi—u)(Xn—MHnE(Xn—u)Z)
i=1 i=1
= (nVarX; —2nE (X, — pn)* + nE (X, — p)*)
n_
1 9 — 1 o?
_ CnE(X. — )2) = 2 07\ _ o
n_l(na nE(X, —pn)?) n_l(na nn) o°,
kde jsme vyuzili toho, ze Var X,, = o2/n. O

Poznamka 9.7 Situace se miZe zménit, pokud budeme znéat hodnotu jednoho z parametr.
Napi. pokud zndme hodnotu 1 = ¢, potom vybérovy rozptyl s> nebude nestrannym
odhadem parametru o2. Nestrannym odhadem bude statistika

1 n
2 E: 2

o° = — Xz_ .
n nil( C)

Poznamka 9.8 Casto existuje vice nestrannych odhad®. Napiiklad pro ndhodny vybér
z normélniho rozdéleni N (u, 0?) jsou vybérovy primér a vybérovy medidn nestrannymi
odhady parametru p. V takovém pfipadé se snazime najit takovy nestranny odhad, ktery
ma nejmensi rozptyl.

Definice 9.6 Odhad é\n(Xl, ..., X,) se nazgvd nejlepsi nestranny odhad parametru 6,
pokud je nestranny a pro kazdy jing nestranny odhad 62 (X, ..., X,,) plati

Var(@) > Var(@\n) pro vSechna 0 € ©.

Poznamka 9.9 Existuje dolni mez, pod kterou nemitze rozptyl zZadného nestranného
odhadu klesnout (Rao-Cramerova mez). Pokud najdeme odhad s touto mezni hodnotou
rozptylu, je to nejlepsi nestranny odhad.

Plati tvrzeni: je-li Xy,..., X, ndhodny vybér z binomického, Poissonova, exponen-
cidlniho nebo normalniho rozdéleni je vybérovy primeér X, nejlepsi nestranny odhad
EX. Jde-li o vybér z normalniho rozdéleni N(u,0?), je vybérovy rozptyl s nejlepsi
nestranny odhad parametru o2.

9.1.2 Metoda momentu

Tato metoda je vypocetné jednoducha a rychla, jeji odhady vsak nékdy nemivaji prilis
dobré vlastnosti. Casto se pouziva pro ziskani prvnich odhadii, které se nasledné pouziji
ve slozitéjsich metodach (MLE, itera¢ni feSeni rovnic).

Myslenka metody je nésledujici. Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s
distribuéni funkci F(z,6,,...,0;) a necht X ~ F(x,0y,...,60;). Definovali jsme r-ty
obecny moment jako

.= EX".
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Tyto momenty umime spocitat, jsou funkcemi 601, ..., 0. Dale r-ty vybérovy moment je
definovan predpisem
1 n
1=

v ‘ , vy . VIR P v o sz
Véty o zakonech velkych ¢isel implikuji, ze m, — p!., takZze metoda momenti spociva
v porovnani prvnich £ momentii

;= mj pro jek.

Mame tedy k rovnic pro k£ neznamjych.

Postup v praxi:

1. Napocitame teoretické momenty

=6, 0,) = EXT, jek.

2. Spocitdme vybérové momenty m;, j € k.

3. Ze soustavy rovnic R
,u;-(Ql,...,Hk):mj, jek’,

vyjadiime odhady R
6]' = Hj(ml, c. ,mk) .

Jsou to vlastné funkce ndhodného vybéru Xi,..., X,,.

Priklad 9.1 Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni jako ndhodné veli¢ina X,
kde
& prob <z <0 +06s,

01,0) = 4 7
fx (.01, 62) {O jinak.

Na zakladé ndhodného vybéru odhadnéte parametry 6y, 5.
Vyjadfeme prvni dva obecné momenty ndhodné velic¢iny X,

01462 QZ

EX = —dx =0, + =
o L

01402 2 62
EX2:/ —da::9§+9192+§2.
0

1

Soustava rovnic méa tedy tvar

0
914—32 = M
) 5 _
91+9102+3 = Mo
a tedy ;
leml——Q
2
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a dosazenim do druhé rovnice dostaneme
_ 2
Oy = 1/12(mgy — m7).

Ziskali jsme tudiz odhady

5 ~

~ 1 < -2\’ ~ = b
0y =12 | = X?-X =X, — —.
-VB(13xX) 6T

Priklad 9.2 Najdéte odhad parametri binomického rozdéleni Bi(n, p) na zékladé nahod-
ného vybéru Xq,..., X,,.

Vime, ze pro binomickou ndhodnou veli¢inu plati EX = np, Var X = np(1 — p) a
tedy EX?% = Var X + (E X)? = np — np? + n?*p?. Soustava rovnic tedy bude mit tvar
np = my
np — np2 + n2p2 = Mmay.
Z prvni rovnice dostaneme n = mq/p a dosazenim do druhé vyjadiime p ve tvaru p =
1+ my — my/m;. Celkové maji tedy odhady metodou momentt tvar

2

~ mo ~ my
p=1l+m —— a n= 3 .
mq my + mi —ma
CvicCeni 9.1 Necht X7, ..., X,, je ndhodny vybér (tzn. jsou to nezavislé stejné rozdélené

nahodné veli¢iny) z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

Ti— K

{%e‘ 0 pro x; > u,

Pxilws) = 0 jinak,

kde 6 > 0, 1 € IR. Metodou momenti naleznéte odhady parametrti 6, p.

9.1.3 Maximalné vérohodné odhady

Zacnéme prikladem.

Piiklad 9.3 Necht X, X5, X3, X; je ndhodny vybér z Bernoulliova (alternativniho)
rozdéleni s parametrem p (nezndmym). Mame za kol odhadnout hodnotu parametru p,
jestlize jsme realizaci vybéru ziskali data 0,0, 1, 0.

Spoctéme sdruzenou pravdépodobnost tohoto vysledku:
P(p) = P[Xl :X2 :X4:O,X3 = 1} :p(l—p)s,
Princip metody spociva v tom, Ze za odhad parametru p vezmeme hodnotu, pro kterou
je ziskand realizace nejpravdépodobnéjsi. Najdéme maximum funkce P(p),

dP
5 » =0 —p)’ =3p(1—p)* = (1-p)*(1 - 4p) = 0.

Stacionarni body tedy jsou p1» = 1,p3 = 1/4, pfi¢emz maximum je nabyvano v bodé
ps = 1/4. Dostavame tedy odhad p = 1/4, coz je hodnota, ktera se dala pfedvidat pfimo
ze zadani.
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Ukéazany postup nyni zobecnime.

Definice 9.7 Sdruzenou hustotu pravdépodobnosti nahodného vybéru Xy, ..., X, uvazo-
vanou jako funkci parametru 0 pri dan€ realizaci (X1,...,X,) = (x1,...,x,) nazjvime
vérohodnostni funkci a znacime L(0). Tedy

pro diskrétni rozdélent.

Definice 9.8 Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x,0),6 € ©.

-~

Odhad (X1, ..., X,) nazgvame mazimdlné vérohodny odhad (MLE) parametru 0, jestliZe

~

L(0(z1,...,x,)) > L(0) pro vsechna 6 € O.

Postup pro ziskani odhadu:

Mame realizaci nahodného vybéru z, ..., x,, pfedpokladame, Ze z rozdéleni s hustotou
fx(.’L’, (91, ce 79k>

1. Sestavime vérohodnostni funkci (sdruzenou hustotu) L(6y,. .., 0).

2. Maximalizujeme L(f,...,0;) pfes vSechny mozné hodnoty parametri 6y, ..., 0.

Casto je vyhodné maximalizovat funkci In L(6y, ..., 60;). MLE tedy ziskdme jako
feseni soustavy k-rovnic
Oln L(64,...,0;)
00,

Uvedené rovnice se nazyvaji vérohodnostni rovnice.

Poznamka 9.10 Vlastnosti MLE:

e casto jsou vypocetné narocné, soustava se resi numericky
e nemusi byt nestranné, ale jsou konzistentni

e funkce g(é\), kde 6 je maximalng vérohodny odhad, je odhadem funkce g(0) (napt.
odhad smérodatné odchylky o, = 1/02)

n

e za jistych podminek zname asymptotické rozdéleni MLE odhadi.

Priklad 9.4 Bézny typ biologického experimentu je pocitani mikroorganismi v poli¢cich
¢tvercové sité, kterou je rozdéleno zorné pole mikroskopu. V prvnich trech fadcich nasle-
dujici tabulky jsou uvedeny k - po¢ty mikroorganismii v policku, n; - pocty policek, kde
bylo pozorovano k mikroorganismt a ng/n - relativni ¢etnosti, kde n = 118 je celkovy
pocet policek ¢tvercové site.
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ko |1 | 2 | 3 | 4|5 | 6 |7
n | 5 19 [ 26 | 26 | 21 [ 13 5 3
ng/n | 0.042 | 0.161 | 0.220 | 0.220 | 0.178 | 0.110 | 0.042 | 0.025
Pe | 0.052 | 0.153 | 0.227 | 0.224 | 0.166 | 0.980 | 0.049 | 0.020

Nasim tkolem je odhadnout hodnotu parametru A Poissonova rozdéleni, kterym by bylo
nejlepsi situaci modelovat.

Zacnéme nejdiive obecné a uvazujme realizaci ndhodného vybéru x4,...,x, z Pois-
sonova rozdéleni s parametrem A. Vérohodnostni funkce mé tvar

L(\) = H e M

a jeji logaritmus je

L) => In (eA x") =) (At —In(z;]) = —nA+nA Y 2> In(a)).
i=1 v i=1 i=1 i=1

Néslednou derivaci ziskame rovnici

8lnL()\
N n+ - Z%—O

a jako jeji feseni maximalné vérohodny odhad

n
~ 1 _
n <
=1

V nasem konkrétnim ptipadé bylo n = 118 pozorovani a

118
in:19+2~26+3'26+4-21+5-13+6~5+7-3:349

i=1
a dostavame tudiz odhad parametru A,

~ 349
=2.96.
A= I8 96

Teoretické pravdépodobnosti spoctené s odhadnutou hodnotou parametru jsou pro srovnani
s relativnimi ¢etnostmi uvedeny v poslednim fadku ptredchozi tabulky.
Pfiklad 9.5 Necht z1,...,x, je realizace ndhodného vybéru z rozdéleni N(u,o?). Na-
jdéte maximalné vérohodné odhady parametrii y, o2

Sestavme vérohodnostni funkci

- 1 (ZL w)? < 1 )n 1 S (z— )2
/1/7 = T 202 = e 202 i=1\Ti—H
1V 27r02 V2ro?

1

a jeji logaritmus
2 _ n 2 1 ¢ 2
In L(p,0%) = D) In27 — §1na ~ 53 ;l(xZ — ).
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Derivacemi podle parametrii j, 02 ziskdme soustavu vérohodnostnich rovnic

n

dn L(p, 0?) 1 1 [
o = = (xi—p):; ;mi—nu =0

i=1

dln L(p, 0?) n 1 I 9
RO - D N (@) =0,
Jo? 202 * 2(0%)* = (i =)

ProtoZe 02 > 0 dostaneme z prvni rovnice

1 & _
,uzﬁlz:;xi:xn.

Dosazenim do druhé rovnice soustavy pak ziskame

1 n
2 _ 1 =2
o —ngl(m, Tn) .

Pro normaélni rozdéleni jsme tedy ziskali maximélné vérohodné odhady
n
~_ 1 = \2
L=T, a 0 =—Y (r;—7T,)".
n ‘=
1=

CvicCeni 9.2 Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér (tzn. jsou to nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny) z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti
fx, () =0 +1)2?, pro 0<a;<1.

Najdéte maximéalné vérohodny odhad parametru 6.

9.1.4 Intervalové odhady

Misto konkrétniho bodového odhadu parametru 6 nas nékdy zajima interval, ve kterém
bude hodnota parametru lezet s urcitou velkou pravdépodobnosti 1 — v (a > 0 malé).

_ Hleddme tedy na zdkladé nahodného vybéru dvé statistiky, zn. 0(Xy,...,X,) a
0(Xy,...,X,) tak, aby platilo

PIO < 6(X1,.... X)) <5 a PH=0(X,... . X,)] <

| e

a tedy
PIO(X1,...,X,) <0<0(Xy,...,X)] >1—a. (9.1)

Definice 9.9 Dwvojice statistik (0,0) spliujici (9.1) se nazyjvd 100 - (1 — «)% interval
spolehlivosti. Statistika (X, ..., X,) se nazyjvd dolni mez, statistika 0(X1, ..., X,) horni
mez intervalu spolehlivosti. Cislo 1 — « se nazjvd koeficient spolehlivosti.

Poznamka 9.11 Nejcastéji se pouzivaji hodnoty a = 0.05,« = 0.01, kdy mluvime o
95% intervalu spolehlivosti respektive o 99% intervalu spolehlivosti.

Interpretace 99% intervalu spolehlivosti: skute¢nd hodnota parametru 6 bude s 99%
pravdépodobnosti leZet uvniti intervalu (#,6). V praxi ale mame konkrétni realizaci
(x1,...,x,) ndhodného vybéru, v tomto ptipadé si vyznam intervalu spolehlivosti mizeme
predstavit takto: pri 100 opakovanich pokusu, bude v 99 pripadech hodnota parametru
0 lezet uvnitt spoc¢teného intervalu spolehlivosti.
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Poznamka 9.12 Nékdy nds zajima jen horni nebo dolni mez, potom konstruujeme
statistiky tak, aby

PlO(X1,...,X,) >0l <a nebo P[I>0(X,...,X,)] <«
neboli B
PlO0>0(Xy,....,X,)]>1—a a POI<OX,....X,)]>1—-«
a hovorime o dolnim resp. hornim intervalovém odhadu nebo obecné o jednostrannych

intervalech spolehlivosti.

Obecné je konstrukce intervalovych odhadt pomérné slozita, omezime se na normalni
rozdéleni.

Véta 9.2 Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?) a zndme hodnotu o>.

Potom plati

_ o — o
P|:Xn_u1a/2%<:u<Xn+ula/2%:| =1-a,

kde ug je B-kvantil standardniho normdlniho rozdéleni N(0,1).

Poznamka 9.13 To tedy znamena, ze

_ o — o
(Xn — Ul—a/2 ok Xn+U1—a %>

je 100 - (1 — )% intervalem spolehlivosti pro parametr .

Dukaz. Pro vybérovy primér X, = 1/nd " X, plati EX,, = u a VarX, = o?/n,
pomoci momentové funkce se d4 ukazat, ze X, ~ N(u,c?/n). To znamen4, Ze

_Xa—p

4=

~ N(0,1)

a plati tedy

P[ua/g < /< ul_a/g] = P[Z < Ul_a/g] — P[Z < Ua/g] =1 g — % =1—-«.

2
Vyuzijeme-li dale toho, Ze ze symetrie rozdéleni N (0, 1) plyne uy/2 = —t1_q/2, dostavame
konec¢né
7n_/J/ g - o
Plotnp < = <Upnsp| =P | ~t_apm— < Xp — 4 < Uj_a/a——
{Ul /2 0/\/% Uy /2} |:U1 /2\/ﬁ H<u /2\/5

P |:7n — Ulfa/gi < pu< yn +U1a/gi:| =1—q.

Vi Vi
0]

Dalsi intervaly spolehlivosti pro normélni rozdéleni jiz nebudeme odvozovat, ale
uvedeme si je v souhrnné tabulce.
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Intervalové odhady parametri normalniho rozdéleni N (u,o?)
o spolehlivosti 1 — a.

par. typ intervalovy odhad predpoklady
i | oboustr <X U X +u 7 o? znamé
. n = Ul—a/2 ﬁa n 1—a/2ﬁ
n dolni X, —u 7 0% zndmé
n— Ul-a = —
vn
o horni X, +u 7 0% zndmé
n l—a ==
N4
[ | oboustr. <Xn —ti_aj2(n—1) S\—}, X +ti_gp(n—1) S”) o2 neznimé
n n
1 dolni Xn—ti_a(n—1) 5n o2 neznamé
n
1 horni Xp+ti—a(n—1) °n 02 neznamé
n -« -
NLD
—1)s2 —1)s2
o% | oboustr. 2(n )5 , (2n )5 {1t neznamé
Xl_a/g(n 1) X /2(” - 1)
—1)s2
o? dolni gn )5 [t neznadmé
X1 a(n - 1)
—1s?
o? horni (Z ( )31n) {4 neznamé
Xa\lt —

Znadeni: X, ..., X, ndhodny vybér z N(u, o?)

Xn:%;n;xi, 2= LY (X -X). sy

n—1 —
ug je [-kvantil normalniho rozdéleni N(0, 1)
ts(n) je B-kvantil Studentova t-rozdéleni s n stupni volnosti
X3(n) je B-kvantil x? rozdéleni s n stupni volnosti
Fs(n,m) je f-kvantil Fisherova F-rozdéleni s n a m stupni volnosti
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Priklad 9.6 Pii kontrolnich zkouskach 16 zarovek byl stanoven odhad stfedni hodnoty
T16 = 3000 hodin a smérodatné odchylky o014 = 20 hodin jejich zivotnosti. Za predpok-
ladu, Ze Zivotnost Zarovky je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim N (u,o?) urcete
90% interval spolehlivosti pro parametry u a o.

Pro dosazeni do vzorct pro intervaly spolehlivosti budeme potfebovat vybérovou
smérodatnou odchylku s;6. ProtoZe obecné plati s> = n/(n — 1)o?, dostaneme s;5 =

80/+/15.

V tabulce najdeme interval spolehlivosti pro parametr p a tento pripad ve tvaru

- Sn o~ Sn
(Xn — tl,a/g(n — 1) %,Xn + tlfa/g(n — 1) %) .
Po dosazeni za o« = 0.1,n = 16 a tg95(15) = 1.753

20 20
3000 — 1.753—=, 3000 + 1.753 —
( V15 V 15)

a parametr p tedy s pravdépodobnosti 90% lezi v intervalu (2990.9,3009.1). Pro dolni
interval spolehlivosti (stfedni Zivotnost vétsi nez?) dostaneme

= (2990.9, 3009.1)

20
T — t0,9<15)j;1i6 = 3000 — 1.8406—= = 2093.3

a s pravdépodobnosti 90% je p > 2993.3.

Pro parametr o2 mé interval spolehlivosti tvar

(n—1)sp  (n—1)s;
Xiam(” - 1) Xi/z(n - 1)

a dosazenim hodnot x¢.95(15) = 24.996, x0.05(15) = 4.6009 dostaneme interval (256, 1391).
Hodnota parametru o tedy lezi s pravdépodobnosti 90% v intervalu (16, 37.3). Podobné
pro horni interval spolehlivosti (rozptyl mensi nez?)

15535 16-400
x2,(15)  5.2293

= 1223.8,

z ¢ehoz vyplyva, ze s 90% pravdépodobnosti je o < 34.9.

Priklad 9.7 Hloubka moie se méfi pristrojem, jehoZ systematicka chyba je rovna nule
a ndhodné chyby maji norméalni rozdéleni se smérodatnou odchylku o = 20 m. Kolik
nezavislych méfeni je tieba provést, aby se s pravdépodobnosti 95% stanovila hloubka s
chybou mensi nez 10 m?

Oznac¢me vysledky jednotlivych méfeni V,7 = 1,...,n. Ze zadani vime, Ze Y, =
h + X;. kde h je skutend hloubka mote a X; ~ N(0,0?) je ndhodna chyba méfeni.
Zprimérovanim méfeni dostaneme

ZY_ ZthX)_th Z

kde 1/n """ | X; vyjadfuje chybu, jaké se dopustime po zprimérovani méfeni.
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Pro interval spolehlivosti pro parametr p plati

P[Yn—ul_aﬂi<,u<7n+u1_a/2—} :1—06,

Jn

coz muzeme prepsat do tvaru (u = 0)

— o — o
Pl X, —ul <ui_qp—| =P || X, <tUi_ap—|=1—qa.
[I pl < wia ﬁ] {I | < ti—ayz \/ﬁ]
My bychom chtéli urcit pocet méreni n tak, aby chyba, které se dopustime, byla s
pravdépodobnosti 95% mensi nez 10 m, tzn.

P[|X.| < 10] = 0.95.

7 ptredchoziho vztahu vyplyva, ze pro takové n musi platit

20
10 = ug.975—=

NG
a tedy
\/E:2U0975:2196:4

Zévér zni, ze abychom s pravdépodobnosti 95% urcili hloubku s pfesnosti na 10 m,
musime provést minimalné 16 meéreni.

9.2 Testovani hypotéz

Na zakladé ndhodného vybéru z populace budeme konstruovat testy, pomoci kterych za-
mitneme nebo nezamitneme néjakou hypotézu o populaci (populace je popsana néjakym
rozdélenim pravdépodobnosti s parametrem 6, otazka muze byt 6 = 37). Naptiklad:

e Piijem dodavky zbozi. Dodavku pfijmeme, pokud procento zmetkid p v ni bude
mensi nez néjaka hranice (napf. 0.05). Nemtizeme ale provétit vSechny vyrobky.
Provedeme ndhodny vybér a otestujeme. Na zakladé vysledkii se mame rozhodnout,
zda dodavku pfijmout ¢i ne. Testujeme vlastné nulovou hypotézu Hy : p < 0.05
proti alternativé Hy : p > 0.05.

e Zlepseni technologického nebo vyrobniho procesu. Predstavme si, ze byl navrzen
novy zptusob povrchové tpravy materialu proti korozi. Nez se zavede do vyroby je
tfeba rozhodnout, zda je skutecné lepsi nez ten soucasny. Naméri se vzorky n; a
ng pozorovani pro starou a novou metodu. Zajima nas naptiklad procento povrchu
zasazeného korozi a ptame se, jestli stifedni hodnota povrchu zasazeného korozi je
pii nové metodé mensi nebo ne. Testujeme tedy nulovou hypotézu Hy : pe < g
proti alternativé Hy : ps > iy .
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9.2.1 Matematicky popis

Predpokladame, ze méame ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni, které je prvkem rodiny
distribuci {Fy|60 € O}, kde © C IR? je mnoZina vsech moznych hodnot parametru 6.
Déle predpokladame, ze o parametru 6 existuji dvé konkurujici si hypotézy.

Nulova hypotéza Hy: 0 € O
reprezentovand mnozinou parametri ©p C © a

alternativni hypotéza H;:0 € O,

kde @1 =0 \ @0.
Testem nulové hypotézy H, proti alternativni hypotéze H; rozumime rozhodovaci
proces zalozeny na ndhodném vybéru Xi,..., X,, na jehoz zakladé zamitneme nebo

nezamitneme platnost hypotézy Hy. Nase rozhodnuti ovS§em nemusi byt spravné. Celkem
mohou nastat nasledujici ¢tyfi pripady

a) plati Hy a nase rozhodnuti je nezamitnout Hy,

c) plati H; a nase rozhodnuti je nezamitnout Hy,

)
b) plati Hy a nase rozhodnuti je zamitnout Hy,
)
d)

plati H; a naSe rozhodnuti je zamitnout H,.

V ptipadech a) a d) je nase rozhodnuti spravné. V ptipadé b) fikdme, ze se dopoustime
chyby proniho druhu, v ptipadé c¢) fikdme, ze se dopoustime chyby druhého druhu.

Postaveni hypotéz tedy neni symetrické. Za nulovou hypotézu volime tu, jejiz neo-
velikost pouze jedné z uvedenych chyb, volba padla na chybu prvniho druhu. Velikost
chyby prvniho druhu tedy stanovime na rozumné trovni (obvykle o = 0.05, v = 0.01),
chyba druhého druhu potom mitze byt vysoka.

P1i této volbé udélame chybu s pravdépodobnosti nejvyse «, pokud hypotézu H,
zamitneme. Budto totiz plati H; a udélali jsme dobfe nebo plati Hy a my jsme udélali
chybu prvniho druhu ale maximéalné s pravdépodobnosti a. Pokud bychom ale hypotézu
H, prijali, miize byt pravdépodobnost chyby rozhodnuti velka.

Volime tedy mezi dvéma vysledky testu:

a) na zakladé testu zamitame hypotézu Hy (s moznou malou chybou «),

b) na zakladé testu nezamitame Hj (ale ani nepfijimame, ptijeti Hy, by mohlo byt
chybné).

Parametricky prostor jsme rozdélili na dvé ¢asti g, ©1, prislusné hypotézam Hy, H;.
Stejné se rozpadne i vybérovy prostor X™ ((X1,...,X,) € X™) na body, kdy zamitdme
Hy a nezamitame H.

Mnozinu W C X" bodti z X", kterym je pritazeno rozhodnuti zamitnout Hy, nazyvame
kritickym oborem pro testovani Hy. Je-li tedy realizace ndhodného vybéru (xq,...,z,) €
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W, zamitame H,. Volba mnoziny W se tidi predevsim pozadavkem, aby pravdépodob-
nost chyby prvniho druhu nepiesahla «, tj.

Po[(X1,...,X,) € W] <a provsechna 6 € 0.

Cislo a se nazyva hladina vijznamnosti testu. Celkové tedy budeme fikat, Ze testujeme
nulovou hypotézu H, oproti alternativé H; na hladiné vyznamnosti a.

9.2.2 Testy hypotéz x intervalové odhady

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkci F'(x,0) a mé&me
testovat hypotézu
H0:9:90 proti leﬁ#eo.

Necht dale (6, 6) je 100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametr ¢ na zakladé néhod-
ného vybéru Xi,..., X, (tj. P[6 € (6,0)] > 1 — a). Potom

W ={(z1,...,2,) € R" |0y & (O(x1,...,2,),0(x1,...,2,))}
je kriticky obor testu Hy proti H; na hladiné vyznamnosti «, nebot za platnosti nulové
hypotézy, tedy 6 = 6y, plati
P[(X1,....X,) € W] =Pl ¢ (0,0)] < .
Jinymi slovy hypotézu H, zamitame, pokud 6y ¢ (6, 0).

Podobné mame-li testovat Hy : 0 = 6, proti (jednostranné alternativé) Hy : 6 > 6, a
méame dolni intervalovy odhad 6 (P[# > 6] > 1 — «), je kritickym oborem na hladiné «
mnozina

W ={(z1,...,2,) € R" |6y < O(x1,...,25)}.
Hypotézu Hy proti jednostranné alternativé H; tedy na hladiné vyznamnosti o zamitame,
pokud 6y < O(xq, ..., 2,).

Priklad 9.8 Podle jisté teorie je podil Zeleza v urcité chemické slouceniné 12.1%. Byl
proveden rozbor 9 vzorki s nasledujicimi vysledky

11.7, 12.2, 10.9, 11.4. 11.3, 12.0, 11.1, 10.7, 11.6.

Testujte platnost teoretické hypotézy na hladiné vyznamnosti 5% (pfedpokladdme nor-
maln{ rozdéleni dat s parametry p, o?).

Mame tedy testovat
Hy:p=12.1 proti Hy:p#12.1.
Najdéme pfislusny oboustranny interval spolehlivosti pro parametr p, ktery ma tvar

— Sn = Sn
(Xn—tla/g(n—l)%,Xn—i—tla/Q(n—l) %) .

Podle zadani je

ool =

9 9

— 1

X, = 5 ZXi =11.43, s2= Z(Xi —11.43)% = 0.24,
i=1 =1

$n =049 a togrs(8) =2.306.

Po dosazeni dostaneme interval spolehlivosti (11.05,11.81). Protoze 12.1 ¢ (11.05,11.81)
na hladiné vyznamnosti 5% zamitdme hypotézu Hy, Ze obsah Zeleza je 12.1%.
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9.2.3 Testy o parametrech normalniho rozdéleni

1. Testy o stfedni hodnoté

Uvazujeme nahodny vybér Xi,..., X, z rozd&leni N(u,0?) a tkolem je otestovat
hypotézu

Ho:p=po proti Hy:p## o, Hy:p> po, HY + < po.

Odvozeni jednoho jednoduchého testu si ukazeme na prikladu, dalsi testy potom uvedeme
v tabulce.

Priklad 9.9 Pevnost vyrabéného ocelového dratu je nahodné veli¢ina s rozdélenim
N (g, %), kde 1o = 1250, 0 = 150. Novym postupem bylo vyrobeno 25 vzorki a stanoven
pramér Xo; = 1312, predpokladame stejné o. Na hladiné v§znamnosti 0.05 ovéite, zda
je novy postup lepsi.

Mame tedy otestovat hypotézu
Ho:p=po proti Hy:p> po

(pfi novém postupu je drat pevnéjsi). Vime, ze X,, ma ma rozdéleni N(u,o?/n). Cim
vétsi bude rozdil X,, — pg, tim spis bude novy postup lepsi. Pokud rozdil normujeme za
predpokladu platnosti Hy, tj. i = pp, dostaneme testovaci statistiku

Xn — Mo
o/v/n

ktera ma za predpokladu H, standardni normalni rozdéleni. Za zminéného predpokladu
tedy plati

Ly = ~ N(0,1),

P[Zn Z U0.95] =0.05.

Pokud hodnota Z, prekro¢i wugges (jev, ktery mél za predpokladu H, nastat s malou
pravdépodobnosti), bude to fikat, ze Z, asi nemd rozdéleni N(0, 1), coz znamend, ze
neplati Hy. Hypotézu H, tedy zamitneme, pokud

Ly > Uo.95 -

Podle zadani je o
X, — 1312 — 1250
Z, = P _ = 2.067
o/v/n 30
a prislusny kvantil ma hodnotu wugg; = 1.64. Protoze Z, = 2.067 > .95 = 1.64 nulovou
hypotézu na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitame a statisticky tedy bylo prokazano, ze

novy vyrobni postup dava lepsi vysledky.

Dalsi testy o parametrech norméalniho rozdéleni jsou uvedeny v tabulce.
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Testy o parametrech normalniho rozdéleni na hladiné vyznamnosti a.

Xy, ..

., X, je ndhodny vybér z N(u,o?)

Hy H, X eW  (zamitdme Hy) predpoklady
W= po | M F Ho \f [ X0 — po] > u1_g)2 o? znémé
w=po | p> po \éﬁ (X — o) > U1—q 0% znamé
= po | p< po vn (Xn — o) < —u1—q 0? znadmé
p=po | B# Ho \S/f [ X0 — pol > ti_aa(n—1) o? neznédmé
w=po | p> po \S/f (Xn— o) > t1_a(n—1) 0% neznamé
w=po | p<po \S/f (Xn — o) < —t1_a(n—1) 02 neznamé
02 =03 | 0* # o} (71—021)37% ¢ (Xi/z(” - 1), X%_Q/Q(n - 1)) (0 neznamé

0
0? =03 | 0? <o} (n_a;)" <x%(n—1) { neznamé
0
0?2 =03 | 0% > o} (nai)” >y (n—1) (& neznamé
0

Testy pro rovnost stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni

X,...

,an aYI,..

i=1

., Y., jsou nezévislé ndhodné vybéry z N(ui,0%) a N(us,0?) a

N 1 : — \2 & —= \2
“= (e (S w0t o mar) )

Hy H, (X,Y)eW  (zamitdme Hy) predpoklady
[ mny 1 < = L
p1 = p2 | 1 F 2 - = Yop,| > Ul—a/2 o znamé
ny+ng o
ning 1 — - Y
pi=po | g1 # p2 |y — | X, = Y| > tiaja(n1 +ng —2) | 02 nezndmé
ny+ng S

Testy pro rovnost rozptylii dvou normalnich rozdéleni

Xi,..

X, aYy, ..., Y, jsou nezavislé ndhodné vybéry z N(ui,0%) a N(us,03) a
1 ni 9 1 n2 9
2 ¥ 2
5n1:n1_1;(Xi_an) ) Sn2:n2—1;(Yi_Y”2)
Hy H, (X,Y)e W  (zamitame Hy)
7
S
of =03 | 0} # 73 S;Ll ¢ (Fojo(ni—1,n2 —1), Fi_qp(ny —1,np — 1))
n2




Priklad 9.10 Pro kontrolu nastaveni méticiho pfistroje bylo provedeno 10 méteni zkuseb-
niho vzorku se spravnou hodnotou py = 15.2. Vysledky méfeni jsou

15.21, 15.19, 15.16. 15.26, 15.22, 15.23, 15.26, 15.23, 15.29,15.23.

Lze povazovat na hladiné vyznamnosti 0.05 namérené odchylky za nahodné chyby nebo je
podezieni na systematickou chybu? (pfedpoklddame, Ze chyby maji norméalni rozdéleni)

Mame tedy otestovat platnost hypotézy
Hy:p=po proti Hy:p# po,
pro kterou najdeme v tabulce test ve tvaru
n —
iy e
Sn

— o] > t1asa(n —1).

Ze zadanych dat dostaneme X,, = 15.228, s,, = 0.03706 a po dosazeni do testu
V10
0.03706

Nulovou hypotézu na hladiné 0.05 zamitame, tzn. usuzujeme na pritomnost systematické
chyby.

15.228 — 15.2| = 2.3893 > 2.2622 = t(.975(9) .

2. Testy o rozptylu

Priklad 9.11 Pripresném sefizeni automatického obrabéciho stroje neptekracuje rozptyl
délky soucastky 300 um?. Bylo zméfeno 15 soucéstek a vybérovy rozptyl ¢inil s? =

580um?. Je tim na hladiné vyznamnosti 0.05 prokazano, Ze sefizeni stroje neni v poradku?

(pfedpokladdme normalni rozdéleni délek soucastek).

Ukolem je otestovat hypotézu
Hy:0* <300 proti H;:o? > 300.

Tvrdime, 7e z tabulky lze pouzit test pro hypotézu Hy : 0% = o2 proti Hy : 02 > of ve
tvaru

—a(n—1). (9.2)

Zdtvodnéni je nasledujici. Podobné jako v ptikladu 9.9 se da ukézat, ze

P[P 2 )] =

o2

Pro hypotézu Hy : 0? = 02 z tohoto vztahu dostavame test (9.2). Ted mame nulovou
hypotézu ve tvaru Hy : 0 < 0g a pro vSechna o < o plati

{Wf4ﬁiZX34n_u}c{@iifizxidn—U]7

o8 o?

z ¢ehoz nasledné pro vsechna o < o( vyplyva

P {% >\ (n— 1)] <P [m;—j”i > X{_o(n — 1)] =a.
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Jedna se tedy také o test na hladiné vyznamnosti a.

Dosazenim konkrétnich hodnot z tohoto prikladu dostaneme

14 - 580
300

= 27.07 > 23.7 = x 45(14)

a hypotézu Hj, na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitame. Stroj je tedy nutné znovu seridit.

3. Testy rovnosti stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni

Uvazujeme dva nezavislé ndhodné vybéry X1, ..., X, aYi,...,Y,, zrozdéleni N (u,0?)
a N (uz2,02). Ukolem je otestovat hypotézu

Hy:py=po proti Hy:py # pa.

Poznamka 9.14 Vsimnéme si, Ze pro pouziti testu uvedeného pro tuto hypotézu v
tabulce je dilezité splnit predpoklady o rovnosti rozptyli obou normalnich rozdéleni.
Pokud tato informace neni explicitné déna, musime rovnost rozptyli otestovat (viz.
nasledujici sekce).

Priklad 9.12 Dveé nadrze obsahuji chlorovanou vodu. Bylo odebrano n; = 25 vzorku z
prvni nadrze a ny = 10 z druhé s témito vysledky

X, =3448, 2 =1.7482,

Yo, =35.59, s, =1.7121.

n

Piedpokldddme, 7e jde o vibéry z normalniho rozdéleni se stejnym rozptylem (N (p, 0?),
N(p2,0?)). Lze na hladiné 0.05 tvrdit, ze obsah chloru je v obou nadrzich stejny?

Mame tedy otestovat

Hy:py=po proti Hy:py # pa.
Podle vzorcii uvedenych v tabulce je

1

s* = 1.3185 a hodnota testovaci statistiky je

1 _
ST L V| = 2.25.
ni + ng s*

Protoze hodnota ptislusného kvantilu je tg975(33) = 2.035, nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0.05 zamitame.

4. Testy rovnosti rozptyltt dvou normalnich rozdéleni

UvaZujeme dva nezavislé ndhodné vybéry Xi,..., X, aYi,...,Y,, zrozdéleni N(uy,0?)
a N(usg,02). Ukolem je otestovat hypotézu

L2 2 : .2 2
Hy:o0i{ =05 proti H;:oy#o0;.
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Priklad 9.13 U 16 muzt a 13 Zen byly zméfeny hodnoty diastolického tlaku s témito
vysledky o
Xy = 77375, 53, = 69.7167,

Y, =71.0769, s% =85.0769.

Na hladiné 0.05 ovéite hypotézu, ze muzi maji stejny diastolicky tlak jako Zeny. (pfed-
pokladadme normalni rozdéleni N(uys, 03;) a N(pz,0%))

Ovérme nejdiive hypotézu o rovnosti rozptyla
Hy: 03, =0y proti Hi:o03, #0%.
Pro testovaci statistiku plati

s 69.7167

s?,  85.0769

= 0.8195 € (0.34,3.17),

nebot F0_025(15, ]_2) = ]_/F0.975(]_2, 15) = 1/297 =0.34 a F0_975(15, ]_2) = 3.17. HypOtéle
Hjy nezamitame, rozptyly jednotlivych vybéri se tudiz statisticky nelisi a miizeme pouzit
test pro rovnost stfednich hodnot,

Hy:par = pz proti  Hy:py # piz

V tomto pripadeé je

1
(5" = 57(15- 69.1767 + 12 - 85.0769) = 76.54,

s* =875 a

1613 1
Ty = | > 77.375 — TLOT69| = 1.928 < 2.0518 = f0.475(27) -
59 375 | < 0975(27)

Nulovou hypotézu tedy nelze na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitnout.

Pokud bychom testovali hypotézu

Hy:ppy = pyz proti Hy:ppy > pg,

test by byl
T, > tl_a(nl + ng — 2) .

Protoze to975(27) = 1.703 < 1.928 = T,,, nulovou hypotézu H, oproti alternativé H; v
tomto pripadé na hladiné 0.05 zamitame.

Cviceni 9.3 Automatickd plnici linka plni lahve tekutym mydlem. Nahodny vybér 20
lahvi dal vybérovy rozptyl obsahu s = 0.0153. Pokud rozptyl obsahu pfeséhne hodnotu
0.01, neprijatelné mnozstvi lahvi bude pieplnéno nebo nedoplnéno. Mizeme na hladiné
0.05 tvrdit, ze vyrobce ma problém s plnénim lahvi?

Cviceni 9.4 Vyrobce tvrdi, Ze jeho 1€k je uéinny v 75% pripadi. Nemocnice zazname-

nala tispésnost léku u 136 ze 200 pacientti, ktefi jim byli 1éceni. Je mezi tvrzenim vyrobce
a zjisténou uspésnosti 1éku statisticky vyznamny rozdil?

92



9.2.4 y’-test dobré shody

Predstavme si, ze mame ndhodny vybér X, ..., X, z neznamého rozdéleni pravdépodob-
nosti s distribu¢ni funkci F' a zajima nas, zda tato data pochéazeji z urcitého konkrétniho
rozdéleni s distribuc¢ni funkci Fp, tzn. chtéli bychom otestovat hypotézu

H()IF:FO pI‘Oti HliF#FQ.

Je tfeba najit néjaké miry neshody mezi empirickou distribuc¢ni funkci danou pozorovanymi
daty a distribu¢ni funkci Fj. Za timto tcelem rozdélime pozorovaci prostor na [ disjunk-
tnich t¥id (napf. u spojitého rozdéleni to budou disjunktni intervaly pokryvajici cely
pozorovaci prostor). Ozna¢me

n pocet pozorovani
n; pocet pozorovani X, ..., X, lezicich v i-té tride

p; pravdépodobnost, ze realizace nahodné veliciny X padne do i-té tfidy vypoctenou
podle teoretického rozdéleni Fj .

Pearsonova x?-statistika, vyjadiujici zminénou miru neshody, je potom definovdna pied-

pisem
!
=y o)
=1
Déa se ukézat, ze pro n — oo plati S, L, X2(I —r — 1), kde [ je pocet t¥id na které
je rozdélen pozorovaci prostor a r je pocet parametrii, které bylo nutné odhadnout z
daného vybéru.

Poznamka 9.15 Poznamenejme jenom, Ze definované statistika se da interpretovat
nasledujicim zptisobem

B i (pozorovano v i-té t¥idé — teoreticky v i-té t¥ide)?
N — teoreticky v i-té t¥idé

Test hypotézy H, tedy bude: zamitame hypotézu H, na hladiné vyznamnosti «

pokud
)2

I
Z >3 (—r—1),

tedy pokud hodnota statistiky S,, prekro¢i hodnoty (1 — «)-kvantilu x? rozdéleni s (I —
r — 1) stupni volnosti.

Priklad 9.14 Prti 120 hodech kostkou jsme ziskali nasledujici vysledky

vysledek ‘1 2 3 4 5 6
etnost n; | 15 16 25 31 15 18
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Je moZno oznacit tuto kostku na hladiné 0.05 za falesnou?

Mame tedy otestovat hypotézu, zda dané vysledky pochéazeji z rovnomérného rozdéleni
na mnoziné {1,2,3,4,5,6}, tj.

Ho: F=U{1,2,3,4,5,6} proti H:F #U{1,2,3,4,5,6}.

V tomto pripadé mame Sest tiid odpovidajicich jednotlivym vysledkim hodi. Pro teo-
retické pravdépodobnosti plati p; = 1/6,7 = 1,...,6 a teoretické pocty jednotlivych
vysledkii ze 120 hodi jsou np; = 20. Po dosazeni dostaneme hodnotu testovaci statistiky

Su=)_ g =108

=1

Protoze méame [ = 6 t¥id a nemuseli jsme odhadovat zadny parametr rozdéleni (r = 0),
porovname hodnotu statistiky s kvantilem y2 s(5) = 11.07 > S,,. Na zakladé vysledkt
pokusu tedy nelze zamitnout hypotézu, ze je kostka pravidelna.

Piiklad 9.15 Necht je dan generator ndhodnych ¢isel z rovnomérného rozdéleni U (0, 1)
a nasim ukolem je ovérit jeho kvalitu. Vygenerujeme 1000 ndhodnych cisel a interval
(0,1) rozdélime na deset intervali stejné délky. Napozorované cetnosti ndhodnych ¢isel
v jednotlivych intervalech jsou uvedeny v tabulce

ityinterval [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
etnost n; | 91 92 97 99 108 103 102 110 99 99

Je mozné na zékladé vysledkt na hladiné vyznamnosti 0.05 prokazat Spatnou kvalitu
generatoru?

Nulova hypotéza ma tedy tvar

Hy: F=U(0,1) proti Hy:F #U(0,1)

n =1000, p,=0.1 a np; =100.
Po dosazeni dostaneme

10
(n; — 100)? = 3.33 < 16.919 = x5 45(9) .

i=1

1
Sy = —
100

Na hladiné vyznamnosti 0.05 tedy nelze zamitnout hypotézu, Ze generator je rovnomeérny.

Cviceni 9.5 Pocet defektii na tisténych spojich ma hypoteticky Poissonovo rozdéleni.
Bylo prozkouméano 60 tisténych desek a bylo pozorovano

Podet chyb | 0 1 2 3
Cetnosti ‘32 15 9 4

Na hladiné vyznamnosti 5% otestujte, zda se skutecéné jedna o Poissonovo rozdéleni.
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