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2.3 Vlastnosti operaćı v D ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.1 Limita v D ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.2 Identity kalkulu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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2.5.2 Vlastnosti tensorového součinu v D ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Předmluva

Milý čtenáři,
dostává se ti do rukou wikiskriptum, které vzniklo během zimńıho semestru akademického

roku 2016/2017 a které by svým obsahem mělo pokrývat látku probranou v pr̊uběhu přednášek
Rovnic matematické fyziky (01RMF) vedených doc. Ing. Václavem Klikou, Ph.D. Skriptum vzniklo
přepisem poznámek, a je tedy možné a v́ıce než pravděpodobné, že se v něm vyskytnou chyby a
překlepy. Za ty se omlouvám a věř́ım, že budou časem odstraněny.

Jan Mazáč
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Kapitola 1

Motivace

Ćılem tohoto předmětu je dopracovat se k metodám řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic a
integrálńıch rovnic pomoćı tzv. zobecněných funkćı. V této kapitole se budeme snažit nast́ınit, co
matematiky vedlo k vytvořeńı teorie zobecněných funkćı a pokuśıme se na př́ıkladu ilustrovat, co
je myšleno testováńım funkcemi.

1.1 Problém s Diracovou δ-funkćı
V pr̊uběhu předešlého studia např́ıklad teoretické fyziky (TEF2) vyvstal mj. problém s popisem
bodových zdroj̊u zářeńı. Bylo potřeba definovat nějakou”funkci“, která by dokázala popsat chováńı
nějakého bodového zdroje a zároveň by nějakým zp̊usobem popisovala ”mohutnost“ tohoto zdroje.
Proto se definovala tzv. Diracova δ-funkce. Připomeňme jej́ı definici:

δ(x) =
{

0, pro x 6= 0,
+∞, pro x = 0.

a zároveň požadujeme ∫
R
δ(x)dx = 1.

Vid́ıme, že minimálně druhý požadavek na naši funkci je v rozporu s našimi dosavadńımi
znalostmi z matematické analýzy. Tam totiž při použit́ı Lebesgueovy integrace dostáváme

(L)
∫
R
δ(x)dx = 0,

protože naše funkce je nulová všude až na množinu nulové mı́ry. Tento rozkol se tedy budeme
snažit v pr̊uběhu tohoto skripta odstranit.

Zároveň bychom rádi na námi nově zavedené ”zobecněné funkce“ pohĺıželi alespoň částečně
optikou již známé analýzy a zavedli pro ně operace kompatibilńı s těmi u klasických funkćı. Ćılem
je, abychom pro ně nemuseli znovu složitě budovat teorii, která nám umožńı s nimi dobře pracovat,
tj. hledat a ověřovat nové věty třeba o záměnách pořad́ı operaćı a podobně. Budeme se toho snažit
doćılit t́ım, že zobecněné funkce sestav́ıme tak ”šikovně“, že předpoklady zmı́něných vět budou
naplňovat již v d̊usledku své definice. Jednou z takových chytře zvolených vlastnosti např́ıklad
bude, že každá zobecněná funkce bude mı́t všechny své derivace.

Abychom se ale k těmto vlastnostem a k celé teorii zobecněných funkćı propracovali, je nutné
se nejprve oprostit od zažitého pohledu na funkce. To znamená, že na funkci nebudeme pohĺıžet

”bodově“.
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1.2 Koncept testováńı funkcemi
Funkce a jej́ı vlastnosti mohou být zkoumány r̊uznými zp̊usoby, obvyklý zp̊usob v klasických partíı
matematické analýzy je zadáńı pomoćı nějaké rovnice, která představuje bodový předpis pro každý
konkrétńı bod z definičńıho oboru. Takové zadańı má své výhody, ale v některých př́ıpadech
neńı vhodné, ani tak docela přirozené. Pokud bychom např́ıklad chtěli zjǐst’ovat nějakou danou
vlastnost jisté látky při teplotě T , tj. hledat funkci f(T ) popisuj́ıćı tuto závislost, pak muśıme
vzorek látky ohř́ıvat na r̊uzné teploty a následně měřit danou vlastnost. Probléme ale je, že v
praxi nikdy nekontrolujeme teplotu úplně přesně a namı́sto v bodě T se pohybujeme na nějakém
jeho okoĺı [a, b]. Klasická metoda, tzv. vyč́ıslováńı funkce v daném bodě, sama o sobě nedokáže
totu skutečnost postihnout a neńı tedy v tomto př́ıpadě úplně ideálńı. Nab́ıźı se měřit celkovou
hodnotu veličiny a tu dělit délkou onoho intervalu, tj. poč́ıtat 1

b−a
∫

[a,b] f(T )dT . Pokud bychom
pak zmenšovali náš interval [a, b], dostali bychom v limitě hodnotu funkce f(T ) v daném bodě T .
Tento zp̊usob můžeme nazvat pr̊uměrováńım funkce přes interval. Vid́ıme, že již poskytuje širš́ı
pohled na hledanou funkci, ale stále je poměrně hrubý. Nezahrnuje totiž informaci o tom, jak často
(s jakou pravděpodobnost́ı) se teplota nacháźı v daných bodech intervalu. Pokud bychom takové
rozděleńı znali, nazvěme jej třeba ϕ(T ), můžeme náš předešlý postup opakovat jen s t́ım rozd́ılem,
že váž́ıme každý bod intervalu touto četnost́ı. Matematicky řečeno poč́ıtáme

∫
[a,b] f(T )ϕ(T )dT .

Budeme-li mı́t tuto znalost pro značné množstv́ı funkćı ϕ(T ), můžeme pak zjistit chováńı f(T ).
T́ım je ve zkratce nast́ıněn třet́ı a nejsilněǰśı koncept vyhodnocováńı funkćı, tzv. pomoćı testovaćıch
funkćı.
Poznámka. ∫ b

a

f(T )ϕ(T )dT = 〈f, ϕ〉

Tento integrál je totožný s definićı skalárńıho součinu na prostoru spojitých funkćı na uzavřeném
intervalu [a, b] (vizte LAA2, resp. LAB2).

1.3 Testovaćı funkce
1.3.1 Úvod do problematiky
Definice 1.3.1. Nosičem funkce (supportem) ϕ rozumı́me uzávěr množiny všech argument̊u
funkce s nenulovým obrazem, tj. {x ∈ Rn | ϕ(x) 6= 0} a označujeme jej suppϕ.

Definice 1.3.2. Množinu D(Rn) = {ϕ ∈ C∞(Rn) | suppϕ je omezený} nazvěme množinou
testovaćıch funkćı. Tzn. testovaćı funkce jsou funkce tř́ıdy C∞(Rn) s kompaktńım nosičem.
Bud’ nyńı G = Go otevřená podmnožina Rn. Pak definujeme D(G) = {ϕ ∈ D(Rn) | suppϕ ⊂ G}

Poznámka. Je zřejmé, že pokud ϕ ∈ D(Rn), pak αϕ ∈ D(Rn) pro α ∈ R. Máme-li ϕ,ψ ∈ D(Rn),
pak součet ϕ+ψ ∈ D(Rn) a nosič supp (ϕ+ψ) je zřejmě podmnožinou sjednoceńı suppϕ∪suppψ.
Bud’ nyńı f hladká funkce. Pak rovněž fϕ ∈ D(Rn). Odtud již plyne, že D s operacemi sč́ıtáńı a
násobeńı skalárem tvoř́ı lineárńı vektorový prostor.

Abychom źıskali jistou intuici a vhled do dané problematiky, předběžně definujme zobecněné
funkce D ′(R1). Tuhle definici později zpřesńıme a zobecńıme.

Definice 1.3.3. Necht’ f je reálná, resp. komplexńı funkce reálné proměnné. Necht’ dále

∃
∫

[a,b]
f(x)ϕ(x)dx < +∞, ∀ [a, b] , ∀ϕ ∈ D(R1).

Pak tento integrál ve smyslu funkcionálu, tj. zobrazeńı D −→ C, nazýváme zobecněnou funkćı.
Proměnnými funkcionálu tedy jsou ϕ ∈ D(R1), nikoliv x ∈ [a, b], a jeho hodnotu při daném ϕ pak
nazýváme akćı testovaćı funkce ϕ na f a znač́ıme

(f, ϕ) :=
∫
R
f(x)ϕ(x)dx.
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Poznámka. Zkuste naj́ıt množinu funkćı f tak, aby pro ni definice zobecněných funkce (výše) byla
rozumná.

Věta 1.3.4 (ilustrativńı, jednoduchá). Necht’ f, g jsou spojité reálné funkce reálné proměnné a
necht’ dále akce libovolné testovaćı funkce ϕ na f a g jsou shodné, tj.

∀ϕ ∈ D(R) :
∫
R
f(x)ϕ(x)dx =

∫
R
g(x)ϕ(x)dx. Pak plat́ı f = g.

Poznámka. Tahle věta nám ukazuje, že má smysl zkoumat pomoćı testovaćıch funkćı přinejmenš́ım
spojité funkce, protože z výsledk̊u akce s dostatečným počtem ϕ(x) jsme schopni dvě takové funkce
od sebe rozlǐsit.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme sporem. Pro ten předpokládejme, že ∃x0 takové, že f(x0) 6= g(x0). Pak
v́ıme, že

∫
R

(f(x)− g(x))ϕ(x)dx = 0. Ze spojitosti funkćı f a g plyne existence okoĺı Ux0 takového,

že ∀x ∈ Ux0 je BÚNO f(x) > g(x). Pak předpokládejme, že existuje jistá ϕ′ ∈ D(R1) taková, že
suppϕ′ ⊂ Ux0 . O tom, že tahle testovaćı funkce existuje se přesvědč́ıte na cvičeńıch. Pak můžeme
psát

∫
R

(f(x)− g(x))ϕ′(x)dx =
∫

suppϕ′
(f(x)− g(x))ϕ′(x)dx ≥ ε

∫
R
ϕ′(x)dx > 0. Toto nám již

dává spor s naš́ım předpokladem. Je vhodné zde poznamenat, že nenulovost posledńıho integrálu
plyne z toho, že mohu vždy naj́ıt takovou testovaćı funkci, jej́ıž integrál bude nenulový. Kdybychom
měli např. lichou testovaćı funkci, tak můžeme jako vhodnou testovaćı funkci použ́ıt jej́ı kvadrát,
který je rovněž testovaćı funkćı. Toto plyne z poznámky pod definićı testovaćı funkce.

1.4 Konvence a domluvy (L2 Hilbert̊uv prostor)
Mějme prostor L2(Rn), tj. prostor všech komplexńıch funkćı f(x) reálné proměnné Lebesgueovsky
integrabilńıch s kvadrátem, tj.

∫
Rn
|f(x)|2dx < +∞. Pro f , g ∈ L2(Rn) definujme zobrazeńı

〈f, g〉 := L
∫
Rn
f(x)g(x)dx. Je otázkou, je-li toto zobrazeńı skalárńım součinem na L2(Rn).

Aby j́ım bylo, muśı být splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. Zobrazeńı muśı splňovat 〈·, ·〉 : L2 × L2 −→ C;

2. Muśı být lineárńı v 1. argumentu;

3. Muśı být hermitovské, tj. 〈f, g〉 = 〈g, f〉 pro libovolné f, g ∈ L2(Rn);

4. Muśı být positivńı, tj. 〈f, f〉 ≥ 0 ∀f ∈ L2 a 〈f, f〉 = 0⇔ f = 0.

Je zřejmé, že 1., 2. i 3. podmı́nka jsou triviálně splněny (3. vyplývá z vlastnosti komplexńıho
sdružováńı integrál̊u). Ve čtvrté podmı́nce je jej́ı prvńı část triviálně splněna volbou prostoru
L2(Rn). Ve druhé části je ekvivalence směrem zprava doleva triviálńı, ale problém nastává při im-
plikaci zleva doprava; muśı být splněna podmı́nka

∫
Rn
|f(x)|2dx = 0. Tuhle podmı́nku ale splňuje

nekonečně mnoho funkćı. Jsou to všechny nulové funkce, které jsou nenulové na množině nulové
mı́ry. Proto toto zobrazeńı neńı normou na prostoru L2(Rn), ale pouze seminormou. Můžeme ale
vytvořit prostor, na kterém tohle zobrazeńı normou bude. Pro tento účel nejprve definujme relaci
∼.

1.4.1 Zavedeńı L2

Definice 1.4.1. Bud’te f, g ∈ L2(Rn). Relaci ∼ definujeme následovně: f ∼ g ⇔ f − g = 0 s. v.
(tj. skoro všude, tedy lǐśı se nejvýše na množině nulové mı́ry).
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Jedná se o relaci ekvivalence, nebot’ je symetrická, reflexivńı a transitivńı (triviálně ověřitelné).
Pomoćı této ekvivalence potom můžeme faktorizovat množinu L2(Rn) do tř́ıd ekvivalence (množin,
které jsou tvořeny funkcemi vzájemně ekvivalentńımi vzhledem k relaci ∼), které budou určovat
novou strukturu L2(Rn), tzn. L2(Rn) = L2(Rn)|∼. Pro tuhle množinu (jej́ıž prvky nejsou funkce,
ale tř́ıdy ekvivalence!) je ale výše uvedené zobrazeńı skalárńım součinem. Provedli jsme totiž
obvyklé ztotožněńı tř́ıdy ekvivalence s jedńım jej́ım zástupcem. Správně bychom měli ještě dokázat,
že námi zavedený skalárńı součin nezáviśı na volbě zástupce, ale jelikož integrál nezáviśı na množině
bod̊u nulové mı́ry, je toto zřejmé. Pak se již jedná o prostor funkćı a definice našeho skalárńıho
součinu v něm dává dobrý smysl. Připomeňme ještě několik d̊uležitých pojmů o vektorových
prostorech:

Definice 1.4.2. Bud’ V vektorový prostor s normou, posloupnost {an}n∈N ⊂ (V, ‖ · ‖) . Řekneme,
že posloupnost {an}n∈N konverguje k a ∈ V , znač́ıme an → a, právě tehdy, když ‖an−a‖ → 0
pro n→ +∞.

Vid́ıme, že jsme definici konvergence na vektorovém prostoru převedli na konvergenci v R resp. C.

Definice 1.4.3. Bud’ V vektorový prostor s normou, posloupnost {an}n∈N ⊂ (V, ‖ · ‖) . Řekneme,
že posloupnost {an}n∈N je cauchyovská, právě když

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀m, n > n0) (‖am − an‖ < ε) .

Definice 1.4.4. Řekneme, že lineárńı vektorový prostor V s normou je Banach̊uv, právě tehdy,
když každá cauchyovská posloupnost konverguje ve V .

Poznámka. Konvergenci cauchyovské posloupnosti lze ekvivalentně vyjádřit jako fakt, že limitńı
prvek je prvek V , tzn. prostor V je úplný.
Poznámka. Bolzano-Cauchyovo kritérium pro č́ıselné posloupnosti je d̊ukazem úplnosti Rn.
Pojmy výše zmı́něné je možné zobecnit na prostory s metrikou %.

Definice 1.4.5. Úplný lineárńı prostor se skalárńım součinem nazýváme Hilbert̊uv.

Poznámka. Hilbertovy prostory jsou speciálńım př́ıpadem Banachových prostor̊u, protože si stač́ı
uvědomit, že skalárńı součin indukuje normu.

Nyńı uvedeme několik d̊uležitých vět, jejichž d̊ukaz přesahuje rámec přednášky RMF, ale jsou
pro výklad látky podstatné. Detaily a d̊ukazy těchto vět se zabývá přednáška z funkcionálńı
analýzy (FA1). Před jejich vysloveńım však ještě shrňme zásadńı rozd́ıl mezi prostory Lp a Lp:

Definice 1.4.6.

Lp(Rn) =
{
f : Rn → C(R) : ‖f‖p =

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

< +∞
}
,

Lp(Rn) = Lp(Rn)
∣∣∣
∼

; f ∼ g ⇔ f = g skoro všude.

Poznámka.

Lp =
{

tř́ıdy ekvivalence na Lp | ‖f‖Lp =
(∫

Rn
|f |p

) 1
p

< +∞
}

Opět f chápeme jako jednoho zástupce konkrétńı tř́ıdy ekvivalence. Zároveň by bylo vhodné ještě
dokázat, že takto zvolená norma dává pro všechny prvky jedné tř́ıdy ekvivalence stejnou hodnotu,
což ale intuitivně ćıt́ıme při použit́ı Lebesgueova integrálu.

Věta 1.4.7. Prostory Lp jsou Banachovy prostory.

Poznámka. Zásadńım d̊usledkem této věty je fakt, že L2 je Hilbert̊uv prostor. Tato vlastnost se
nám bude později velmi hodit.
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Poznámka. Předchoźı poznámku můžeme ”rozš́ı̌rit“ na podmnožiny Rn. Pak se zavád́ı Lp(G)

s normou ‖f‖Lp(G) =
(∫

G⊂Rn
|f |p

) 1
p

.

Jeden ze zásadńıch výsledk̊u funkcionálńı analýzy je ještě třeba zmı́nit:

Věta 1.4.8. Necht’ G je otevřená množina taková, že µ(G) < +∞. Pak Lq(G) ⊂ Lp(G)⇔ p < q.

1.4.2 Lokálně integrovatelné funkce
Vrat’me se nyńı k otázce, kterou jsme si na začátku této kapitoly položili: Jaké funkce volit, aby
byla definice zobecněných funkćı D ′(G) rozumná? Odpověd́ı jsou tzv. lokálně integrovatelné funkce
na G.

Definice 1.4.9. Množinu

L1
loc(G) :=

{
f | ∀x0 ∈ G ∃Ux0 takové, že

∫
Ux0

|f | < +∞
}

nazýváme lokálně integrovatelné funkce na G.
Zavád́ıme rovněž prostor L1

loc(G) jako faktorprostor L1
loc(G)

Na prvńı pohled nemuśı být jasné, že tahle množina skutečně vyhovuje požadavk̊um na naše
zobecněné funkce. O tom, že tomu tak skutečně je, nás přesvědč́ı následuj́ıćı tvrzeńı, resp. z něj
tato vlastnost okamžitě plyne.

Věta 1.4.10. f ∈ L1
loc(G)⇔ ∀K ⊂ G kompaktńı ∃

∫
K

|f | < +∞.

D̊ukaz. Důkaz provedeme z definice kompaktnosti:
Poznámka. Řekneme, že množina K je pokrytá systémem množin S, pokud K ⊂

⋃
A∈S

A. Podpo-

kryt́ı je podmnožina S. Řekneme, že K je kompaktńı, právě když každé pokryt́ı K má konečné
podpokryt́ı.

⇐ Triviálńı - stač́ı nalézt K tak, aby Ux0 ⊂ K.

⇒ Beru K libovolnou kompaktńı množinu a pokryji ji okoĺımi Ux0 pro všechna x0 ∈ K. Jelikož
je ale K kompaktńı množina, v́ıme, že existuje konečné podpokryt́ı {Uxk0 |k ∈ {1, , . . . , N}}.
Pak můžeme odhadovat∫

K

f ≤
∫
K

|f | =
∫⋃N

k=1
Ukx0

|f | ≤
N∑
k=1

∫
Ukx0

|f | < +∞

Poznámka. Jestliže f ∈ L1
loc(Rn), pak (f, ϕ) =

∫
R
f(x)ϕ(x)dx ϕ∈D=

∫
suppϕ

f(x)ϕ(x)dx < +∞.

Posledńı nerovnost plyne z faktu, že nosič ϕ je v Rn kompaktńı množina, tud́ıž fϕ je integrabilńı
na této množině.

Věta 1.4.11. D ⊂ Lp.

D̊ukaz. Stač́ı integrovat po kompaktńım nosiči, na kterém ϕ nutně nabývá svého maxima K.
Integrál pak lze shora odhadnout

‖ϕ‖p = p

√∫
suppϕ

|ϕ(x)|p dx ≤ |K| · p
√
µ(suppϕ) < +∞.
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Kapitola 2

Zobecněné funkce

V této kapitole korektně zavedeme zobecněné funkce a uvid́ıme, že naše předešlá definice je jen
velmi speciálńım př́ıpadem zobecněné funkce. Zároveň budeme v definici požadovat, aby náš nově
definovaný objekt byl něco rozd́ılného od klasické funkce, ale zároveň se od ńı př́ılǐs nelǐsil. Rádi
bychom totiž využ́ıvali některá tvrzeńı a některé věty, které již máme z předchoźıho studia mate-
matické analýzy dokázány.

2.1 Zavedeńı zobecněných funkćı
Definice 2.1.1. Necht’ f je lineárńı funkcionál nad D(G), tj, f : D −→ C a f je lineárńı. Množinu
všech lineárńıch a spojitých, tj. konvergenci zachovávaj́ıćıch, funkcionál̊u nad D(G) nazveme pro-
storem zobecněných funkćı, označujme ji D ′(G). Hodnotu funkcionálu f na funkci ϕ označujme
(f, ϕ) namı́sto f(ϕ).

Poznámka. 1. Rovnost zobecněných funkćı (tj. f = g v D ′) nastává právě tehdy, když ∀ϕ ∈ D
plat́ı, že (f, ϕ) = (g, ϕ).

2. D ′ je lineárńı vektorový prostor s přirozeně definovanými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı, tzn,
∀f, g ∈ D ′ definujme sč́ıtáńı

(f + g, ϕ) := (f, ϕ) + (g, ϕ) ∀ϕ ∈ D

a pro α ∈ C a pro f ∈ D ′ definujeme násobeńı

(α · f, ϕ) := α(f, ϕ) ∀ϕ ∈ D .

Vid́ıme, že prostor zobecněných funkćı záviśı na volbě konvergence v D . T́ımto pojmem bude
D ′ značně ovlivněno (kv̊uli identifikaci lineárńıch a předevš́ım spojitých funkcionál̊u nad D). Z toho
d̊uvodu nyńı definujeme konvergenci v D . Ještě předt́ım ale zavedeme pojem multiindex a zavedeme
notaci derivaćı pomoćı multiindexu.

Definice 2.1.2. Multiindexem α v n-dimenzionálńım prostoru rozumı́me uspořádanou n-tici
č́ısel (α1, α2, . . . , αn) ze Zn+ := (N ∪ {0})n.

Označme |α| =
n∑
k=1

αk.

S pomoćı multiindexu pak můžeme psát xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαnn .

Definujme rovněž operátor Dα := ∂|α|

∂α1x1∂α2x2 . . . ∂αnxn
.

Definice 2.1.3. Necht’ {ϕn}n∈N je posloupnost v D(G) a ϕ ∈ D(G). Řekneme, že ϕn konverguje
k ϕ v D , označme ϕn

D−→ ϕ, právě když
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1. nosiče ϕn jsou stejně (stejnoměrně) omezené, tj. (∃R > 0) (∀n ∈ N) (suppϕn ⊂ BR(0))1;

2. ∀α ∈ Zn+ plat́ı, že Dαϕn konverguje stejnoměrně na množině G k Dαϕ, tedy Dαϕn
G------------⇒Dαϕ.

Poznámka. Tato definice vyžaduje znalost limitńı funkce ϕ. Je ale možné definovat i ”vlastnost
konvergence“ a to za pomoci Bolzano-Cauchyovy podmı́nky pro stejnoměrnou konvergenci, která
nám umožňuje nepsat ve druhé podmı́nceDαϕ. Pak můžeme tvrdit, že posloupnost funkćı {ϕn}n∈N
konverguje v D a tuto vlastnost zapisovat jako ϕn

D−→.

Věta 2.1.4. Bud’ {ϕn}n∈N ⊂ D(G) a necht’ ϕn
D−→. Pak existuje limitńı funkce ϕ ∈ D(G) taková,

že ϕn
D−→ ϕ.

D̊ukaz. Důkaz necht’ si čtenář provede sám jako cvičeńı. Při dokazováńı je vhodné naj́ıt kandidáta
na funkci ϕ pomoćı nulté derivace. Dále je vhodné si uvědomit, že kandidát muśı být tř́ıdy C∞
a že suppϕ má být kompakt.

2.1.1 Př́ıklad zobecněné funkce
Diracova δ-funkce

S touto funkćı jsme se setkali hned na začátku tohoto textu. Nyńı ji korektně zavedeme
a dokážeme, že se jedná o zobecněnou funkci.

(∀ϕ ∈ D(R)) definujeme (δ, ϕ) := ϕ(0).

Pro δ muśıme tedy ověřit, že je to funkcionál nad D , že je lineárńı a že je spojitý.
Funcionál: δ : D −→ C. Jelikož je ϕ(0) < +∞, v́ıme, že se tedy jedná o funkcionál, nebot’ jeho definice

dává dobrý smysl ∀ϕ ∈ D .
Linearita: Uvažujme ϕ,ψ ∈ D a α ∈ C. Pak

(δ, ϕ+ αψ︸ ︷︷ ︸
η∈D

) = η(0) = (ϕ+ αψ) (0) = ϕ(0) + αψ(0) = (δ, ϕ) + α (δ, ψ)

Spojitost: Abychom dokázali spojitost námi definovaného funkcionálu, uvažujme konvergentńı posloup-
nost {ϕn}n∈N ⊂ D , která konverguje ϕn

D−→ ϕ. Chceme ukázat, že odtud plyne, že v C kon-
verguje č́ıselná posloupnost(δ, ϕn) −→ (δ, ϕ). Můžeme bez újmy na obecnosti uvažovat, že
ϕn

D−→ 0 2. Pak z toho, že posloupnost konverguje, plyne, že
(a) (∃R > 0) (∀n ∈ N) (suppϕn ⊂ BR(0));

(b) ∀α ∈ Zn+ plat́ı, že Dαϕn
Rn--------------------⇒ 0.

Druhá podmı́nka plat́ı pro všechny multiindexy, tedy speciálně i pro nulový. Pak tedy dostáváme
ϕn

Rn--------------------⇒ 0 ⇒ ϕn(x) Rn→ 0 pro všechna x ∈ Rn. Pokud nyńı za x voĺım 0, dostávám tvrzeńı,
které jsem chtěl dokázat, nebot’ lim

n→∞
(δ, ϕn)︸ ︷︷ ︸

lim
n→∞

ϕn(0) = 0

= (δ, 0) = 0, přičemž posledńı rovnost plyne

z linearity funkcionálu.
T́ımto jsme tedy dokázali, že Diracova δ-funkce je zobecněnou funkćı. Obdobně se dá ukázat, že
i centrovaná Diracova δ-funkce3 je zobecněná. Důkaz je zcela totožný, až na posledńı krok, kdy se
mı́sto 0 voĺı x0.

1symbolem BR(0) znač́ıme otevřenou kouli se středem v bodě 0 a poloměrem R
2Pokud by ϕn

D−→ ϕ, pak v́ıme, že funkce ϕ je opět testovaćı funkćı a můžeme přej́ıt od ϕn k ϕn − ϕ, která již
konverguje k 0. Funkce ϕn − ϕ je totiž testovaćı, nebot’ jej́ı nosič je pouze podmnožinou sjednoceńı nosič̊u funkćı
ϕn a ϕ a rozd́ılem dvou hladkých funkćı je opět funkce hladká.

3(δx0 , ϕ) := ϕ(x0)
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2.1.2 Souvislost mezi klasickými funkcemi a zobecněnými funkcemi
V následuj́ıćım odstavci bychom chtěli ukázat, že každé klasické funkci f můžeme přǐradit jistou
zobecněnou funkci f̃ . Jako množinu funkćı f , ke které budeme vytvářet množinu zobecněných
funkćı, vezměme lokálně integrabilńı funkce na Rn. Pro tyhle funkce jsme již ukázali, že integrál∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx konverguje pro každou ϕ ∈ D(Rn). Pro tuhle hezkou vlastnost budeme definovat

zobecněnou funkci (tj. funkcionál) následovně:

(
f̃ , ϕ

)
:=
∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx.

Z konvergence nám okamžitě plyne fakt, že f̃ : D −→ C je funkcionál. Nyńı, podobně jako v
předešlém př́ıpadě, dokážeme, že se jedná o zobecněnou funkci.

Linearita: Bud’te ϕ,ψ ∈ D a α ∈ C. Pak(
f̃ , ϕ+ αψ

)
=
∫
Rn
f(x)(ϕ+αψ)(x)dx =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx+α

∫
Rn
f(x)ψ(x) =

(
f̃ , ϕ

)
+α

(
f̃ , ψ

)
.

Spojitost: Chceme ukázat, že ϕn
D−→ 0 ⇒

(
f̃ , ϕn

)
−→ 0 pro n → +∞. Tedy plat́ı, že lim

n→+∞

(
f̃ , ϕ

)
=

lim
n→+∞

∫
Rn
f(x)ϕn(x)dx = 0? Pokud by bylo možné zaměnit limitu a integrál, pak bychom

měli
∫
Rn

lim
n→+∞

f(x)ϕn(x)dx ϕn(x)→0=
∫
Rn
f(x) · 0dx = 0. Abychom mohli záměnu provést, je

třeba ověřit podmı́nky věty o záměně, ale prakticky nám stač́ı nalézt integrabilńı majorantu,
která nezáviśı na n. Tohle bude ukázáno na cvičeńı.

Definice 2.1.5. O zobecněné funkci f̃ řekneme, že je regulárńı zobecněnou funkćı, ozn.
f̃ ∈ D ′reg, pokud existuje klasická funkce f ∈ L1

loc taková, že (f̃ , ϕ) :=
∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D .

Klasickou funkci f pak nazýváme generátorem zobecněné funkce f̃ .

V následuj́ıćı části se budeme věnovat diskusi jednoznačnosti přǐrazeńı klasické funkci regulárńı
zobecněnou funkci, tj. bude nás zaj́ımat, jestli je možné ke každé regulárńı zobecněné funkci f̃ naj́ıt
klasickou funkci f . Obráceně to jde, jak je vidno z definice regulárńı zobecněné funkce. Vyslov́ıme
obecnou větu, kterou nedokážeme v plné obecnosti. Dokážeme jej́ı d̊usledek (ten je ale v podstatě
totožný s tvrzeńım věty) a se ześılenými předpoklady. Zájemci o d̊ukaz věty v plném zněńı jej
naleznou ve [Št’ov́ıček]. Než ale větu vyslov́ıme a dokážeme, připrav́ıme si dvě lemmata a jeden
výsledek z funkcionálńı analýzy, které pak pro jej́ı d̊ukaz využijeme:

Lemma 2.1.6 (spojitost skalárńıho součinu). Bud’ H Hilbert̊uv prostor a necht’ {xn}n∈N ⊂ H
taková, že xn → x ∈ H. Pak 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 pro n→ +∞ pro všechna y ∈ H.

D̊ukaz. Nejprve přeṕı̌seme výraz 〈xn, y〉 = 〈xn − x + x, y〉 = 〈xn − x, y〉 + 〈x, y〉. Využijeme
konvergence posloupnosti, tzn. xn → x ∈ H ⇔ ‖xn − x‖ → 0 v C. Pak na výraz 〈xn − x, y〉
aplikujeme Schwarzovu nerovnost, tedy |〈xn−x, y〉| ≤ ‖xn−x‖ · ‖y‖. Jelikož je ‖y‖ < +∞, máme
lemma dokázáno, nebot’ limitńım přechodem pro n→ +∞ źıskáme 〈xn, y〉

n→+∞−→ 〈x, y〉.

Lemma 2.1.7. Necht’ 〈a, b〉 = 0 pro všechna b ∈M , kde M = H. Pak a = 0 v H.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro dva př́ıpady:
1. M = H, pak 〈a, h〉 = 0 pro libovolné h ∈ H a tedy i pro h = a. Pak ale 〈a, a〉 = 0 a

odtud z positivńı definitnosti skalárńıho součinu plyne, že a = 0 v H.
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2. M ⊂ H, M = H. Tato vlastnost implikuje, že pro libovolné h ∈ H existuje {bn}n∈N ⊂ M
taková, že bn → h ∈ H. Pak ∀n ∈ N máme pro libovolné h ∈ H

0 = 〈a, bn〉 −→ 〈a, lim bn〉 = 〈a, h〉.

Zde využ́ıváme předešlého lemmatu a prvńı části d̊ukazu tohoto lemmatu - s jejich máme
tvrzeńı dokázáno.

Následuj́ıćı výsledek pocháźı z funkcionálńı analýzy a dokazovat jej nebudeme:

Věta 2.1.8. Bud’ D prostor testovaćıch funkćı s normou z Lp. Pak D je v Lp hustý, tedy D = Lp.

Nyńı už věta, jej́ıž d̊usledek chceme dokázat:

Věta 2.1.9 (o jednoznačnosti). Bud’te f, g ∈ L1
loc(Rn) a f̃ , g̃ ∈ D ′reg(Rn). Pak f̃ = g̃ ⇔ f(x) =

g(x) skoro všude na Rn.

Věta 2.1.10 (d̊usledek). Bud’te f ∈ L2(Rn) a f̃ ∈ D ′reg(Rn). Pak f̃ = 0⇔ f(x) = 0 skoro všude
na Rn.

D̊ukaz. Klasicky dokážeme dvě implikace
⇐ Triviálńı
⇒ Předpokládejme tedy f̃ = 0 v D ′ ⇔ (f̃ , ϕ) = (0, ϕ) = 0 pro všechna ϕ ∈ D . To ale znamená

(dle definice akce) ∀ϕ ∈ D : 0 =
∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx = 〈f, ϕ〉L2(Rn)

4 Nyńı už máme skalárńı

součin (z tohoto d̊uvodu jsme požadovali kvadratickou integrabilitu f), takže využijeme
druhého lemmatu a věty 2.1.8. Pak totiž tyhle podmı́nky zaručuj́ı f = 0 v L2(Rn), tedy
f(x) = 0 skoro všude na Rn.

Poznámka. Následuj́ıćı poznámky můžeme chápat jako d̊usledky a drobná pozorováńı, která z této
věty plynou:

1. Tato věta nám dává odpověd’ na otázku, jaká je souvislost mezi zobecněnými funkcemi a kla-
sickými funkcemi a umožňuje zahrnout klasické funkce do funkćı zobecněných, resp. je takto
elegantně propojit. Toto nás tud́ıž opravňuje vynechávat vlnku ve značeńı a má smysl si
např́ıklad klást otázku, zda xn ∈ D ′. Odpověd’ je ano, protože xn je spojitá funkce, tedy
xn ∈ L1

loc, a tedy xn ∈ D ′.
2. Máme f̃ = g̃ v D ′ definovanou jako (f, ϕ) = (g, ϕ)∀ϕ ∈ D . Nyńı jsme k tomuto nav́ıc ukázali,

že ∀f̃ , g̃ ∈ D ′reg plat́ı, že (f̃ , ϕ) = (g̃, ϕ)⇒ f̃ = g̃ v D ′, ale i fakt, že f = g v L2. T́ımto jsme
zobecnili pojem ”rekonstrukce funkce z testovaćı funkce“.

3. Velikost množiny D je zásadńı. Zkuste si vźıt za prostor D např. množinu všech konstantńıch
funkćı a provést naši konstrukci znova.

2.1.3 Př́ıklady

Na cvičeńıch jsme ukázali, že funkce ϕ[−a,a](x) :=

 exp
(
− 4

1−
(
x
a

)2
)
, pro x ∈ [−a, a] ,

0, pro ostatńı x.
je

testovaćı funkćı. Pod́ıvejme se, jak se chová integrál
∫ x

−∞
ϕ[−a,a](y)dy. Tato nová funkce od x je

až do −a nulová a od a konstantńı. Zaved’me jistou speciálńı funkci:
4Správně bychom měli psát 〈f, ϕ〉, ale je to jedno.
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Definice 2.1.11. Heavisideova funkce Θ(x) je funkce Θ : R→ {0, 1} definovaná následovně:

Θ(x) =
{

1, pro x ≥ 0,
0, pro x < 0.

Definujeme-li ještě operaci konvoluce funkćı, můžeme použ́ıt pro náš integrál elegantńı zápis.

Definice 2.1.12. Bud’te f, g klasické funkce integrabilńı s kvadrátem. Pak konvolućı funkćı f
a g, kterou označujeme f ∗ g, rozumı́me (f ∗ g)(x) :=

∫
R
f(y)g(x− y)dy =

∫
R
g(y)f(x− y)dy.

Poznámka. O konvoluci a jej́ım korektńım zavedeńı bude řeč později.
Poznámka. Konvoluce funkce a Heavisideovy funkce je vlastně ”vyhlazeńım“ Heavisideovy funkce
danou funkćı.

Ve smyslu této definice je pak možno náš integrál psát jako Θ(x) ∗ ϕ[−a,a]. Pokud bychom
nyńı udělali konvoluci funkce ϕ[−a,a] a ”obrácené“ Heavisideovy funkce, tj. funkce, která přǐrazuje
jedničku všem x < 0 a provedli součin těchto dvou integrál̊u, źıskáme opět testovaćı funkci. Toto
tvrzeńı, zformulované ńıže, bude dokázáno na cvičeńıch, ale je zřejmé.

Věta 2.1.13. Necht’ f ∈ L1
loc a bud’ ε > 0. Pak f(x) ∗ ϕ[−ε,ε](x) ∈ C∞.

Př́ıklady zobecněných funkćı
1. Již jsme dokázali, že δx0 ∈ D ′.
2. Ukázali jsme, že D ′reg ⊂ D ′.
3. Zobecněńı Diracovy δ-funkce do Rn

Definice 2.1.14. Necht’ S je po částech hladká nadplocha v Rn a ν(x) je funkce spojitá na
S. Definujme

(νδS , ϕ) :=
∫
S

ν(x)ϕ(x)dS ∀ϕ ∈ D .

Funkcionál νδS nazýváme jednoduchou vrstvou.

I tento funkcionál je zobecněnou funkćı, tj. νδS ∈ D ′ (cvičeńı)
4. Vyvstává otázka, zda je libovolné funkci možné přǐradit zobecněnou funkci, tj. funkcionál,

který by měl podobné chováńı? Např́ıklad bychom chtěli vyřešit problém, který vyvstane,
když chceme funkci f(x) = 1

x přǐradit zobecněnou funkci. Naráž́ıme na problém, nebot’ 1
x /∈

L1
loc(R), a proto 1

x nelze chápat jako zobecněnou funkci. Ćıt́ıme ale, že by bylo vhodné,
abychom nějakou takovou zobecněnou funkci měli. Proto provedeme tzv. regularizaci této
funkce, která by náš problém mohla odstanit. Vid́ıme, že problematickým bodem v definičńım
oboru (a tedy i při integraci) je 0. Zkuśıme tedy definovat funkcionál, který by ”suploval“
funkci 1

x následovně: (
P

1
x
, ϕ(x)

)
:= lim

ε→0+

∫
R\(−ε,ε)

ϕ(x)
x

dx

Tato limita se běžně označuje jako Vp
∫
R

ϕ(x)
x

dx a nazývá se integrál ve smyslu hlavńı hod-
noty. Na cvičeńıch bude ukázáno, že t́ımto krokem dojde k odstraněńı našeho problému, tj.
P 1
x ∈ D ′ a že se zachovávaj́ı vlastnosti, které platily pro klasické funkce (např. xnP 1

x = xn−1

v D ′ pro n ≥ 1).
Zabývejme se nyńı otázkou, jestli jsou veškeré zobecněné funkce zobecněnými regulárńımi funk-

cemi, ekvivalentně jestli je množina D ′\D ′reg neprázdná. Pokud nějaká taková zobecněná funkce
existuje, nazvěme ji singulárńı zobecněnou funkćı.
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Věta 2.1.15. Diracova δ-funkce je singulárńı zobecněnou funkćı, tj. δ ∈ D ′\D ′reg.

D̊ukaz. (pro jednoduchost a ilustrativitu tohoto tvrzeńı předpokládejme D ′(R1))
Sporem: Necht’ ∃f ∈ L1

loc taková, že
(
f̃ , ϕ

)
= (δ, ϕ) pro všechna ϕ ∈ D . Zároveň z definice Diracovy

funkce máme ϕ(0) = (δ, ϕ) =
∫
R
f(x)ϕ(x)dx pro všechna ϕ ∈ D . Bud’ nyńı η(x) = x2 ∈ C∞. Pak

zjevně ηϕ ∈ D pro všechna ϕ ∈ D . Zároveň v́ıme, že (ηϕ)(0) = 0 =
∫
R
f(x)η(x)ϕ(x)dx pro

všechna ϕ ∈ D . Odtud ale plyne, že (fη)(x) = 0 skoro všude a tud́ıž f = 0 skoro všude. Tohle je
ale spor, nebot’ v tuto chv́ıli by Diracova funkce byla vždy nulová.

2.2 Zavedeńı základńıch operaćı v D ′

Ćılem této části bude zavést operace na prosotru D ′ tak, aby co nejv́ıce odpov́ıdaly operaćım
na prostoru klasických funkćı. Např́ıklad nás bude zaj́ımat, jestli je možné zaměnit derivaci v D
a v D ′.

2.2.1 Derivace v D ′

Budeme cht́ıt, aby bylo jedno, jestli funkci f nejdř́ıve zderivuji (jako klasickou funkci) a pak z ńı
vytvoř́ım zobecněnou funkci f̃ ′, nebo jestli nejprve vytvoř́ıme z klasické funkce f funkci zobecněnou
f̃ a tu zderivujeme v D ′, tj. chceme, aby platilo, že f̃ ′ =

(
f̃
)′.

Zdálo by se přirozené pro f ∈ D ′ zavést tuto derivaci f ′ ∈ D ′ takto:

(f ′, ϕ) := (f, ϕ′) pro všechny ϕ ∈ D .

Tato definice je intutitvńı (nikoliv však na prvńı pohled), ale bohužel špatná. Abychom tedy nalezli
ekvivalent derivace, je třeba se držet striktně našich požadavk̊u. Proto požadujeme, aby platilo
f̃ ′ =

(
f̃
)′, tj.

((
f̃
)′
, ϕ
)

=
(
f̃ ′, ϕ

)
=
∫
R
f ′(x)ϕ(x)dx per partes= [f(x)ϕ(x)]+∞−∞ −

∫
R
f(x)ϕ(x)′dx =

−
(
f̃ , ϕ′

)
. Tedy t́ımto můžeme definovat derivaci v D ′, která je kompatibilńı s derivaćı v klasickém

smyslu.

Definice 2.2.1. Bud’ f ∈ D ′(R). Pak derivaci f ′ v D ′(R) definujeme předpisem

(f ′, ϕ) := −(f, ϕ′) pro libovolné ϕ ∈ D .

Nyńı ověř́ıme, že takto definovaná derivace zobecněné funkci f přǐrad́ı opět zobecněnou funkci
f ′. Abychom tohle dokázali, je třeba ukázat, že jsou splněny tři podmı́nky:

Funkcionál: Že se jedná o funkcionál je zřejmé, nebot’ derivace je definovaná jako − (f, ϕ′) a vzhledem
k faktu, že ϕ′ ∈ D . Odtud již potom plyne, že | − (f, ϕ′) | < +∞, č́ımž je dokázána dobrá
definice funkcionálu.

Linearita: Bud’te ϕ,ψ ∈ D(R) a α ∈ C. Pak

(f ′, ϕ+ αψ) = −
(
f, (ϕ+ αψ)′

)
= − (f, ϕ′)− α (f, ψ′) = (f ′, ϕ) + α (f ′, ψ)

Při dokazováńı jsme využili nejprve definici derivace v D ′(R) a následně faktu, že f je zo-
becněná.

Spojitost: Necht’ ϕn
D−→ 0. Pak chceme ukázat, že (f ′, ϕn)→ (f ′, 0) = 0 v C. Proto

lim
n→+∞

(f ′, ϕn) = lim
n→+∞

[− (f, ϕ′n)] = (f, lim
n→+∞

ϕ′n︸ ︷︷ ︸
0

) = 0

Prvńı úprava je jen přepsáńı výrazu v limitě dle definice. Ve druhém kroku bychom chtěli
využ́ıt spojitosti zobecněné funkce f . Proto muśıme ověřit, že plat́ı implikace ϕn

D−→ 0 ⇒
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ϕ′n
D−→ 0. Toto ale plat́ı, nebot’ posloupnost funkce ϕ′n maj́ı stejnoměrně omezené nosiče. Tato

vlastnost plyne z inkluze suppϕ′n ⊂ suppϕn pro libovolné n. Druhá podmı́nka, tj. podmı́nka
na stejnoměrnou konvergenci všech derivaćı, je splněna triviálně d́ıky konvergenci ϕn v D .

Tedy jsme našli zobrazeńı na prostoru D ′(R), které libovolné funkci f ∈ D ′(R) přǐrad́ı f 7−→
f ′ ∈ D ′(R). Tento postup mohu očividně opakovat a vždy źıskám zobecněnou funkci.

Věta 2.2.2. Každá zobecněná funkce f má všechny derivace.

D̊ukaz. Vizte poznámku výše.

Poznámka. Derivaci jsme zavedli pouze pro f ∈ D ′(R). Pokud bychom chtěli provést rozš́ı̌reńı,
stač́ı si uvědomit, že za každý daľśı řád derivace přibude pouze daľśı znaménko ”−“. Proto můžeme
definovat derivaci pro libovolnou f ∈ D ′(Rn) následovně:

(Dαf, ϕ) := (−1)|α| (f,Dαϕ)

.
Př́ıklad Najděte |x|′ v D ′(R). Zjevně hledáme zobecněnou funkci f takovou, že (|x|′, ϕ) =

(f, ϕ) pro všechny ϕ ∈ D . Nejprve se přesvědč́ıme, že notace |x|′ dává dobrý smysl. Zcela jistě
ano, protože |x| ∈ D ′, což plyne z faktu, že |x| je jako klasická funkce lokálně integrabilńı na R.
Nyńı již hledejme funkci f :5(
|̃x|
′
, ϕ(x)

)
= −

(
|̃x|, ϕ′(x)

)
= −

∫
R
|x|ϕ′(x)dx = −

∫ 0

−∞
|x|︸︷︷︸
−x

ϕ′(x)dx−
∫ +∞

0
|x|︸︷︷︸
x

ϕ′(x)dx per partes=

= [xϕ(x)]0−∞︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ 0

−∞
1 ·ϕ(x)dx− [xϕ(x)]+∞0︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫ +∞

0
1 ·ϕdx =

∫
R

sgn (x)ϕ(x)dx =
(

s̃gn (x), ϕ(x)
)
.

T́ımto jsme dokázali, že |̃x|
′

= s̃gn (x) v D ′(R).

2.2.2 Regulárńı lineárńı transformace
Definice 2.2.3. Bud’ f ∈ D ′, dále A ∈ Rn,n regulárńı matice a b ∈ Rn vektor. Pak definujeme
regulárńı lineárńı transformaci gfA,b zobecněné funkce f vztahem:(

gfA,b, ϕ
)

:=
(
f, ψϕA,b

)
.

Přičemž ψϕA,b(x) := 1
| detA|ϕ

(
A−1(x− b)

)
pro všechny ϕ ∈ D .

Poznámka. Tato definice je korektńı, nebot’ ψϕA,b(x) ∈ D ⇔ ϕ ∈ D . Tato transformace funkce ϕ
neovlivńı jej́ı hladkost a support se jen regulárně transformuje, tj. posune se anebo se přeškáluje.
Poznámka. Obvykle se tato transformace zapisuje ale poněkud odlǐsně:

(f(Ax+ b), ϕ(x)) := 1
|detA|

(
f(x), ϕ

(
A−1(x− b)

))
.

Tato notace je rozumná, jen je třeba si uvědomit, že zobecněná funkce f ∈ D ′ nemá argument
x, ale jistou funkci! V následuj́ıćım odstavci pochoṕıme, proč se tato notace použ́ıvá a že je vlastně

5V tomto př́ıkladu budeme pro větš́ı přehlednost použ́ıvat označeńı vlnkou pro zobecněnou funkci vytvořenou
z lokálně integrabilńı funkce.
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velmi přirozená. Naš́ım ćılem je totiž źıskat zobecněnou funkci takovou, aby ˜f(Ax+ b) = f̃(Ax+b).
Z této podmı́nky pak totiž dostaneme:

(
f̃(Ax+ b), ϕ(x)

)
= (f(Ax+ b), ϕ(x)) =

∫
Rn
f(Ax+ b)ϕ(x)dx =


transformace
y = Ax+ b

x = A−1(y − b)
|J | = 1

| detA|

 =

= 1
|detA|

∫
Rn
f(y)ϕ

(
A−1(y − b)

)
dy = 1

|detA|
(
f̃(x), ϕ

(
A−1(x− b)

))
.

Opět ověř́ıme, že regulárńı transformace je operace, která zobecněnou funkci zobrazuje na zo-
becněnou funkci.

Věta 2.2.4. Bud’ f ∈ D ′. Pak f(Ax+ b) ∈ D ′.

D̊ukaz. Opět stač́ı ověřit tři podmı́nky.
Funkcionál: zřejmé;

Linearita: opět zřejmá, plyne z linearity f ;

Spojitost: Chceme ukázat, že ϕn
D−→ 0⇒ (f(Ax+ b), ϕn(x))→ 0. Tedy

lim
n→+∞

(f(Ax+ b), ϕn(x)) = lim
n→+∞

1
|detA|

(
f(x), ϕn

(
A−1(x− b)

))
=

= 1
|detA|

f(x), lim
n→+∞

ϕn
(
A−1(x− b)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

 = 0.

V prvńı rovnosti jsme jen použili definici, ve druhé jsme využili spojitosti zobecněné funkce
f a faktu, že pokud ϕn

D−→ 0, tak i ψn
D−→ 0,kde ψn = ϕn

(
A−1(x− b)

)
. V daľśı se pak jen

využije stejnoměrné konvergence funkćı ϕn k nule. Odtud již plyne bodová konvergence k
nule a posledńı rovnost je d̊usledkem linearity f.

T́ımto jsme źıskali zaj́ımavý nástroj, pomoćı kterého můžeme zkoumat např. posunut́ı zo-
becněných funkćı (to se děje volbou jednotkové matice A). Rovněž sudost a lichost zobecněných
funkćı lze takto vyšetřovat. Toto si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu, kde urč́ıme, jestli je Diracova
funkce sudá.

Př́ıklad Je Diracova funkce sudá, tj. plat́ı, že δ(−x) = δ(x) v D ′?
Vyjdeme z rovnosti v D ′, tj. ověřujeme, zda plat́ı, že (δ(x), ϕ(x)) = (δ(−x), ϕ(x)). Upravujeme

nejprve levou stranu výrazu:

(δ(x), ϕ(x)) A=I,b=0= (δ, ϕ) = ϕ(0)

Nyńı uprav́ıme pravou stranu a využijeme toho, že tentokrát je A = −I a b = 0.

(δ(−x), ϕ(x)) = 1
1(δ(x), ϕ(−x)︸ ︷︷ ︸

ψ(x)

) = (δ, ψ) = ψ(0) = ϕ(0).

T́ımto je dokázáno, že Diracova funkce je sudá funkce.
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2.2.3 Násobeńı hladkou funkćı v D ′

Opět bychom chtěli vytvořit operaci násobeńı hladkou funkćı, která by pro a ∈ C∞ a f̃ ∈ D ′reg
splňovala následuj́ıćı: ã · f̃ = ã · f . Z této podmı́nky dostáváme:(

ã · f̃ , ϕ
)

=
(
ã · f, ϕ

)
=
∫
R
a(x)f(x)ϕ(x)dx =

∫
R
f(x) a(x)ϕ(x)︸ ︷︷ ︸

∈D

dx =
(
f̃ , aϕ

)
.

Z tohoto d̊uvodu jsme při zavedeńı testovaćıch funkćı diskutovali možnost jejich násobeńı hladkou
funkćı.

Definice 2.2.5. Bud’ a ∈ C∞ a ã ∈ D ′reg a necht’ f ∈ D ′. Pak definujeme (ã · f, ϕ) := (f, aϕ) pro
všechna ϕ ∈ D .

Neńı možné zeslabit předpoklad na a ∈ C∞, kv̊uli požadavku, aby aϕ ∈ D . Z tohoto d̊uvodu
neńı možné např́ıklad vynásobit dvě Diracovy funkce.

Věta 2.2.6. Bud’ ã ∈ D ′reg a a ∈ C∞ a necht’ f ∈ D ′. Pak ã · f ∈ D ′.

D̊ukaz. Důkaz je v podstatě identický jako u předchoźıch operaćı a čtenář si jej může provést sám
jako domáćı cvičeńı.

2.3 Vlastnosti operaćı v D ′

V této sekci se budeme zabývat vlastnostmi operaćı nad prostorem zobecněných funkćı. Ukážeme
si, že nad prostorem zobecněných funkćı lze formulovat podobné věty jako v matematické analýze
(např. věty o záměně) a že se tyto věty daj́ı formulovat oproštěné od veškerých sáhodlouhých
předpoklad̊u a rovněž jejich d̊ukazy jsou vyloženě triviálńı.

2.3.1 Limita v D ′

Nejprve ještě definujeme pojem intuitivńı, ale dosud korektně neformulovaný:

Definice 2.3.1. Bud’ {fn}n∈N ⊂ D ′ posloupnost zobecněných funkćı. Řekneme, že posloupnost
zobecněných funkćı fn konverguje v D ′ k zobecněné funkci f ∈ D ′, ozn. fn → f , právě
tehdy když ∀ϕ ∈ D plat́ı, že (fn, ϕ)→ (f, ϕ) jako č́ıselná posloupnost.

Když známe pojem konvergence, můžeme zavést i pojem limity v D ′ (jedná se téměř o totéž)

Definice 2.3.2. Bud’ {fn}n∈N ⊂ D ′ posloupnost zobecněných funkćı a bud’ f ∈ D ′. Pak řekneme,
že limita posloupnosti funkćı fn je rovna f , ozn. lim

n→+∞
fn = f , právě tehdy, když lim

n→+∞
(fn, ϕ) =

(f, ϕ) pro libovolnou ϕ ∈ D .

Věta 2.3.3 (o záměně limity a derivace). Bud’ {fn}n∈N ⊂ D ′. Pak
(

lim
n→+∞

fn

)′
= lim
n→+∞

(fn)′ v

D ′.

D̊ukaz. Zvolme libovolnou ϕ ∈ D . Pak(
( lim
n→+∞

fn)′, ϕ
)

def. derivace= −
(

lim
n→+∞

fn, ϕ
′
)

def. limity= − lim
n→+∞

(fn, ϕ′)
def. derivace=

= lim
n→+∞

(f ′n, ϕ) def. limity=
(

lim
n→+∞

f ′n, ϕ

)
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Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme užitečnost této věty.
Př́ıklad Vypočtěte limitu lim

n→+∞
cosnx v D ′. Zjevně má smysl se zabývat touto otázkou, nebot’

cosnx ∈ L1
loc. Pokud se pokuśıme tuto limitu poč́ıtat z definice, brzy naraźıme na integrál, který

nebudeme schopni spoč́ıtat. Proto se nejprve zabývejme následuj́ıćı limitou v D ′: lim
n→+∞

1
n

sinnx.

(
lim

n→+∞

˜1
n

sinnx, ϕ(x)
)

def. limity= lim
n→+∞

(
1
n

sinnx, ϕ(x)
)

= lim
n→+∞

∫
R

1
n

sinnxϕ(x)dx záměna=
∫
R

0dx = 0

Odtud vid́ıme, že lim
n→+∞

1
n

sinnx = 0. Proto nyńı využijeme věty, kterou jsme dokázali, a s jej́ı
pomoćı máme

0 =
(

lim
n→+∞

˜1
n

sinnx
)′

Věta= lim
n→+∞

(
1
n

sinnx
)′

= lim
n→+∞

cosnx

T́ımto jsme vypoč́ıtali limitu, kterou bychom jinak spoč́ıst nedokázali. Je vhodné si povšimnout,
že v posledńı úpravě jsme využili naš́ı definice derivace a faktu, že sinnx ∈ L1

loc.

Věta 2.3.4. Bud’te {fn}n∈N, {gn}n∈N ⊂ D ′ a necht’ jsou f, g ∈ D ′ takové, že fn → f a gn → g.
Pak

1. fn + gn → f + g v D ′;
2. ã · fn → ã · f pro libovolnou a ∈ D ′reg, a ∈ C∞;
3. f ′n → f ′;
4. fn(Ax+ b)→ f(Ax+ b).

D̊ukaz. Důkaz je ponechán čtenáři jako cvičeńı. Princip d̊ukazu je ale vždy stejný. Jen se dle
definice rozeṕı̌se levá strana a jej́ı p̊usobeńı na funkci ϕ a následně se upravuje dle definic.

2.3.2 Identity kalkulu
V této sekci zformulujeme pro zobecněné funkce již známá tvrzeńı z matematické analýzy.

Věta 2.3.5 (o derivaci složené funkce). Bud’te f ∈ D ′(R) a 0 6= A, b konstanty. Pak

[f(Ax+ b)]′ = A · f ′(Ax+ b)

D̊ukaz. Upravujme levou stranu výrazu:

(
[f(Ax+ b)]′ , ϕ

)
= −

(
f(Ax+ b), dϕ

dx

)
= − 1
|A|

(
f(y), dϕ

dx

∣∣∣∣
x=A−1(y−b)

)
= (∗)

Na pravé straně jsme tentokrát nedostali přesně ten výraz, který bychom rádi, ale drobným trikem
si k němu pomůžeme. Potřebujeme totiž výraz

d
dyϕ(A−1(y − b)) = dϕ

dx

∣∣∣∣
x=A−1(y−b)

d
dy (A−1(y − b))︸ ︷︷ ︸

1
A

Odtud již nyńı ale můžeme snadno dosadit do námi upravovaného výrazu (∗):

(∗) = − A

|A|

(
f(y), dϕ

dy
(
A−1(y − b)

)) derivace= A

|A|
(
f ′(y), ϕ

(
A−1(y − b)

))
= A · (f ′(Ax+ b), ϕ(x)) .
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Poznámka. Je snadno nahlédnutlné, jak by se vztah změnil, pokud bychom uvažovali Rn a deri-
vovali dle konkrétńı proměnné.

Věta 2.3.6 (Leibnizovo pravidlo). Bud’te f ∈ D ′(R), ã ∈ D ′reg(R) a necht’ a ∈ C∞. Pak

(ã · f)′ = ã′ · f + ã · f ′ v D ′(R).

D̊ukaz. Důkaz zač́ıná neintuitivně (tentokrát neupravujeme levou stranu), ale je triviálńı6:

(ãf ′, ϕ) = (f ′, aϕ) = −(f, (aϕ)′) = −(f, a′ϕ+ aϕ′) = −(f, a′ϕ)− (f, aϕ′) =

= −(ã′f, ϕ)− (ãf, ϕ′) = −(ã′f, ϕ) + ((ãf)′, ϕ) = (((ãf)′ − ã′f), ϕ)
Odtud již plyne dokazované tvrzeńı.

Poznámka. Pokud bychom postupovali dále matematickou indukćı, rozš́ı̌rili bychom tvrzeńı i pro
n-tou derivaci.

Věta 2.3.7 (o záměně parciálńıch derivaćı). Bud’ f ∈ D ′(Rn). Pak

∂2

∂xk∂xl
f = ∂2

∂xl∂xk
f.

D̊ukaz. (
∂2

∂xk∂xl
f(x), ϕ(x)

)
= −

(
∂

∂xl
f(x), ∂

∂xk
ϕ(x)

)
=
(
f(x), ∂2

∂xl∂xk
ϕ(x)

)
ϕ∈C∞=

=
(
f(x), ∂2

∂xk∂xl
ϕ(x)

)
=
(

∂

∂xk
f(x), ∂

∂xl
ϕ(x)

)
=
(

∂2

∂xl∂xk
f(x), ϕ(x)

)
.

Poznámka. Notaćı, kterou použ́ıváme pro značeńı smı́̌sených parciálńıch derivaćı, mysĺıme

∂2

∂xk∂xl
f(x) := ∂

∂xk

(
∂f(x)
∂xl

)
.

Věta 2.3.8 (o derivaci po částech spojité funkce). Bud’ M ⊂ R, M = {xn} nejvýše spočetná
množina bez hromadného bodu. Bud’ dále f ∈ C1(R\M) a necht’ ∀x ∈M existuj́ı konečné jedno-
stranné limity klasické funkce f . Necht’ dále je {f ′} ∈ L1

loc, kde {f ′} označuje klasickou derivaci
funkce f všude, kde je možné ji provést. Pak v D ′ plat́ı

f̃ ′ = {̃f ′}+
∑
s∈M

[f ]s δ(x− s),

kde symbol [f ]s := lim
x→s+

f(x)− lim
x→s−

f(x).

D̊ukaz. Uvažujme BÚNO množinu M = {x0} jednoprvkovou. Z d̊ukazu vyplyne, že provést zo-
becněńı pro nejvýše spočetnou neńı problém.

(f̃ ′, ϕ) = −(f̃ , ϕ′) = −
∫
R
f(x)ϕ′(x)dx = −

∫ x0

−∞
f(x)ϕ′(x)dx−

∫ +∞

x0

f(x)ϕ′(x)dx per partes=

= −

 [f(x)ϕ(x)]x0
−∞︸ ︷︷ ︸

lim
x→x−0

f(x)ϕ(x)

−
∫ x0

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx

−
 [f(x)ϕ(x)]+∞x0︸ ︷︷ ︸
− lim

x→x+
0
f(x)ϕ(x)

−
∫ +∞

x0

f ′(x)ϕ(x)dx

 =

6Z čisté lenosti nebudeme v d̊ukaze psát a · f , ale jen stručně af atp.
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=
∫
R
{f ′}ϕ(x)dx+ lim

x→x+
0

f(x)ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
ϕ(x0) lim

x→x+
0
f(x)

− lim
x→x−0

f(x)ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
ϕ(x0) lim

x→x−0
f(x)

=
∫
R
{f ′}ϕ(x)dx+ ϕ(x0)

[
lim
x→x+

0

f(x)− lim
x→x−0

f(x)
]

=

= ({̃f ′}, ϕ) +

 lim
x→x+

0

f(x)− lim
x→x−0

f(x)︸ ︷︷ ︸
[f ]x0

 (δx0 , ϕ) =
(
{̃f ′}+ [f ]x0

δ(x− x0), ϕ
)
.

Poznámka. V posledńı úpravě jsme použili tvrzeńı δx0 = δ(x − x0), které se bude dokazovat na
cvičeńıch, ale čtenář si jej může dokázat snadno sám, protože se jedná jen o regulárńı transformaci.

Zkusme nyńı tuto větu aplikovat a vypoč́ıst derivaci Heavisideovy funkce Θ(x). Je zřejmé, že
{Θ′(x)} = 0. Jediným problematickým bodem je 0, kde má funkce jednotkový skok. Proto [Θ]0 = 1
7. Pak již Θ′(x) = 0 + 1 · δ(x− 0) = δ(x) v D ′. Již dř́ıve jsme ukázali, že |x|′ = sgn x. Nyńı zkusme
vypoč́ıtat |x|′′′:

|x|′′′ = (|x|′)′′ = (sgn x)′′ = (sgn ′x)′ = (0 + 2δ(x− 0))′ = 2δ′(x)

V tomto př́ıkladu jsme větu použili ve druhé a čtvrté rovnosti. V posledńı ji použ́ıt nemůžeme,
nebot’ nejsou splněny předpoklady věty.

Věta 2.3.9. Necht’ f je po částech spojitá funkce na R taková, že f ∈ L1(R) a necht’
∫
R
f(x)dx = 1

(toto je pouze normalizačńı, technická podmı́nka). Pak pro fa(x) = af(ax) plat́ı:

f̃a(x)→ δ(x) v D ′ pro a→ +∞

Poznámka. Definice fa(x) dává smysl. Bud’ např́ıklad a = n a položme

f(y) = ψ[−1,1](y) :=
{

1 pro y ∈ [−1, 1]
0 pro y /∈ [−1, 1]

,

tzv. charakteristická funkce intervalu [−1, 1]. Pak vid́ıme, že aby y = ax = nx ∈ [−1, 1], tak
muśı x ∈ [−1/n, 1/n]. Pak support n-té takové funkce je [−1/n, 1/n] a hodnota této funkce na
supportu je n. V limitě n→ +∞ se nosič měńı na jednobodovou množinu a hodnota jde skutečně
do nekonečna a integrál přes tuto funkci je pro libovolné n roven 1.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že lim
a→+∞

f̃a(x) = δ(x) v D ′.(
lim

a→+∞
f̃a(x), ϕ(x)

)
def. limity= lim

a→+∞
(fa(x), ϕ(x)) = lim

a→+∞

∫
R
af(ax)ϕ(x)dx = (∗)

Zde bychom chtěli provést záměnu limity a integrálu. Naráž́ıme ale na problém, že nejsme schopni
nalézt majorantu. Proto je třeba upravovat dále:

(∗) =

 transformace
ax = y
adx = dy

 = lim
a→+∞

∫
R
f(y)ϕ

(y
a

)
dy

Zde již jsme schopni zaměňovat, protože f ∈ L1 dle předpokladu a ϕ je omezená konstantou K
d́ıky hladkosti a omezenému supportu. Pak již můžeme psát∫

R
f(y) lim

a+∞
ϕ
(y
a

)
dy = ϕ(0)

∫
R
f(y)dy︸ ︷︷ ︸
=1

= (δ, ϕ) .

7Zde je třeba si uvědomit, že nás nezaj́ımá jen velikost skoku, ale i jeho ”orientace“, tj. je třeba si ohĺıdat
znaménko.
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Poznámka. Pokud pro funkci f plat́ı, že
∫
R
f(x)dx = c, pak lim

a→+∞
f̃a(x) = cδ(x) v D ′.

Věta 2.3.10 (II. o derivaci). Bud’ f ∈ D ′(R). Pak plat́ı

f ′(x) = lim
n→+∞

f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

D̊ukaz. Opět dokazuje rovnost v D ′, tedy(
lim

n→+∞

f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

, ϕ(x)
)

= lim
n→+∞

(
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

, ϕ(x)
)

=

= lim
n→+∞

[(
nf

(
x+ 1

n

)
, ϕ(x)

)
− (nf(x), ϕ(x))

]
A=I,b= 1

n= lim
n→+∞

n

[(
f(x), ϕ

(
x− 1

n

))
− (f(x), ϕ(x))

]
=

= lim
n→+∞

(
f(x),

ϕ
(
x− 1

n

)
− ϕ(x)

1
n

)
V tuto chv́ıli bychom chtěli ”vtáhnout“ limitu do závorek. Ze spojitosti funkce f v́ıme, že zachovává
konvergenci. Proto stač́ı ověřit, že ψn(x) := ϕ(x− 1

n )−ϕ(x)
1
n

D−→. Jako kandidáta na limitńı funkci
zvolme intuitivně −ϕ′(x). Pak muśı být splněno:

1. suppψn jsou stejně omezené. Toto plyne z faktu, že suppϕ ⊂ B(0, R) a d́ıky předpisu
ϕ
(
x− 1

n

)
rovněž v́ıme, že se support ϕ se změńı nejvýše o jedna. Pak tedy suppψn ⊂

B(0, R+ 1) pro všechna n ∈ N.
2. Nyńı muśıme dokázat stejnoměrnou konvergenci derivaćı. Začněme s α = 0. Pak je třeba

ukázat, že ψn
R----------⇒−ϕ′(x). K tomuto nejlépe využijeme supremové kritérium, které ř́ıká, že

ψn
R----------⇒−ϕ′(x)⇔ σn := supR|ψn(x)+ϕ′(x)| n→+∞−→ 0. Supremum odhadneme pomoćı Taylorova

rozvoje členu ϕ
(
x− 1

n

)
do řádu 2. derivace:

supR

∣∣∣∣∣ϕ
(
x− 1

n

)
− ϕ(x)

1
n

+ ϕ′(x)

∣∣∣∣∣ = supR

∣∣∣∣ϕ′′(ξ) 1
n

∣∣∣∣→ 0.

Závěrečný přechod je množné psát, nebot’ je funkce ϕ hladká a je tedy na svém supportu
omezená. T́ımto jsme ukázali konvergenci pro α = 0. Pro α = n použijeme zcela stejnou
metodu a odhad jen nkrát zderivujeme.

Zabývejme se ještě na závěr této podkapitoly násobeńım v D ′. Předpokládejme, že f, g̃ ∈ D ′

a g̃ ∈ D ′reg. Pokud bychom tyhle dvě zobecněné funkce chtěli pronásobit, tak podle naš́ı předešlé
definice dostáváme: (f · g̃, ϕ) := (f, gϕ). Aby ale argument gϕ byl testovaćı funkćı, muśı být nutně
g ∈ C∞. Odtud vyplývá, že nejsme schopni v D ′ pronásobit např. dvě spojité funkce. Rovněž
nejde t́ımto zp̊usobem zavést δ2. Existuj́ı sice současné výzkumy jdoućı t́ımto směrem, ale dalece
přesahuj́ı rámec tohoto předmětu.

2.4 Nosič zobecněné funkce a daľśı poznatky o D ′

2.4.1 Nosič zobecněné funkce
Definice 2.4.1. Bud’ f ∈ D ′(Rn), G = Go ⊂ Rn. Řekneme, že f je nulová na G , ṕı̌seme f = 0
na G, právě když (f, ϕ) = 0 pro všechny ϕ ∈ D(G).

Poznámka. Lze ukázat, že pro každou zobecněnou funkci f existuje největš́ı otevřená množina G s
touto vlastnost́ı. Tuhle množinu nazvěme N (f). Důkaz tohoto tvrzeńı najde čtenář ve [Štov́ıček].
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Definice 2.4.2. Množinu supp f := Rn\N (f) nazveme nosičem zobecněné funkce f .

Poznámka. Je zřejmé, že supp f je uzavřená množina. Rovněž je třeba zd̊uraznit, že pro zobecněnou
funkci f neplat́ı, že supp f ⊂ Dom(f), nebot’ definičńım oborem zobecněné funkce jsou testovaćı
funkce a nosičem je č́ıselná množina.

Věta 2.4.3. Bud’ f̃ ∈ D ′reg a bud’ f po částech spojitá funkce jedné proměnné. Pak supp f̃ =
supp f .

D̊ukaz. Důkaz je přenechán jako domáćı cvičeńı.

Poznámka. Pro faktorové funkce (tj. funkce z faktorprostoru) neńı pojem nosiče klasické funkce
dobře definovaný.

Ilustrujme nyńı pojem nosič zobecněné funkce na konkrétńım př́ıkladě. Určeme supp δx0 . Před-
pokládejme, že máme testovaćı funkci, jej́ıž support neobsahuje bod x0. Pak v tomto bodě je
funkce nulová. Proto (δx0 , ϕ) = ϕ(x0) = 0 pro libovolné ϕ splňuj́ıćı tuto vlastnost. Je zřejmé, že
zobecněná funkce je tedy nenulová pouze pro ty testovaćı funkce, které ve svém supportu obsahuj́ı
bod x0 a tedy plat́ı, že supp δx0 = {x0}.

Věta 2.4.4 (o řešeńı rovnice xmf = 0 v D ′(R)). Bud’ m ∈ N. Pak rovnice xmf = 0 v D ′(R) má

řešeńı tvaru právě f =
m−1∑
k=0

ckδ
(k), kde cj ∈ C.

D̊ukaz. Důkaz nebude proveden v plné obecnosti. Dokazuje se matematickou indukćı, zájemci jej
naleznou ve [Št’ov́ıček]. Zde bude naznačen pouze prvńı indukčńı krok.

Bud’ tedy m=1. Dokazujeme tedy, že xf = 0⇔ f = cδ v D ′.

⇐ Necht’ tedy f = cδ. Jelikož v́ıme, že a(x)δ(x) = a(0)δ(x) 8, tak aplikaćı toho vztahu na náš
předpoklad dostáváme cx · δ = 0 · δ v D ′.

⇒ Předpokládejme, že ∀ϕ ∈ D plat́ı, že (xf, ϕ) = (f, xϕ) = 0. Nyńı uvažujme dvě možnosti:

(a) Bud’ nejprve ϕ ∈ D takové, že ϕ(0) = 0. Pak můžeme ϕ(x) rozepsat následuj́ıćım zp̊usobem:

ϕ(x) = ϕ(0) +
∫ x

0
ϕ′(t)dt = ϕ(0) + x

∫ 1

0
ϕ′(xτ)dτ︸ ︷︷ ︸
ψ(x)∈C∞

ϕ(0)=0= xψ(x)

Pak máme rovnost ϕ = xψ, tj. pro každou ϕ ∈ D splňuj́ıćı ϕ(0) = 0 existuje ψ ∈ D ,
a tedy xψ ∈ D , což plyne právě z posledńı podmı́nky ϕ(0) = 0.9 Proto odtud plyne, že
(f, ϕ) = (f, xψ) = 0.

(b) Bud’ nyńı η, ϕ ∈ D a necht’ η(0) = 1 (tuhle podmı́nku lze pro testovaćı funkci nenulovou v
bodě 0 vždy splnit přeškálováńım). Pak funkce ϕ−ϕ(0)η splňuje podmı́nky z předešlé části
a lze psát:

(f, ϕ− ϕ(0)η) 1. část= 0 linearita f= (f, ϕ)− ϕ(0)(f, η)

Odtud již ale plyne požadované tvrzeńı, nebot’ (f, ϕ) = ϕ(0)︸︷︷︸
(δ,ϕ)

(f, η)︸ ︷︷ ︸
č́ıslo

, tedy f = cδ, kde c =

(f, η).

8(a(x)δ(x), ϕ(x)) = (δ(x), a(x)ϕ(x)) = a(0)ϕ(0) = a(0)(δ(x)ϕ(x))
9Jinak bychom nedostali omezený nosič.
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2.4.2 Uzavřenost D ′

Připomeňme definici limity (konvergence) v D ′: Bud’ {fn}n∈N ⊂ D ′ posloupnost zobecněných
funkćı a bud’ f ∈ D ′. Pak řekneme, že limita posloupnosti funkćı fn je rovna f , ozn. lim

n→+∞
fn = f ,

právě tehdy, když lim
n→+∞

(fn, ϕ) = (f, ϕ) pro libovolnou ϕ ∈ D .

Poznámka. Následuj́ıćı poznámky slouž́ı ke shrnut́ı a vyjasněńı pojmu uzavřenost v D ′:

1. Jedná se o tzv. slabou konvergenci, která zajǐst’uje ve výsledku platnost uzavřenosti D ′. (v́ıce
ve FA)

2. Zkoumáme, jestli plat́ı, že l̃im
n→+∞

fn = lim
n→+∞

f̃n. Tedy

lim
n→+∞

∫
Rn
fn(x)ϕ(x)dx = lim

n→+∞
(f̃n, ϕ) =

(
lim

n→+∞
f̃n, ϕ

)
?=

?=
(

l̃im
n→+∞

fn, ϕ

)
=
∫
Rn

lim
n→+∞

fn(x)ϕ(x)dx

Aby tahle záměna proveditelná, muśı mı́t výraz |fn(x)ϕ(x)| integrabilńı majorantu. ϕ(x) je
spojitá na kompaktu, tedy je omezitelná konstantou K a tedy je potřeba nalézt g ∈ L1

loc

takovu, aby |fn(x)| ≤ g(x) pro všechna n ∈ N.
3. Uzavřenost v D ′

Předpoklad f ∈ D ′ lze v definici konvergence vynechat. Přesněji lze formulovat toto tvrzeńı
následovně:

Věta 2.4.5. Bud’ {fn}n∈N ⊂ D ′(G) a necht’ ∀ϕ ∈ D existuje lim
n→+∞

(fn, ϕ) ∈ C. Pak

(f, ϕ) := lim
n→+∞

(fn, ϕ) ∀ϕ ∈ D

definuje zobecněnou funkci f ∈ D ′(G).

Je jasné, že se jedná o zobecněnou funkci. Podmı́nky jsou snadno ověřitelné a plynou př́ımo z
definice f .

Na cvičeńıch se ukáže využit́ı této vlastnosti pro tzv. Sochockého distribuce, což jsou možné
regularizace funkce 1

x , které jsou definovány takto:(
1

x± i0 , ϕ(x)
)

:= lim
ε→0+

(
1

x± iε , ϕ(x)
)
∀ϕ ∈ D

Věta 2.4.6 (Sochockého vzorce).

1
x± i0 = P

1
x
∓ iπδ(x) v D ′.

D̊ukaz. Bude dokázáno na cvičeńıch.

Poznámka. x 1
x±i0 = xP 1

x = 1
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2.5 Tensorový součin a konvoluce
2.5.1 Zavedeńı tensorového součinu
V předešlé části jsme narazili na problém nemožnosti násobit dvě zobecněné funkce. Tento problém
se nyńı pokuśıme vyřešit zavedeńım nového typu násobeńı, které se ale bude týkat nezávislých
proměnných. Budeme-li mı́t dvě klasické funkce, každá bude funkćı jiné nezávislé proměnné, např.
f(x), g(y), pak jejich součin f(x) · g(y) budeme nazývat tensorový součin a budeme jej značit
f(x)⊗ g(y). Pokud se nám tento koncept podař́ı zavést na prostoru D ′, budeme schopni vytvořit
např́ıklad δ2 := δ(x)⊗ δ(y). Proto budeme požadovat, aby

f̃(x)⊗ g̃(y) = ˜f(x)⊗ g(y) = ˜f(x)g(y).

Proto zkoumejme(
f̃(x)⊗ g̃(y), ϕ(x, y)

)
=
(

˜f(x)g(y), ϕ(x, y)
)

=
∫
Rn+m

f(x)g(y)ϕ(x, y)dxdy =
∣∣∣∣ Fubini
f, g ∈ L1

loc

∣∣∣∣ =

=


∫
Rn
f(x)

(∫
Rm

g(y)ϕ(x, y)dy
)

dx =
(
f̃(x),

(
g̃(y), ϕ(x, y)

))
.∫

Rm
g(y)

(∫
Rn
f(x)ϕ(x, y)dx

)
dy =

(
g̃(y),

(
f̃(x), ϕ(x, y)

))
.

Přitom jsme tǐse předpokládali, že f ∈ D ′reg(Rn), g ∈ D ′reg(Rm) a ϕ ∈ D(Rn+m). Na základě této
úvahy tedy definujme tensorový součin na prostoru zobecněných funkćı.

Definice 2.5.1. Bud’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm) a ϕ ∈ D(Rn+m). Pak tensorovým součinem
zobecněných funkćı f ⊗ g rozumı́me:

(f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)) := (f(x), (g(y), ϕ(x, y))) .

Jelikož se jedná o operaci, která je značně netriviálńı, budeme si pro účely tohoto předmětu
definici tensorového součinu zjednodušovat, jak jen to bude možné. 10 Bylo by vhodné ověřit, že
naše definice je korektńı. Proto je třeba se zabývat otázkou, jestli je (g(y), ϕ(x, y)) ∈ D(Rn) a jestli
objekt, který operaćı vznikne, je rovněž zobecněnou funkćı. Dokázat linearitu je vcelku triviálńı a
zřejmé na prvńı pohled. Dokázat spojitost tensorového součinu je ale značně složité a zájemci o
tento d̊ukaz jej najdou ve [Št’ov́ıček]. My si zjednoduš́ıme práci a dokážeme spojitost tensorového
součinu pro speciálńı prostor testovaćıch funkćı, který označ́ıme Dsep(Rn+m). Tento prostor bude
lineárńı vektorový prostor s prvky ϕx(x)ϕy(y), kde ϕx(x) ∈ D(Rn) a ϕy(y) ∈ D(Rm).

Odted’ tedy předpokládejme, že ϕ(x, y) = ϕx(x)ϕy(y). Z tohoto předpokladu ale plyne, že
suppϕ(x, y) je vždy obdélńık. Ověřme nyńı, že (g(y), ϕ(x, y)) ∈ D(Rn):

(g(y), ϕ(x, y)) = (g(y), ϕx(x)ϕy(y)) = ϕx(x) (g(y), ϕy(y))︸ ︷︷ ︸
∈C

T́ımto je toto ověřeno.
Ověřme ještě, jak se chová ∂

∂xk
(g(y), ϕ(x, y)):

∂

∂xk
(g(y), ϕ(x, y)) =

(
∂ϕx(x)
∂xk

)
(g(y), ϕy(y)) =

(
g(y), ϕy(y)∂ϕx(x)

∂xk

)
=
(
g(y), ∂

∂xk
ϕ(x, y)

)
Toto tvrzeńı je pravda pro zcela obecnou funkci ϕ ∈ D , nikoliv jen pro ϕ ∈ Dsep. Zájemci
najdou d̊ukaz ve [Št’ov́ıček]. Ověřeńım linearity se zabývat nebudeme, to si každý může provést

10Áčkaři prominou a nahlédnou do [Št’ov́ıček].
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jako domáćı cvičeńı, ale ověř́ıme spojitost. Předpokládejme tedy, že máme ϕn(x, y) D−→ 0 ⇔
ϕnx(x)ϕny (y) D(Rn+m)−→ 0. Zkoumejme limitu

lim
n→+∞

(f(x)⊗ g(y), ϕn(x, y)) = lim
n→+∞

f(x),

g(y), ϕnx(x)︸ ︷︷ ︸
∈C

ϕny (y)


 = lim

n→+∞

f(x), ϕnx(x)
(
g(y), ϕny (y)

)︸ ︷︷ ︸
∈C

 =

= lim
n→+∞

(
g(y), ϕny (y)

)
(f(x), ϕnx(x)) = lim

n→+∞

(
g(y), ϕny (y)

)
lim

n→+∞
(f(x), ϕnx(x)) = (∗)

V tuto chv́ıli potřebujeme vědět, jestli ϕx
D(Rn)−→ 0 a ϕy

D(Rm)−→ 0. Tohle ale vyplývá z konvergence

ϕnx(x)ϕny (y) D(Rn+m)−→ 0. Proto pak můžeme psát

(∗) =

g(y), lim
n→+∞

ϕny (y)︸ ︷︷ ︸
=0


f(x), lim

n→+∞
ϕnx(x)︸ ︷︷ ︸

=0

 .

Poznámka. Prostor Dsep(Rn+m) je hustý v D(Rn+m) vzhledem ke konvergenci v D(Rn+m). Toto
nás (de facto) má opravňovat k tomu, že vše dokazujeme jen pro prostor separovatelných testo-
vaćıch funkćı. Ovšem bylo by opět třeba toto (netriviálńı) tvrzeńı dokázat.

2.5.2 Vlastnosti tensorového součinu v D ′

V následuj́ıćım odstavci se budeme snažit ukázat některé d̊uležité vlastnosti tensorového součinu
v D ′. Budeme vždy využ́ıvat v maximálńı možné mı́̌re všech zjednodušeńı, která jsme již na naši
definici uvalili.
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Komutativita
Uvažujme f, g ∈ D ′(Rn)

(f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)) =

f(x),

g(y), ϕx(x)︸ ︷︷ ︸
∈C

ϕy(y)


 = (f(x), ϕx(x)︸ ︷︷ ︸

∈C

(g(y), ϕy(y)) =

= (g(y), (f(x), ϕx(x))ϕy(y)) = (g(y), (f(x), ϕx(x)ϕy(y))) = (g(y)⊗ f(x), ϕ(x, y))

Toto tvrzeńı lze opět rozš́ı̌rit i pro libovolnou (tedy ne nutně separovatelnou) testovaćı funkci.

Linearita v obou argumentech
Z komutativity nám stač́ı ověřit linearitu pouze v jednom argumentu. Předpokládejme, že

⊗ : D ′(Rn)×D ′(Rm) −→ D ′(Rn+m) a necht’ f, g ∈ D ′(Rn), h ∈ D ′(Rm) a α ∈ C. Zaj́ımá nás

((f + αg)(x)⊗ h(y), ϕ(x, y)) = ((f + αg)(x), (h(y), ϕ(x, y))) =

= (f(x), (h(y), ϕ(x, y)))+α (g(x), (h(y), ϕ(x, y))) = (f(x)⊗ h(y), ϕ(x, y))+α (g(x)⊗ h(y), ϕ(x, y)) =

= (f(x)⊗ h(y) + αg(x)⊗ h(y), ϕ(x, y))

Tahle úprava je platná ∀ϕ ∈ D(Rn+m). T́ımto jsme tedy dokázali linearitu tensorového součinu v
obou argumentech, tj. bilinearitu.

Asociativita
Bud’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm) a h ∈ D ′(Rr). Plat́ı, že (f(x)⊗g(y))⊗h(z) = f(x)⊗(g(y)⊗h(z))

v D ′? Uprav́ıme obě strany výrazu a provnáme je:

LS = ((f(x)⊗g(y))⊗h(z), ϕ(x, y, z)) = (f(x)⊗g(y), (h(z), ϕ(x, y, z))) = (f(x), (g(y)(h(z), ϕ(x, y, z))))

PS = (f(x)⊗(g(y)⊗h(z)), ϕ(x, y, z)) = (f(x), (g(y)⊗h(z), ϕ(x, y, z))) = (f(x), (g(y)(h(z), ϕ(x, y, z))))

Vid́ıme, že levá i pravá strana se rovnaj́ı ∀ϕ ∈ D(Rn+m+r), tedy jsme dokázali, že tensorový
součin je jako operace asociativńı.

Spojitost v obou argumentech
Bud’ {fk}k∈N ⊂ D ′(Rn), f ∈ D ′(Rn) a necht’ fk → f v D ′. Bud’ nav́ıc g ∈ D ′(Rm). Plat́ı pak,

že fk(x)⊗ g(y)→ f(x)⊗ g(y) v D ′? Resp. lim
k→+∞

(fk(x)⊗ g(y)) = (f(x)⊗ g(y)) v D ′?(
( lim
k→+∞

fk(x)⊗ g(y)), ϕ(x, y)
)

= lim
k→+∞

(fk(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)) =

= lim
k→+∞

(fk(x), (g(y), ϕ(x, y))) =
(

lim
k→+∞

fk(x), (g(y), ϕ(x, y))
)

=

= (f(x), (g(y), ϕ(x, y))) = (f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)).

Dı́ky komutativitě nám stač́ı ukázat spojitost v jednom z argument̊u.

Záměna derivace a tensorového součinu
Plat́ı Dα

x (f(x)⊗ g(y)) = (Dα
xf(x))⊗ g(y) v D ′?

(Dα
x (f(x)⊗ g(y)), ϕ(x, y)) = (−1)|α|(f(x)⊗ g(y), Dα

xϕ(x, y)) =

= (−1)|α|(f(x), (g(y), Dα
xϕ(x, y))) = (−1)|α|(f(x), (Dα

x (g(y), ϕ(x, y)))) =

= (Dα
xf(x), (g(y), ϕ(x, y))) = (Dα

xf(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)).

Při dokazováńı jsme ve druhém řádku použili vztah pro k-tou derivaci výrazu (g(y), ϕ(x, y)) od-
vozený dř́ıve.
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Násobeńı hladkou funkćı
Bud’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm) a necht’ a ∈ C∞. Plat́ı pak, že a(x)(f(x)⊗ g(y)) = (a(x)f(x))⊗

g(y)?

(a(x)(f(x)⊗ g(y)), ϕ(x, y)) = (f(x)⊗ g(y), a(x)ϕ(x, y)) = (f(x), (g(y), a(x)ϕ(x, y))) =

= (f(x), a(x)(g(y), ϕ(x, y))) = (a(x)f(x), (g(y), ϕ(x, y))) = ((a(x)f(x))⊗ g(y), ϕ(x, y)).

Posun argumentu
Bud’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm) a necht’ b ∈ Rn. Pak plat́ı, že (f ⊗ g)(x+ b, y) = f(x+ b)⊗ g(y)?

((f ⊗ g)(x+ b, y), ϕ(x, y)) = ((f ⊗ g)(z, y), ϕ(z − b, y)) = (f(z), (g(y), ϕ(z − b, y))) =

= (f(z), (g, ϕ)(z − b, y)) = (f(x+ b), (g(y), ϕ(x, y))) = (f(x+ b)⊗ g(y), ϕ(x, y))

Definice 2.5.2. Řekmene, že f(x, y) ∈ D ′(Rn+m) nezáviśı na y, právě když existuje h ∈ D ′(Rn)
taková, že f(x, y) = h(x)⊗ 1.

2.5.3 Zavedeńı konvoluce
V téhle kapitolce se pod́ıváme na pojem konvoluce, který již byl jednou v těchto skriptech ”de-
finován“. Začneme s konvolućı klasických funkćı a postupně přejdeme ke konvoluci funkćı zo-
becněných. Náš př́ıstup bude zcela odlǐsný od př́ıstup̊u, které se objevuj́ı ve [Št’ov́ıček] nebo [Burd́ık,
Navrátil]. U klasických funkćı se omeźıme na př́ıpad testovaćıch funkćı, ale bude vidět, kde je tento
předpoklad zbytečný.

Definice 2.5.3. Bud’te ϕ,ψ ∈ D(Rn). Pak konvolućı funkćı (ϕ ∗ ψ)(x) rozumı́me

(ϕ ∗ ψ)(x) :=
∫
Rn
ϕ(y)ψ(x− y)dy.

Zamysleme se nyńı nad (intuitivńım) významem konvoluce. Můžeme na ni nahĺıžet třeba jako
na vážený pr̊uměr funkce ψ přes veškeré možné posuny vážený funkćı ϕ. Pro všechny př́ıznivce
pravděpodobnosti je možné interpretovat konvoluci jako rozděleńı pravděpodobnost́ı součtu dvou
nezávislých jev̊u.
Poznámka. Konvoluce je dobře definovanou operaćı nad prostorem L1 × L1. Proto je předpoklad
ϕ,ψ ∈ D zbytečný.

D̊ukaz. Muśıme ukázat, že pro f, g ∈ L1 plat́ı
∣∣∣∣∫

Rn
(f ∗ g)(x)dx

∣∣∣∣ < +∞.

∣∣∣∣∫
Rn

dx
∫
Rm

dyf(y)g(x− y)
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn
dx
∫
Rm

dy|f(y)||g(x− y)| Fubini=

=
∫
Rm

dy
∫
Rn

dx|f(y)||g(x− y)| =
∫
Rm

dy|f(y)|︸ ︷︷ ︸
=‖f‖1<+∞

∫
Rn

dx|g(x− y)|︸ ︷︷ ︸
=‖g‖1<+∞

< +∞
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Vlastnosti konvoluce v D

V následuj́ıćı sekci ukážeme, jaké vlastnosti má konvoluce dvou testovaćıch funkćı.

Komutativita
Ze substituce okamžitě plyne vztah ϕ ∗ ψ = ψ ∗ ϕ.

Asociativita
Chceme ukázat, že (ϕ ∗ ψ) ∗ η = ϕ ∗ (ψ ∗ η) Nejprve si uprav́ım obě strany výraz̊u pomoćı

komutativity:
LS = (ϕ ∗ ψ) ∗ η = (ψ ∗ ϕ) ∗ η = η ∗ (ψ ∗ ϕ)

PS = ϕ ∗ (ψ ∗ η) = (ψ ∗ η) ∗ ϕ

Pak již upravujeme dle definice

η ∗ (ψ ∗ ϕ) =
∫
Rn
η(y)(ψ ∗ ϕ)(x− y)dy =

∫
Rn

dy
∫
Rn

dzψ(x− y − z)ϕ(z)η(y) Fubini=

=
∫
Rn

dzϕ(z)
∫
Rn

dyψ(x− y − z)η(y)︸ ︷︷ ︸
=(ψ∗η)(x−z)

= (ψ ∗ η) ∗ ϕ

Chováńı ∗ v̊uči posunu v argumentu
Chceme ukázat, že (ϕ ∗ ψ)(x − a) = ϕ(x − a) ∗ ψ = ϕ ∗ ψ(x − a). Druhá rovnost je zřejmá z

komutativity konvoluce, prvńı si rozeṕı̌seme:

(ϕ ∗ ψ)(x− a) =
∫
Rn
ϕ((x− a)− y)ψ(y)dy

ϕ(x− a)︸ ︷︷ ︸
ozn: ϕa(x)

∗ψ(x) =
∫
Rn
ϕa(x− y)ψ(y)dy =

∫
Rn
ϕ((x− a)− y)ψ(y)dy

Chováńı ∗ v̊uči derivaci
Chtěli bychom ukázat následuj́ıćı: Dα(ϕ ∗ψ)(x) = (Dαϕ(x)) ∗ψ(x) = ϕ(x) ∗ (Dαψ(x)). Pokud

bychom to dokázali, zjist́ıme, že konvoluce má ”vyhlazovaćı“11 schopnost, nebot’ bereme-li funkci
ϕ ∈ C∞ testovaćı a funkci ϕ libovolnou integrovatelnou, dostaneme konvolućı těchto dvou funkćı
funkci, která je hladká. Důkaz nebudeme provádět přes libovolnou dimenzi n, ale spokoj́ıme se s
n = 1.

(ϕ ∗ ψ)′(x) =
(∫

R
dyϕ(x− y)ψ(y)

)′
=


Předpoklady věty o záměně:

existuje integrabilńı majoranta nezávislá na x∣∣ ∂
∂xϕ(x− y)ψ(y)

∣∣ ≤ K|ψ(y)|

 =

=
∫
R

d
dzϕ(z)dy

∣∣∣∣
z=x−y

ψ(y) = ϕ′(x) ∗ ψ(x) = (ϕ′ ∗ ψ)(x).

Poznámka. Stoj́ı za povšimnut́ı, že komutativitu a asociativitu jsme ověřili i pro L1 prostory.
Čtenáři je necháno na rozmyšleńı, jestli je toto možné provést i u zbývaj́ıćıch vlastnost́ı a proč
tomu tak je.

Věnujme se ještě chv́ıli ”vyhlazovaćı“ schopnosti konvoluce. Následuj́ıćı tvrzeńı nám ukáže, jak
velké předpoklady nav́ıc klademe, když použ́ıváme testovaćı funkce.

11Hanko, promiň!
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Věta 2.5.4. Bud’ f ∈ C1(R) taková, že supp f ⊂ BR(0). Bud’ dále g ∈ L1(R). Pak f ∗ g ∈ C1(R).

D̊ukaz. Důkaz je stejný jako v předešlém př́ıpadě - stač́ı nalézt integrabilńı majorantu výrazu
∂
∂xf(x− y)g(y) nezávislou na x.∣∣∣∣ ∂∂xf(x− y)g(y)

∣∣∣∣ ≤ K|g(y)| ∈ L1(R).

Následuj́ıćı věta bude d̊uležitá, nebot’ ukáže, že konvoluce dvou testovaćıch funkćı je opět
testovaćı funkce, formálně:

Věta 2.5.5. Bud’te ϕ,ψ ∈ D . Pak ϕ ∗ ψ ∈ D .

D̊ukaz. Abychom ukázali, že se jedná o testovaćı funkci, muśıme ověřit hladkost a stejnoměrnou
omezenost nosič̊u.

Hladkost: Tato vlastnost je zřejmá a plyne př́ımo z aplikace předešlé věty, konkrétně volbou ϕ(k) = f a
ψ = g pro všechna k ∈ N. Tedy v́ıme, že ∀ϕ,ψ ∈ D plat́ı, že ϕ ∗ ψ ∈ C∞.

Nosič: Připomeňme nejprve definici konvoluce (ϕ ∗ψ)(x) =
∫
Rn
ϕ(x− y)ψ(y)dy. Nyńı budeme hledat

veškerá x taková, že (ϕ ∗ ψ)(x) = 0 =
∫
Rn
ϕ(x − y)ψ(y)dy. Toto ale nastane tehdy, když

ϕ(x − y)ψ(y) = 0 pro všechna y. Z předpokladu ϕ ∈ D vyplývá, že ∃BR(0) ⊃ suppϕ.
Pokud nyńı uvažujme x pevné a ϕ(x − y) budeme považovat pouze za funkci od y, máme
suppϕ(x− y) ⊂ BR(x). Jelikož i ψ ∈ D , tak v́ıme, že existuje BR′(0) ⊃ suppψ. Pak ale odtud
plyne, že pokud BR(x)∩BR′(0) = ∅, pak ϕ(x− y)ψ(y) = 0 pro všechna y. T́ımto je ukázáno,
že máme omezený nosič, nebot’ prvńı podmı́nku lze vždy splnit vhodnou volbou x.

Proto je tedy funkce ϕ ∗ ψ testovaćı funkćı.

Zde se časem objev́ı krásný a názorný obrázek. Snad...

Věta 2.5.6 (Souvislost konvoluce a skalárńıho součinu v D pro reálné funkce). Označme ϕ−(x) :=
ϕ(−x). Pak pro reálné funkce ϕ,ψ, τ ∈ D plat́ı:

1. 〈ϕ,ψ〉 =
∫
Rn
ϕ(x)ψ(x)dx = (ϕ ∗ ψ−)(0),

2. 〈ϕ ∗ τ, ψ〉 = 〈ϕ, τ− ∗ ψ〉.

D̊ukaz. 1. Zřejmé z definice.
2.

〈ϕ ∗ τ, ψ〉 dle 1=
(
(ϕ ∗ τ) ∗ ψ−

)
(0) asociativita=

(
ϕ ∗ (τ ∗ ψ−)

)
(0) =

=
(
ϕ ∗ (τ− ∗ ψ)−

)
(0) =

〈
ϕ, τ− ∗ ψ

〉
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2.5.4 Konvoluce testovaćıch a zobecněných funkćı
Následuj́ıćı odstavec bude d̊uležitým mezikrokem při budováńı konvoluce zobecněných funkćı. Zde
totiž zavedeme konvoluci zobecněné a testovaćı funkce, pomoćı které pak definujeme konvoluci zo-
becněných funkćı. Principiálně se jedná o totéž, jako byla definice tensorového součinu na prostoru
zobecněných funkćı.

Definice 2.5.7. Bud’ f ∈ D ′, ϕ ∈ D . Pak konvolućı zobecněné funkce f a testovaćı funkce
ϕ rozumı́me (f ∗ ϕ)(x) := (f(y), ϕ(x− y)) pro všechna x ∈ Rn. Výsledkem je klasická funkce.

Poznámka. 1. Naše definice je rozumná, nebot’ pro f̃ ∈ D ′reg dostáváme totéž, co předt́ım:

(f̃ ∗ ϕ)(x) = (f̃(y), ϕ(x− y)) =
∫
Rn
f(y)ϕ(x− y)dy = (f ∗ ϕ)(x)

2. Ve smyslu předešlé věty můžeme pro f ∈ D ′ a ϕ ∈ D psát (f, ϕ) = (f ∗ ϕ−)(0)
Následuj́ıćı věty jsou sṕı̌se technického rázu a jejich d̊ukazy se na prvńı pohled zdaj́ı pracné,

ale neńı na nich nic složitého.

Věta 2.5.8. Bud’ f ∈ D ′, ϕ ∈ D . Pak f ∗ ϕ ∈ C∞. Má-li nav́ıc zobecněná funkce f kompaktńı
nosič, pak f ∗ ϕ má kompaktńı nosič, a tud́ıž f ∗ ϕ ∈ D .

D̊ukaz. Pro dokázáńı prvńıho tvrzeńı využijeme dvojice lemmat:

Lemma 2.5.9. f ∗ ϕ je spojitá funkce.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pomoćı Heineovy věty. Berme posloupnost xn → x a označme ϕxn(y) :=
ϕ(xn− y), ϕx(y) = ϕ(x− y). Je vidět, že ϕxn(y)→ ϕx(y) bodově. Nejprve ukážeme, že ϕxn

D−→, tj.
že má stejnoměrně omezené nosiče a že veškeré derivace stejnoměrně konverguj́ı:

i) nosiče Vı́me, že suppϕ ⊂ BR(0). Pak ale suppϕx ⊂ BR(x). Z konvergence xn → x plyne, že existuje
n0 ∈ N takové, že ∀n ∈ N, n > n0 plat́ı, že |xn − x| < 1. Tud́ıž suppϕxn ⊂ BR+1(x). Stejná
omezenost nosič̊u už nyńı plyne z faktu, že jsme nekonečně mnoho nosič̊u omezili kouĺı BR+1(x)
a ze zbylých n0, kterých je končený počet, můžeme vźıt největš́ı kouli.

ii) derivace Ukažme nejprve př́ıpad n = 0, tj. chceme ϕxn
R----------⇒ϕx. Využijme supremové kritérium:

supy∈R |ϕxn(y)− ϕx(y)| = supy∈R |ϕ(xn − y)− ϕ(x− y)|
Taylor
≤ supy∈R |(xn − x)ϕ′(ξ)| ≤ K|xn−x| → 0,

přičemž ξ ∈ (xn − y, x− y). Stejný odhad lze provést pro libovolnou derivaci.

T́ımto jsme ukázali, že ϕxn
D−→ ϕx. Nyńı již můžeme ukázat snadno spojitost:

lim
n→+∞

(f∗ϕ)(xn) = lim
n→+∞

f(y), ϕ(xn − y)︸ ︷︷ ︸
ϕxn(y)

 =
(
f(y), lim

n→+∞
ϕxn(y)

)
= (f(y), ϕx(y)) = (f∗ϕ)(x).

Tedy konvoluce je spojitá.

Lemma 2.5.10. Jestliže f ∈ D ′, ϕ ∈ D , pak (f ∗ ϕ)′ = f ′ ∗ ϕ = f ∗ ϕ′.

D̊ukaz. Z prvńıho lemmatu plyne, že f ∗ ϕ ∈ L1
loc. Tedy se jedná o generátor regulárńı zobecněné

funkce. Proto můžeme psát f ∗ ϕ ∈ D ′. Pak ale dle věty 2.3.10 plat́ı:

(f∗ϕ)′(y) = lim
n→+∞

(f ∗ ϕ)
(
y + 1

n

)
− (f ∗ ϕ)(y)

1
n

= lim
n→+∞

(
f(x), ϕ

(
y + 1

n − x
))
− (f(x), ϕ(y − x))

1
n

=
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Nyńı využijeme větu o regulárńı transformaci, tentokrát ji použijeme obráceně. Vid́ıme, že A−1 =
−I = A a b = y + 1

n . Pak můžeme pokračovat v úpravě:

= lim
n→+∞

(
f
(
−x+ y + 1

n

)
, ϕ(x)

)
− (f(−x+ y), ϕ(x))

1
n

= lim
n→+∞

(
f
(
−x+ y + 1

n

)
− f(−x+ y)

1
n

, ϕ(x)
)

=

=
(

lim
n→+∞

f
(
−x+ y + 1

n

)
− f(−x+ y)

1
n

, ϕ(x)
)

= (f ′(y − x), ϕ(x)) = (f ′(x), ϕ(y − x) = (f ′∗ϕ)(y)

Druhá rovnost se snadno ověř́ı úpravami z definice f ′.

Z těchto lemmat tedy plyne, že f ∗ ϕ ∈ C∞.

Lemma 2.5.11. Bud’ f ∈ D ′ taková, že supp f je kompakt. Pak supp (f ∗ϕ) je omezená množina.

D̊ukaz. Vı́me, že (f ∗ ϕ)(x) = (f(y), ϕ(x − y)). Jelikož je ϕ ∈ D , má ϕ(x − y) nosič omezený
nějakou kouĺı BR(x). Volbou x tak, že supp f ∩ BR(x) = ∅ dostáváme, fakt, že supp (f ∗ ϕ) je
omezený.

Ze všech tř́ı lemmat již nyńı př́ımo plyne, že f ∗ ϕ ∈ D .

Věta 2.5.12. Bud’ f ∈ D ′, ϕ,ψ ∈ D . Pak (f ∗ ϕ) ∗ ψ = f ∗ (ϕ ∗ ψ).

D̊ukaz. V d̊ukaze se (opět) omeźıme pouze na R. Nejprve si všimneme, že na pravé straně je
výraz (ϕ ∗ ψ)(x) =

∫
R
ϕ(x− y)ψ(y)dy. Ale v levé straně výrazu se integrál v̊ubec nevyskytuje. Je

d̊uležité si uvědomit, že tento integrál existuje a je konečný. Abychom tento integrál nějak dostali
na druhou stranu, využijeme riemannovské integrálńı součty:

rn(x) = 1
n

+∞∑
m=−∞

ϕ
(
x− m

n

)
ψ
(m
n

)
O nich v́ıme, že bodově konverguj́ı př́ımo k (ϕ ∗ ψ)(x). Zároveň jsme si mohli dovolit volit ekvi-
distantńı rozděleńı těchto bod̊u, nebot’ v́ıme, že integrál existuje a z vlastnost́ı testovaćıch funkćı ϕ
a ψ zase můžeme tvrdit, že se jedná pouze o končené sumy (nebot’ testovaćı funkce jsou nenulové
na omezené množině a proto hodnoty m, pro které je funkce nulová, lze ze sumy vyjmout). Nyńı
ukážeme, resp. zd̊uvodńıme, že rn konverguje v D . To ukážeme tak, že nalezneme stejnoměrně
omezené nosiče rn a využijeme věty o spojité funkci na kompaktńım intervalu.

Fakt, že nosiče rn jsou stejně omezené plyne z faktu, že ϕ a ψ maj́ı stejně omezené nosiče a
z faktu, že řada je konečná. Pak totiž od jistého n0 výše plat́ı, že suppϕ

(
x− m

n

)
⊂ BR+1(x) a

tud́ıž suppϕ
(
x− m

n

)
ψ
(
m
n

)
⊂ BR+1(x).

Stejnoměrná konvergence je snadno dokázatelná. Vid́ıme, že rn(x) bodově konverguje. Přitom
funkce rn(x) je spojitá na kompaktu, tedy je stejnoměrně spojitá a tedy stejnoměrně konverguje,
dokonce na celém R d́ıky nulovosti funkćı mimo support. Ostatńı derivace se ukážou zcela stejně,
jen nevyuž́ıváme stejnoměrné spojitosti funkćı ϕ a ψ, ale jejich derivaćı.

Nyńı už můžeme přistoupit k úpravě výrazu:

(f ∗ (ϕ ∗ ψ))(x) = (f(y), (ϕ ∗ ψ)(x− y)) 1. krok=
(
f(y), lim

n→+∞
rn(x− y)

)
=

= lim
n→+∞

(f(y), rn(x− y)) = lim
n→+∞

(
f(y), 1

n

+∞∑
m=−∞

ϕ
(
x− y − m

n

)
ψ
(m
n

)) řada je konečná=

= lim
n→+∞

1
n

+∞∑
m=−∞

(
f(y), ϕ

(
x− y − m

n

)
ψ
(m
n

))
=
∫
R

(f(y), ϕ(x− y − z)ψ(z))dz =
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=
∫
R

(f(y), ϕ(x− y − z))︸ ︷︷ ︸
(f∗ϕ)(x−z)

ψ(z)dz = ((f ∗ ϕ) ∗ ψ)(x).

Následuj́ıćı poznámka je př́ımým d̊usledkem právě vyřčené věty.
Poznámka. Bud’te f ∈ D ′, ϕ,ψ ∈ D . Pak (f ∗ ϕ,ψ) = (f, ϕ− ∗ ψ).

D̊ukaz.
( f ∗ ϕ︸ ︷︷ ︸
klas. funkce

, ψ) =
(
(f ∗ ϕ) ∗ ψ−

)
(0) Věta 2.5.12=

(
f ∗ (ϕ ∗ ψ−)

)
(0) =

=
(
f ∗ (ϕ− ∗ ψ)−

)
(0) = (f, ϕ− ∗ ψ)

Je vhodné poznamenat, že při prvńı úpravě se využila definice konvoluce zobecněné a testovaćı
funkce.

Věta 2.5.13. Necht’ f ∈ D ′ taková, že supp f je kompakt. Pak pro libovolnou posloupnost
{ϕn}n∈N v D takovou, že ϕn

D−→ ϕ ∈ D , plat́ı, že f ∗ ϕn
D−→ f ∗ ϕ.

D̊ukaz. Aby v̊ubec mělo smysl se tvrzeńım věty zabývat, je třeba ukázat, že f ∗ ϕn, f ∗ ϕ ∈ D .
Tento fakt ale plyne př́ımo z věty 2.5.8. Proto má smysl ověřovat stejnou omezenost nosič̊u f ∗ϕn
a stejnoměrnou konvergenci derivaćı těchto funkćı. Stejnoměrná omezenost supp f ∗ϕn ale vyplývá
př́ımo ze stejné omezenosti suppϕn a z lemmatu 2.5.11.

Pro ověřeńı druhé podmı́nky konvergence v D muśıme ukázat, že f ∗ ϕn
R----------⇒ f ∗ ϕ a stejně

tak pro libovolné daľśı derivace ϕn. My toto dokážeme pomoćı drobného triku. Uvažujme funkci
F
(
x, s = 1

n

)
:= (f ∗ ϕn)(x) a F (x, 0) := (f ∗ ϕ)(x). Pokud dokážeme, že je tato funkce spojitá na

kompaktu a odtud již bude plynou jej́ı stejnoměrná spojitost, pomoćı které dokážeme stejnoměrnou
konvergenci f ∗ϕn. Je vidět, že funkce F je spojitá dle definice všude, jen v bodě s = 0 je problém.
Abychom ukázali spojitost i v bodě s = 0, využijeme následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 2.5.14. Bud’ {ϕkn}n∈N ⊂ D posloupnost taková, že ϕkn
D−→ ϕ ∈ D a bud’ dále {xn}n∈N

č́ıselná posloupnost v R taková, že xn → x ∈ R. Pak

ϕkn(xn − y) D−→ ϕ(x− y) jakožto funkce proměnné y.

D̊ukaz. Pro dokázáńı stejnoměrné konvergence derivaćı zkoumejme rozd́ıl kn-tého členu a limitńı
funkce. Pro nultou derivaci dostaneme:

|ϕkn(xn − y)− ϕ(x− y)| ≤ |ϕkn(xn − y)− ϕ(xn − y)|+ |ϕ(xn − y)− ϕ(x− y)| < ε+ ε = 2ε

Prvńı člen jsme odhadli d́ıky konvergenci ϕkn v D . Konkrétně jsme využili stejnoměrnou kon-
vergenci nulté derivace. Druhý člen je odhadnutelný d́ıky stejnoměrné spojitosti testovaćı funkce
ϕ. Tato vlastnost vyplývá z hladkosti ϕ a z faktu, že jej́ı support je kompaktńı množina. Tento
postup je možné analogicky provést pro všechny ostatńı derivace.

Je rovněž zřejmné, že nosiče funkćı jsou stejně omezené d́ıky konvergenci ϕkn v D .

Když máme k dispozici toto lemma, neńı těžké ověřit spojitost funkce F v bodě (x, s = 0).
Využijeme k tomu opět Heineovy věty. Berme xn → x a kn → +∞ 12 libovolné posloupnosti. Pak

F

(
xn,

1
kn

)
= (f ∗ ϕkn)(xn) = (f(y), ϕkn(xn − y))→ (f(y), ϕ(x− y)) = (f ∗ ϕ)(x) = F (x, 0)

Přičemž jsme využili toho, že funkce f(y) ∈ D ′, a tedy je spojitá, a o posloupnosti ϕkn(xn − y)
v́ıme, že konverguje v D dle lemmatu. Proto jsme mohli limitu takto vypoč́ıst. Tedy o F v́ıme,

12Protože pak 1
kn
→ 0 a to chceme.
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že je spojitá, je spojitá na kompaktu, tud́ıž je na něm stejnoměrně spojitá a tedy i speciálně pro(
F (x, s = 1

n

) R----------⇒F (x, 0), což ale dle naš́ı definice F neř́ıká nic jiného, než (f ∗ϕn)(x) R----------⇒(f ∗ϕ)(x).
To jsme ale chtěli dokázat. V d̊ukazu jsme nikde nevyuž́ıvali faktu, že pracujeme s 0. derivaćı
funkce ϕn. Proto můžeme celý postup opakovat pro libovolné derivace testovaćıch funkćı ϕn.

Věta 2.5.15 (přibližné identity). Bud’ ϕ ∈ D a necht’ ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ R a nav́ıc
∫
R
ϕ(x)dx = 1.

Označme ϕn(x) = nϕ(nx), tzv. přiblǐznou identitu. Pak pro libovolnou ψ ∈ D plat́ı, že ϕn ∗ψ
D−→

ψ.

D̊ukaz. Je třeba opět ověřit podmı́nky konvergence v D . Vı́me, že konvolućı testovaćıch funkćı
vzniká testovaćı funkce. Proto stač́ı ukázat, že posloupnost ϕn(x) má stejně omezené nosiče. Necht’
suppϕ ⊂ [−R,R]. Pak pro všechna n ∈ N zřejmě plat́ı, že suppϕn(x) ⊂

[
−Rn ,

R
n

]
⊂ [−R,R].

T́ımto máme zajǐstěnu stejnou omezenost nosič̊u. V d̊ukazu stejnoměrné konvergence derivaćı si
podstatnou část práce ulehč́ıme konstatováńım, že (ϕn∗ψ)(k) = ϕn∗ψ(k). Proto opět stač́ı uvažovat
pouze nultou derivaci, nebot’ vyšš́ı derivace by se ukázaly zcela stejným zp̊usobem. Zkoumáme tedy
rozd́ıl:

|(ϕn ∗ ψ)(x)− ψ(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ R

n

−Rn
ϕn(y)ψ(x− y)dy −

∫ R
n

−Rn
ϕn(y)dy︸ ︷︷ ︸
=1

ψ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ R

n

−Rn
ϕn(y)

∣∣∣∣∣∣ψ(x− y)− ψ(x)︸ ︷︷ ︸
<ε

∣∣∣∣∣∣dy R----------⇒ 0

Fakt, že výraz v posledńım integrandu je menš́ı než ε plyne ze stejnoměrné spojitosti testovaćı
funkce ψ. Odtud již pak také plyne stejnoměrná konvergence celého výrazu k nule, nebot’ integrál
z funkce ϕn(x) je dle předpokladu roven jedné a tedy formálně jsme pro libovolné ε nalezli takové
n0, že pro všechna x, y ∈ R plat́ı, že |(ϕn ∗ ψ)(x)− ψ(x)| < ε.

Tento výsledek by pro nás neměl být zas až tak překvapivý, nebot’ jsme již dř́ıve ukázali, že
ϕn → δ v D ′.

Věta 2.5.16 (o aproximovatelnosti zobecněných funkćı). Každá zobecněná funkce f je limitou
jisté posloupnosti funkćı {ϕn}n∈N ⊂ C∞ 13 ve smyslu konvergence v D ′. Má-li nav́ıc zobecněná
funkce f kompaktńı nosič, pak {ϕn}n∈N ⊂ D a ϕn lze volit tak, že ∀ψ ∈ D je ϕn ∗ ψ

D−→ f ∗ ψ.

D̊ukaz. Necht’ ηn jsou přibližné identity z předešlé věty. Pak označme ϕn = f ∗ η−n ∈ C∞. Toto
plyne z věty 2.5.8. Pak ∀ψ ∈ D

(ϕn, ψ) = (f ∗ η−n , ψ) = (f, ηn ∗ ψ) n→+∞−→ (f, ψ)

To ale znamená, že ϕn → f v D ′. Poznamenejme, že při úpravě jsme ve druhém kroku využili
poznámky za větou 2.5.12, následně jsme využili spojitosti zobecněné funkce f a limitu jsme mohli
vypoč́ıst d́ıky větě o přibližných identitách.

Pokud nyńı nav́ıc budeme předpokládat, že supp f je kompakt, máme ϕn = f ∗ η−n ∈ D dle
věty 2.5.8 a tud́ıž plat́ı

ϕn ∗ ψ = (f ∗ η−n ) ∗ ψ Věta 2.5.12= f ∗ (η−n ∗ ψ) D−→ f ∗ ψ.

V přechodu ke konvergenci jsme využili věty 2.5.8 a konvergence plyne z věty 2.5.13.

Touto větou jsme vytvořili aparát potřebný pro zavedeńı konvoluce zobecněných funkćı, kterou
zavedeme v následuj́ıćı sekci.

13Zde chápejme tuhle notaci jako označeńı regulárńıch zobecněných funkćı, jejichž generátory jsou funkce tř́ıdy
C∞
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2.5.5 Konvoluce zobecněných funkćı
Než přistouṕıme k samotné definici, je třeba vyslovit jistý požadavek. V naš́ı definici budeme
potřebovat, aby jedna z”konvoluovaných“ zobecněných funkćı měla kompaktńı nosič. Tato podmı́nka
totiž dle dř́ıve dokázané věty zajǐst’uje to, že f ∗ ϕ ∈ D , což potřebujeme.

Definice 2.5.17. Bud’te f, g ∈ D ′ a necht’ supp f je kompakt. Pak konvolućı zobecněných
funkćı f a g rozumı́me

(g ∗ f, ϕ) = (g, f− ∗ ϕ) = (g(y), (f(x), ϕ(x+ y))),

kde f−(x) = f(−x).

Poznámka. Následuj́ıćı poznámky jsou jisté drobné postřehy o takto definovaném zobrazeńı:

1. Konvoluce je operace nad zobecněnými funkcemi a tedy jej́ım výsledkem je opět zobecněná
funkce. Linearita plyne z linearity funkćı f a g, spojitost ukážeme snadno. Uvažujme ϕn

D−→ ϕ.
Pak (g ∗ f, ϕn) = (g, f− ∗ ϕn) věta 2.5.13−→ (g, f− ∗ ϕ) = (g ∗ f, ϕ).

2. Že je naše definice konzistentńı a dobře pasuje do námi budované teorie dokazuje fakt, že
beru-li f ∈ D (nikoliv z D ′!), tak dostávám pro g ∈ D ′ a ϕ ∈ D dle poznámky pod větou
2.5.12 toto: (g ∗ f, ϕ) = (g, f− ∗ ϕ) což je ve shodě s naš́ı definićı.

3. Konvoluce námi takto definovaná neńı symetrická! Existuj́ı obecněǰśı definice konvoluce, např.
v [Št’ov́ıček] nebo [Krbálek], které maj́ı vlastnost symetrie, ale je to na úkor jiných vlastnost́ı.

4. Konvoluce má vlastnost levé spojitosti. Tzn. bud’ g ∈ D ′, supp g je kompakt. Bud’ dále
{fn}n∈N ⊂ D ′, f ∈ D ′ a necht’ fn → f v D ′. Pak fn ∗ g → f ∗ g v D ′.

D̊ukaz.(
lim

n→+∞
fn ∗ g, ϕ

)
= lim
n→+∞

(fn∗g, ϕ) = lim
n→+∞

(fn, g−∗ϕ) = ( lim
n→+∞

fn, g
−∗ϕ) = (f, g−∗ϕ) = (f∗g, ϕ)

Poznámka. Budeme uvažovat konvoluci v D ′ funkćı s omezeným nosičem (tj. s kompaktem).

Věta 2.5.18 (Vlastnosti konvoluce v D ′). Bud’te f, g, h ∈ D ′ zobecněné funkce s omezeným
nosičem. Pak

1. f ∗ g = g ∗ f ;
2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);
3. (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′;
4. (f ∗ g)(x− a) = (f(x− a)) ∗ g(x) = f(x) ∗ g(x− a).

Poznámka. Z předešlé poznámky a prvńıho bodu této věty plyne spojitost konvoluce v obou
argumentech.

D̊ukaz. Dokážeme prvńı tvrzeńı, zbytek je ponechán čtenáři jako cvičeńı. Dle věty 2.5.16 v́ıme, že
pro f ∈ D ′ s omezeným nosičem existuje {ϕn} ⊂ D taková, že ϕn → f v D ′ a ϕn ∗ψ

D−→ f ∗ψ pro
libovolné ψ ∈ D . Rovněž pro g ∈ D ′ s omezeným nosičem existuje {ηn} ⊂ D taková, že ηn → g v
D ′ a ηn ∗ ψ

D−→ g ∗ ψ pro libovolné ψ ∈ D .
Pro ϕn a ηm plat́ı, že ϕn ∗ ηm

D−→ f ∗ ηm. Zároveň z komutativity testovaćıch funkćı plyne, že
ηm ∗ ϕn

D−→ ηm ∗ f , protože pro h ∈ D ′ plat́ı (h ∗ ϕn, ψ) = (h, ϕ−n ∗ ψ) → (h, f− ∗ ψ) a volbou
h = ηm. Tedy máme f ∗ ηm = ηm ∗ f . Pak již postup/limitu stač́ı provést v m a tvrzeńı plat́ı.
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Věnujme se nyńı souvislosti konvoluce a tensorového součinu. Bylo by možné totiž provést
následuj́ıćı úvahu: (f ∗ g, ϕ) = (f, g− ∗ ϕ) = (f(x), (g− ∗ ϕ)(x)) = (f(x), (g−(y), ϕ(x − y))) =
(f(x)⊗ g(−y), ϕ(x− y)) = (f(x)⊗ g(y), ϕ(x+ y)). Zde ale docháźıme k problému, nebot’ funkce
ϕ(x + y) /∈ D(R2n). Při této úvaze totiž omezenost výsledného supportu zajǐst’uje omezenost
support̊u funkćı f a g.

Př́ıklad
Určete δ ∗ f pro f ∈ D ′ s kompaktńım nosičem.

(δ ∗ f, ϕ) = (f ∗ δ, ϕ) = (f, (δ− ∗ ϕ)) = (f, ϕ),

přičemž (δ− ∗ ϕ) = (δ(−y), ϕ(x− y)) = (δ(y), ϕ(x+ y)) = ϕ(x).
Odtud tedy plyne, že δ funguje jako jednotka při konvoluci.

2.6 Užit́ı konvoluce pro řešeńı diferenciálńıch rovnic v D ′

Mějme L lineárńı diferenciálńı operátor (např. pro ODR L =
n∑
k=0

ak
dk

dxk ). Řeš́ıme nyńı rovnici

Lu = f . Označ́ıme-li fundamentálńı řešeńı ε rovnice Lε = δ. Pak Lu = f má řešeńı u = ε ∗ f . Je
tomu skutečně tak, protože

Lu = L(ε ∗ f) = (Lε) ∗ f = δ ∗ f = f

T́ımto jsme dostali odpověd’ na otázku, k čemu jsou ty zobecněné funkce vlastně v̊ubec dobré.
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Kapitola 3

Integrálńı transformace

Vybudovali jsme prostor zobecněných funkćı a pomalu směřujeme k řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. Jak jsme viděli na konci minulé kapitoly, jsme na dobré cestě. V této kapitole se tedy bu-
deme věnovat integrálńım transformaćım, konkrétně Laplaceově a Fourierově, které, jak uvid́ıme,
jsou velmi mocným a užitečným nástrojem. Abychom s nimi mohli zač́ıt pracovat, je potřeba ještě
vybudovat jistý speciálńı prostor a na něm zadefinovat speciálńı tř́ıdu zobecněných funkćı.

3.1 Motivace
Na následuj́ıćıch několika řádćıch a př́ıkladech se pokuśıme objasnit, proč je třeba revidovat naši
definici zobecněných funkćı a proč je třeba vytvořeńı nějakého nového prostoru. Naš́ı snahou a
naš́ım ćılem je vytvořeńı takové struktury, která by byla uzavřená právě v̊uči integrálńım transfor-
maćım, jako je např́ıklad Fourierova transformace F. Proto ji nyńı poněkud neformálně zavedeme.
Tato definice neńı zat́ım definitivńı a je pouze pro účely této motivačńı sekce.

Definice 3.1.1. Pod pojmem Fourierova transformace F rozumı́me zobrazeńı z prostoru L1(Rn)
takové, že pro f ∈ L1 definujeme

F [f(x)](ξ) :=
∫
Rn
eix·ξf(x)dx.

Poznámka. V následuj́ıćıch poznámkách se budeme snažit ukázat některé vlastnosti F, ze kterých
vyplyne, že je skutečně nutné vytvářet nový prostor testovaćıch funkćı. 1

1. Je-li f ∈ L1, pak F [f(x)](ξ) je omezená funkce na Rn

D̊ukaz. Pro dokázáńı tohoto tvrzeńı stač́ı vyj́ıt z definice:

|F [f(x)](ξ)| =
∣∣∣∣∫

Rn
eix·ξf(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣eix·ξ∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

|f(x)|dx < +∞

Posledńı nerovnost plyne z faktu, že f ∈ L1.

2. Je-li f ∈ L1, pak odtud neplyne, že F [f(x)](ξ) ∈ L1(Rn)

D̊ukaz.∣∣∣∣∫
Rn

F [f(x)](ξ) dξ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn

dξ
∫
Rn

dxeix·ξf(x)
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn
dξ
∫
Rn

dx
∣∣eix·ξ∣∣︸ ︷︷ ︸

=1

|f(x)|︸ ︷︷ ︸
<+∞

= +∞.

1Ale neńı třeba se lekat. To, co jsme dosud vybudovali, nezahod́ıme, ale velmi účelně využijeme.
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Toto je možné samozřejmě ilustrovat konkrétńım př́ıkladem, ale nebudeme to dělat. Je to v
podstatě zbytečné. Je d̊uležité, že jsme objevili prvńı nepř́ıjemnou vlastnost námi definovaného
zobrazeńı F. Totiž nev́ıme, kam zobrazuje, resp. co je jeho oborem hodnot. Tento problém bude
muset náš nový prostor nějak elegantně vyřešit.

3. Je-li f ∈ L1 s kompaktńım nosičem, pak odtud neplyne, že suppF [f(x)](ξ) je kompakt.
Tuto vlastnost ukážeme na konkrétńım př́ıkladě. Za funkci f(x) volme charakteristickou funkci
intervalu [0, 1], tzn. χ[0,1](x). Pak

F
[
χ[0,1]

]
(ξ) =

∫ 1

0
eix·ξdx =

∫ 1

0
cosxξdx+ i

∫ 1

0
sin xξdx =

=
[

1
ξ

sin xξ
]1

0
− i
[

1
ξ

cosxξ
]1

0
= 1
ξ

sin ξ − i
ξ

(cos ξ − 1)

Tato funkce zcela určitě nemá omezený nosič.

Vid́ıme tedy, že máme sice nějakou transformaci, ale nemůžeme ji použ́ıt na prostoru D ′, což
bychom chtěli. Můžete namı́tat, že by možná bylo snazš́ı naj́ıt jinou transformaci, ale vězte, že tato
nám dává mocný nástroj pro výpočet fundamentálńıch řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic a
nav́ıc velmi zjednodušuje jejich řešeńı a usnadňuje výpočty konvolućı, nebot’

F

[
d

dxf(x)
]
(ξ) = CξF [f(x)](ξ)

F [f ∗ g](ξ) = F [f(x)](ξ) · F [g(x)](ξ)

Tedy zde vid́ıme śılu Fourierovy transformace. Ta převád́ı diferenciálńı problém na problém al-
gebraický, nesrovnatelně jednodušeji řešitelný a konvoluci převád́ı na prosté násobeńı. K těmto
vlastnostem časem dojdeme a budou odvozeny.

Nyńı už jen pár vět k zamyšleńı. Zkuste si zamyslet, proč obraz derivace při F vypadá tak,
jak vypadá. Pokud budeme uvažovat nějaký lineárńı operátor L = d

dx na nějakém vektorovém
prostoru (třeba zde na prostoru funkćı), tak jeho vlastńı funkce (vektory) splňuj́ı rovnici

Lf = λf

a tedy f(x) = ceλx pro libovolné λ ∈ C. Pak bychom mohli tyto funkce považovat za jistou ”bázi“
tohoto prostoru a zkoumat Fourierovy koeficienty v této bázi. Dostali bychom〈

f, eλx
〉

=
∫
R
f(x)eλxdx

Zde už je vidět jistá silná podobnost s předpisem pro Fourierovu transformaci, a proto o ńı můžeme
tvrdit, že Fourierova transformace nezkoumá př́ımo chováńı prvku, ale chováńı jeho souřadnic v
nějaké bázi.

3.2 Schwartz̊uv prostor a prostor temperovaných zobecněných
funkćı

V minulé sekci jsme narazili na problém, že fourierovský obraz nějaké funkce nemuśı být integra-
bilńı. Proto zavedeme jeden pojem, který již, jak se později ukáže, tuto vlastnost zajist́ı.

Definice 3.2.1. Bud’ f : Rn → R reálná funkce. Pak tuto funkci nazveme

1. rychle klesaj́ıćı, právě když ∀α ∈ Zn+ plat́ı, že lim
|x|→+∞

|xαf(x)| < +∞;

2. pomalu rostoućı, právě když ∃α ∈ Zn+ takové, že lim
|x|→+∞

∣∣∣∣f(x)
xα

∣∣∣∣ < +∞.
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Definice 3.2.2. O funkci f řekneme, že je prvkem Schwartzova prostoru S (Rn), právě když
jsou splněny tyto podmı́nky

1. f ∈ C∞(Rn);
2. ∀α, β ∈ Zn+ supRn |xαDβf(x)| < +∞, tj. funkce a všechny jej́ı derivace jsou rychle klesaj́ıćı.

Poznámka. S je někdy též nazýván prostorem testovaćıch funkćı s otevřeným nosičem.
Poznámka. Právě o Schwartzově prostoru ukážeme, že F : S → S .
Poznámka. V následuj́ı poznámce ukážeme dvě d̊uležité inkluze týkaj́ıćı se Schwartzova prostoru.

1. S ⊂ L1

Abychom toto ukázali, využijeme faktu, že
∫ +∞

1

1
xα

dx konverguje pro všechna α > 1. Uvažujme

nyńı ϕ ∈ S (R) 2. Pak z vlastnost́ı funkćı z S plyne, že (volbou β = 0) |xαϕ(x)| < Kα

pro všechna x větš́ı než nějaké hraničńı x0(α). Nyńı speciálně volbou α = 2 máme odhad
|ϕ(x)| ≤ K

x2 ∈ L1(x0,+∞). Využijeme při odhadováńı naš́ı funkce:∫
R
|ϕ(x)|dx =

∫ R

−R
|ϕ(x)|+

∫ −R
−∞
|ϕ(x)|dx+

∫ +∞

R

|ϕ(x)|dx < +∞

Nyńı prvńı člen můžeme snadno odhadnout, nebot’ ϕ ∈ C∞ a integrujeme na kompaktu, tedy
na množině, kde spojitá funkce nabývá svého maxima, a pro zbylé dva použijeme odhad výše.
T́ımto jsme ukázali, že tento integrál je konečný a tedy každá funkce ze Schwartzova prostoru
S je integrabilńı.

2. S ⊃ D
Toto tvrzeńı je zřejmé.

Jak jsme již zjistili, nejsme schopni zavést zobecněnou F na D ′, protože nemáme F : D → D .
Ovšem pokud bychom měli znalost, že F : S → S , pak bychom byli schopni zavést F na duálńım
prostoru S ], což jsou veškeré lineárńı funkcionály nad S . Plat́ı, že S ] ⊂ D], protože funkcionál
definovaný nad D nemuśıme být schopni v̊ubec rozš́ı̌rit na S . Jinak řečeno, zvětšeńım prostoru
S ”zmenš́ıme“ definičńı obor S ]. Toto je onen kĺıčový krok, který nám umožńı zavést F pro
zobecněné funkce. Ovšem ne pro všechny. Bohužel. Ale pro veškeré zobecněné funkce z S ′ ano.

Definice 3.2.3. Prostor lineárńıch spojitých funkcionál̊u nad S (Rn) nazveme prostorem tem-
perovaných zobecněných funkćı (distribućı) S ′(Rn).

Abychom mohli na tomto prostoru ověřovat spojitost daného funkcionálu, je potřeba mı́t za-
definovaný pojem konvergence v S .

Definice 3.2.4. Řekneme, že posloupnost {ϕn}n∈N ⊂ S konverguje k ϕ ∈ S v S , označujeme
ϕn

S−→ ϕ, právě když
∀α, β ∈ Zn+ xαDβϕn

Rn--------------------⇒xαDβϕ.

Lemma 3.2.5. Bud’te {ϕn}n∈N ⊂ D , ϕ ∈ D a necht’ ϕn
D−→ ϕ. Pak ϕn

S−→ ϕ.

D̊ukaz. Jelikož plat́ı, že S ⊃ D , jsou ϕk, ϕ ∈ S . Připomeňme, co znamená konvergence v D .
ϕn

D−→ ϕ, právě když ∃R > 0 takové, že ∀k ∈ N plat́ı, že suppϕk ⊂ BR(0) a zároveň ∀α ∈ Zn+
plat́ı, že Dαϕk

Rn--------------------⇒Dαϕ.
Chceme ukázat, že ∀α, β ∈ Zn+ xαDβϕn

Rn--------------------⇒xαDβϕ. Odhadneme výraz nalevo, tj. |xαDβϕn| ≤
|RnDβϕn|, což je funkce, která stejnoměrně konverguje dle předpokladu. Tento odhad jsme mohli
udělat, protože funkce ϕn maj́ı support omezený kouĺı BR(0) a tedy je možné xα omezit Rα. To,
že výsledná funkce je funkćı, kterou si přejeme źıskat, plyne z bodové konvergence.

2Obdobně opět pro libovolnou dimenzi.
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Pomoćı tohoto lemmatu nyńı dokážeme, že prostor S ′ je obsažen v D ′. Zároveň při tom
využijeme toho, že S ⊃ D a S ] ⊂ D].

Lemma 3.2.6. S ′ ⊂ D ′. To znamená, že f ∈ S ′ ⇒ f ∈ D ′.

D̊ukaz. Bud’ f ∈ S ′. Chceme ukázat, že f ∈ D ′, to ale znamená ověřit linearitu a spojitost. Linea-
rita je zjevná. Pro ověřeńı spojitosti volme posloupnost ϕk

D−→ ϕ. Plat́ı pak, že (f, ϕk) → (f, ϕ)
jako č́ıselná posloupnost? Dle předešlého lemmatu plat́ı, že ϕk

S−→ ϕ. Ze spojitosti funkcionálu
f ∈ S ′ pak ale plyne, že konverguje č́ıselná posloupnost (f, ϕk)→ (f, ϕ), což bylo dokázat.

Co nám tento d̊usledek ř́ıká? Už v́ıme, že každá temperovaná zobecněná funkce je zobecněná
funkce ve smyslu dř́ıve definovaném. Neř́ıká nám ale nic o tom, jestli jsou tyto zobecněné funkce
regulárńı. Toto nemuśı být pravda. Regulárńı zobecněná funkce nemuśı být temperovanou zo-
becněnou funkćı. Abychom toto demonstrovali, uvažujme zobecněnou regulárńı funkci ẽx2 . Kdyby
byla ẽx2 ∈ S ′, dávala by pro libovolnou ϕ ∈ S konečné č́ıslo. Nyńı berme ϕ(x) = e−x

2 ∈ S . Pak(
ẽx2 , ϕ(x)

)
=
(
ẽx2 , e−x

2
)

=
∫
R
ex

2
e−x

2
dx = +∞.

Dı́ky inkluzi S ′ ⊂ D ′ máme k dispozici veškeré operace zavedené na D ′. Jedná se o deri-
vaci, násobeńı hladkou funkćı, regulárńı transforamci, limitu, konvoluci a tensorový součin. Je ale
potřeba ukázat, že S ′ je v̊uči těmto operaćım uzavřený. Tato vlastnost nám pak zaruč́ı uzavřenost
(později definované) F nad S ′.

Věta 3.2.7. Prostor S ′ je uzavřen v̊uči výše jmenovaným operaćım s výjimkou násobeńı hladkou
funkćı. Vlastnosti těchto operaćı se zachovávaj́ı.

D̊ukaz. Vizte [Št’ov́ıček]. Jako cvičeńı je možné si samostatně ukázat např. uzavřenost v̊uči derivaci.
Dokazováńı uzavřenosti konvoluce a tensorového součinu je náročné.

Násobeńı v S ′

Operace násobeńı hladkou funkćı tak, jak je definována na D ′, neńı v S ′ dobře použitelná.
Připomeňme jej́ı definici. Uvažujme a ∈ C∞, f ∈ D ′ pak a ·f jsme definovali: (a(x) ·f(x), ϕ(x)) :=
(f(x), a(x)ϕ(x)). Využ́ıvali jsme toho, že a(x)ϕ(x) ∈ D . Toto ale pro S nefunguje. Uvažujme
např́ıklad (opět) a(x) = ex

2 ∈ C∞ a ϕ(x) = e−x
2 ∈ S . Pak a(x)ϕ(x) = 1 /∈ S . Proto na funkci

a potřebujeme uvalit daľśı podmı́nku. Jev́ı se jako nejpřirozeněǰśı požadovat, aby byla pomalu
rostoućı se všemi svými derivacemi.

Věta 3.2.8. Bud’ a ∈ C∞ a necht’ je dále a pomalu rostoućı se všemi svými derivacemi. Pak
af ∈ S ′ pro libovolné f ∈ S ′.

D̊ukaz. Je třeba opět ověřit linearitu a spojitost. Linearita je očividná. Zbývá tedy ukázat, že
pro ϕk

S−→ 0 plat́ı, že (af, ϕk) → 0. To, že posloupnost konverguje, ř́ıká jen to, že ∀α, β ∈
Zn+ xαDβϕk

Rn--------------------⇒ 0. My muśıme vyzkoumat konvergenci výrazu aϕk. Pokud ukážeme, že aϕk
S−→ 0,

pak dostaneme ze spojitosti f informaci, že (f, aϕk) → 0, což dokáže toto tvrzeńı. Muśıme tedy
ukázat, že ∀α, β ∈ Zn+ xαDβaϕk

Rn--------------------⇒ 0. Zde ale jen stač́ı vhodně použ́ıt Leibnizovo pravidlo a
máme hotovo. Využ́ıváme pak jenom toho, že d́ıky hladkosti můžeme a odhadnout na libovolném
kompaktu konstantou a v ±∞ je a d́ıky tomu, že je pomalu rostoućı, odhadnutelná polynomem.

Definice 3.2.9. O zobecněné funkci f řekneme, že patř́ı do prostoru S ′reg, právě když je f jako
zobecněná funkce regulárńı, tj. f ∈ D ′reg a pokud je jej́ı generátor, tj. klasická funkce f , pomalu
rostoućı.

Poznámka. Zřejmě S ′reg ⊂ S ′ ∩D ′reg.
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Měli bychom ověřit, že naše definice dává dobrý smysl. Mějme tedy f ∈ L1
loc (a tedy f

jako zobecněná funkce nálež́ı do D ′reg). Bud’ nav́ıc f pomalu rostoućı, tj. ∃α∗ ∈ Zn+ tak, že

lim
x→±∞

∣∣∣∣f(x)
xα∗

∣∣∣∣ < +∞. Nyńı bud’ ϕ ∈ S , pak máme

(f, ϕ) :=
∫
R
f(x)ϕ(x)dx =

∫ R

−R
f(x)ϕ(x) +

∫ −R
−∞

f(x)ϕ(x)dx+
∫ +∞

R

f(x)ϕ(x)dx

Prvńı člen je opět integrál přes kompaktńı množinu, tzn. funkce ϕ na ńı nabývá svého maxima,
kterým ji můžeme odhadnout. Funkce f je nav́ıc lokálně integrabilńı, takže prvńı člen máme
odhadnutý. Zbývá provést odhad na zbylé dva členy. Vzhledem k jejich symetrii odhadneme pouze
jeden z nich. Využijeme přitom toho, že f je pomalu rostoućı. Z této vlastnosti totiž plyne, že
existuje takové C, že ∀x > R |f(x)| ≤ Cxα∗ . Pak ale máme odhad∫ +∞

R

f(x)ϕ(x)dx ≤
∫ +∞

R

|f(x)ϕ(x)|dx ≤
∫ +∞

R

C|xα
∗
ϕ(x)|dx < +∞

Na závěr jsme využili faktu, že xα∗ϕ(x) ∈ S ⊂ L1(R). T́ımto jsme ukázali, že naše definice dává
dobrý smysl, nebot’ výsledek p̊usobeńı funkce f ∈ S ′reg na libovolnou ϕ ∈ S je konečný. Linearita
a spojitost jsou jasné.

3.3 Fourierova transformace na S

Definice 3.3.1. Bud’ ϕ ∈ S (Rn). Pak Fourierovou transformaćı F rozumı́me zobrazeńı

F : ϕ(x) 7→ F [ϕ(x)](ξ) :=
∫
Rn
eix·ξϕ(x)dx.

Poznámka. Někdy budeme pro zjednodušeńı zápisu psát mı́sto F [ϕ(x)](ξ) jen ϕ̂(ξ). 3

Poznámka. Jelikož je S ⊂ L1, v́ıme již o F následuj́ıćı:

1. F [ϕ(x)](ξ) je omezená, tzn. integrál konverguje absolutně;
2. Můžeme snadno zaměňovat limitu a integrál, nebot’ ten je snadno majorizovatelný. Odtud ale

plyne, že funkce F [ϕ](ξ) je spojitá.

Nyńı si dokážeme dvě elementárńı tvrzeńı, která jsou ale zcela kĺıčová pro použit́ı Fourierovy
transformace

Věta 3.3.2 (Chováńı v̊uči derivaci). Bud’ ϕ ∈ S . Pak plat́ı

1.
∂

∂ξ
F [ϕ(x)](ξ) = F [(ix)ϕ(x)](ξ) ;

2.
F

[
d

dxϕ(x)
]
(ξ) = (−iξ)F [ϕ(x)](ξ) .

D̊ukaz. Dokážeme obě tvrzeńı pro jednoduchost pouze pro R:

∂

∂ξ
F [ϕ(x)](ξ) = ∂

∂ξ

∫
R
eix·ξϕ(x)dx =

∫
R

(ix)eix·ξϕ(x)dx = F [(ix)ϕ(x)](ξ)

Přitom jsme využili faktu, že
∣∣(ix)eix·ξϕ(x)

∣∣ ≤ |ixϕ(x)| ∈ S ⊂ L1(R). Jelikož jsme dokázali
odhadnout derivaci, mohli jsme použ́ıt větu o záměně derivace a integrálu.

3Na přednáškách se značilo oběma zp̊usoby, já budu použ́ıvat jediný.
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Druhé tvrzeńı se dokáže obdobně:

F

[
d

dxϕ(x)
]
(ξ) =

∫
R
eix·ξ d

dxϕ(x)dx per partes=
[
eix·ξϕ(x)

]+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0 (ϕ∈S )

−(iξ)
∫
R
eix·ξϕ(x)dx = −(iξ)F [ϕ(x)](ξ)

Poznámka. Je jasné, že obě tvrzené lze rozš́ı̌rit pro libovolnou derivaci, tj.

Dα
ξ F [ϕ(x)](ξ) = F [(ix)αϕ(x)](ξ) ;

F [Dα
xϕ(x)](ξ) = (−iξ)αF [ϕ(x)](ξ) .

Za pomoci těchto dvou tvrzeńı dokážeme následuj́ıćı d̊uležitou větu. K jej́ımu d̊ukazu ještě
nav́ıc využijeme faktu, že pokud ϕ ∈ S , pak také xpϕ(x) ∈ S pro p ∈ N.

Věta 3.3.3. Prostor S je invariantńı v̊uči F, tj. F : S → S .

D̊ukaz. Chceme ukázat, že pokud ϕ ∈ S , tak pak F [ϕ(x)](ξ) ∈ S . Abychom toto ukázali, muśıme
ukázat, že ∀α, β ∈ Zn+ supR

∣∣ξαDβF [ϕ(x)](ξ)
∣∣ < +∞. Na výraz uvnitř závorek nejdř́ıve použijeme

prvńı tvrzeńı, tj.
∣∣ξαDβF [ϕ(x)](ξ)

∣∣ =
∣∣ξαF [(ix)βϕ(x)

]
(ξ)
∣∣. Následně využijeme druhého tvrzeńı,

tj.
∣∣ξαF [(ix)βϕ(x)

]
(ξ)
∣∣ =

∣∣F [Dα
x (xβϕ(x))

]
(ξ)
∣∣ < +∞. To, že je výraz menš́ı než nekonečno plyne

z toho, že Dα
x (xβϕ(x)) ∈ S a již v́ıme, že F je omezená na tomto prostoru.

V následuj́ıćı části budou postupně dokazovány r̊uzné užitečné vlastnosti Fourierovy transfor-
mace.

Věta 3.3.4. Fourierova transformace jako zobrazeńı F : S → S je spojité zobrazeńı.

D̊ukaz. Bereme posloupnost ϕn(x) S−→ 0. Zaj́ımá nás, jestli odtud plyne, že konverguje rovněž
F [ϕn(x)](ξ) S−→ 0. To, že posloupnost ϕn konverguje v S k 0 znamená, že ∀α, β xαDβϕn

Rn--------------------⇒ 0.
Označme

ψα,βn := Dα
x ((ix)βϕn(x)).

Pak tato posloupnost rovněž stejnoměrně konverguje k 0 na Rn. Tento fakt vycháźı z předpokladu
konvergence posloupnosti ϕn a vlastnost́ı derivace a násobeńı. Nyńı nám stač́ı prozkoumat, jestli v
S konverguje k 0 posloupnost F[ψα,βn ]. Toto pak totiž bude znamenat, že ∀α, β : ξαDβF[ϕn(x)](ξ) Rn--------------------⇒ 0.
Zkoumejme tedy

∣∣F [ψα,βn ]
(ξ)
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
eix·ξψα,βn (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣ψα,βn (x)
∣∣dx

Źıskali jsme tedy odhad nezávislý na ξ. Nyńı proto prozkoumáme limitu ∀ξ ∈ Rn:

lim
n→+∞

∫
Rn

∣∣ψα,βn (x)
∣∣dx =

∫
Rn

lim
n→+∞

∣∣ψα,βn (x)
∣∣ dx = 0

Posledńı rovnost plyne ze stejnoměrné konvergence posloupnosti ψα,βn . T́ımto jsme dokázali stej-
noměrnou konvergenci Fourierových obraz̊u a tedy jsme ukázali, že Fourierova transformace převád́ı
konvergentńı posloupnost na konvergentńı posloupnost, a tedy se jedná o spojité zobrazeńı.

Věta 3.3.5 (Posuny v argumentech). Bud’ ϕ ∈ S (Rn) a necht’ b ∈ Rn a c ∈ C. Pak

1.
F [ϕ(x)](ξ + b) = F

[
eibxϕ(x)

]
(ξ) ;

2.
eibξF [ϕ(x)](ξ) = F [ϕ(x− b)](ξ) ;
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3.
F [ϕ(cx)](ξ) = 1

|c|n
F [ϕ(x)]

(
ξ

c

)
.

D̊ukaz. Důkaz je zřejmý. Ve všech př́ıpadech se využ́ıvá jen definice a substituce v integrálu.
Ukažme pro ilustraci třeba třet́ı tvrzeńı:

F [ϕ(cx)](ξ) =
∫
Rn
eix·ξϕ(cx)dx = 1

|c|n

∫
Rn
eiy· ξcϕ(y)dy = 1

|c|n
F [ϕ(x)]

(
ξ

c

)
.

Definice 3.3.6. Částečnou Fourierovou transformaci definujeme pro ϕ ∈ S (Rn+m) takto:

Fx[ϕ(x, y)](ξ, y) :=
∫
Rn
eix·ξϕ(x, y)dx;

Fy[ϕ(x, y)](x, ξ) :=
∫
Rm

eiy·ξϕ(x, y)dy.

Věta 3.3.7 (o částečné Fourierově transformaci). Plat́ı:

1.
Fx ◦ Fy = Fy ◦ Fx = F;

2.
Dα
ξ Fx [ϕ(x, y)] (ξ, y) = Fx [(ix)αϕ(x, y)] (ξ, y);

3.
Fx [Dα

xϕ(x, y)] (ξ, y) = (−iξ)αFx[ϕ(x, y)](ξ, y).

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı plyne okamžitě z Fubiniovy věty. Druhé a třet́ı se dokazuj́ı stejně, jako bylo
výše uvedeno.

Poznámka. Obdobná tvrzeńı plat́ı i pro Fy.

Věta 3.3.8 (o konvoluci). Bud’te ϕ,ψ ∈ S . Pak

F [ϕ ∗ ψ](ξ) = F [ϕ(x)](ξ)·F [ψ(x)](ξ) .

D̊ukaz.

F [ϕ ∗ ψ](ξ) =
∫
Rn
eix·ξ(ϕ ∗ ψ)(x)dx =

∫
Rn

dx eix·ξ
∫
Rn

dy ϕ(y)ψ(x− y) =

Zde jsme použili definici konvoluce. Nyńı můžeme použ́ıt Fubiniovu větu (ϕ,ψ ∈ S ⊂ L1) a
pomoćı substituce x− y = z můžeme přej́ıt od souřadnic x, y k y, z a výraz dále upravit

=
∫
R2n

dxdy eix·ξϕ(y)ψ(x− y) =
∫
R2n

dydz ei(y+z)·ξϕ(y)ψ(z) =

=
∫
Rn
eiy·ξϕ(y)dy ·

∫
Rn
eiz·ξψ(z)dz = F [ϕ(x)](ξ)·F [ψ(x)](ξ)

Věta 3.3.9. Bud’te ϕ,ψ ∈ S . Pak∫
R
ϕ(x)F [ψ(y)](x) dx =

∫
R
F [ϕ(y)](x)ψ(x)dx.
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D̊ukaz.∫
R
ϕ(x)F [ψ(y)](x) dx =

∫
R

dx ϕ(x)
∫
R

dy eiy·xψ(y) Fubini=
∫
R

dx ψ(x)
∫
R

dy eiy·xϕ(y) =
∫
R
F [ϕ(y)](x)ψ(x)dx

Poznámka. Zkuste se zamyslet, jak je v tomto př́ıpadě možné zeslabit předpoklady na funkce ϕ,ψ.
Předpoklad, aby byly z prosotru S je totiž docela silný. To, jaké jsou tedy podmı́nky na tyto
funkce, vyplývá př́ımo z předpoklad̊u Fubiniovy věty, která je v d̊ukazu použita.

Věta 3.3.10. F : S (Rn)→ S (Rn) je bijekce a nav́ıc plat́ı, že F−1 = 1
(2π)n F̄, kde

F̄[ϕ(x)](ξ) :=
∫
Rn
e−ix·ξϕ(x)dx.

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı provedeme ve chv́ıli, kdy budeme znát F : S ′ → S ′.

Poznámka. Fourierovu transformaci lze zavést mnoha zp̊usoby, resp. princip je zcela totožný, jen
se měńı ”rozdistribuováńı“ konstanty 1

(2π)n .

Věta 3.3.11 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Bud’ ϕ ∈ S . Pak lim
ξ→+∞

F [ϕ(x)](ξ) = 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty je okamžitým d̊usledkem Riemann-Lebesgueova lemmatu z klasické analýzy.

Př́ıklad
Tento př́ıklad se korektně (pomoćı integrace v komplexńı rovině) vyřeš́ı na cvičeńıch, ale je vhodné
si jej zde uvést.

F
[
e−x

2
]
(ξ) =

∫
R
eixξe−x

2
dx =

√
πe−

ξ2
4 .

Zkoumejme nyńı výraz F
[
e−(cx)2

]
(ξ) = 1

cF
[
e−x

2
](

ξ
c

)
=
√
π
c e
− ξ2

4c2 . Zvoĺıme-li za c = 1√
2 , máme

F
[
e−

x2
2

]
(ξ) =

√
π
2 e
− x2

2 . Toto ale neznamená nic jiného, než že jsme našli vlastńı funkci operátoru
F a jemu př́ıslušné vlastńı č́ıslo.

3.4 Fourierova transformace na S ′

3.4.1 Motivace
Uvažujme funkci f ∈ L1(R). Pak už v́ıme, že existuje F [f(x)](ξ), která je omezená a spojitá. Dı́ky
omezenosti je ale funkce 1

1+ξ2 F [f(x)](ξ) ∈ L1(R). Pak ale můžeme tvrdit (dokonce jsme to t́ımto

krokem ukázali), že funkce F [f(x)](ξ) je pomalu rostoućı. Tud́ıž funkce ˜F [f(x)](ξ) ∈ S ′reg. Tohoto
využijeme.

Bud’ tedy ϕ ∈ S a necht’ ˜F [f(x)](ξ) ∈ S ′reg. Pak

( ˜F [f(x)](ξ), ϕ(ξ)) =
∫
Rn

˜F [f(x)](ξ)ϕ(ξ)dξ =
∫
Rn

dξ
∫
Rn

dx eixξf(x)ϕ(ξ) Fubini=

=
∫
Rn

dx f(x)
(∫

Rn
dξ eixξϕ(ξ)

)
=
∫
Rn
f(x)F [ϕ(ξ)](x) dx = (f(x),F [ϕ(ξ)](x)).

Ona posledńı rovnost vycháźı právě z výše ukázaného.
Poznámka. Z Fourierovy transformace klasických funkćı plyne, že ϕ ∈ S ⇒ F [ϕ(x)](ξ) ∈ S . Dále
pak z jej́ı spojitosti plyne fakt, že F (ve smyslu transformace zobecněných funkćı) mohu rozš́ı̌rit
na celý prostor S ′ a neńı nutné se omezovat prostorem L1.
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Definice 3.4.1. Bud’ f ∈ S ′. Pak Fourierovou transformaćı temperované distribuce f
rozumı́me:

(F[f ], ϕ) := (f,F[ϕ]) ∀ϕ ∈ S

Poznámka. Z předešlé poznámky plyne dobrý smysl definice, protože F[ϕ] ∈ S .
Poznámka. Uvažujme f ∈ S ′ a ϕ ∈ S . Pak podle definice je (F[f ], ϕ) := (f,F[ϕ]). Jelikož ale
v́ıme, že F je na S spojité zobrazeńı, znamená to, že převede libovolnou konvergentńı posloupnost
ϕn na konvergentńı posloupnost F[ϕn]. Dı́ky spojitosti f v́ıme, že (f,F[ϕn]) bude konvergentńı
č́ıselná posloupnost. T́ımto jsme ale dokázali, že F[f ] je spojitý funkcionál na S . Je zjevně rovněž
lineárńı, tedy jsme ukázali, že F[f ] ∈ S ′. Tedy F : S ′ → S ′.

Fourierovu transformaci jsme již zavedli na L1, S a S ′. Tyto znalosti nám pomohou řešit
př́ıklady, které bychom jinak nedokázali spoč́ıtat. Např́ıklad mějme Θ(x). Fourier̊uv obraz této
funkce bychom nedokázali spoč́ıtat, ale jelikož Θ(x) ∈ S ′ ve smyslu zobecněné funkce, je možné
zjistit takto jej́ı Fourier̊uv obraz.

Následuj́ıćı př́ıklad ukáže, že nemůžeme obecně nic tvrdit o nosiči Fourierova obrazu. Chceme
spoč́ıtat F [δx0 ](ξ). Je zřejmé, že δx0 ∈ S ′.

(F[δx0 ], ϕ(ξ)) = (δx0 ,F[ϕ(ξ)](x)) = F [ϕ(ξ)](x0) =
∫
Rn
eix0ξϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣
x=x0

=

=
∫
Rn
eix0ξϕ(ξ)dξ = (ẽix0ξ, ϕ)

V posledńı úpravě jsme si všimli toho, že to neńı nic jiného, než definice akce zobecněné regulárńı
funkce (v našem př́ıpadě temperované) na funkci ϕ. Tedy jsme nalezli Fourier̊uv obraz Diracovy
delta funkce:

F [δx0 ](ξ) = eix0ξ

Je odtud taky vidět, že Fourierova transformace převedla jednobodový nosič na celé Rn.

3.4.2 Vlastnosti F na S ′

Následuj́ıćı část bude věnována vlastnostem Fourierovy transformace na S ′. Tvrzeńı jsou vesměs
zcela identická jako v předešlé podkapitole, d̊ukazy jsou opět jednoduché. Jejich základńım prin-
cipem je využit́ı př́ıslušné dané vlastnosti u funkćı z S .

Věta 3.4.2 (o derivaci). Bud’ f ∈ S ′. Pak

1.
Dα
ξ F [f(x)](ξ) = F [(ix)αf(x)](ξ) ;

2.
F [Dα

xf(x)](ξ) = (−iξ)αF [f(x)](ξ) .

D̊ukaz. Bud’ ϕ ∈ S libovolné. Pak

(Dα
ξ F [f(x)](ξ) , ϕ(ξ)) = (−1)|α|(F [f(x)](ξ) , Dα

ξ ϕ(ξ)) = (−1)|α|(f(x),F
[
Dα
ξ ϕ(ξ)

]
(x)) =

= (−1)|α|(f(x), (−ix)αF [ϕ(ξ)](x)) = (f(x)(ix)α,F [ϕ(ξ)](x)) = (F [(ix)αf(x)](ξ) , ϕ(ξ))

Druhé tvrzeńı se dokáže zcela analogicky.

Věta 3.4.3. F : S ′ → S ′ je spojité zobrazeńı.
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D̊ukaz. O tom, že F : S ′ → S ′ jsme se již přesvědčili. Nyńı zbývá ukázat spojitost. Mějme
tedy posloupnost {fk} ⊂ S ′, f ∈ S ′ a necht’ fk → f v S ′. Toto znamená, že ∀ϕ ∈ S je

lim
k→+∞

(fk, ϕ) = (f, ϕ). Chceme ukázat, že odtud plyne F[fk]→ F[f ]. Zkoumejme tedy

lim
k→+∞

(F [fk](ξ) , ϕ(ξ)) = lim
k→+∞

(fk(x),F [ϕ(ξ)](x)) = (f(x),F [ϕ(ξ)](x)) = (F[f ], ϕ)

V d̊ukazu jsme využili toho, že F [ϕ(ξ)](x) ∈ S a spojitosti f .

Věta 3.4.4. Bud’ f ∈ S ′(Rn) a necht’ b ∈ Rn a c ∈ C. Pak

1.
F [f(x)](ξ + b) = F

[
eibxf(x)

]
(ξ) ;

2.
eibξF [f(x)](ξ) = F [f(x− b)](ξ) ;

3.
F [f(cx)](ξ) = 1

|c|n
F [f(x)]

(
ξ

c

)
.

D̊ukaz. Ukážeme pouze prvńı tvrzeńı, zbylá dvě se dokazuj́ı zcela analogicky. Zaj́ımá nás opět
p̊usobeńı na libovolnou funkci ϕ ∈ S .

(F [f(x)](ξ + b) , ϕ(ξ)) = (F [f(x)](ξ) , ϕ(ξ − b)) = (f(x),F [ϕ(ξ − b)](x) =

= (f(x), eibxF [ϕ(ξ)](x)) = (F
[
eibxf(x)

]
(ξ) , ϕ(ξ))

Opět jsme jen ve třet́ı rovnosti využili analogie tohoto tvrzeńı v S .

Definice 3.4.5. Částečnou Fourierovu transformaci definujeme pro ∀f ∈ S ′(Rn+m) a ∀ϕ ∈
S (Rn+m) takto:

(Fx[f(x, y)](ξ, y), ϕ(ξ, y)) := (f(x, y),Fx[ϕ(ξ, y)](x, y))

Obdobně pro Fy.

Věta 3.4.6 (o částečné Fourierově transformaci). Plat́ı:

1.
Fx ◦ Fy = Fy ◦ Fx = F;

2.
Fx[f(x)⊗ g(y)](ξ, y) = Fx[f(x)](ξ)⊗ g(y);

3.
Fy[f(x)⊗ g(y)](x, η) = f(x)⊗ Fy[g(y)](η);

4.
F [f(x)⊗ g(y)](ξ, η) = Fx[f(x)](ξ)⊗ Fy[g(y)](η).

D̊ukaz. Důkazy jsou zřejmé, využ́ıvá se opět jen vlastnost́ı z předešlé sekce a definice tensorového
součinu.
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Nyńı spoč́ıtáme jeden na prvńı pohled zvláštńı př́ıklad. Znalost jeho výsledku nám ale pomůže
s d̊ukazem daľśı věty. Urč́ıme totiž F [1](ξ).
Uvědomme si nejprve, že F je lineárńı jak v S , tak i v S ′. Proto zcela jistě plat́ı, že

0 = F [0](ξ) = F

[
d

dx1
]
(ξ) = (−iξ)F [1](ξ) .

Nyńı se odvoláme na větu 2.4.4 z předešlé kapitoly, která tvrd́ı, že pokud 0 = xf(x) v D ′, pak
f(x) = Cδ(x). Maje tyto dvě znalosti, můžeme psát, že iF[1] = Cδ, což ještě můžeme přeznačit
na F[1] = cδ ∈ S ′. Zbývá nám určit konstantu c. Využijeme k tomu jednoho předešlého výsledku.

(F[1](ξ), e−ξ
2
) = (cδ(ξ), e−ξ

2
) = c

Zároveň v́ıme, že

(F[1](ξ), e−ξ
2
) = (1,F

[
e−ξ

2
]
(x)︸ ︷︷ ︸

=
√
πe−

x2
4

) =
√
π

∫
R
e−

x2
4 dx =

√
π
√

4π = 2π

Odtud tedy máme výsledek
F [1](ξ) = 2πδ(ξ).

Nyńı dokážeme větu 3.3.10, kterou jsme sĺıbili ukázat a společně s ńı následuj́ıćı větu.

Věta 3.4.7. F : S ′ → S ′ je bijekce a nav́ıc plat́ı, že F−1 = 1
(2π)nF.

Poznámka.
(F[f ], ϕ) = (f,F[ϕ])

D̊ukaz. Předpokládejme pro jednoduchost opět, že se pohybujeme v dimensi 1.

i) v S : Muśıme ukázat, že FF = FF = (2π)nidS . Muśıme ukázat obě rovnosti, nebot’ prostor funkćı,
na kterém tento operátor p̊usob́ı, je prostorem nekonečné dimense. Nejprve prozkoumáme
výraz F[ϕ(ξ)](x):

F[ϕ(ξ)](x) =
∫
R
e−ixξϕ(ξ)dξ =

∫
R
eixηϕ(−η)dη = F [ϕ(−η)](x) .

Ve druhé rovnosti jsme jen provedli substituci ξ = −η, ze které vypadlo jedno mı́nus před
integrál, které se ihned použilo na obráceńı meźı.
Nyńı zkoumejme F

[
F[ϕ(ξ)](x)

]
(y):

F [F [ϕ(−η)](x)](y) =
∫
R
eixyF [ϕ(−η)](x) dx =

Nyńı přeznač́ıme ϕ(−η) = ψ(η) a uprav́ıme integrand dle věty o posunu v argumentu.

=
∫
R
F [ψ(η − y)](x) dx =

∫
R
F [ϕ(y − η)](x) dx.

V tuto chv́ıli je třeba provést drobný trik, kv̊uli kterému jsme poč́ıtali F[1].∫
R
F [ϕ(y − η)](x) dx = (1,F [ϕ(y − η)](x)) = (F [1](η) , ϕ(y−η)) = (2πδ(η), ϕ(y−η)) = 2πϕ(y).

T́ımto jsme tedy ukázali, že (F ◦ F)(ϕ) = 2πϕ, což jsme měli ukázat. Druhá rovnost se ukáže
zcela stejně.
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ii) v S ′: Zde muśıme ukázat, že FF = FF = (2π)nidS ′ . Pro d̊ukaz využijeme předešlého tvrzeńı.

((FF[f ])(y), ϕ(y)) = (F[f ](x),F [ϕ(y)](x)) = (f(ξ),F[F[ϕ(y)](x)](ξ)) = (f(ξ), (2π)nidSϕ(ξ)) = (2π)n(f, ϕ)

Obdobně pro druhou rovnost - jako v předešlém př́ıpadě. A t́ımto je d̊ukaz hotov.

Věta 3.4.8. Bud’te f, g ∈ S ′ funkce s kompaktńım nosičem. Pak F[f ∗ g] = F[f ] · F[g].

D̊ukaz. Důkaz bude proveden jen z části. Oṕırá se totiž o dvě netriviálńı pozorováńı, která jsou
dokázána třeba ve [Št’ov́ıček].

Lemma 3.4.9 (Lemma 1). Bud’ g ∈ S ′ funkce s kompaktńım nosičem. Pak

F [g(y − x)](ξ) ∈ S ′reg.

Lemma 3.4.10 (Lemma 2). Bud’ g ∈ S ′ funkce s kompaktńım nosičem. Pak F [g(y)](ξ) je funkce
tř́ıdy C∞, která je pomalu rostoućı se všemi derivacemi.

Mějme f ∗ g ∈ S ′. Pak

(F [f ∗ g](ξ) , ϕ(ξ)) = ((f ∗ g)(x),F [ϕ(ξ)](x)) = (f(x), (g(y),F [ϕ(ξ)](x+ y))) = •

Nyńı se zaměř́ıme na výraz (g(y),F [ϕ(ξ)](x+ y)). Ten uprav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem

(g(y),F [ϕ(ξ)](x+ y)) = (g(y−x),F [ϕ(ξ)](y)) = (F [g(y − x)](ξ) , ϕ(ξ)) =
∫
R
F [g(y − x)](ξ)ϕ(ξ)dξ =

v této úpravě bylo použito prvńı lemma.

=
∫
R
eixξF [g(y)](ξ)ϕ(ξ)dξ = F [F [g(y)](ξ)ϕ(ξ)](x)

Nyńı můžeme přij́ıt zpět k •:

• = (f(x),F [F [g(y)](ξ)ϕ(ξ)](x)) = (F [f(x)](ξ) ,F [g(y)](ξ)ϕ(ξ)) = (F[f ] · F[g], ϕ)

V posledńı rovnosti bylo použito druhé lemma.

3.5 Klasická Laplaceova transformace
V této kapitole se budeme věnovat Laplaceově transformaci, což je opět integrálńı transformace s
exponenciálńım jádrem. To znamená, že vlastnosti s derivaćı, kterých jsme si cenili u Fourierovy
transformace, budou platit i pro tuto transformaci.

Definice 3.5.1. Klasickou Laplaceovou transformaćı funkce f rozumı́me

L [f(t)](p) =
∫
R+
e−ptf(t)dt, pro p ∈ C,Re(p) > a,

Funkce f muśı být měřitelná na R+ (na záporné polopř́ımce ji lze dodefinovat 0) a požadujeme,
aby existovaly c ≥ 0 a a ∈ R takové, že |f(x)| ≤ ceat pro skoro všechna t.

Poznámka. Požadavky na funkci f vycházej́ı z postačuj́ıćı podmı́nky konvergence integrálu. Zkou-
mejme tedy pro jaká p ∈ C je výraz L [f(t)](p) dobře definovaný:∣∣∣∣∫

R+
e−ptf(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
R+
e−Re(p)t|f(t)|dt ≤ c

∫
R+
e−Re(p)teatdt = c

∫
R+
e−(Re(p)−a)tdt < +∞⇔ Re(p)−a > 0
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Tedy zde vid́ıme proč, na funkci klademe takovéto nároky a odkud se vzala podmı́nka na p.
Provedeme ještě jeden odhad, konkrétně pro derivaci.∣∣∣∣ dn

dpn e
−ptf(t)

∣∣∣∣ =
∣∣(−t)nf(t)e−pt

∣∣ ≤ c|tn|eat−Re(p)t ∈ L1(R+) ⇔ Re(p) > a

Toto ale znamená, že jsme nalezli integrabilńı majorantu derivace a tedy můžeme volně zaměňovat
limitu a integrál na oboru konvergence Laplaceovy transformace.

Nyńı zformulujeme vlastnosti Laplaceovy transformace. Jejich pořad́ı bude odpov́ıdat řazeńı u
Fourierovy transformace.

Věta 3.5.2 (Vlastnosti Laplaceovy transformace). Bud’ f funkce s vlastnostmi potřebnými pro
Laplaceovu transformaci, pak

1. dn
dpnL [f(t)](p) = L [(−t)nf(t)](p) ;

2. L
[ d

dtf(t)
]
(p) = pL [f(t)](p)− f(0+);

3. Neumı́me rozhodnout, zda L : S → S a zda je L spojité zobrazeńı;
4. L [f(t)](p− b) = L

[
ebtf(t)

]
(p) ;

5. eαpL [f(t)](p) = L [f(t+ α)](p) ;
6. L [f(ct)](p) = 1

cL [f(t)]
(
p
c

)
;

7. Částečná Laplaceova transformace funguje stejně jako částečná Fourierova transformace;
8. L [f(t) ∗ g(t)](p) = L [f(t)](p) · L [g(t)](p) ;

9.
∫ +∞

0
f(t)L [g(τ)](t) dt =

∫ +∞

0
L [f(τ)](t) g(t)dt;

10.
∫ +∞

0
f(t)dt = lim

p→0+
L [f(t)](p) ;

11. L

[
Θ(t)

∫ t

0
f(τ)dτ

]
(p) = 1

pL [f(t)](p) ;

12. L
[
f(t)
t

]
(p) =

∫ +∞

p

L [f(t)](q) dq pro p ∈ R a p > a.

D̊ukaz. Důkaz nebudeme provádět pro všechna tvrzeńı, je totiž zcela analogický jako u Fourierovy
transformace. Ukážeme pro ilustraci jen několik tvrzeńı, která jsou odlǐsná:

2.

L
[
ḟ(t)

]
(p) =

∫
R+
e−ptḟ(t)dt =

[
e−ptf(t)

]+∞
0 −

∫
R+

(−p)e−ptf(t)dt = pL [f(t)](p)− lim
t→0+

e−ptf(t)︸ ︷︷ ︸
f(0+)

11. a 12. Tato tvrzeńı se dokazuj́ı stejně jako tvrzeńı 2., tj. rozepsáńım levé a pravé strany a aplikaćı
integrace per partes, která zajist́ı, že hraničńı členy se vyruš́ı.

Poznámka. Druhá vlastnost Laplaceovy transformace umožňuje na rozd́ıl od Fourierovy transfor-
mace zohlednit počátečńı podmı́nky.
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Př́ıklad

Řešme pomoćı Laplaceovy transformace úlohu:

u̇+ 4u = 1 s počátečńı podmı́nkou u(0) = 1 (3.1)

Pro jednoduchost zápisu budeme označovat L[u] = û. Aplikaćı Laplaceovy transformace na levou
a pravou stranu rovnice 3.1 máme:

L [u̇+ 4u](p) = L [u̇](p) + 4L [u](p) = pû− u(0+) + 4û = pû+ 4û− 1

L [1](p) = (L [Θ(x)](p)) =
∫
R+
e−pt · 1dt = 1

p

Jelikož je funkce 1 odhadnutelná funkćı e0t, je podle předpoklad̊u Laplaceovy transformace
obraz 1 definován pro všechna p taková, že Re(p) > 0. Dostali jsme tedy rovnici

pû+ 4û+ 1 = 1
p
⇒ û =

(
1
p

+ 1
)

1
p+ 4 = p+ 1

p(p+ 4)

Jelikož L[u] = û, převedli jsme problém vyřešeńı rovnice 3.1 na nalezeńı vzoru Laplaceova obrazu
û = p+1

p(p+4) . Abychom tento vzor nalezli, stač́ı si uvědomit, jaké jsou vzory funkćı 1
p a 1

p−α . Již
v́ıme, že

1
p

= L [1](p)

1
p− α

= L [1](p− α) =
∫
R+

1 · e−(p−α)tdt =
∫
R+
eαte−ptdt = L

[
eαt
]
(p)

Pokud nyńı rozlož́ıme výraz p+1
p(p+4) na parciálńı zlomky, můžeme pak vzor d́ıky linearitě La-

placeovy transformace nalézt snadno.

u(t) = L−1
[
p+ 1
p(p+ 4)

]
(t) = 1

4L
−1
[

1
p

]
(t) + 3

4L
−1
[

1
p+ 4

]
(t) = 1

4 + 3
4e
−4t

Poznámka. Výpočet vzoru funkce při Laplaceově transformaci je obecně obt́ıžný, ale u obyčejných
lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty je možné jej obej́ıt t́ımto postupem.

V úvodu jsme naznačovali, že Laplaceova a Fourierova transformace spolu souvisej́ı. Následuj́ıćı
věta ukazuje, na čem je tato souvislost založena.

Věta 3.5.3 (o inverzńı Laplaceově transformaci). Bud’ F (p) funkce komplexńı proměnné a bud’
c ∈ R bod, který nálež́ı oboru konvergence F (p) a bud’ dále c větš́ı než reálná část všech singularit
funkce F (p). Pak plat́ı

L−1[F (p)](t) = 1
2πi

∫
c−iR

F (p)eptdp,

kde c−iR označuje př́ımku procházej́ıćı bodem c, která je rovnoběžná s imaginárńı osou komplexńı
roviny.

D̊ukaz. Důkaz uveden např́ıklad ve [Št’ov́ıček].

Poznámka. Je zřejmé, že výpočet integrálu ve větě uvedeném vede na použit́ı residuové věty.
Speciálně, pokud lež́ı veškeré singularity funkce F v levé polorovině komplexńı roviny, je možné

volit c = 0 a provádět integraci pro p ryze imaginárńı. T́ımto však źıskáváme Fourierovu transfor-
maci.
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3.6 Zobecněná Laplaceova transformace
Motivace Uvažujme f(t) funkci takovou, že ∀t < 0 je f(t) = 0. Pak jej́ı Laplaceovu transformaci
jsme schopni vyjádřit v následuj́ıćı podobě:

L [f(t)](p) =
∫
R+
e−ptf(t)dt =

∫
R
e−(σ+iω)tf(t)dt =

=
∫
R
e−iωt (f(t)e−σt

)
dt = F

[
f(t)e−σt

]
(−ω)

Pomoćı toho budeme definovat zobecněnou Laplaceovu transformaci.

Definice 3.6.1. Pro zobecněnou funkci f takovou, že supp f ⊂ R+
0 , která nav́ıc splňuje, že ∃a ∈ R

takové, že ∀σ > a plat́ı e−σtf(t) ∈ S ′ definujeme jej́ı Laplace̊uv obraz předpisem

L [f(t)](p) := F
[
f(t)e−σt

]
(−ω) pro p = σ + iω

Poznámka. 1. Laplaceova transformace je jednoparametrická množina temperovaných zobecněných
funkćı (σ je parametr, ω proměnná).

2. Je možné ukázat, [Št’ov́ıček], že Laplace̊uv obraz zobecněné funkce, tak jak je definovaný, je
vždy regulárńı zobecněnou funkćı.

3. Naše definice je konzistentńı. Uvažujme f měřitelnou funkci na R takovou, že f(t) = 0 ∀t < 0
a |f(t)| ≤ Ceat ∀t ≥ 0. Potom f ∈ D ′reg a nav́ıc, ∀σ > a je f(t)e−σt ∈ L1(R) a tedy
f(t)e−σt ∈ S ′reg. Naše definice má tedy hezký smysl a je konsistentńı. Nav́ıc je možné si
ověřit, že (při značeńı vlnkou, stejně jako u zobecněných regulárńıch funkćı) plat́ı

L
[
f̃(t)

]
(p) = L̃[f(t)](p).

Nyńı se pokuśıme vypoč́ıtat Laplace̊uv obraz Diracovy δ-funkce. Tato distribuce splňuje oba
předpoklady, které definice požaduje, protože supp δ = {0} ⊂ R+

0 a nav́ıc dokonce pro všechna
a ∈ R 4 plat́ı, že ∀σ > a e−σtδ(t) = δ(t) ∈ S ′.

(L [δ(t)](σ + iω) , ϕ(ω)) =
(
F
[
e−σtδ(t)

]
(−ω) , ϕ(ω)

)
=
(
e−σtδ(t),F [ϕ(−ω)](t)

)
=

= (δ(t),F [ϕ(ω)](−t)) = F [ϕ(ω)](0) =
∫
R
ϕ(ω)dω = (1, ϕ(ω))

Tedy jsme určili, že L [δ(t)](p) = 1 v S ′.

Věta 3.6.2. Pro Laplaceovu transformaci zobecněných funkćı plat́ı:

1.
L [(−t)mf(t)](p) = dm

dpmL [f(t)](p) ;

2.
L

[
dm

dpm f(t)
]
(p) = pmL [f(t)](p) ;

3.
∀λ ∈ C L

[
eλtf(t)

]
(p) = L [f(t)](p− λ) ;

přitom muśı platit, že Re(p) > a+ Re(λ),
4.

∀k > 0 L [f(kt)](p) = 1
k
L [f(t)]

(p
k

)
;

přičemž opět muśı platit Re(p) > ka. Volba k vycháźı z nutnosti zachovat nosič funkce v R+,
4Definice požaduje existenci alespoň jednoho a ∈ R
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5.
L [f(t) ∗ g(t)](p) = L [f(t)](p)L [g(t)](p) ;

6.
∀τ ≥ 0 L [f(t− τ)](p) = e−τpL [f(t)](p) .

D̊ukaz. Zv́ıdavý čtenář nalezne tento d̊ukaz ve [Št’ov́ıček].
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Kapitola 4

Řešeńı počátečńıch úloh ODR a
PDR

V této části se budeme věnovat již konečně řešeńı jednotlivých typ̊u diferenciálńıch rovnic za použit́ı
nástroj̊u, které jsme dosud vybudovali. Schéma řešeńı již pro zobecněné lineárńı diferenciálńı rov-
nice známe. Máme-li

Lu = f v D ′,

pak pokud naleznu řešeńı Lε = δ, tak jsme ukázali, že u = ε∗f řeš́ı rovnici Lu = f . Fundamentálńı
řešeńı ε budeme hledat právě pomoćı integrálńıch transformaćı.

Dodejme, že v následuj́ıćıch kapitolách nejprve vždy uvedeme konkrétńı př́ıklad řešeńı dané
úlohy a následně postup abstrahujeme do věty, která bude popisovat řešeńı.

4.1 Lineárńı ODR s konstantńımi koeficienty
Řešte počátečńı úlohu:

ÿ + 3ẏ + 2y = 3tet

y(0) = 2
ẏ(0) = 1

Označme Ly = ÿ + 3ẏ + 2y a f = 3tet. Předpokládejme, že y(t) je řešeńım této rovnice, tj.
y(t) ∈ C∞. Zkonstruujme nyńı zobecněnou funkci

ỹ(t) := Θ(t)y(t) ∈ D ′reg.

Pomoćı této funkce se pokuśıme náš problém převést do řeči zobecněných funkćı a řešit jej. Proto
si připravme derivace výrazu ỹ(t):

˙̃y(t) = Θ(t)ẏ(t) + δ(t)y(t) = Θ(t)ẏ(t) + δ(t)y(0) = Θ(t)ẏ(t) + 2δ(t)

¨̃y(t) = ẏ(t)δ(t) + Θ(t)ÿ(t) + 2δ̇(t) = Θ(t)ÿ(t) + ẏ(t)δ(t) + 2δ̇(t) = Θ(t)ÿ(t) + δ(t) + 2δ̇(t)

Stoj́ı za zmı́nku, že již v tomto kroku jsme využili počátečńıch podmı́nek a zahrnuli je t́ımto do
řešeńı. Nyńı již můžeme dosadit do operátoru L:

Lỹ = Θ(t)ÿ(t)+δ(t)+2δ̇(t)+3(Θ(t)ẏ(t)+2δ(t))+2Θ(t)y(t) = Θ(t)Ly+7δ(t)+2δ̇(t) = Θ(t)f(t)︸ ︷︷ ︸
=f̃(t)

+7δ(t)+2δ̇(t).
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Klasickou úlohu jsme tedy převedli na problém v D ′, který už umı́me vyřešit. Tato zobecněná
úloha jde vždy zkonstruovat pomoćı ỹ(t) := Θ(t)y(t). Úloha tedy přešla na tvar:

Lỹ = f̃(t) + 7δ(t) + 2δ̇(t)︸ ︷︷ ︸
F (t)

, kde f̃(t) = Θ(t)f(t).

Řešeńı této úlohy je ỹ = ε ∗F . Řešeńı rozděĺıme do dvou krok̊u, nejprve nalezneme fundamentálńı
řešeńı a následně vyřeš́ıme zobecněnou úlohu.

I. Fundamentálńı řešeńı ε Řeš́ıme úlohu Lε = δ. Ze cvičeńı (eventuálně [Št’ov́ıček]) v́ıme, že
fundamentálńı řešeńı je možné hledat ve tvaru ε(t) = Θ(t)Z(t), kde funkce Z(t) splňuje LZ = 0 a
počátečńı podmı́nky Z(0) = 0 a Ż(0) = 1. V našem př́ıpadě tedy řeš́ıme rovnici

LZ = Z̈ + 3Ż + 2Z = 0.

Jej́ı řešeńı je Z(t) = C1e
−t+C2e

−2t. Po započteńı počátečńıch podmı́nek máme Z(t) = e−t−e−2t,
a tedy fundamentálńı řešeńı našeho operátoru je tvaru

ε(t) = Θ(t)
(
e−t − e−2t) .

II. Vyřešeńı zobecněné úlohy Nyńı se pokuśıme spoč́ıst konvoluci ε ∗ F = ỹ. Nejprve si
rozeṕı̌seme z linearity konvoluce veškeré př́ıspěvky a každý z nich poté vyšetř́ıme zvlášt’.

ỹ = ε ∗ F = ε ∗ (f̃ + 7δ + 2δ̇) = ε ∗ f̃︸︷︷︸
(1)

+ 7ε ∗ δ︸ ︷︷ ︸
(2)

+ 2ε ∗ δ̇︸ ︷︷ ︸
(3)

Výpočty jednotlivých konvolućı provedeme postupně v následuj́ıćıch odstavćıch:

Výpočet (2)
7ε ∗ δ = 7ε = Θ(t)

(
7
(
e−t − e−2t))

Poznamenejme, že se vždy budeme snažit převést řešeńı na tvar Θ(t) krát nějaká funkce. Proč je
toto pro nás d̊uležité, vyplývá z konstrukce řešeńı, nebot’ jsme volili jako zobecněné řešeńı funkci
tvaru ỹ(t) = Θ(t)y(t), kde y(t) bylo řešeńım klasické rovnice.

Výpočet (3)
2ε ∗ δ̇ = 2ε̇ ∗ δ = 2ε̇ = Θ(t)

(
2
(
2e−2t − e−t

))
Výpočet (1) Pro tuto část výpočtu bychom potřebovali spoč́ıtat konvoluci f ∗ g, kde f, g ∈

D ′reg a supp f ⊂ R+, supp g ⊂ R+. Pro takový př́ıpad ale konvoluci nemáme zavedenou. 1 Přesto
se můžeme pokusit tento př́ıpad vyřešit:

((f ∗ g)(t), ϕ(t)) = (f(t), (g(τ), ϕ(t+ τ))) = •

O funkci (g(τ), ϕ(t + τ)) v́ıme, že je tř́ıdy C∞. Pokud bychom ještě dokázali ř́ıci, že je jej́ı nosič
omezený, měli bychom vyhráno. (Toto je v podstatě jediný rozd́ıl mezi naš́ı definićı konvoluce a
tou, ve skriptech prof. Št’ov́ıčka.)

• =
∫
R

dtf(t)
∫
R

dτg(τ)ϕ(t+ τ)︸ ︷︷ ︸
ψ(t,τ)

= •

Zkoumejme nyńı nosič funkce ψ(t, τ). Vzhledem k jej́ı definici se jedná o ”pás“ v rovině (t, τ)
prot́ınaj́ıćı osu t v suppϕ a osu τ rovněž v těchto bodech. Vzhledem k tomu, že funkce f(t) je

1Konvoluci, která by toto umožňovala, lze zavést. Tuto jej́ı vlastnost bychom ale využili jen zde, proto byla
použita jiná definice. Zájemci definici naleznou ve [Št’ov́ıček]
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nulová dle definice alespoň na R− a funkce g(τ) stejně tak, lze nosič funkce ψ(t, τ) omezit a t́ım
umožnit výpočet integrálu.

Zde bude taky jednoho krásného dne obrázek. Doufám...
Budeme se jej snažit převést do tvaru definice p̊usobeńı regulárńı zobecněné funkce. Proto

použijeme substituci:

• =

 Substituce
z = t+ τ
t = t

 =
∫
R

dtḟ(t)
∫
R

dzġ(z − t)ϕ(z) =
∫
R

dz ϕ(z)
(∫

R
f(t)g(z − t)dt

)

T́ımto jsme zjistili, že výsledek konvoluce regulárńıch zobecněných funkćı je regulárńı zo-
becněná funkce, jej́ıž klasický generátor je klasická konvoluce generátor̊u zobecněných funkćı. Tento
výsledek by neměl být překvapivý.

Maj́ı-li tedy funkce f, g nosič na kladné polopř́ımce, lze je zapsat jako f(t) = Θ(t)f(t) a
g(z − t) = Θ(z − t)g(z − t). Vid́ıme, že Θ(t)Θ(z − t) 6= 0⇔ t ∈ (0, z), z > 0. Pak∫

R
dtf(t)g(z − t) = Θ(z)

∫ z

0
f(t)g(z − t)dt.

Naše funkce f̃(t) a ε(t) splňuj́ı z definice předpoklady výše zmı́něné, a proto můžeme spoč́ıst jejich
konvoluci.

ε(t)∗ f̃(t) = Θ(t)Z(t)∗Θ(t)f(t) = Θ(t)
∫ t

0
Z(τ)f(t−τ)dτ = Θ(t)

∫ t

0
(e−τ −e−2τ )3(t−τ)et−τdτ =

= Θ(t)3et
[
t

∫ t

0
(e−τ − e−2τ )e−τdτ −

∫ t

0
(e−τ − e−2τ )τe−τdτ

]
= (1)

T́ımto jsme spočetli i posledńı člen konvoluce a opět vid́ıme, že je napsatelný ve tvaru součinu
Heavisideovy funkce a nějaké klasické funkce. Tedy nyńı již v́ıme, že

ỹ(t) = (1) + (2) + (3) =

= Θ(t)
[
7
(
e−t − e−2t)+ 2

(
2e−2t − e−t

)
+ 3et

[
t

∫ t

0
(e−τ − e−2τ )e−τdτ −

∫ t

0
(e−τ − e−2τ )τe−τdτ

]]
︸ ︷︷ ︸

=y(t)

O funkci y(t) bychom mohli tvrdit, že je řešeńım klasické úlohy. Z našeho postupu to ale
nevyplývá. Ve skutečnosti tomu tak ale je a přesvědč́ı nás o tom následuj́ıćı věta.

Věta 4.1.1. Necht’ u = u(t) pro t ≥ 0 je klasické řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi
koeficienty tvaru

Lu = u(n) + a1u
(n−1) + · · ·+ an−1u

′ + anu =
n∑
k=0

an−ku
(k) = f(t),

kde ak = konst. pro všechna k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} a a0 = 1, které splňuje počátečńı podmı́nky
u(k)(0) = uk pro všechna k ∈ n̂ a necht’ f(t) ∈ L1

loc(R+) je po částech spojitá funkce.
Definujeme-li ũ(t) = Θ(t)u(t) a f̃(t) = Θ(t)f(t), tak potom:

1. Zobecněná funkce ũ vyhovuje rovnici v D ′:

Lũ =
n∑
k=0

an−kũ
(k) = f̃ +

n−1∑
r=0

crδ
(r) = F,

kde cr =
n−r∑
k=1

an−k−ruk−1.
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2. Pro řešeńı klasické úlohy plat́ı

u(t) =
∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ +

n−1∑
k=0

ckZ
(k),

kde Z(t) je funkce z fundamentálńıho řešeńı operátoru L, tj. LZ = 0 a Z(k)(0) = 0 ∀k ∈
{0, 1, . . . , n− 2} a Z(n−1)(0) = 1.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı se ověř́ı př́ımým výpočtem, stejně, jako u ilustračńıho př́ıkladu.
Druhá část tvrzeńı se dokáže taky př́ımo. Potřebujeme znát fundamentálńı řešeńı. Bud’ tedy
ũ = ε ∗ F , kde ε(t) = Θ(t)Z(t). Pak

ũ = ε ∗ F = ε ∗ f̃ + ε ∗

(
n−1∑
r=0

crδ
(r)

)
=

= ε ∗ f̃ +
n−1∑
r=0

crε ∗ δ(r) = ε ∗ f̃ +
n−1∑
r=0

crε
(r) ∗ δ = ε ∗ f̃ +

n−1∑
r=0

crε
(r).

Dı́ky počátečńım podmı́nkám na funkci Z(t) je tato vždy spojitou funkćı a pro jej́ı derivace
(za použit́ı věty pro derivováńı po částech spojité funkce) plat́ı ε(r) = Θ(t)Z(r). Z předešlého

výpočtu taky mj. v́ıme, že (ε ∗ f̃)(t) = Θ(t)
∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ .

Pokud toto dosad́ıme do vztahu pro ũ(t), dostaneme:

ũ(t) = Θ(t)


∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ︸ ︷︷ ︸

(I)

+
n−1∑
r=0

crZ
(r)

︸ ︷︷ ︸
(II)


Tedy skutečně źıskáváme ũ(t) = Θ(t)u(t) Nyńı ověř́ıme, že u(t) je řešeńım klasické úlohy. U
člen̊u (I) a (II) ověř́ıme, že jsou n-krát diferencovatelné a že řeš́ı L.
(II): Jelikož je Z ∈ C∞ je(

n−1∑
r=0

crZ
(r)

)(k)

=
n−1∑
r=0

crZ
(r+k) ∈ C∞ ∀k.

Nav́ıc d́ıky linearitě L a konstantnosti koeficient̊u ak plat́ı:

L

(
n−1∑
r=0

crZ
(r)

)
=
n−1∑
r=0

crLZ
(r) =

n−1∑
r=0

cr(LZ)(r) = 0

Tedy toto je homogenńı řešeńı operátoru L.
(I): Nejprve ověř́ıme, že je výraz n-krát diferencovatelný.

Poznámka. Z MAA4 (MAB4) si jistě pamatujete vztah d
dt

(∫ t

0
g(t, τ)dτ

)
= g(t, t)+

∫ t

0

∂

∂t
g(t, τ)dτ .

Pokud ne, je vhodné si jej dokázat.
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Dı́ky této poznámce můžeme psát:

d
dt

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)
= Z(t− t)︸ ︷︷ ︸

Z(0)=0

f(t) +
∫ t

0
Ż(t− τ)f(τ)dτ =

∫ t

0
Ż(t− τ)f(τ)dτ

d2

dt2

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)
= Ż(t− t)︸ ︷︷ ︸

Ż(0)=0

f(t) +
∫ t

0
Z̈(t− τ)f(τ)dτ =

∫ t

0
Z̈(t− τ)f(τ)dτ

...
dn−1

dtn−1

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)
= Z(n−2)(t− t)︸ ︷︷ ︸

Z(n−2)(0)=0

f(t) +
∫ t

0
Z(n−1)(t− τ)f(τ)dτ =

∫ t

0
Z(n−1)(t− τ)f(τ)dτ

dn

dtn

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)
= Z(n−1)(t− t)︸ ︷︷ ︸

Z(n−1)(0)=1

f(t) +
∫ t

0
Z(n)(t− τ)f(τ)dτ = f(t) +

∫ t

0
Z(n)(t− τ)f(τ)dτ

Vid́ıme, že všechny derivace existuj́ı. To, že je toto řešeńım dané úlohy, plyne z aplikace
operátoru L. Je zřejmé, že toto řešeńı je partikulárńım řešeńım (d́ıky členu f(t) v n-té derivaci)

L

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)
=

n∑
k=0

an−k

(∫ t

0
Z(t− τ)f(τ)dτ

)(k)

=

= f(t) +
∫ t

0

(
n∑
k=0

an−kZ
(k)(t− τ)f(τ)

)
dτ = f(t) +

∫ t

0
LZ · f(t)dτ = f(t)

T́ımto jsme ukázali, že u(t) řeš́ı rovnici Lu = f . Že toto řešeńı splňuje i počátečńı podmı́nky
je taky jednoduché ukázat. Pro k ∈ {0, 1, . . . , n−1} plyne z nulovosti integrálu (I)(k)(0) = 0 a
tedy nepřisṕıvaj́ı do počátečńıch podmı́nek. Proto použijeme člen (II) a aplikujeme podmı́nky
na Z(r) a definici koeficient̊u cr. Odtud po dosazeńı nejvyšš́ı derivace vyjádřené z (derivaćı)
rovnice LZ = 0 vyplývá, že u(r)(0) = ur. Dosazovat v plné obecnosti lze, jedná se však
o zbytečně dlouhý technický výpočet. Čtenář si jej může provést sám doma, jako cvičeńı.
Důležité je jej umět aplikovat konkrétně. T́ımto jsme rovněž ukázali, že splňujeme počátečńı
podmı́nky a větu jsme zcela dokázali.

4.2 Parciálńı diferenciálńı rovnice
Poznámka. Pro parciálńı diferenciálńı rovnice nemáme k dispozici nic jako fundamentálńı systém
řešeńı, který známe z lineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic. Prakticky to znamená, že
zabývat se problémem nalezeńı ”obecného řešeńı PDR“ nedává př́ılǐs smysl. Zabýváme se tedy
vždy úlohou řešit PDR doplněnou o počátečńı, eventuálně okrajové podmı́nky.

Uved’me pro ilustraci této poznámky následuj́ıćı př́ıklady:

1. Rovnici ∂
∂tu+ a ∂

∂xu = 0 splńı jakákoliv funkce u(x, t) = f(x− at) pro libovolnou f ∈ C1.
2. Rovnici divu = 0 řeš́ı v R3 libovolná funkce tvaru u = rotF , kde F je libovolné vektorové pole.

4.2.1 PDR 1. řádu a metoda charakteristik
Uvažujme lineárńı PDR 1. řádu se 2 neznámými proměnnými ve tvaru 2

ã(x, t)u+ b̃(x, t)ut + c̃(x, t)ux = g̃(x, t).
2Značeńı: ux = ∂u

∂x
, ut = ∂u

∂t
atp.
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Je-li b̃(x, t) nenulová funkce, lze t́ımto členem vydělit celou rovnici a převést ji na tvar

a(x, t)u+ ut + c(x, t)ux = g(x, t) s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = u0(x). (4.1)

Poznámka. Následuj́ıćı sled poznámek poslouž́ı jako popis metody charakteristik.

1. ut + c(x, t)ux lze chápat jako směrovou derivaci funkce u ve směru (c(x, t), 1) v rovině (x, t);
2. Vektory (c(x, t), 1) tvoř́ı vektorové pole v rovině (x, t). Křivky x = X(t) podél vektorového pole

jsou dány obyčejnou diferenciálńı rovnićı X ′(t) = c(X(t), t). Tyto křivky zveme charakteristiky.
3. Charakteristika procházej́ıćı bodem (x0, 0) vyhovuje počátečńım podmı́nkám X(0) = x0.
4. Necht’ u(x, t) je řešeńım úlohy (4.1) a x = X(t) s X(0) = x0 je charakteristika. Zúžeńı řešeńı
u(x, t) na charakteristiku je dáno

v(t) = u(X(t), t),

kde v′(t) = ux(X(t), t) ·X ′(t)+ut(X(t), t) = ux(X(t), t) · c(X(t), t)+ut(X(t), t). Touto úpravou
jsme úlohu (4.1) převedli na úlohu řešeńı systému ODR.

Poznámka. V literatuře je metoda charakteristik obvykle zapisována jen ve velmi stručném tvaru:

ã(x, t)u+ b̃(x, t)ut + c̃(x, t)ux = g̃(x, t)

dt
ds = b̃(x(s), t(s));

dx
ds = c̃(x(s), t(s));

du
ds + ã(x(s), t(s))u = g̃(x(s), t(s)).

Parametr s slouž́ı k parametrizaci charakteristiky.

Postup metody charakteristik pro nalezeńı řešeńı úlohy (4.1)

1. Nalezneme charakteristiky, tj. řeš́ıme rovnici X ′(t) = c(X(t), t) s počátečńı podmı́nkou X(0) =
x0. Řešeńı označme Xx0(t).

2. Nalezneme x0 počátek charakteristiky pro daný bod (x, t), kterým charakteristika procháźı, tj.
řeš́ıme rovnici Xx0(t) = x pro x0. Jej́ı řešeńı označme x0 = p(x, t).

3. Vyřeš́ıme ODR na charakteristikách z bodu 1, tj. řeš́ıme rovnici v′(t)+a(X(t), t)v(t) = g(X(t), t)
s počátečńı podmı́nkou v(0) = u0(x0). Řešeńı označme vx0(t).

4. Vybereme, resp. dosad́ıme správnou charakteristiku, tj:

u(x, t) = vx0(t)|x0=p(x,t)

Ilustrujme tuto metodu na konkrétńım př́ıpadě:

u+ ut + xux = 3x s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = arctan(x)

Postupujme dle naznačeného postupu:

X ′(t) = X(t) s počátečńı podmı́nkou X(0) = x0

Řešeńım této rovnice je očividně Xx0(t) = x0e
t.

Xx0(t) = x = x0e
t ⇒ p(x, t) = x0 = xe−t

v′(t) + 1v(t) = 3X(t) = 3x0e
t s počátečńı podmı́nkou v(0) = arctan(x0)
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Tuto rovnici řeš́ıme pohledem:
v(t) = Ke−t +Aet

v′(t) = −Ke−t +Aet

Po dosazeńı do předpisu máme:

2Aet = 3x0e
t ⇒ A = 3

2x0

Aplikaćı počátečńı podmı́nky nav́ıc źıskáváme:

v(0) = K +A = K + 3
2x0 = arctan(x0)

Tedy řešeńı je tvaru:
v(t) = (arctan(x0)− 3

2x0)e−t + 3
2x0e

t

Nyńı již můžeme vyřešit naši úlohu dosazeńım za x0:

u(x, t) = (arctan(xe−t)− 3
2xe

−t)e−t + 3
2x

Obecnost metody V tomto odstavci budeme opět jen v poznámkách a bodech diskutovat, co
je d̊uležité pro tuto metodu a kam až ji je možné rozš́ı̌rit.

1.2.3.1. Potřebujeme, aby existovala charakteristika z daného bodu (x1, t1) vedoućı zpět do t = 0. Toto
požadujeme kv̊uli tomu, abychom mohli nalézt x0 = p(x, t). Toto totiž obecně neńı vždy možné.

2. Limituj́ıćım faktorem jen rovněž hladkost funkćı.
3. Metodu lze př́ımočaře rozš́ı̌rit na nelineárńı př́ıpad, tj. úlohu

ut + c(x, t)ux = f(x, t, u), u(x, 0) = u0(x).

Pak v 3 stač́ı řešit rovnici

v′(t) = f(t,X(t), v(t)), v(0) = u0(x0).

4. Obdobně lze metodu rozš́ı̌rit pro kvazidiagonálńı PDR, tj. pro úlohu tvaru

ut + c(x, t, u)ux = f(x, t, u), u(x, 0) = u0(x).

Opět lze zúžit řešeńı na charakteristiky V (t) = u(X(t), t) splňuj́ıćı

X ′(t) = c(X(t), t, v(t)), X(0) = x0.

Pak řeš́ıme rovnici
v′(t) = f(X(t), t, v(t)), v(0) = u0(x0).

4.2.2 Klasifikace PDR 2. řádu a převod na normálńı tvar
V této kapitole se budeme zabývat PDR 2. řádu, tj. rovnićı tvaru

f = Lu =
n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x) ∂2

∂xi∂xj
u+

n∑
i=1

bi(x) ∂

∂xi
u+ c(x)u.

Budeme hledat jej́ı klasické řešeńı u ∈ C2(G), aij(x) ∈ C(G), bi(x) ∈ C(G), c ∈ C(G), kde G ⊂ Rn.
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Definice 4.2.1. Řekneme, že lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice 2. řádu je eliptická, resp.
hyperbolická, resp. parabolická na M ⊂ G, právě když je eliptická, resp. hyperbolická, resp.
parabolická jej́ı přidružená kvadratická forma q(y, x) = yTA(x)y, kde Aij = aij(x) a A je symet-
rická.

Řekneme, že parciálńı diferenciálńı rovnice je v normálńım tvaru, právě když je matice A
diagonálńı s 0, -1 a 1 na diagonále. Typicky se tak děje po transformaci.

Poznámka. Připomeňme, že o kvadratické formě řekneme, že je eliptická, pokud má jej́ı matice
veškerá vlastńı č́ısla nezáporná nenulová, resp. nekladná nenulová. Řekneme, že je hyperbolická,
pokud jsou veškerá jej́ı vlastńı č́ısla nenulová a neńı eliptická, tj. má jak kladná, tak záporná
vlastńı č́ısla, která jsou nenulová. Řekneme, že je parabolická, pokud je alespoň jedno jej́ı vlastńı
č́ıslo nulové a alespoň jedno nenulové.

Nyńı uved’me několik př́ıklad̊u operátor̊u a jejich klasifikaci:

• Laplace̊uv operátor ∆ =
n∑
j=1

∂2

∂x2
j

je eliptický operátor v normálńım tvaru

• Operátor vedeńı tepla ∂
∂t − a

2∆ je parabolický operátor

• Operátor vlněńı ∂2

∂t2 − a
2∆ je hyperbolický operátor

Převod lineárńı PDR 2. řádu se dvěma nezávislými proměnnými do normálńıho tvaru
Uvažujme rovnici tvaru:

a(x, y)∂
2u

∂x2 + b(x, y) ∂
2u

∂x∂y
+ c(x, y)∂

2u

∂y2 + F (∇u, u, x, y) = 0 (4.2)

Hledáme transformaci souřadnic (x, y) ↔ (ξ, η), kde ξ = ξ(x, y) a η = η(x, y), takovou, aby
p̊uvodńı rovnice byla v normálńım tvaru. Proto je třeba nejdř́ıve spoč́ıtat derivace vyjádřené
pomoćı nových souřadnic:

∂u

∂x
= ∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+ ∂u

∂η

∂η

∂x

∂u

∂y
= ∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+ ∂u

∂η

∂η

∂y

∂2u

∂x2 = ∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ ∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2 + ∂2u

∂η2

(
∂η

∂x

)2
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ ∂u

∂η

∂2η

∂x2

∂2u

∂y2 = ∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+ ∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2 + ∂2u

∂η2

(
∂η

∂y

)2
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+ ∂u

∂η

∂2η

∂y2

∂2u

∂x∂y
= ∂2u

∂ξ2
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂η

∂x

∂ξ

∂y
+ ∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+ ∂2u

∂η2
∂η

∂x

∂η

∂y
+ ∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+ ∂u

∂η

∂2η

∂x∂y

Nyńı tyto členy dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice a rovnici uprav́ıme. Při úpravě nás budou zaj́ımat
pouze členy vyjadřuj́ıćı druhou derivaci u podle nových proměnných. Zbylé členy můžeme vnořit
do nové funkce F̃ . Proto rovnice po transformaci souřadnic přejde do tvaru

∂2u

∂ξ2

(
a

(
∂ξ

∂x

)2
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
+ b

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

))
︸ ︷︷ ︸

I

+∂2u

∂η2

(
a

(
∂η

∂x

)2
+ c

(
∂η

∂y

)2
+ b

(
∂η

∂x

∂η

∂y

))
︸ ︷︷ ︸

II

+

+ ∂2u

∂ξ∂η

(
2a
(
∂ξ

∂x

∂η

∂x

)
+ 2c

(
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
+ b

(
∂η

∂x

∂ξ

∂y
+ ∂ξ

∂x

∂η

∂y

))
︸ ︷︷ ︸

III

+F̃ (∇u, u, ξ, η).
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Zabývejme se nyńı členem I; ten lze totiž přepsat do následuj́ıćı podoby:

(I) =
(
∂2ξ

∂x2

)a+ b

(
∂ξ
∂y

∂ξ
∂x

)
+ c

(
∂ξ
∂y

∂ξ
∂x

)2
Vid́ıme, že jsme v závorce obdrželi kvadratický výraz a + bλ + cλ2 = 0 pro λ(x, y) =

∂ξ
∂y
∂ξ
∂x

. Stejný

kvadratický výraz bychom obdrželi, kdybychom vytkli člen
(
∂η
∂x

)2
ve členu II. Proto pokud má

ona určuj́ıćı kvadratická rovnice právě jeden dvojnásobný kořen, jsme schopni pomoćı této volby
vynulovat bud’ člen I, nebo II. Pokud bychom ovšem źıskali dva r̊uzné kořeny, pak pomoćı jednoho
kořene vynulujeme člen I a pomoćı druhého člen II. Toto nyńı podrobně rozebereme3: Uvažujeme
tedy PDR tvaru (4.2) a k ńı źıskanou rovnici pro λ(x, y). Rozeṕı̌seme-li nyńı přidruženou kvadra-
tickou formu naš́ı PDR, źıskáme

A =
(
a b

2
b
2 c

)
.

Pak rovnice 4.2 je

1. Parabolická
Dle definice, právě když má přidružená kvadratická forma A alespoň jedno vlastńı č́ıslo rovno
nule. Toto je ekvivalentńı tomu, že detA = 0 = ac − b2

4 . Toto ale znamená totéž co fakt, že
diskriminant d(x, y) kvadratické rovnice je nulový a to je ekvivalentńı s tvrzeńım, že kvadratická
rovnice má právě jeden dvojnásobný kořen.

2. Eliptická
Aby rovnice byla eliptická, je potřeba, aby jej́ı přidružená kvadratická forma měla dvě vlastńı
č́ısla λ± stejného znaménka, tj. bud’ λ± > 0, nebo λ± < 0. Pro vlastńı č́ısla matice 2×2 plat́ı
vztah

λ± = trA
2 ± 1

2
√

(trA)2 − detA.

Aby byl nav́ıc splněn požadavek na stejné znaménko obou vlastńıch č́ısel, muśı být pro λ± > 0
splněno trA > 0 a zároveň detA > 0. Pro λ± < 0 zase trA < 0 a zároveň detA > 0. Z těchto
dvou podmı́nek plyne jediná, která ř́ıká, že pro to, aby byla rovnice eliptická, je potřeba, aby jej́ı
přidružená kvadratická forma měla pozitivńı determinant. To ale znamená, že výraz ac− b2

4 > 0.
Toto je ale ekvivalentńı tomu, že d(x, y) < 0, tedy faktu, že kvadratická rovnice a+bλ+cλ2 = 0
má dva komplexně sdružené kořeny.

3. Hyperbolická
Aby byla rovnice hyperbolická, je třeba, aby jej́ı přidružená kvadratická forma měla dvě nenulová
vlastńı č́ısla s opačnými znaménky. Stejnou úvahou jako byla provedena výše dostáváme, že
tato podmı́nka je přepsatelná do tvaru (resp. z ńı lze vyvodit) detA < 0, což je ekvivalentńı s
tvrzeńım, že d(x, y) > 0 a tedy kvadratická rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny.
Nyńı provedeme krátké shrnut́ı toho, co jsme źıskali a tyto poznatky aplikujeme na rovnici 4.2.

Parabolická rovnice Ukázali jsme, že aby byla rovnice parabolická, muśı mı́t rovnice a+ bλ+
cλ2 = 0 právě jeden kořen. Ten použijeme na vynulováńı členu I a ukážeme, že zajist́ı rovněž
vynulováńı členu III. Pokud neńı ξ(x, y) = x, volme BÚNO η(x, y) = x. Pak můžeme upravovat
člen III do tvaru:

III = 2a ∂ξ
∂x

∂η

∂x︸︷︷︸
1

+b

 ∂ξ

∂x

∂η

∂y︸︷︷︸
0

+∂ξ

∂y

∂η

∂x︸︷︷︸
1

+ 2c∂ξ
∂y

∂η

∂y︸︷︷︸
0

= 2a ∂ξ
∂x

+ b
∂ξ

∂y
= ∂ξ

∂x
(2a+ bλ) = 0

3Velmi často se zde nyńı budou použ́ıvat fakty týkaj́ıćı se vlastńıch č́ısel, matic atp. Neńı od věci si některá
tvrzeńı připomenout (LAA2, ev. LAB2).
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Posledńı rovnost je d̊usledkem Viètových vztah̊u pro naši rovnici4 , která má jeden dvojnásobný
kořen. Tedy rovnici 4.2 jsme převedli do očekávaného normálńıho tvaru

∂2u

∂η2 + F̃ (∇u, u, ξ, η)
II

= 0

Eliptická a hyperbolická rovnice Ukázali jsme, že aby byla rovnice eliptická nebo hyperbo-
lická, muśı mı́t rovnice a + bλ + cλ2 = 0 dva r̊uzné kořeny. Dı́ky nim můžeme zvolit souřadnice
ξ, η tak, že vynuluj́ı členy I a II. Pak dostáváme rovnici tvaru:

∂2u

∂η∂ξ
+ F̃ (∇u, u, ξ, η)

III
= 0

Tato rovnice neńı v normálńım tvaru. pro převod budeme muset ještě jednou provést transformaci
souřadnic. Jelikož u eliptické rovnice existuj́ı dva komplexně sdružené kořeny, funkce ξ, η trans-
formuj́ı do komplexńıch proměnných, což muśıme touto transformaćı změnit. V hyperbolickém
př́ıpadě, kdy jsou řešeńı kvadratické rovnice reálná, jsou nové souřadnice ξ, η rovněž reálné, ale
tvar rovnice zat́ım neukazuje př́ımo na to, že by byla hyperbolická, což se právě novou transformaćı
budeme snažit změnit.

Hyperbolický př́ıpad Pro tento př́ıpad uvažujme transformaci r = ξ + η, s = ξ − η. Pak

∂2u

∂ξ∂η
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂η

)
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂r
− ∂u

∂s

)
= ∂2u

∂r2 + ∂2u

∂r∂s
−
(
∂2u

∂r∂s
+ ∂2u

∂s2

)
= ∂2u

∂r2 −
∂2u

∂s2

Touto transformaćı jsme tedy dostali rovnici v normálńım tvaru.

Eliptický př́ıpad Je vhodné si uvědomit, že d́ıky komplexńımu sdružeńı kořen̊u kvadratické
rovnice budou komplexně sdruženy i funkce ξ, η. Tohoto využijeme a pomoćı transformace r =
ξ + η = 2Reξ, s = i(ξ − η) = −2Imξ z nich vytvoř́ıme reálné souřadnice. Potom již můžeme psát

∂2u

∂ξ∂η
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂η

)
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂r
− i∂u

∂s

)
= ∂2u

∂r2 + i ∂
2u

∂r∂s
− i
(
∂2u

∂r∂s
+ i∂

2u

∂s2

)
= ∂2u

∂r2 + ∂2u

∂s2 ,

což je už rovnice v požadovaném normálńım tvaru.
Nyńı zbývá vyřešit otázku, jak nalézt ony nové souřadnice ξ(x, y) a η(x, y). Vı́me, že jsme źıskali

koeficient λ(x, y) jakožto řešeńı rovnice a + bλ + cλ2 = 0 . Vı́me také, že λ(x, y) =
∂ξ
∂y
∂ξ
∂x

. Toto ale
nápadně připomı́ná derivaci implicitně zadané funkce x(y), která je zadána funkćı ξ(x(y), y) = K,
kde K je konstanta. Zderivujeme-li tento výraz dle y, obdrž́ıme ∂ξ

∂xx
′ + ∂ξ

∂y . Odtud ale již

x′(y) = −
∂ξ
∂y

∂ξ
∂x

= −λ(x, y)

Tedy v konkrétńıch př́ıpadech stač́ı nalézt x a řešeńı zapsat ve tvaru implicitńı funkce. Toto si
ukážeme na konkrétńım př́ıkladě. Budeme cht́ıt nalézt souřadnice, ve kterých rovnice

x3 ∂
2u

∂x2 − xy
2 ∂

2u

∂y2 − 3x2 ∂u

∂x
+ 3xy∂u

∂y
+ 8x4y5 = 0

přejde do normálńıho tvaru.
4Jestliže má rovnice a+ bλ+ cλ2 = 0 kořeny λ+ a λ−, pak plat́ı

1. λ+ + λ− = − b
c

2. λ+λ− = a
c
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Nejprve naṕı̌seme určuj́ıćı kvadratickou rovnici:

x3 − xy2λ2 = 0.

Jej́ı diskriminant je
d(x, y) = 4x4y2 > 0 s.v.

Odtud plyne, že rovnice je skoro všude hyperbolická, kromě bod̊u x = 0, y = 0. Zde přecháźı
v parabolickou. Kořeny určuj́ıćı rovnice jsou λ± = ±xy a tedy odtud máme řešeńı např́ıklad 5

ln x = ∓ ln y + C, odkud ξ1(x, y) = ln x
y a η1(x, y) = ln xy. Pokud rovnici odlogaritmujeme,

dostaneme implicitńı rovnici yx±1 = C̃, odkud máme nové souřadnice určené v elegantněǰśı podobě
ξ(x, y) = xy a η(x, y) = x

y .

Lineárńı PDR 2. řádu s konstantńımi koeficienty a n proměnnými Dı́ky konstantnosti
koeficient̊u jsme schopni provést převod na normálńı tvar pro obecně n proměnných, nebot’ se jedná
o úlohu ekvivalentńı s převodem matice do polárńı báze. Vystač́ıme si jen s lineárńı transformaćı.
Mějme rovnici tvaru

n∑
i=1

n∑
j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ F (∇u, u) = (∇TA∇)u+ F (∇u, u)

Označme (b1, b2, . . . , bn) polárńı bázi matice a dále označme B matici 6, která spňuje BTAB = D,
kde D je diagonálńı matice s plus mı́nus jedničkami a nulami na diagonále. Pak můžeme rovnici
upravit do podoby
n∑
i=1

n∑
j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+F (∇u, u) = (∇TBBTABBT∇)u+F (∇u, u) =

(
(BT∇)TBTAB(BT∇)

)
u+F (∇u, u) =

= ∇Ty D∇y + F (∇yu, u) =
n∑
j=1

Djj
∂2u

∂y2
j

+ F (. . . )

Nyńı chceme přej́ıt od x→ y tak, aby BT∇x = ∇y. Tato podmı́nka je ekvivalentńı

∂

∂yk
=

n∑
j=1

BTkj
∂

∂xj
=

n∑
j=1

Bjk
∂

∂xj

Zároveň v́ıme, že se jedná o lineárńı transformaci, tj. transformaci x = Jy, z čehož za použit́ı
řetězového pravidla plyne

∂

∂yk
=

n∑
j=1

∂xj
∂yk

∂

∂xj
=

n∑
j=1

Jjk
∂

∂xj
.

Tedy J = B.

4.2.3 Řešeńı počátečńıch úloh lineárńıch PDR 2. řádu
V této kapitole se budeme soustředit na nalezeńı řešeńı dvou typických zástupc̊u parabolických a
hyperbolických rovnic. Dı́ky transformaćım budeme schopni společně s touto znalost́ı řešit značnou
část PDR. Postup bude analogický jako u ODR, jen s t́ım rozd́ılem, že nebude tak rigorózńı. V
podstatě nebudeme schopni obecně ověřit existenci konvoluce a stejně tak nebudeme schopni ověřit
souvislost řešeńı zobecněné a klasické úlohy.

5Řešeńı bude v́ıcero, mohu to r̊uzně pronásobit konstantami atp.
6Jedná o matici složenou z vektor̊u polárńı báze, což jsou vlastńı vektory pronásobené odmocninou př́ıslušeného

vlastńıho č́ısla.
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1. Klasickou počátečńı (Cauchyho) úlohu převedeme na zobecněnou úlohu vytvořeńım nespojitosti
v t = 0: Toto budeme ilustrovat na rovnici vedeńı tepla v R1+1.

Lu =
(
∂

∂t
− λ ∂2

∂x2

)
u = f(t, x) s počátečńımi podmı́nkami u(0, x) = u0(x)

λ je koeficient vedeńı tepla a λ > 0. Hledáme tedy klasické řešeńı, tj. u( , x) ∈ C1(R+), u(t, ) ∈
C2(R) pro f ∈ C1(R1+1). Nyńı již budeme postupovat stejně jako u ODR, tj. hledáme řešeńı
tvaru ũ(x, t) = Θ(t)u(x, t). 7 Urč́ıme potřebné derivace

∂2

∂x2 ũ(x, t) = Θ(t) ∂
2

∂x2u(x, t)

∂

∂t
ũ(x, t) = Θ(t) ∂

∂t
u(x, t) + u0(x)⊗ δ(t)

Pak po dosazeńı do počátečńı úlohy máme

Lũ = Θ(t)
(
∂

∂t
u− λ ∂2

∂x2u

)
+ u0(x)⊗ δ(t) = Θ(t)f(t) + u0(x)⊗ δ(t) = f̃ + u0(x)⊗ δ(t)

Toto je zobecněná formulace počátečńı úlohy rovnice vedeńı tepla. Známe-li fundamentálńı řešeńı
operátoru L, známe řešeńı zobecněné úlohy, protože

ũ(x, t) = ε(x, t) ∗
(
f̃(x, t) + u0(x)⊗ δ(t)

)
Později bude ukázáno, že pro fundamentálńı řešeńı operátoru vedeńı tepla v R1+1 má tvar:

ε(x, t) = Θ(t)
2
√
λπt

e−
x2
4λt

2. Nyńı se vrat’me k řešeńı zobecněné úlohy. Druhý sč́ıtanec nyńı uprav́ıme:

(ε(x, t) ∗ (u0(x)⊗ δ(t)), ϕ(x, t)) = (ε(x, t), ((u0(ξ)⊗ δ(τ), ϕ(x+ ξ, t+ τ))) =

= (ε(x, t), (u0(ξ), ϕ(x+ ξ, t))) = (ε(x, t) ∗ u0(x), ϕ(x, t))
Zde je nutno poznamenat, že v̊ubec nev́ıme, jestli má v̊ubec celá tato úprava smysl. Pro náš
konkrétńı př́ıpad dostáváme

ε(x, t) ∗ u0(x) =
∫
R

dξ Θ(t)
2
√
λπt

e−
ξ2

4λtu0(x− ξ) = Θ(t)
∫
R
. . .

To, že zde zobecněnou konvoluci najednou chápeme jako klasickou je prostě fakt, který je třeba
přijmout. Stejnou úpravu použijeme i pro prvńı sč́ıtanec:

ε(x, t) ∗ (Θ(t)f(t, x)) =
∫
R

dτ
∫
R

dξ Θ(τ)
2
√
λπτ

e−
ξ2

4λτ Θ(t− τ)f(t− τ, x− ξ) =

= Θ(t)
∫ t

0
dτ
∫
R

1
2
√
λπτ

e−
ξ2

4λτ f(t− τ, x− ξ)

T́ımto jsme nalezli řešeńı zobecněné úlohy rovnice vedeńı tepla v R1+1, které je tvaru ũ(x, t) =
Θ(t)u(x, t). Vyjádřeme řešeńı této úlohy v úplném tvaru

ũ(t, x) = Θ(t)
[∫ t

0
dτ
∫
R

1
2
√
λπτ

e−
ξ2

4λτ f(t− τ, x− ξ)dξ + 1
2
√
πλt

∫
R

dξu0(x− ξ)e−
ξ2

4λt dξ
]

︸ ︷︷ ︸
=u(t), což je řešeńım klasické úlohy.

Že je toto řešeńı klasické úlohy si čtenář může zkusit sám ověřit na konkrétńım př́ıkladě.
Např́ıklad volbou f(t, x) = e−t cosx a počátečńı podmı́nkou u0(x) = cosx.
7Zjistil jsem, že volně zaměňuji výrazy typu f(x,t) a f(t,x). Jedná se o jedno a totéž.
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Jako zástupce hyperbolických operátor̊u, budeme řešit počátečńı úlohu vlnové rovnice v 1
dimensi, s pravou stranou f(t, x) a počátečńımi podmı́nkami u0 = u(0, x), u1 = u̇(0, x).

LW ũ =
(
∂2

∂t2
− a2∆

)
ũ = δ̇(t)⊗ u(0, x) + δ(t)⊗ u̇(0, x) + Θ(t)ü(t, x)−Θ(t) ∂

2

∂x2u(x, t) =

= Θ(t)f(t, x) + δ̇(t)⊗ u(0, x) + δ(t)⊗ u̇(0, x)

.
Dále upravme konvoluci tohoto výrazu s fundamentálńım řešeńım

E (t, x)∗
(
f̃(t, x) + δ̇(t)⊗u(0, x) + δ(t)⊗ u̇(0, x)

)
= E (t, x)∗ f̃(t, x) + ∂

∂t
(E (t, x)∗u0) +E (t, x)∗u1

Dosazeńım E (t, x) = Θ(t)
2a Θ(at− |x|) źıskáme zobecněné řešeńı, vzorec je ale ještě třeba řádně

upravit

E1 ∗ f̃ =
∫
R

∫
R

Θ(t− τ)
2a Θ(a(t− τ)− |x− ξ|)Θ(τ)f(τ, ξ)dξdτ = Θ(t)

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(τ, ξ)dξdτ

Ė1 ∗ u0 = ∂

∂t

∫
R

Θ(at− |x− ξ|)
2a Θ(t)u0(ξ)dξ = Θ(t)

2a (au0(x− at) + au0(x+ at))

E1 ∗ u1 =
∫
R

Θ(t)
2a Θ(at− |x− ξ|)u1(ξ)dξ = Θ(t)

2a

∫ x+at

x−at
u1(ξ)dξ

Sečteme-li předchoźı výrazy a vytkneme z nich Heavisidovu funkci źıskáme klasické řešeńı

u(t, x) = 1
2a

(∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(τ, ξ)dξdτ +

∫ x+at

x−at
u1(ξ)dξ

)
+ u0(x− at) + u0(x+ at)

2

4.2.4 Hledáńı fundamentálńıch řešeńı E některých operátor̊u
Při hledáńı fundamentálńıch řešeńı základńıch operátor̊u budeme hojně využ́ıvat integrálńı trans-
formace.

Rovnice vedeńı tepla Připomeňme operátor vedeńı tepla v R1+n 8

LH = ∂

∂t
− λ∆, kde λ > 0

Tento operátor zde vyřeš́ıme pro n = 1. Pro obecné n bude vyřešen na cvičeńıch. Hledejme tedy
fundamentálńı řešeńı E (t, x)

LHE (t, x) =
(
∂

∂t
− λ ∂2

∂x2

)
E (t, x) = δ(t, x) = δ(t)⊗ δ(x)

Aplikujme na celou rovnici částečnou Fourierovu transformaci v proměnné x:

Fx

[(
∂

∂t
− λ ∂2

∂x2

)
E (t, x)

]
(t, ξ) = Fx [δ(t)⊗ δ(x)] (t, ξ) = δ(t)⊗ Fx [δ(x)] (ξ) = δ(t)⊗ 1

8Touto notaćı rozumı́me operátor v n prostorových souřadnićıch a jedné časové proměnné.
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Vid́ıme tedy, že funkce na pravé straně rovnice je nezávislá na ξ. Upravme ještě levou stranu a tu
porovnejme s pravou stranou:

Fx

[(
∂

∂t
− λ ∂2

∂x2

)
E (t, x)

]
(t, ξ) = ∂

∂t
Fx [E (t, x)] (t, ξ)− λ(−iξ)2Fx [E (t, x)] (t, ξ) = δ(t)⊗ 1

Označme Ê x(t, ξ). Pokud zafixujeme proměnnou ξ a nahĺıž́ıme-li na ni jako na parametr, můžeme
označit Ê x

ξ (t) := Ê x(t, ξ). Pak dostáváme obyčejnou diferenciálńı rovnici

d
dt Ê

x
ξ (t) + λξ2Ê x

ξ (t) = δ(t)

Je tedy zřejmé, že funkce Ê x
ξ (t) je fundamentálńım řešeńım operátoru L = d

dt + a pro a > 0.
Toto řešeńı již známe9, tedy Ê x

ξ (t) = Ê x(t, ξ) = Θ(t)e−λξ2t. Abychom nalezli řešeńı E (t, x), zbývá
provést inverzńı Fourierovu transformaci

E (t, x) = F−1
x

[
Ê x(t, ξ)

]
(t, x) = Θ(t)F−1

x

[
e−λξ

2t
]

(t, x) = Θ(t)
2π Fx

[
e−λξ

2t
]

(t, x) = Θ(t)
2
√
λtπ

e−
x2
4λt

T́ımto jsme našli řešeńı operátoru vedeńı tepla v jedné prostorové a jedné časové dimenzi.
Obecné řešeńı operátoru vedeńı tepla má tvar

E (t, x) = Θ(t)
(2
√
πλt)n

e−
‖x‖2
4λt

kde ‖x‖2 =
∑n

1 x
2
k. Určit fundamentálńı řešeńı některých operátor̊u je snadné. U jiných je to

značně obt́ıžné. Následuj́ıćı věta poṕı̌se metodu, pomoćı které urč́ıme např. fundamentálńı řešeńı
Laplaceovy rovnice.

Věta 4.2.2 (Metoda sestupu). Necht’ u(t, x) ∈ D ′(R1+n) je zobecněná funkce s omezeným nosičem
v t, tj. ∃R > 0 takové, že ∀x je suppu(t, x) ⊂ BR(0), která je řešeńım diferenciálńı rovnice(

n∑
k=1

∂k

∂tk
Lk + L0

)
u(t, x) = δ(t)⊗ f(x), kde Lk, L0 jsou lineárńı diferenciálńı operátory p̊usob́ıćı

v x ∈ Rn s koeficienty tř́ıdy C∞. Potom u0 definované

(u0(x), ϕ(x)) := (u(t, x), ϕ(x)η(t)),

kde η ∈ D(R) taková, že u(t, x) = η(t)u(t, x) v D ′(R1+n) a η(0) = 1, je řešeńım rovnice L0u0 = f.

D̊ukaz.
(L0u0(x), ϕ(x)) := (u0(x), L̃0ϕ(x))

Operátor L̃0 p̊usob́ı na testovaćı funkci tak jako operátor L0, jen nav́ıc zahrnuje změnu znaménka
vyplývaj́ıćı z definice derivace v D a před provedeńım derivace je testovaćı funkce napřed vynásobena
př́ıslušným koeficientem (z tohoto d̊uvodu byla požadována hladkost v předpokladech). Uved’me
konkrétńı př́ıklad. Máme-li operátor L0 = a(x) d3

dx3 , tak operátor L̃0 = (−1)3 d3

dx3 (a(x)·). Nyńı již
v této notaci dokazujme tvrzeńı.

(u0(x), L̃0ϕ(x)) = (u(t, x), L̃0ϕ(x)η(t)) +
n∑
k=1

(
u(t, x),

(
∂k

∂tk
L̃k

)
(ϕ(x)η(t))

)
︸ ︷︷ ︸

=0, η(t) je rovno 1

=

=
(
u(t, x),

(
n∑
k=1

∂k

∂tk
L̃k + L̃0

)
(ϕ(x)η(t))

)
=
((

n∑
k=1

∂k

∂tk
Lk + L0

)
u(t, x), ϕ(x)η(t)

)
=

= (δ(t)⊗ f(x), ϕ(x)η(t)) = (f(x), ϕ(x))

9Opět se jedná o řešeńı tvaru ε(t) = Θ(t)Z(t), kde Z(t) splňuje rovnici LZ = 0 s počátečńı podmı́nkou Z(0) = 1
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Poznámka. Je-li funkce u(t, x) ∈ D ′reg a
∫
R
u(t, x)dt ∈ L1

loc(Rn), tak i pro tento př́ıpad jsme

schopni určit u0(x).

(u0(x), ϕ(x)) := (u(t, x), ϕ(x)η(t)) =
∫
R1+n

u(t, x)ϕ(x)η(t)d(t, x) =
∫
Rn
ϕ(x)

(∫
R

dtu(t, x)
)

Jelikož tato úprava plat́ı pro všechny testovaćı funkce, je
∫
R

dt u(t, x) = u0(x)

Je-li u(t, x) = δ(t)⊗ v(x), pak u0(x) = v(x).

Laplaceova rovnice Laplace̊uv operátor je tvaru

∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2
k

Jednodimenzionálńı př́ıpad je triviálně vyřešitelný (co se fundamentálńıho řešeńı týče) a dvoudi-
menzionálńı fundamentálńı řešeńı je na druhou stranu velice složitě odvoditelné. Má tvar

E2(x) = 1
2π ln ‖x‖

Pro n ≥ 3 budeme demonstrovat určeńı fundamentálńı řešeńı z fundamentálńıho řešeńı rovnice
vedeńı tepla metodou sestupu v proměnné t. Využijeme přitom prvńı poznámky, která zajǐst’uje
funkčnost metody.

u0(x) =
∫
R

Θ(t)
(2
√
πt)n

e−
‖x‖2

4t dt =
∫ +∞

0

1
(2
√
πt)n

e−
‖x‖2

4t dt

Provedeme substituci v t:
‖x‖2

4t = u

−‖x‖
2

4t2 dt = du⇒ dt = − 4t2
‖x‖2 du = −‖x‖

2

4u2 du

Poté přejde po několika drobných úpravách ve tvar

1
(2
√
π)n

4n/2

4 ‖x‖
−n+2

∫ +∞

0
u
n
2−2e−udu =

Γ(n2 − 1)
4π n2 ‖x‖n−2 = En(x)

Vyjádř́ıme-li toto speciálně pro dimenzi 3, dostáváme

E3(x) = 1
4π‖x‖

Vlnová rovnice Opět připomeneme tvar vlnové rovnice v R3

∂2

∂t2
− a2∆x,y,z

na cvičeńıch bude ukázáno, že pro dimenzi 3 plat́ı

E3(t, x) = Θ(t)
4πa2t

δSat(x)

My nyńı pomoćı metody sestupu (v x3) ukážeme, jak lze źıskat fundamentálńı řešeńı E2(t, x)
vlnové rovnice v dimenzi 2.

(E2(x1, x2, t), ϕ(x1, x2, t)) = (E3(x1, x2, x3, t), ϕ(x1, x2, t)η(x3)) = 1
2πa2

∫ +∞

0
dt
∫
Sat

ϕ(x1, x2, t)
t

η(x3)︸ ︷︷ ︸
=1

dS =
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Jedná se o plošný integrál prvńıho druhu, proto zvolme následuj́ıćı parametrizaci

x3 = ±
√
a2t2 − x2

1 − x2
2

(at)2 ≥ x2
1 + x2

2∥∥∥dx3
dx1
× dx3

dx2

∥∥∥ = at√
a2t2−x2

1−x2
2

Po ńı zkoumaný integrál přejde do tvaru (2 před integrálem vzejde d́ıky parametrizaci přes dvě
polokoule)

2
4πa2

∫ +∞

0
dt
∫

(at)2≥x2
1+x2

2

d(x1, x2) at√
a2t2 − x2

1 − x2
2

ϕ(x1, x2, t)
t

=

= 1
2πa

∫
R

dt
∫
R2

d(x1, x2)Θ(t)Θ(a2t2 − x2
1 − x2

2)√
a2t2 − x2

1 − x2
2

ϕ(x1, x2, t)

Odtud již plyne řešeńı (d́ıky prvńı části poznámky). Abychom dostali řešeńı v elegantńım tvaru,
přeṕı̌seme ještě podmı́nku (at)2 ≥ x2

1 + x2
2 = (at)2 ≥ ‖x‖2, tu odmocńıme, a máme at ≥ ‖x‖. Pak

tuto množinu, přes kterou integrujeme, můžeme vnořit do integrálu pomoćı Heavisideovy funkce,
jako tomu bylo v předešlém postupu. T́ımto źıskáme finálńı podobu fundamentálńıho řešeńı:

E2(x1, x2, t) = 1
2πa

Θ(t)Θ(at− ‖x‖)√
a2t2 − ‖x‖2

T́ımto jsme dokončili celou kapitolu a zároveň jsme se t́ımto vymanili ze sevřeńı zobecněných
funkćı.
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Kapitola 5

Integrálńı rovnice, spektrum, ON
báze

Výrazem integrálńı se označuj́ı takové rovnice, v ńıž se neznámá funkce nacháźı pod integrálem.
Jde o určitou analogii diferenciálńıch rovnic, jak už totiž z fyziky v́ıme, celou řadu rovnic lze
ekvivalentně zapsat jak v integrálńı, tak v diferenciálńı podobě, např. Gaussovu větu

∆ · E = ρ

ε
<=>

∮
S

E dS = 1
ε

∫
V

ρdV.

To je naše motivace pro zkoumáńı integrálńıch rovnic, vlastně jde zp̊usob jak hledat nové me-
tody řešeńı diferenciálńıch rovnic. Na závěr našeho snažeńı budeme demonstrovat převod zástupce
jisté široké tř́ıdy diferenciálńıch rovnic na rovnice integrálńı.

Definice 5.0.1. Bud’ G omezená oblast v Rn, pak zavád́ıme označeńı:

L2(G), pro funkce s normou ‖f‖2 =
(∫

G

f(x)f̄(x)dx
) 1

2

;

C(Ḡ), pro funkce s normou ‖f‖C = maxx∈Ḡ|f(x)|.

Definice 5.0.2. Integrálńım operátorem K p̊usob́ıćım na funkci ϕ rozumı́me

Kϕ(x) =
∫
G

K (x, y)ϕ(y)dy.

Přičemž K ∈ C(Ḡ× Ḡ) nazýváme integrálńı jádro a zavád́ıme označeńı:

mez jádra M := maxḠ×Ḡ|K (x, y)|;

objem jádra V :=
∫
G

1dx.

Integrálńı rovnice se rozděluj́ı na dvě základńı tř́ıdy: Fredholmovy integrálńı rovnice a Vol-
terrovy integrálńı rovnice. U Fredholmových rovnic má interval integrace konstantńı hranice, u
Volterrových rovnic je pak jedna z hranic funkćı nezávislé proměnné.

5.1 Fredholmovy integrálńı rovnice
Definice 5.1.1. Fredholmovou integrálńı rovnićı pro funkci ϕ rozumı́me rovnici tvaru

ϕ = λKϕ+ f,

kde λ ∈ C, funkce f se tradičně nazývá pravá strana a K je integrálńı operátor se spojitým jádrem.
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Tuto úlohu můžeme přepsat do ekvivalentńı podoby (I − λK)ϕ = f a hledáme řešeńı bud’
v L2(G) (pak f ∈ L2(G)), nebo v C(Ḡ) (pak f ∈ C(Ḡ)). Speciálně pro nulovou pravou stranu
dostáváme úlohu na vlastńı č́ısla operátoru K.

5.1.1 Degenerované jádro
Definice 5.1.2. Řekneme, že integrálńı jádro K (x, y) je degenerované, jestliže je separovatelné, tj.

existuje p ∈ N tak, že je možné jej zapsat ve tvaru K (x, y) =
p∑
j=1

uj(x)vj(y), kde uj(x), vj(y) ∈

C(Ḡ).

Přepǐsme nyńı Fredholmovu integrálńı rovnici pro degenerované jádro:

ϕ(x) = λKϕ(x) + f(x) = λ

∫
G

p∑
j=1

uj(x)vj(y)ϕ(y)dy + f(x) =

= λ

p∑
j=1

uj(x)
∫
G

vj(y)ϕ(y)dy︸ ︷︷ ︸
cj∈C

+f(x)

T́ımto jsme źıskali tvar řešeńı

ϕ(x) = λ

p∑
j=1

uj(x)cj + f(x).

Nyńı je možné dosazeńım tohoto tvaru do vyjádřeńı cj spoč́ıtat tyhle koeficienty. My tyto koefici-
enty urč́ıme jinou metodou. Uvažujme tedy řešeńı

ϕ(x) = λ

p∑
j=1

uj(x)cj + f(x).

Pronásobme celou rovnost výrazem vj(x) a zintegrujme ji přes G podle x. Máme pak

cj =
∫
G

vj(x)ϕ(x)dx = λ

p∑
k=1

ck

∫
G

uk(x)vj(x)dx+
∫
G

vj(x)f(x)dx.

Pokud tuto úpravu provedeme pro veškerá j, źıskáme soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro
koeficienty cj .

Dosad’me za ϕ(x) z Fredholmovy rovnice:

ci =
∫
G

(vi(x)(λKϕ(x) + f(x))dx = λ

∫
G

vi(x)
p∑
j=1

uj(x)
(∫

G

vj(y)ϕ(y)dy
)

dx+
∫
G

vi(x)f(x)dx =

= λ

p∑
j=1

(∫
G

vi(x)uj(x)dx
)

︸ ︷︷ ︸
Aij

(∫
G

vj(y)ϕ(y)dy
)

︸ ︷︷ ︸
cj

+
∫
G

vi(x)f(x)dx︸ ︷︷ ︸
bi

Tedy jsme źıskali rovnici
c = λAc+ b.

Označme c∗ řešeńı této rovnice. Jelikož celou dobu chceme źıskat řešeńı Fredholmovy integrálńı
rovnice, dosad’me tento výsledek do tvaru, do kterého jsme rovnici v prvńı úpravě převedli.

ϕ∗(x) = λKϕ∗(x) + f = λ

p∑
j=1

uj(x)
∫
G

vj(y)ϕ∗(y)dy︸ ︷︷ ︸
c∗
j

+f(x) = λ

p∑
j=1

uj(x)c∗j (x) + f(x)

T́ımto jsme vyřešili Fredholmovu rovnici pro degenerované jádro.
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5.1.2 Iterativńı metody řešeńı
Věta 5.1.3. Integrálńı operátor K se spojitým jádrem K zobrazuje:

1. L2(G)→ C(Ḡ), protože ‖Kf‖C ≤M
√
V ‖f‖2 pro všechny f ∈ L2(G);

2. C(Ḡ)→ C(Ḡ), protože ‖Kf‖C ≤MV ‖f‖C pro všechny f ∈ C(Ḡ);
3. L2(G)→ L2(G), protože ‖Kf‖2 ≤MV ‖f‖2 pro všechny f ∈ L2(G).

D̊ukaz. V d̊ukazu budeme často využ́ıvat Schwarzovu nerovnost a mez jádra.

1.

‖Kf‖C = maxḠ
∣∣∣∣∫
G

K (x, y)f(y)dy
∣∣∣∣ ≤ maxḠ

∣∣∣∣∣
(∫

G

K 2(x, y)dy
) 1

2
(∫

G

f2(y)dy
) 1

2
∣∣∣∣∣ =

=
√
M2maxḠ

(∫
G

1dy
) 1

2

‖f‖2 = M
√
V ‖f‖2

2.
‖Kf‖C = maxḠ

∣∣∣∣∫
G

K (x, y)f(y)dy
∣∣∣∣ ≤ maxḠ

∫
G

|K (x, y)||f(y)|dy ≤M‖f‖C

3.

‖Kf‖22 =
∫
G

|Kf(x)|2 dx =
∫
G

∣∣∣∣(∫
G

K (x, y)f(y)dy
)∣∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
G

[(∫
G

|K (x, y)|2dy
) 1

2
(∫

G

|f(y)|2dy
) 1

2
]2

dx ≤

≤
∫
G

(
MV

1
2 ‖f‖2

)2
dx = M2V 2‖f‖22

Odtud již plyne požadovaná nerovnost.

Definice 5.1.4. Bud’te V, V1 normované vektorové prostory. Zobrazeńı (operátor) B : V → V1
nazveme omezené (omezený), jestliže existuje c > 0 takové, že pro všechna x ∈ V plat́ı, že

‖Bx‖1 ≤ c‖x‖.

Nejmenš́ı takovéto c nazveme normou operátoru B a označujeme jej ‖B‖.

Je zřejmé, že normu operátoru lze snadno určit pomoćı vztahu

‖B‖ = supx 6=0
‖Bx‖1
‖x‖

.

Věta 5.1.5. Bud’te (V, ‖ · ‖), (V1, ‖ · ‖1) normované prostory 1 a bud’ B : V → V1 lineárńı
operátor. Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı :

1. B je omezený;
2. B je spojitý;
3. B je spojitý v bodě.

D̊ukaz.
1⇒ 2

‖Bx−By‖1 = ‖B(x− y)‖1 ≤ ‖B‖‖x− y‖

Odtud již z omezenosti plyne spojitost.
1Nikoliv nutně Banachovy, nepožadujeme úplnost!
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2⇒ 3 Je zřejmé, že zobrazeńı, které je spojité (tedy je spojité v každém bodě svého definičńıho
oboru), je spojité v bodě.

3⇒ 1 Bud’ B spojité BÚNO v x = 0. To znamená, že

∀ε > 0 ∃δ > 0 ‖x‖ < δ ⇒ ‖Bx‖1 < ε.

Volme tedy ε = 1. Pak ‖x‖ < δ ⇒ ‖Bx‖1 < 1. Beru-li nyńı libovolné y ∈ V , y 6= 0, pak zcela
jistě ∥∥∥∥δ2 y

‖y‖

∥∥∥∥ < δ ⇒
∥∥∥∥B(δ2 y

‖y‖

)∥∥∥∥
1
< 1

Toto ale lze přepsat na tvar

δ

2
1
‖y‖
‖By‖1 < 1⇔ ‖By‖1 <

2
δ
‖y‖

T́ımto jsme ukázali omezenost.

Důsledkem této věty je fakt, že Fredholmův integrálńı operátor je omezený a spojitý (a sa-
mozřejmě lineárńı) jako zobrazeńı L2(G)→ C(Ḡ), C(Ḡ)→ C(Ḡ), L2(G)→ L2(G).

5.1.3 Metoda postupných aproximaćı na C(Ḡ)
Předpokládejme, že f ∈ C(Ḡ) a hledejme funkci ϕ ∈ C(Ḡ), která bude řešit úlohu

ϕ(x) = λKϕ(x) + f(x). (5.1)

Jak název metody napov́ıdá, budeme se snažit naj́ıt řešeńı iteraćı. Proto položme

ϕ0(x) = f(x),
ϕk+1(x) = λKϕk(x) + f(x).

(5.2)

Źıskáváme posloupnost funkćı ϕk(x). Je zřejmé, že

lim
k→+∞

ϕk(x) = ϕ(x),

což je funkce, která řeš́ı zadanou úlohy. Skutečně. Stač́ı provést limitu rekutrentńıho výrazu pro
ϕk+1 (5.2). Jelikož je K spojité, dostáváme po provedeńı limity hledané řešeńı (5.1).

Věta 5.1.6. Bud’ |λ| < 1
MV . Pak posloupnost ϕk

Ḡ------------⇒ϕ, kde funkce ϕ je jediným řešeńım rovnice
ϕ(x) = λKϕ(x) + f(x).

D̊ukaz. Z rekurentńıho vztahu dostáváme

ϕk =
k∑
j=1

λjKjf + f.

Toto ověř́ıme matematickou indukćı: Pro k = 0, 1 je vztah dle definice výše zřejmě splněn. Proto
se zaměřme na přechod od k ke k + 1:

ϕk+1 = λKϕk + f = λK

 k∑
j=1

λjKjf + f

+ f =
k∑
j=1

λj+1Kj+1f + λKf + f =

=
k+1∑
j=2

λjKjf + λKf + f =
k+1∑
j=1

λjKjf + f
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Abychom ukázali stejnoměrnou konvergenci funkčńı posloupnosti ϕk, stač́ı ukázat, že řada
+∞∑
j=1

λjKjf

konverguje stejnoměrně. K d̊ukazu toho tvrzeńı využijeme Weierstrassovu větu, která ř́ıká, že stač́ı

naj́ıt konvergentńı č́ıslenou majorantu. Stač́ı totiž pracovat v normě. Tedy řada
+∞∑
j=1

λjKjf kon-

verguje stejnoměrně na Ḡ, pokud
+∞∑
j=1
‖λjKjf‖C konverguje. Použijme nyńı pro člen uvnitř této

sumy odhad:
‖λjKjf‖C ≤ |λMV |j‖f‖C

Jelikož je ‖f‖C konstanta, je možné ji z řady vytknout a d́ıky předpoklad̊um 2 je výraz v závorce
ostře menš́ı než jedna, tud́ıž řada (geometrická) konverguje.

Jednoznačnost se ukáže sporem, jak tomu obvykle bývá.

Poznámka. Z d̊ukazu vyplynulo, že

ϕ(x) = lim
k→+∞

ϕk(x) =
+∞∑
j=1

λjKjf(x) + f(x).

Později ukážeme, že Kj je integrálńı operátor s jádrem Kj(x, y). Využijme nyńı této znalosti a
zkusme formálně rozepsat výraz, který jsme dostali. Můžeme rovněž zkusit provést záměnu sumy
a integrálu a zkoumat výraz, který obdrž́ıme. Korektnost postupu bude ověřena později.

+∞∑
j=1

λjKjf(x) + f(x) =
+∞∑
j=1

λj
∫
G

Kj(x, y)f(y)dy + f(x) =

= λ

+∞∑
j=0

λj
∫
G

Kj+1(x, y)f(y)dy + f(x) = λ

∫
G

+∞∑
j=0

λjKj+1(x, y)

 f(y)dy + f(x)

Výraz
+∞∑
j=0

λjKj+1(x, y) nazývámme resolventa a označujeme jej R(x, y, λ). Pomoćı resolventy je

pak možné napsat funkci ϕ(x) ve tvaru:

ϕ(x) = λ

∫
G

R(x, y, λ)f(y)dy + f(x)

Je očividné, jakou výhodu resolventa poskytuje. Jestliže máme nějaký integrálńı operátor, tak pro
něj spoč́ıtáme jen jednou resolventu a pak pomoćı ńı konstruujeme řešeńı pro libovolnou pravou
stranu f .

5.1.4 Metoda iterovaných jader
Poznámka. Bud’te K,L : C(Ḡ)→ C(Ḡ) integrálńı operátory se spojitými jádry K (x, y),L (x, y).
Pak operátor (KL) : C(Ḡ)→ C(Ḡ) a p̊usob́ı na funkci f následovně:

(KLf)(x) = K(Lf(z))(x) =
∫
G

K (x, z)Lf(z)dz =
∫
G

K (x, z)
(∫

G

L (z, y)f(y)dy
)

dz =

=
∫
G

f(y)
(∫

G

K (x, z)L (z, y)dz
)

dy

2Tento předpoklad tam neńı jen z d̊uvodu ”aby to vyšlo“, ale vyplývá ze spektra operátoru, o kterém bude
pojednáno dále.
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Odtud plyne, že KL je integrálńı operátor se spojitým jádrem
∫
G

K (x, z)L (z, y)dz. Speciálně,
dosad́ıme -li ze L = Kj , źıskáme rekurentńı vztah pro posloupnost iterovaných jader.

Kj+1(x, y) =
∫
G

K (x, z)Kj(z, y)dz

Následuj́ıćı věta korektně zd̊uvodńı, proč je možné provést záměny, kterou jsme dělali v postupu
výše.

Věta 5.1.7 (o možnosti záměny). Je-li |λ| < 1
MV , pak řada R(x, y, λ) =

+∞∑
k=0

λkKk+1(x, y) konver-

guje v C(Ḡ×Ḡ). Řadu R nazýváme resolventńı jádro. Toto jádro je spojité na C(Ḡ×Ḡ×B 1
MV

(0)).
Nav́ıc řešeńı ϕ rovnice ϕ = λKϕ+ f je

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
G

R(x, y, λ)f(y)dy.

Poznámka. Celou dobu řeš́ıme problém ϕ = λKϕ+f , který je možno převést na tvar (I−λK)ϕ =
f . Zároveň ale tato věta ř́ıká, že ϕ = f + λRf = (I + λR)f . Odtud ale plyne, že

(I− λK)−1 = (I + λR).

Tedy problém nalezeńı řešeńı integrálńı rovnice vyřeš́ıme nalezeńım inverzńıho operátoru se spo-
jitým jádrem pomoćı p̊uvodńıho operátoru. T́ımto źıskáme mnohem v́ıce informaćı, než kdybychom
použili kteroukoliv jinou metodu.

D̊ukaz. Ukážeme, že R je stejnoměrně konvergentńı. Pak je možné v postupu provést záměnu
a t́ım je tvrzeńı dokázáno. K vyšetřeńı stejnoměrné konvergence opět použijeme Weierstrassovu
větu. Bud’ proto x, y ∈ Ḡ libovolná. Pak

|Kp+1(x, y)| =
∣∣∣∣∫
G

K (x, z)Kp(z, y)dz
∣∣∣∣ ≤MVmaxḠ×Ḡ |Kp(x, y)| .

Toto ale ř́ıká, že
‖Kp+1‖C ≤MV ‖Kp‖C

T́ımto dokážeme odhadnout každý člen. Zbývá vyšetřit odhad prvńıho členu.

|K1(x, y)| ≤ |K (x, y)| ⇒ ‖K1‖C = M

Odtud již źıskáváme žádaný odhad

‖Kp‖C ≤M
pV p−1

Je očividné, že
+∞∑
k=0

∥∥λkKk+1
∥∥
C je č́ıselnou majorantou R. Nav́ıc pro ni plat́ı

+∞∑
k=0

∥∥λkKk+1
∥∥
C ≤

+∞∑
k=0
|λ|kMk+1V k = M

1− |λ|MV
< +∞

Tedy jsme nalezli č́ıselnou majorantu, která majorizuje R(x, y, λ) pro libovolné x, y z uvažovaného
definičńıho oboru. Z tohoto d̊uvodu můžeme při hledáńı řešeńı (v rozepisováńı, které jsme provedli
před touto větou, jdeme zpětně) zaměňovat řadu a integrál.
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5.2 Volterrovy integrálńı rovnice
Definice 5.2.1. Bud’ G = (0, a), kde a > 0. Pak Volterrovou integrálńı rovnićı nazýváme
rovnici tvaru

ϕ(x) = λ

∫ x

0
K (x, y)ϕ(y)dy + f(x) = λKϕ+ f.

Hned vid́ıme, že metoda degenerovaného jádra zde nemá žádnou praktickou výhodu, nebot’
máme proměnnou x v mezi integrálu. chtěli bychom ale problém řešeńı Volterrovy rovnice převést
na Fredholmovu rovnici, tj. do tvaru

λKϕ+ f = λ

∫
G

K̃ (x, y)ϕ(y) + f(x) = λK̃ϕ+ f,

kde K̃ je Fredholmův integrálńı operátor. Proto se zavád́ı tzv. Volterrovo integrálńı jádro:

Definice 5.2.2. Volterrovo integrálńı jádro je definováno jako

K̃ (x, y) =
{

K (x, y), pro 0 ≤ y < x < a,
0 jinak.

Je snadno vidět, že Volterrovo integrálńı jádro p̊usob́ı nenulově na množině, kterou je v R2

pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık, který má jednu z odvěsen na x-ové ose.
Poznámka. Volterrovo jádro neńı nutně spojité! Ukážeme později, že předpoklad spojitosti je
zbytečně silný. Spokoj́ıme se totiž pouze se spojitost́ı jádra K na výše zmiňovaném trojúhelńıku.

5.2.1 Iterovaná jádra
Nejprve si uvědomme, že operátor K̃ (x, z) je nenulový pro 0 < z < x < a a operátor K̃k(z, y) je
nenulový pro 0 < y < z < a. Na množině, na které je operátor nenulový, pak p̊usob́ı jako K (x, z),
resp. Kk(z, y) Proto potom plat́ı

K̃k+1(x, y) =
∫ a

0
K̃ (x, z)K̃k(z, y)dz =

∫ x

y

K (x, z)Kk(z, y)dz.

Zvoĺıme-li y > x, integrujeme přes prázdnou množinu a proto je integrál nulový, tedy je vidět,
že K̃k+1(x, y) má strukturu Volterrova integrálńıho jádra, přičemž jeho nenulové hodnoty jsou

dány hodnotami Kk+1(x) =
∫ x

y

K (x, z)Kk(z, y)dz. Je zřejmě jasné, kam směřujeme. Najdeme

jen odhad pro velikost obrazu Volterrova integrálńıho operátoru a převedeme tento př́ıpad na
Fredholmovu úlohu.

Lemma 5.2.3. Bud’ K Volterr̊uv integrálńı operátor. Pak pro všechna p ∈ N0 a pro všechna
x ∈ [0, a] plat́ı

|Kpϕ(x)| ≤ (Mx)p

p! ‖ϕ‖C .

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme matematickou indukćı. Pro p = 0 zjevně plat́ı. Pro p = 1 plat́ı:

|Kϕ(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0
K (x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0
|K (x, y)||ϕ(y)|dy ≤Mx‖ϕ‖C .

Nyńı provedeme indukčńı krok p 7→ p+ 1:

|Kp+1ϕ(x)| = |K(Kpϕ(x))| ≤
∫ x

0
|K (x, y)||Kpϕ(y)|dy ≤

∫ x

0
M

(My)p

p! ‖ϕ‖Cdy = (Mx)p+1

(p+ 1)! ‖ϕ‖C .
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V d̊usledku tohoto lemmatu máme vyřešenou Volterrovu integrálńı rovnici, protože pro me-
todu postupných aproximaćı (u Fredholmových integrálńıch rovnic) jsme potřebovali znát odhad
‖Kpϕ‖C kv̊uli nalezeńı integrabilńı majoranty. Ten ale již máme a dokonce v́ıme, že d́ıky němu
bude resolventa konvergovat. Odhad je zřejmě

‖Kpϕ‖C ≤
(Ma)p

p! ‖ϕ‖C .

Zopakujeme-li nyńı d̊ukaz, který jsme provedli u metody post. aproximaćı a iterovaných jader, a
využijeme-li odhady výše, máme tyto metody pro Volterrovy rovnice a máme zajǐstěno, že funguj́ı
pro libovolné λ, nebot’ odhady tentokrát na λ nezáviśı. Zformulujme tento poznatek do věty.

Věta 5.2.4. Volterrova integrálńı rovnice ϕ(x) = λ

∫ x

0
K (x, y)ϕ(y)dy+f(x) má pro všechna λ ∈ C

a pro všechny spojité funkce f ∈ C([0, a]) právě jedno řešeńı ϕ(x) ∈ C([0, a]).

5.3 Spektrum, ortonormálńı báze a vlastnosti integrálńıch
operátor̊u

V této sekci budou definovány pojmy jako spektrum operátoru, ortonormálńı báze atp., které
budou navazovat na látku lineárńı algebry a budou ji rozšǐrovat na prostory nekonečné dimense.
Jedná se o jistý krátký úvod do funkcionálńı analýzy.

V celé kapitole budeme pracovat s Banachovými prostory, nebude-li řečeno jinak. Operátor
T : X → X bude lineárńı operátor na Banachově prostoru. Zkoumejme řešeńı rovnice

(T − λI)x = y (5.3)

v závislosti na λ ∈ C a y ∈ X. Připomeňme, že z lineárńı algebry (tj. pro X konečně dimensionálńı)
v́ıme, že spektrum operátoru T je množina

σ(T ) = {λ ∈ C : ∃x ∈ X, x 6= 0, Tx = λx} .

Rovněž v́ıme, že
λ ∈ σ(T )⇔ det(T − λI) = 0.

Zmiňme ještě, že operátor je regulárńı (na prostorech kon. dimense), právě když je prostý a to
je tehdy a jen tehdy, když je surjektivńı. Proto je-li y = 0, má rovnice (5.3) řešeńı, právě když
λ ∈ σ(T ). Jestliže je y 6= 0, pak je operátor (T −λI) bijekćı, právě když λ /∈ σ(T ). Odtud je možné
źıskat daľśı definici, kterou nakonec zobecńıme:

σ(T ) = C \ %(T ),

kde %(T ) =
{
λ ∈ C : (T − λI)−1 existuje a je omezený

}
. Tyto úvahy jsou na prostorech konečné

dimense ekvivalencemi, ale na prostorech nekonečné dimense ekvivalencemi obecně nejsou. Nyńı
se již přesuňme na prostory nekonečné dimense.

Definice 5.3.1. Spektrem operátoru T : X → X (X je Banach̊uv prostor) rozumı́me

σ(T ) = C \ %(T ),

kde %(T ) =
{
λ ∈ C : (T − λI)−1 existuje a je omezený

}
a %(T ) nazýváme resolventńı množina.

Na základě toho, co zp̊usobuje to, že operátor (T − λI)−1 neexistuje, děĺıme spektrum na
několik typ̊u. Předpokládejme, že λ ∈ σ(T ). Pak

1. (T − λI) neńı prosté a tedy k němu neexistuje inverzńı operátor. Pak ale tato vlastńı č́ısla λ
odpov́ıdaj́ı řešeńı rovnice Tx = λx (∃y, z ∈ X, y 6= z tak, že (T −λ)(y) = (T −λ)(z)). Množinu
těchto č́ısel nazýváme bodové spektrum a označujeme σp(T ).
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2. Inverzńı operátor existuje, ale neńı surjektivńı. Jestliže je
Ran(T − λI) = X, pak ř́ıkáme, že λ lež́ı ve spojitém spektru, tj. λ ∈ σc(T );
Ran(T − λI) 6= X, pak ř́ıkáme, že λ lež́ı v residuálńım spektru, tj. λ ∈ σr(T ).

Odtud tedy plyne, že spektrum je možné zapsat jako sjednoceńı bodového, spojitého a re-
siduálńıho spektra, tj.

σ = σp ∪ σc ∪ σr
Definice 5.3.2. RT (λ) = (T − λI)−1 se nazývá resolventa operátoru pro λ ∈ %(T ). Zobrazeńı
RT : %(T )→ B3 : λ 7→ (T − λI)−1 nazýváme resolventńı funkćı.

Zamysleme se nyńı nad souvislost́ı s integrálńımi rovnicemi. Jistou roli bude určitě hrát resol-
venta a parametr λ. Např́ıklad d́ıky předešlým úvahám v́ıme, že pro

ϕ = λKϕ+ f ⇔
(

K− 1
λ

I
)
ϕ = − 1

λ
f

nemá smysl hledat řešeńı 1
λ ∈ σ(K). Nyńı vyslov́ıme několik drobných tvrzeńı, která nám pak

poslouž́ı k d̊ukazu věty, která vysvětĺı onu záhadnou podmı́nku na λ v kapitole o Fredholmových
integrálńıch rovnićıch.

Lemma 5.3.3. Bud’te B,C omezené operátory. Pak operátor BC je omezený a plat́ı ‖BC‖ ≤
‖B‖ · ‖C‖.

D̊ukaz.
‖BCx‖ = ‖B(Cx)‖ ≤ ‖B‖ · ‖Cx‖ ≤ ‖B‖ · ‖C‖ · ‖x‖

Odtud již (protože norma operátoru je nejmenš́ı takové č́ıslo c, které splňuje ‖BCx‖ ≤ c‖x‖ )
plyne, že

‖BC‖ ≤ ‖B‖ · ‖C‖

Lemma 5.3.4. Je-li B omezený operátor a ‖I −B‖ < 1, pak existuje B−1 omezený operátor.

D̊ukaz. Z faktu, že ‖I − B‖ < 1 plyne, že posloupnost ‖I − B‖n konverguje k nule. Dı́ky tomu
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ taková, že n0 < m < n, a že plat́ı∥∥∥∥∥∥

n∑
j=m+1

(I −B)j
∥∥∥∥∥∥ ≤

n∑
j=m+1

‖(I −B)‖j = ‖I −B‖
m − ‖I −B‖n

1− (‖I −B‖) < ε,

což plyne ze součtu gemetické řady a vhodnou volbou n0 zajist́ıme konvergenci. Pak tedy posloup-

nost Sn =
n∑
j=0

(I−B)j je cauchyovská. Jelikož je prostor omezených operátor̊u Banach̊uv, má tato

posloupnost za limitu opět omezený operátor S. Nav́ıc plat́ı, že

BSn = SnB = Sn − Sn+1 + I

↓ lim
BS = SB = I

Tedy S = B−1.

Věta 5.3.5. Bud’ T omezený operátor , pak σ(T ) ⊂ B‖T‖(0).
3B označuje prostor všech omezených operátor̊u.
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D̊ukaz. Volme λ takové, že |λ| > ‖T‖. Budeme cht́ıt ukázat, že při této volně již λ lež́ı v resolventńı
množině %(T ). Proto definujme operátor A jako:

A = I − 1
λ
T

Tento operátor je zřejmě omezený, protože identický operátor je omezený a násobek omezeného
operátoru je rovněž omezený operátor. Nav́ıc ‖I−A‖ < 1. Dle předchoźıho lemmatu tedy existuje
A−1 omezený operátor. Nyńı zkoumejme operátor z definice resolventńı množiny:

(T − λI)−1 = (λ)−1(I − 1
λ
T )−1 = − 1

λ
A−1

Jelikož je operátor na prvé straně omezený, je č́ıslo λ ∈ %(T ). Tedy odtud plyne, že pro spektrum,
které splňuje σ(T ) = C \ %(T ), plat́ı dokazované tvrzeńı, tj.

σ(T ) ⊂ B‖T‖(0)

V d̊usledku této věty je již zřejmá podmı́nka, která vyvstávala u integrálńıch rovnic. Tam jsme
totiž měli operátor K : C(Ḡ)→ C(Ḡ), který byl omezený a norma byla rovna ‖K‖C = MV .

Bez d̊ukazu uved’me nyńı dvě věty z funkcionálńı analýzy, které budou úzce souviset s pojmem
ortogonálńı báze, jenž bude představen vzápět́ı.

Věta 5.3.6. Integrálńı operátor K : C(Ḡ) → C(Ḡ) se spojitým jádrem má čistě bodové spektrum
kromě 0, všechny vlastńı hodnoty maj́ı konečnou násobnost a nemaj́ı nenulový hromadný bod.

Věta 5.3.7 (Hilbert-Schmidtova věta). Bud’ K : L2(G) → L2(G) integrálńı operátor se spojitým
jádrem K (x, y), které nav́ıc splňuje K (x, y) = K (y, x). Pak K má čistě bodové spektrum kromě
0 a z vlastńıch funkćı operátoru K lze sestavit ortonormálńı bázi.

Pojem ortonormálńı (ortogonálńı) báze je pouhým rozš́ı̌reńım klasické definice báze a pojmů
ortogonálńı, resp. ortonormálńı množina, tak jak ji známe z lineárńı algebry. Intuitivně pod po-
jmem báze rozumı́me nějakou množinu, z jejichž prvk̊u jsme schopni lineárńı kombinaćı źıskat
libovolný prvek, resp. jsme schopni každý prvek z daného prostoru rozložit do podoby lineárńı
kombinace prvk̊u z této množiny. S nějakou takovouto množinou jsme se již dř́ıve setkali. Při
studiu Fourierových řad jsme prováděli v podstatě rozklad funkćı z L2((a, a + l)) do ortogonálńı
báze {

1, sin
(

2nπ
l
x

)
, cos

(
2nπ
l
x

)
: n ∈ N

}
.

Nyńı již definujme korektně ortonormálńı a ortogonálńı bázi

Definice 5.3.8. O množině M řekneme, že je ortonormálńı (ON), resp. ortogonálńı (OG) báźı
Hilbertova prostoru H, jestliže

1. M je ortonormálńı, resp. ortogonálńı množina;
2. Mlin = H, tj. množina všech lineárńıch kombinaćı prvk̊u z M je hustá v prostoru H (taková M

je tzv. totálńı množina).

Věta 5.3.9. Následuj́ıćı výroky o množině M ⊂ H jsou ekvivalentńı:

1. Množina M je OG báźı v H;
2. M⊥ = {0};
3. M je maximálńı OG množina v H, tj. neńı vlastńı podmnožinou jiné OG množiny;

4. ∀x ∈ H plat́ı x =
∑
α∈I

βαmα pro βα z tělesa (tj. R nebo C) a mα ∈M . I je indexová množina.
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Uved’me některé př́ıklady ortogonálńıch báźı na prostoru funkćı lebegueovsky integrovatelných
s kvadrátem.

1. Pro G = (−π, π) je to např́ıklad {1, sin (nx) , cos (nx) : n ∈ N} .
2. Ortogonálńı polynomy (resp. ON polynomy při použit́ı Gramm-Schmidtova ON procesu) Ze

Stone-Weierstrassovy věty plyne, že každou funkci z L2(a, b) je možné libovolně přesně aproxi-
movat polynomem. 4 Odtud plyne, že {

xl : l ∈ N0
}

je totálńı množina v L2((a, b)). Z tohoto souboru pak můžeme pomoćı Gramm-Schmidtova ON
procesu źıskat r̊uznou volbou skalárńıho součinu následuj́ıćı ON polynomy:

na L2((0, 1)) se skalárńım součinem 〈u, v〉 =
∫ 1

0
ū(x)v(x)dx dávaj́ı tzv. Lagrangeovy

polynomy

na L2((0,+∞)) se skalárńım součinem 〈u, v〉 =
∫ +∞

0
ū(x)v(x)e−xdx dávaj́ı tzv. Laguerrovy

polynomy
Hermitovy polynomy etc.

Poznámka. Obecně je možné ortogonálńı polynomy vyjádřit čtyřmi zp̊usoby:

1. Gramm-Schmidtovým ortogonalizačńım procesem;
2. rekurentńı formuĺı;
3. diferenciálńı rovnićı;
4. Rodriguezovou formuĺı.

4Pokud si mysĺıte, že jste o této větě nikdy neslyšeli, máte pravdu. Na FJFI se s ńı obvykle jen setká pár
vybraných jedinc̊u u zkoušky z MAA3, kdy ji maj́ı dokázat jako nové tvrzeńı, resp. o něm uvažovat. Jinak je možné
se s ńı setkat třeba na předmětu 01TOP, ale...
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Kapitola 6

Eliptické diferenciálńı rovnice a
operátory, Sturm-Liouvilleova
teorie

Tento typ úlohy nás bude zvlášt’ zaj́ımat protože se s ńım často setkáváme (nejen) v kvantové
mechanice, např. při řešeńı Schrödingerovy rovnice. Nav́ıc lze ukázat, že libovolnou obyčejnou
lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu lze převést do tvaru následuj́ıćı Sturm-Liouvilleovy
úlohy.

Definice 6.0.1. Bud’ G ⊂ Rn omezená, otevřená množina. Necht’ je dále ∂G po částech z C1. Bud’te
dále p ∈ C1(Ḡ), q ∈ C(Ḡ) takové funkce, že p(x) > 0 a q(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ G. Pak

Lf(x) = −div(p(x) gradf(x)) + q(x)f(x) = g(x)

nazýváme Sturm-Liovilleovou úlohou s okrajovými podmı́nkami (Robinovými): Existuj́ı funkce
α(x), β(x) takové, že α ≥ 0, β ≥ 0 a α+ β > 0 takové, že

α(x)f(x) + β(x)∂f
∂~n

= 0 na ∂G,

kde ~n znač́ı jednotkový vektor směřuj́ıćı ve směru vněǰśı normály.

Poznámka. Robinovy okrajové podmı́nky jsou jen kombinaćı dvou klasických podmı́nek, které je
z nich možné snadno obdržet. Voĺıme-li

α = 0 , pak má podmı́nka tvar ∂f
∂~n = 0 na ∂G a tuto podmı́nku běžně nazýváme homogenńı Neu-

mannovou okrajovou podmı́nkou.
β = 0 , pak má podmı́nka tvar f(x) = 0 na ∂G a tuto podmı́nku běžně nazýváme Dirichletovou

okrajovou podmı́nkou.

Poznámka. Podmı́nky na funkce p, q zajǐst’uj́ı eliptičnost operátoru, resp. rovnice. Provedeme-li
totiž aplikaci divergence, obdrž́ıme složky Laplaceova operátoru pronásobené funkćı p(x), která je
kladná.

V následuj́ıćı kapitole budeme zkoumat obecné vlastnosti operátoru L. Ty se budou odv́ıjet i
od jeho definičńıho oboru, podobně jako tomu je u funkćı. Pro naše účely budeme brát za definičńı
obor operátoru L množinu

Dom(L) =
{
f ∈ C2(G) ∩ C1(Ḡ) : Lf ∈ L2(G) a splňuj́ı okrajové podmı́nky

}
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6.1 Vlastnosti L
Než si ukážeme několik vlastnost́ı operátoru L, rozeṕı̌seme z praktických d̊uvod̊u, následuj́ıćı in-
tegrál:∫
G

v(x)Lu(x)dx =
∫
G

v(x) (−div(p(x) gradu(x)) + q(x)u(x)) dx = −
∫
G

v(x) ( div(p(x) gradu(x))− q(x)u(x)) dx

Nyńı využijeme jednu identitu vektorové analýzy, která ř́ıká, že

div(v(x)p(x) gradu(x)) = p(x) gradv(x) gradu(x) + v(x) div(p(x) gradu(x)).

Aplikaćı této identity na integrand obdrž́ıme

−
∫
G

divv(x)p(x) gradu(x))dx+
∫
G

(p(x) gradv(x) gradu(x) + v(x)q(x)u(x))dx =

= −
∫
∂G

v(x)p(x) gradu(x) · ~n︸ ︷︷ ︸
∂u(x)
∂~n

dS +
∫
G

(p(x) gradv(x) gradu(x) + v(x)q(x)u(x))dx

Nyńı již přikročme k větě, která nám ozřejmı́ vlastnosti Sturm-Liouvilleova operátoru

Věta 6.1.1 (Vlastnosti S-L operátoru). Bud’ L operátor z definice výše s Robinovými okrajovými
podmı́nkami. Pak plat́ı:

1. L je symetrický operátor, tj. ∀u, v ∈ Dom(L) plat́ı 〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉;
2. L je positivńı operátor, tj. ∀u ∈ Dom(L) plat́ı 〈u, Lu〉 ≥ 0 ;
3. dimenze jádra operátoru L je bud’ 0, nebo 1;
4. všechny vlastńı hodnoty operátoru L jsou nezáporné, tj. σ(L) ⊂ R+;
5. vlastńı funkce př́ıslušné r̊uzným vlastńım hodnotám jsou na sebe kolmé;
6. vlastńı funkce lze volit reálné.

D̊ukaz. 1. Jelikož 〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉 ⇔ 〈u, Lv〉 − 〈Lu, v〉 = 0, budeme zkoumat tento výraz a
využijeme přitom faktu, že operátor L má reálné koeficienty a rozepsáńı integrálu, které jsme
provedli výše:

〈u, Lv〉 − 〈Lu, v〉 =
∫
G

ūLv − Luv dx =
∫
G

ūLv − Lūv dx =

= −
∫
∂G

p

(
ū
∂v

∂~n
− v ∂ū

∂~n

)
dS +

∫
G

[p gradū gradv + ūvq − (p gradv gradū+ vūq)] dx =

= −
∫
∂G

p

(
ū
∂v

∂~n
− v ∂ū

∂~n

)
dS

Abychom ukázali, že tento výraz je rovný nule, využijeme počátečńı podmı́nky: Ty jsou pro

funkce ū a v následuj́ıćı:
{
αū+ β ∂ū∂~n = 0, na ∂G,
αv + β ∂v∂~n = 0, na ∂G. Toto lze ale ekvivalentně přepsat na tvar

rovnice pro α, β:  ū
∂ū

∂~n

v
∂v

∂~n

( α
β

)
=
(

0
0

)
Tohle ale je ekvivalentńı s tvrzeńım, že∣∣∣∣∣∣∣

ū
∂ū

∂~n

v
∂v

∂~n

∣∣∣∣∣∣∣ = ū
∂v

∂~n
− v ∂ū

∂~n
= 0
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T́ımto jsme ukázali, že integrand je nulový a tedy celý integrál je nulový, č́ımž jsme ukázali, že
operátor je symetrický.

2. Nyńı máme ukázat, že 〈u, Lu〉 ≥ 0. Rozeṕı̌seme opět tento skalárńı součin a využijeme rozepsáńı
integrálu

〈u, Lu〉 =
∫
G

ūLu dx = −
∫
∂G

ūp
∂u

∂~n
dS +

∫
G

p gradū gradu+ ūuq dx

Prozkoumáme integrandy u jednotlivých integrál̊u:
Pro druhý integrand dostáváme odhad

p gradū gradu = p

n∑
j=1

∂ū

∂xj

∂u

∂xj
= p

n∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥2
> 0,

přičemž využ́ıváme kladnosti funkce p.
Pro třet́ı integrand dostáváme tento odhad (a tentokrát využ́ıváme nezápornosti funkce q):

ūuq = ‖u‖2q ≥ 0

Pro prvńı integrand bude diskuse nezápornosti obsáhleǰśı. Využijeme pro ni počátečńı
podmı́nky:
Jestliže existuje x0 takové, že α(x0) = 0, pak β(x0) > 0. Pak podmı́nka přecháźı na tvar
β(x0) ∂u∂~n (x0) = 0. odtud pak již plyne, že ∂u

∂~n (x0) = 0. Pak ale pro všechna x taková, že α(x) = 0
plyne, že integrand pū ∂u∂~n je nulový.
Jestliže existuje x0 takové, že β(x0) = 0, pak α(x0) > 0. Pak podmı́nka přecháźı na tvar
α(x0)u(x0) = 0. odtud pak již plyne, že u(x0) = 0. Pak ale pro všechna x taková, že β(x) = 0
plyne, že integrand pū ∂u∂~n je nulový.
Označme Γ = {x ∈ ∂G : α(x) 6= 0 ∧ β(x) 6= 0}. Pak ∀x ∈ Γ plat́ı

αu+ β
∂u

∂~n
= 0⇔ u = −β

α

∂u

∂~n

Dosazeńım do prvńıho integrandu źıskáváme:

−pū∂u
∂~n

= p
β

α

∂u

∂~n

∂u

∂~n
= p

β

α

∂ū

∂~n

∂u

∂~n
= p

β

α

∥∥∥∥∂u∂~n
∥∥∥∥2
≥ 0

T́ımto jsme tedy dokázali, že je Sturm-Liouville̊uv operátor positivńı.
3. Odhady, které jsme źıskali v předešlé části, použijeme i při dokazováńı dimense jádra. Ukážeme,

že dimkerL = 1⇒ kerL obsahuje konstantńı funkce a dimkerL = 0⇒ kerL obsahuje nulovou
funkci. Berme tedy u ∈ Dom(L) takové, že u ∈ kerL. Pak tedy z linearity plyne

0 = 〈u, Lu〉 =
∫
G

p
β

α

∥∥∥∥∂u∂~n
∥∥∥∥2

dS +
∫
G

p

n∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥2

+ q‖u‖2dx

Jelikož jsou všechny členy dle předešlé části d̊ukazu nezáporné, muśı být rovny nule, chceme-li
dostat v jejich součtu nulu.

Pro druhý integrand máme

p

n∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥2

= 0⇔
∥∥∥∥ ∂u∂xj

∥∥∥∥2
= 0 ∀j ∈ n̂.

Toto plyne z faktu, že p > 0. Znamená to tedy, že ∂u
∂xj

= 0 a tedy funkce u je konstantńı na Ḡ.
Aby byla dimenze rovna jedné, muśı být funkce q ≡ 0 na G.
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Prvńı integrand je při těchto podmı́nkách již automaticky roven nule. Je-li ovšem dimense
jádra 1, pak okrajová podmı́nka má tvar

αu = 0⇒ α ≡ 0 na ∂G

Tedy shrňme výsledek tohoto d̊ukazu: dim kerL = 0, nebo dim kerL = 1 ⇔ q ≡ 0 na G ∧ α ≡
0 na ∂G.

4. Bud’ λ vlastńı hodnota operátoru L, tj. Lu = λu pro jisté u ∈ Dom(L). Pak

〈u, Lu〉 ≥ 0⇒ 〈u, λu〉 ≥ 0⇔ λ〈u, u〉 ≥ 0⇔ λ ≥ 0

Posledńı nerovnost plyne z positivity skalárńıho součinu.
5. Bud’te λ, µ r̊uzné vlastńı hodnoty operátoru L a u, v k nim př́ıslušné vlastńı vektory. Potom

〈u, Lv〉 = 〈u, µv〉 ∧ 〈Lu, v〉 = 〈λu, v〉

Jelikož je ale operátor L symetrický, plat́ı 〈u, Lv〉 = 〈Lu, v〉. To ale ř́ıká, že

〈u, µv〉 = 〈λu, v〉 ⇒ µ〈u, v〉 = λ〈u, v〉 ⇔ (µ− λ)〈u, v〉 = 0⇔ 〈u, v〉 = 0

Posledńı ekvivalence plyne z faktu, že µ a λ jsou r̊uzné vlastńı hodnoty. Tedy vlastńı funkce u, v
jsou ortogonálńı.

6. Posledńı tvrzeńı dokážeme snadno. Předpokládejme, že Lu = λu. Pak pomoćı komplexńıho
sdružeńı źıskáme

Lu = λu = λū

Jelikož má L reálné koeficienty, plat́ı, že Lu = Lū. Pak ale

λū = Lū ∧ Lu = λu

Tedy vektory u a ū jsou vlastńı vektory stejné vlastńı hodnoty, tedy i jejich součet je vlastńım
vektorem. Pak ale stač́ı volit jako reálnou funkci u+ū. T́ımto jsme tedy explicitně našli konkrétńı
reálnou vlastńı funkci př́ıslušnou vlastńı hodnotě λ.

6.2 Sturm-Liouvilleova úloha pro 1 dimensi
V této kapitole budeme řešit S-L úlohu pro 1 dimensi, což je př́ıpad, se kterým se člověk (ve
zkouškových ṕısemkách) setkává nejčastěji. Na konci této kapitoly budou rovněž zavedeny Gree-
novy funkce. Pro 1D má tedy úloha tvar:

Bud’ G = (0, l), l > 0 s hranićı ∂G = {0, l}. Bud’ dále p > 0, p ∈ C1 ([0, l]) a q ≥ 0, q ∈ C ([0, l]).
Sturm-Liouvilleova úloha má pak tvar

Lu(x) = − d
dx

(
p(x) d

dxu(x)
)

+ q(x)u(x) = f(x)

s okrajovou podmı́nkou pro dva body na hranici: Bud’te α0, α1, β0, β1 ≥ 0 tak, že α0 + β0 > 0 a
α1 + β1 > 0, pak

α0u(0)− β0u
′(0) = 01

α1u(l) + β1u
′(l) = 0

Budeme nav́ıc předpokládat, že dimense jádra je 0. Tedy neplat́ı podmı́nka odvozená v předešlé
kapitole, tj. neńı pravda, že q(x) = 0 ∀x ∈ G∧α0 = α1 = 0. Spoč́ıtáme řešeńı této úlohy a źıskáme
vlastnosti L. Při řešeńı této úlohy budeme postupovat v několika kroćıch:

1Před druhým členem je skutečně mı́nus, nebot’ se jedná o derivaci ve směru vněǰśı normály.
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1. Najdeme dvojici řešeńı v0, v1, která řeš́ı úlohu Lv0 = 0 = Lv1 a splňuj́ı právě jednu z okrajových
podmı́nek. Necht’ tedy v0 splňuje levou hraničńı podmı́nku, tj.

α0v0(0)− β0v
′
0(0) = 0,

a v1 splňuje pravou hraničńı podmı́nku, tj.

α1v1(l) + β1v
′
1(l) = 0.

Že taková řešeńı existuj́ı, vyplývá z teorie diferenciálńıch rovnic.
2. Hledejme obecné řešeńı tvaru:

u(x) = C0(x)v0(x) + C1(x)v1(x)

Pak po dosazeńı do S-L operátoru źıskáváme

Lu = − (p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = − [p(C ′0v0 + C0v
′
0 + C ′1v1 + C1v

′
1)]′ + q(C0v0 + C1v1) =

= −p′(C ′0v0)−p(C ′0v0)′−p(C0v
′
0)′−p′(C0v

′
0)−p′(C ′1v1)−p(C ′1v1)′−p(C1v

′
1)′−p′(C1v

′
1)+qC0v0+qC1v1 =

= C0 [−(pv′0)′ + qv0]︸ ︷︷ ︸
Lv0=0

−pC ′0v′0+C1 [−(pv′1)′ + qv1]︸ ︷︷ ︸
Lv1=0

−pC ′1v′1−p′(C0v
′
0)−p(C0v0)′−p′(C ′1v1)−p(C ′1v1)′ =

= − [p (C ′0v0 + C ′1v1)]′ − p (C ′0v′0 + C ′1v
′
1) != f

Aby tohle platilo, je třeba nalézt funkce C0, C1 takové, že

C ′0v0 + C ′1v1 = 0

C ′0v
′
0 + C ′1v

′
1 = −f

p

Tuto soustavu lze maticově formulovat jako:(
v0 v1
v′0 v′1

)(
C ′0
C ′1

)
=
(

0
− fp

)
(6.1)

Matice soustavy je Wronského matice funkćı v0, v1, ozn. W(v0, v1). Jestliže ukážeme, že wron-
skián W je nenulový, tj. det W(v0, v1) 6= 0 pro všechna x ∈ [0, l], pak je možné tuto soustavu
vyřešit a naj́ıt funkce C0 a C1.

3. Sporem ukážeme, že W =
∣∣∣∣ v0 v1
v′0 v′1

∣∣∣∣ = v0v
′
1 − v1v

′
0 6= 0 pro všechna x ∈ [0, l]. Pro spor

předpokládejme, že existuje bod x0 ∈ [0, l] takový, že W (x0) = 0. To ale znamená, že Wronského
matice má lineárně závislé sloupce. Tedy existuje λ ∈ C tak, že(

v0(x0)
v′0(x0)

)
= λ

(
v1(x0)
v′1(x0)

)
Nyńı prozkoumejme funkci ṽ(x) = v0(x)− λv1(x). Je zřejmé, že z linearity operátoru L plyne,
že Lṽ = 0 a z nulovosti determinantu plyne ṽ(x0) = 0 a ṽ′(x0) = 0. Jelikož je ale Lṽ = 0
diferenciálńı rovnice 2. řádu a máme dvě podmı́nky, plyne z věty o jednoznačnosti řešeńı, že
jediné řešeńı je nulová funkce. Toto ale znamená, že pokud bychom našli jediný bod, ve kterém
je W nulový, tak je nulový na intervalu [0, l]. A toto je spor, protože v́ıme, že dimense jádra je
0. Tedy wronskián je nenulový.

4. Nyńı ukážeme, že p(x)W (x) = konst. Toto ověř́ıme př́ımým výpočtem:

(pW )′ = (p(v0v
′
1 − v1v

′
0))′ = v′0pv

′
1 + v0 (pv′1)′︸ ︷︷ ︸

qv1

−v′1pv′0 − v1 (pv′0)′︸ ︷︷ ︸
qv0

= qv0v1 − qv1v0 = 0

83



5. Nalezneme funkce C0, C1 pomoćı ”invertováńı“ rovnice 6.1(
C ′0
C ′1

)
= 1

W

(
v′1 −v1
−v′0 v0

)(
0
− fp

)
= 1
pW

(
fv1
−fv0

)
T́ımto jsme dvojici obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu, které určuj́ı funkce C0, C1:

C ′0 = 1
pW

v1f (6.2)

C ′1 = − 1
pW

v0f (6.3)

Abychom dokázali určit přesné řešeńı, muśıme ještě využ́ıt okrajových podmı́nek, nebot’ v́ıme,
že u = C0v0 +C1v1 je muśı rovněž splňovat. Na následuj́ıćıch řádćıch nejprve dosad́ıme do levé
hraničńı podmı́nky, využijeme znalosti hraničńı podmı́nky pro v0 a využijeme vztah̊u 6.2 a 6.3:

0 = α0u(0)− β0u
′(0) =

= α0 (C0(0)v0(0) + C1(0)v1(0))− β0 (C ′0(0)v0(0) + C0(0)v′0(0) + C ′1(0)v1(0) + C1(0)v′1(0)) =

= α0C1(0)v1(0)− β0v0(0) 1
pW

v1(0)f(0) + β0v1(0) 1
pW

v0(0)f(0)− β0C1(0)v′1(0) =

= [α0v1(0)− β0v
′
1(0)]C1(0)

Aby byl tento výraz roven nule, muśı být bud’ α0v1(0)−β0v
′
1(0) = 0, nebo C1(0) = 0. Pokud by

nastala prvńı možnost, musela by funkce v1 splňovat dvě počátečńı podmı́nky a nav́ıc Lv1 = 0.
Proto by byla v jádře a tud́ıž (nebot’ předpokládáme nulovou dimensi jádra) by byla nulová.
Pomoćı nulové funkce ale nejsme schopni naj́ıt řešeńı s pravou stranou. Proto muśı platit, že

C1(0) = 0

Obdobnou úvahou bychom z pravé okrajové podmı́nky źıskali

C0(l) = 0

Když máme tyto podmı́nky, můžeme zintegrovat rovnice 6.2 a 6.3 a započ́ıtat počátečńı podmı́nky:

C0(x)− C0(l) =
∫ x

l

1
pW

v1(y)f(y)dy

a tedy

C0(x) = − 1
pW

∫ l

x

v1(y)f(y)dy

Pro funkci C1 dostáváme

C1(x)− C1(0) = −
∫ x

0

1
pW

v0(y)f(y)dy

a tedy
C1(x) = − 1

pW

∫ x

0
v0(y)f(y)dy

T́ımto jsme nalezli funkce C0, C1 takové, že u(x) = C0(x)v0(x) + C1(x)v1(x) je řešeńım úlohy
Lu = f . Konkrétńı tvar řešeńı u(x) má podobu:

u(x) = − 1
pW

[
v0(x)

∫ l

x

v1(y)f(y)dy + v1(x)
∫ x

0
v0(y)f(y)dy

]
ozn.=

∫ l

0
G (x, y)f(y)dy
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Definice 6.2.1. Se značeńım použitým výše se funkce G (x, y) definovaná předpisem

G (x, y) = − 1
pW

{
v0(x)v1(y), pro 0 < x < y < l,
v0(y)v1(x), pro 0 < y < x < l.

nazývá Greenova funkce.

Co jsme tedy źıskali řešeńım? Ukázali jsme, že řešeńı úlohy Lu = f má tvar

u =
∫ l

0
G (x, y)f(y)dy = L−1f,

kde L−1 je integrálńı operátor, jehož jádrem je Greenova funkce. Tato funkce je spojitá, nebot’
v1(x), v0(x) jsou řešeńımi diferenciálńı rovnice a pro y = x, což je jediná úsečka, na které by
mohla vznikat nespojitost, jsou si funkčńı hodnoty rovny. Tedy G ∈ C(Ḡ × Ḡ). Je očividné, že
Greenova funkce je symetrická a tedy jsou splněny předpoklady Hilbert-Schmidtovy věty, která
ř́ıká, že operátor L−1 má čistě bodové spektrum a jeho vlastńı funkce tvoř́ı ON bázi v L2(G).
Tedy toto plat́ı i pro operátor L. V d̊usledku tohoto zjǐstěńı si můžeme troufnout vyvodit mimo
jiné to, že (přesuňme se do dimense 3) vlastńı hodnoty Laplaceova operátoru jsou kladné. Z toho
vyplývá

Věta 6.2.2 (Vlastnosti S-L operátoru II). Při předpokladech z prvńı věty o vlastnostech S-L
operátoru plat́ı:

7. Vlastńı č́ısla L maj́ı konečné násobnsti a nemaj́ı konečný hromadný bod.
8. Z vlastńıch funkćı L lze sestavit ON bázi prostoru L2 ((0, l)).

Poznámka. Veškeré úvahy byly zat́ım vedeny pro nulové jádro. Jestliže je jádro operátoru nenulové,
tj. je tvořeno konstantńımi funkcemi, můžeme operátor snadno převést na př́ıpad, která již budeme
umět vyřešit. Stač́ı pak k operátoru ”přič́ıst“ jedničku a spektrum tohoto operátoru bude totožné
se spektrem p̊uvodńıho, jen bude ”posunuté“ o jedničku.

Věta 6.2.3 (Vlastnosti Greenovy funkce). 1. G (x, y) je spojitá funkce;
2. Pro všechna x, y G (x, y) = G (y, x);
3. Bud’ y ∈ (0, l) pevné. Označme gy(x) = G (x, y). Pak

[3a] gy(x) splňuje hraničńı podmı́nky v 0 i v l;
[3b]Lgy(x) = −(p(x)g′y(x))′ + q(x)gy(x) = δ(x− y)
[3c] gy(x) ∈ C(2)([0, l] \ {y})

D̊ukaz. Tvrzeńı 1, 2, 3a se dokáž́ı př́ımým dosazeńım, tvrzeńı 3b je jen aplikace věty o derivováńı
po částech hladké funkce: Zderivujeme výraz pg′y(x). Ten má následuj́ıćı podobu:

pg′y(x) = − 1
W

{
v′0(x)v1(y), pro 0 < x < y < l,
v0(y)v′1(x), pro 0 < y < x < l.

Pak
(pg′y(x))′ =

{
(pg′y(x))′

}
+ δ(x− y)

(
1
W

(v1(x)v′0(x)− v′1(x)v0(x)
)

=

{
(pg′y(x))′

}
− δ(x− y)

(
1
W

W

)
=
{

(pg′y(x))′
}
− δ(x− y)

Posledńı vlastnost plyne z tvaru derivace výše.

Tyto vlastnosti slouž́ı pro zavedeńı Greenovy funkce pro vyšš́ı dimense. Zbývá už jen naplnit
dř́ıveǰśı slib a ukázat, jak pomoćı tohoto řešeńı převést S-L úlohu na integrálńı rovnici.
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6.3 Převedeńı Sturm-Liouvilleova problému na integrálńı
rovnici

Věta 6.3.1. Uvažujme pro jednoduchost předchoźı, jednorozměnou S-L úlohu s operátorem L, pak
vlastńı č́ısla λ ∈ C a řešeńı u(x) ∈ C[0, l] takové, že Lu = λu +f, lze źıskat řešeńım integrálńı
rovnice

u(x) = λ

∫ l

0
G (x, y)u(y)dy +

∫ l

0
G (x, y)f(y)dy

Důkaz si provede zv́ıdavý čtenář sám. T́ımto konč́ı látka potřebná ke zkoušce, resp. látka, která
má být zkoušena.
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