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Predmluva

Mily c¢tenari,

dostava se ti do rukou wikiskriptum, které vzniklo béhem zimniho semestru akademického
roku 2016/2017 a které by svym obsahem mélo pokryvat litku probranou v prubéhu pfednasek
Rovnic matematické fyziky (01RMF) vedenych doc. Ing. Véclavem Klikou, Ph.D. Skriptum vzniklo
prepisem poznamek, a je tedy mozné a vice nez pravdépodobné, ze se v ném vyskytnou chyby a
preklepy. Za ty se omlouvam a vérim, ze budou ¢asem odstranény.

Jan Mazac



Kapitola 1

Motivace

Cilem tohoto predmétu je dopracovat se k metodam feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic a
integralnich rovnic pomoci tzv. zobecnénych funkci. V této kapitole se budeme snazit nastinit, co
matematiky vedlo k vytvoreni teorie zobecnénych funkci a pokusime se na prikladu ilustrovat, co
je mysleno testovanim funkcemi.

1.1 Problém s Diracovou )-funkci

V prubéhu predeslého studia napiiklad teoretické fyziky (TEF2) vyvstal mj. problém s popisem
bodovych zdroju zareni. Bylo potfeba definovat néjakou ,, funkci“, ktera by dokazala popsat chovani
néjakého bodového zdroje a zaroven by néjakym zpiisobem popisovala ,, mohutnost tohoto zdroje.
Proto se definovala tzv. Diracova §-funkce. PFipomenme jeji definici:

{ 0, pro x # 0,

400, proz =0.

o(x) =

a zaroven pozadujeme

/R 5(z)da = 1.

Vidime, ze minimalné druhy pozadavek na nasi funkci je v rozporu s nasimi dosavadnimi
znalostmi z matematické analyzy. Tam totiz pii pouziti Lebesgueovy integrace dostavame

(L) /R(S(J:)dz =0,

protoze nase funkce je nulovd vsude az na mnozinu nulové miry. Tento rozkol se tedy budeme
snazit v prubéhu tohoto skripta odstranit.

Zéaroven bychom radi na nami nové zavedené ,,zobecnéné funkce* pohlizeli alespon castecné
optikou jiz zndmé analyzy a zavedli pro né operace kompatibilni s témi u klasickych funkci. Cilem
je, abychom pro né nemuseli znovu slozité budovat teorii, kterd nam umozni s nimi dobte pracovat,
tj. hledat a ovérovat nové véty tfeba o zdménach poradi operaci a podobné. Budeme se toho snazit
docilit tim, Ze zobecnéné funkce sestavime tak ,,Sikovné*, ze predpoklady zminénych vét budou
naplnovat jiz v duasledku své definice. Jednou z takovych chytie zvolenych vlastnosti napriklad
bude, ze kazda zobecnéna funkce bude mit vsechny své derivace.

Abychom se ale k témto vlastnostem a k celé teorii zobecnénych funkci propracovali, je nutné
se nejprve oprostit od zazitého pohledu na funkce. To znamen4, ze na funkci nebudeme pohliZet
, bodoveé”.



1.2 Koncept testovani funkcemi

Funkce a jeji vlastnosti mohou byt zkoumdany ruznymi zpusoby, obvykly zpusob v klasickych partii
matematické analyzy je zadani pomoci néjaké rovnice, ktera predstavuje bodovy predpis pro kazdy
konkrétni bod z definicntho oboru. Takové zadani ma své vyhody, ale v nékterych pripadech
neni{ vhodné, ani tak docela piirozené. Pokud bychom napiiklad chtéli zjistovat néjakou danou
vlastnost jisté latky pii teploté T, tj. hledat funkci f(T) popisujici tuto zdvislost, pak musime
vzorek latky ohfivat na ruzné teploty a nédsledné mérit danou vlastnost. Probléme ale je, Ze v
praxi nikdy nekontrolujeme teplotu Uplné presné a namisto v bodé T se pohybujeme na néjakém
jeho okoli [a,b]. Klasickd metoda, tzv. vycislovini funkce v daném bodé, sama o sobé nedokaze
totu skutecnost postihnout a neni tedy v tomto pripadé uplné idealni. Nabizi se mérit celkovou
hodnotu veli¢iny a tu délit délkou onoho intervalu, tj. pocitat ﬁ f[a’b] f(1)dT. Pokud bychom
pak zmensovali nés interval [a, b], dostali bychom v limité hodnotu funkce f(T") v daném bodé T'.
Tento zptsob muzeme nazvat primeérovanim funkce pres interval. Vidime, zZe jiz poskytuje Sirsi
pohled na hledanou funkci, ale stale je pomérné hruby. Nezahrnuje totiz informaci o tom, jak ¢asto
(s jakou pravdépodobnosti) se teplota nachézi v danych bodech intervalu. Pokud bychom takové
rozdéleni znali, nazvéme jej tieba ¢(T'), mizeme nas predesly postup opakovat jen s tim rozdilem,
ze véazime kazdy bod intervalu touto ¢etnosti. Matematicky feeno pocitdme f[a’b} F(T)e(T)dT.
Budeme-li mit tuto znalost pro znatné mnozstvi funkei ¢(7T"), mizeme pak zjistit chovani f(7T).
Tim je ve zkratce nastinén tieti a nejsilnéjsi koncept vyhodnocovani funkci, tzv. pomoci testovacich
funkct.

Pozndmka. .
[ rmemar = i1.0)

Tento integral je totozny s definici skalarniho souc¢inu na prostoru spojitych funkei na uzavieném
intervalu [a, b] (vizte LAA2, resp. LAB2).

1.3 Testovaci funkce

1.3.1 Uvod do problematiky

Definice 1.3.1. Nosi¢em funkce (supportem) ¢ rozumime uzdvér mnoziny vsech argumentu
funkece s nenulovym obrazem, tj. {x € R™ | ¢(x) # 0} a oznacujeme jej supp .

Definice 1.3.2. Mnozinu Z(R") = {¢ € C*(R"™) | supp ¢ je omezeny} nazvéme mnozinou
testovacich funkci. Tzn. testovaci funkce jsou funkce tiidy C*°(R") s kompaktnim nosicem.
Bud nyni{ G = G° otevien4 podmnozina R™. Pak definujeme 2(G) = {p € Z(R"™) | suppp C G}
Pozndmka. Je ziejmé, ze pokud ¢ € Z(R"), pak ap € Z(R") pro a € R. Mame-li ¢,1 € 2(R"™),
pak soucet o+ € Z(R™) a nosi¢ supp (¢ +1) je zfejmé podmnozinou sjednoceni supp ¢ Usupp 4.
Bud nyni f hladka funkce. Pak rovnéz fo € 2(R™). Odtud jiz plyne, Ze 9 s operacemi s¢itdn{ a
nasobeni skalarem tvori linearni vektorovy prostor.

Abychom ziskali jistou intuici a vhled do dané problematiky, pfedbézné definujme zobecnéné
funkce 2’(RY). Tuhle definici pozd&ji zpfesnime a zobecnime.

Definice 1.3.3. Necht f je realna, resp. komplexni funkce realné proménné. Necht dile
3 f(2)e(x)dz < 400, V[a,b], Yo € Z(RY).
[a,b]

Pak tento integral ve smyslu funkciondlu, tj. zobrazeni 2 — C, nazyvame zobecnénou funkci.
Proménnymi funkcionalu tedy jsou ¢ € Z(R!), nikoliv = € [a, b], a jeho hodnotu pii daném ¢ pak
nazyvame akci testovaci funkce ¢ na f a znac¢ime

(f,9) iz/Rf(x)@(a:)dm.



Pozndmka. Zkuste najit mnozinu funke{ f tak, aby pro ni definice zobecnénych funkce (vyse) byla
rozumna.

Véta 1.3.4 (ilustrativni, jednoduchd). Necht f, g jsou spojité redlné funkce redlné proménné a
nechf déle akce libovolné testovaci funkce ¢ na f a g jsou shodné, tj.

Vo € 2(R) : /Rf(x)go(x)dx = /}Rg(x)go(x)dx. Pak plati f = g.

Pozndmka. Tahle véta nam ukazuje, ze ma smysl zkoumat pomoci testovacich funkei pfinejmensim
spojité funkce, protoze z vysledku akce s dostate¢nym poctem ¢(x) jsme schopni dvé takové funkce
od sebe rozlisit.

Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme sporem. Pro ten predpoklddejme, Ze Jxq takové, ze f(xo) # g(xo). Pak
vime, Ze / (f(x) — g(z)) p(x)dz = 0. Ze spojitosti funkei f a g plyne existence okoli U, takového,
R

ze Vx € Uy, je BUNO f(x) > g(x). Pak piedpokladejme, 7e existuje jista ¢’ € Z(R') takova, ze

supp ¢’ C U,,. O tom, Ze tahle testovaci funkce existuje se presvédéite na cvicenich. Pak mtzeme

psat / (f(z) —g(x)) ¢'(x)dz = / (f(z) —g(z)) ¢'(x)dz > 5/ ¢'(z)dxr > 0. Toto ndm jiz
R R

supp ¢’
dava spor s nasim predpokladem. Je vhodné zde poznamenat, Ze nenulovost posledniho integralu

plyne z toho, Ze mohu vzdy najit takovou testovaci funkci, jejiz integral bude nenulovy. Kdybychom
méli napr. lichou testovaci funkci, tak muzeme jako vhodnou testovaci funkci pouzit jeji kvadrat,
ktery je rovnéz testovaci funkci. Toto plyne z poznamky pod definici testovaci funkce. O

1.4 Konvence a domluvy (L? Hilbertiiv prostor)

Méjme prostor £2(R™), tj. prostor viech komplexnich funkei f(z) realné proménné Lebesgueovsky

integrabilnich s kvadritem, tj. / |f(z)?dz < 4o00. Pro f, g € L2(R") definujme zobrazeni
Rn

(f.g) =L f(z)g(z)dz. Je otdzkou, je-li toto zobrazen{ skaldrnim souc¢inem na £2(R™).
RW,
Aby jim bylo, musi byt splnény nasledujici podminky:
1. Zobrazeni musi spliiovat (-,-) : L2 x L2 — C;

2. Musi byt linedrni v 1. argumentu;

. Musi byt hermitovské, tj. (f,g) = (g, f) pro libovolné f, g € L?(R");

w

4. Musf byt positivni, tj. (f, f) >0Vf e L2 a (f,f) =0« f=0.

Je zfejmé, ze 1., 2. i 3. podminka jsou trividlné splnény (3. vyplyva z vlastnosti komplexniho
sdruzovani integrali). Ve ¢tvrté podmince je jeji prvni ¢édst trividlné splnéna volbou prostoru
L2(R™). Ve druhé &4sti je ekvivalence smérem zprava doleva trividlni, ale problém nastdva pfi im-
plikaci zleva doprava; musi byt splnéna podminka / |f(z)|*dz = 0. Tuhle podminku ale spliiuje

R
nekoneéné mnoho funkei. Jsou to vsechny nulové funkce, které jsou nenulové na mnoziné nulové
miry. Proto toto zobrazeni nenf normou na prostoru £2(R"), ale pouze seminormou. Mtizeme ale
vytvorit prostor, na kterém tohle zobrazeni normou bude. Pro tento tcel nejprve definujme relaci

~,

1.4.1 Zavedeni L?

Definice 1.4.1. Bud'te f, g € L2(R"). Relaci ~ definujeme nésledovné: f ~ g < f—g=0s. v.
(tj. skoro vSude, tedy lisi se nejvyse na mnoziné nulové miry).



Jedn4 se o relaci ekvivalence, nebot je symetrick4, reflexivni a transitivn{ (trividlné ovéfitelné).
Pomoci této ekvivalence potom miZzeme faktorizovat mnozinu £2(R™) do t¥id ekvivalence (mnozin,
které jsou tvoreny funkcemi vzajemné ekvivalentnimi vzhledem k relaci ~), které budou urcovat
novou strukturu L?(R"), tzn. L?(R") = L£2*(R")|~. Pro tuhle mnozinu (jejiz prvky nejsou funkce,
ale t¥{dy ekvivalence!) je ale vySe uvedené zobrazeni skaldrnim soucinem. Provedli jsme totiz
ze nami zavedeny skalarni soucin nezavisi na volbé zastupce, ale jelikoz integral nezavisi na mnoziné
bodu nulové miry, je toto zfejmé. Pak se jiz jedné o prostor funkci a definice naseho skalarniho
souc¢inu v ném dava dobry smysl. Pripomenme jesté nékolik dulezitych pojmu o vektorovych
prostorech:

Definice 1.4.2. Bud V vektorovy prostor s normou, posloupnost {a, }nen C (V; | - ||). Rekneme,
7e posloupnost {a, }neny konverguje k a € V, znaéime a,, — a, pravé tehdy, kdyz ||a, —al] = 0
pro n — +00.

Vidime, ze jsme definici konvergence na vektorovém prostoru prevedli na konvergenci v R resp. C.

Definice 1.4.3. Bud V vektorovy prostor s normou, posloupnost {a, }nen C (V; || - ||). Rekneme,
Ze posloupnost {a,},en je cauchyovska, pravé kdyz

(Ve > 0) (Ing € N) (Vm, n > ng) (|am — an|| <€).

Definice 1.4.4. Rekneme, Ze linedrni vektorovy prostor V' s normou je Banachtiv, pravé tehdy,
kdyz kazda cauchyovska posloupnost konverguje ve V.

Pozndmka. Konvergenci cauchyovské posloupnosti 1ze ekvivalentné vyjadrit jako fakt, ze limitni
prvek je prvek V, tzn. prostor V je dplny.

Pozndmka. Bolzano-Cauchyovo kritérium pro ¢iselné posloupnosti je dikazem tplnosti R™.
Pojmy vyse zminéné je mozné zobecnit na prostory s metrikou p.

Definice 1.4.5. Uplny linearni prostor se skaldrnim sou¢inem nazyvame Hilberttv.
Pozndmka. Hilbertovy prostory jsou specialnim pripadem Banachovych prostori, protoze si staci
uvédomit, ze skalarni soucin indukuje normu.

Nyni uvedeme nékolik dilezitych vét, jejichz diikaz presahuje ramec prednasky RMF, ale jsou
pro vyklad latky podstatné. Detaily a dikazy téchto vét se zabyva prednaska z funkciondlni
analyzy (FA1). Pted jejich vyslovenim vsak jesté shriime zdsadni rozdil mezi prostory £P a LP:

Definice 1.4.6.

£r(r") = {f:R" S C®) il = ([ ras)” < +oo},

LP(R™) = LP(R™)| ; f ~ g < f = g skoro vSude.

~

Poznamka. L
P = {tﬁdy ekvivalence na LP | ||f|lLr = </ |f|p> "< +oo}
RTI,

Opét f chapeme jako jednoho zdstupce konkrétni tiidy ekvivalence. Zaroven by bylo vhodné jesté
dokazat, ze takto zvolend norma dava pro vsechny prvky jedné tiidy ekvivalence stejnou hodnotu,
coz ale intuitivné citime pii pouziti Lebesgueova integralu.

Véta 1.4.7. Prostory LP jsou Banachovy prostory.

Pozndmka. Zésadnim dtsledkem této véty je fakt, Ze L? je Hilbertv prostor. Tato vlastnost se
nam bude pozdéji velmi hodit.



Pozndmka. Pfedchozi pozndmku muZeme ,rozs$ifit“ na podmnoziny R™. Pak se zavadi LP(G)
1

s normou || f||zr(a) = </ |f|p> )
GCR"”

Jeden ze zdsadnich vysledkt funkciondlni analyzy je jesté treba zminit:

Véta 1.4.8. Necht G je oteviend mnozina takova, %e u(G) < +oo. Pak LY(G) C LP(G) & p < q.

1.4.2 Lokalné integrovatelné funkce

Vratme se nyni k otézce, kterou jsme si na zac¢atku této kapitoly polozili: Jaké funkce volit, aby

byla definice zobecnénych funkel 2’(G) rozumnd? Odpovédi jsou tzv. lokdlné integrovatelné funkce
na G.

Definice 1.4.9. Mnozinu

z0

Ll (G) = {f | Vo € G 3U,, takové, ze /U |f] < —i—oo}

nazyvame lokdlné integrovatelné funkce na G.
Zavadime rovnéz prostor L} (G) jako faktorprostor £} (GQ)

loc loc
Na prvni pohled nemusi byt jasné, ze tahle mnozina skutecné vyhovuje pozadavkim na nase
zobecnéné funkce. O tom, ze tomu tak skutecné je, nds presvédci nésledujici tvrzeni, resp. z néj
tato vlastnost okamzité plyne.

loc

Véta 1.4.10. f € L} (G) & VK C G kompaktn{ 3/ |f] < +oo.
K

Drikaz. Dukaz provedeme z definice kompaktnosti:

Pozndmka. Rekneme, ze mnozina K je pokrytd systémem mnozin S, pokud K C U A. Podpo-
Aes

kryti je podmnozina S. f{ekneme, ze K je kompaktni, pravé kdyz kazdé pokryti K ma konecné

podpokryti.

<« Trividlni - staci nalézt K tak, aby U, C K.

= Beru K libovolnou kompaktni mnozinu a pokryji ji okolimi U, pro vSechna zo € K. Jelikoz
je ale K kompaktni mnozina, vime, Ze existuje koneéné podpokryti {Uwg lke{1,, ..., N}}
Pak muzeme odhadovat

/ng/K|f|/UN N Ifléli/%lfkmo

k=1 z0

O

Pozndmka. Jestlize f € L} (R™), pak (f,¢) = /f(x)go(x)dx PE7 / f@)p(r)dr < +o0.
R s

upp ¢
Posledni nerovnost plyne z faktu, ze nosi¢ ¢ je v R™ kompaktni mnozina, tudiz fy je integrabilni

na této mnoziné.

Véta 1.4.11. 2 C LP.

Diikaz. Staci integrovat po kompaktnim nosic¢i, na kterém ¢ nutné nabyva svého maxima K.
Integrél pak lze shora odhadnout

lell, = (// lo(x)|P de < [K] - {/p(supp ) < +o0.
supp ¢



Kapitola 2

Zobecnéné funkce

V této kapitole korektné zavedeme zobecnéné funkce a uvidime, ze nase predesla definice je jen
velmi specialnim pripadem zobecnéné funkce. Zaroven budeme v definici pozadovat, aby nas noveé
definovany objekt byl néco rozdilného od klasické funkce, ale zaroven se od ni prilis nelisil. Radi
bychom totiz vyuzivali nékterd tvrzeni a nékteré véty, které jiz mame z predchoziho studia mate-
matické analyzy dokazany.

2.1 Zavedeni zobecnénych funkci

Definice 2.1.1. Necht f je linedrni funkciondl nad 2(G), tj, f : 2 — C a f je linearni. MnoZinu
vSech linedrnich a spojitych, tj. konvergenci zachovdvajicich, funkciondli nad 2(G) nazveme pro-
storem zobecnénych funkci, oznac¢ujme ji 2’(G). Hodnotu funkcionédlu f na funkci ¢ oznacujme
(f, ) namisto f(p).

Pozndmka. 1. Rovnost zobecnéngch funkcei (tj. f = g v 2') nastava pravé tehdy, kdyz Vo € 2
plat, Ze (f,¢) = (g,¢).
2. 9’ je linearni vektorovy prostor s prirozené definovanymi operacemi s¢itdni a ndsobeni, tzn,
Vf,g € 2 definujme s¢itdni

(f+g,0) =)+ (g,9) VoD

aproa € Capro f € 2 definujeme ndsoben{

(a-f,0)=a(f,¢)Vp e 2.

Vidime, ze prostor zobecnénych funkci zavisi na volbé konvergence v Z. Timto pojmem bude
2’ znaéné ovlivnéno (kvuli identifikaci linedrnich a pFedevsim spojitych funkcionali nad 2). Z toho
divodu nyni definujeme konvergenci v Z. Jesté predtim ale zavedeme pojem multiindex a zavedeme
notaci derivaci pomoci multiindexu.

Definice 2.1.2. Multiindexem « v n-dimenzionalnim prostoru rozumime usporddanou n-tici
vy no._ n
cisel (aq, ag, ..., ap) ze Z == (NU{0})".
n
Oznactme |a| = E Q.
k=1
«q 2

S pomoci multiindexu pak mizeme psat z¢ = {25 - - - x

] o1l
Definujme rovnéz operator D% := .
041110%xy...0% 2,

Qo
n

Definice 2.1.3. Nechf {¢,, }nen je posloupnost v Z2(G) a ¢ € 2(G). Rekneme, 7e ¢, konverguje
k ¢ v 2, oznatme ¢, Z, @, prave kdyz



1. nosice @, jsou stejné (stejnomérné) omezené, tj. (IR > 0) (Vn € N) (supp ¢, C Br(0))};
€]
2. Va € Z% plati, ze D%y, konverguje stejnomérné na mnoziné¢ G'k D%p, tedy D%p, = D%¢p.

Pozndmka. Tato definice vyzaduje znalost limitni funkce . Je ale mozné definovat i ,, vlastnost
konvergence“ a to za pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky pro stejnomérnou konvergenci, kterd
ndm umoziuje nepsat ve druhé podmince D®p. Pak muzeme tvrdit, Ze posloupnost funkei {¢,, }nen

konverguje v & a tuto vlastnost zapisovat jako ¢, 2,

Véta 2.1.4. Bud {p,}nen C Z(G) anecht ¢, —Z,. Pak existuje limitni funkce ¢ € 2(G) takova,
7€ QOp 2, Pp.
Drikaz. Dtikaz necht si ¢tenai provede sam jako cviéeni. P¥i dokazovani je vhodné najit kandidata

na funkci ¢ pomoci nulté derivace. Dale je vhodné si uvédomit, ze kandidat musi byt tridy C*
a ze supp ¢ ma byt kompakt. O

2.1.1 Priklad zobecnéné funkce

Diracova J-funkce
S touto funkci jsme se setkali hned na zac¢itku tohoto textu. Nyni ji korektné zavedeme
a dokdzeme, Ze se jedna o zobecnénou funkci.

(Vo € 2(R)) definujeme (4, ¢) := ©(0).

Pro § musime tedy ovérit, ze je to funkcional nad 2, Ze je linedrni a Ze je spojity.
Funciondl: 6 : 9 — C. Jelikoz je p(0) < +o0, vime, Ze se tedy jedna o funkcional, nebot jeho definice
dava dobry smysl Vo € 2.
Linearita: Uvazujme ¢, € 2 a a € C. Pak

(0, + ah) = n(0) = (¢ + ap) (0) = ¢(0) + ap(0) = (6, ) +  (6,7)
neg

Spojitost: Abychom dokazali spojitost ndmi definovaného funkcionalu, uvazujme konvergentni posloup-
nost {¢n tnen C 2, kterd konverguje ¢, Z, . Chceme ukazat, ze odtud plyne, ze v C kon-
verguje ¢iselnd posloupnost(d, ¢,) — (4, ¢). Muzeme bez ijmy na obecnosti uvazovat, ze

D o . . .
pn —> 0 <. Pak z toho, ze posloupnost konverguje, plyne, ze
(a) (3R> 0)(Vn € N) (supp¢n C Br(0));
R™
(b) Ya € Z plati, ze D%p,—0.
Druhé podminka plati pro vSsechny multiindexy, tedy specidlné i pro nulovy. Pak tedy dostavame
R™ n
on==0 = pn(z) £ 0 pro viechna z € R". Pokud nynf za z volim 0, dostavam tvrzeni,
které jsem chtél dokdzat, nebot  lim (§,p,) = (,0) = 0, pfi¢emz posledni rovnost plyne
n—oo
| —
lim ¢,(0) =0

n—oo
z linearity funkcionélu.
Timto jsme tedy dokazali, ze Diracova d-funkce je zobecnénou funkci. Obdobné se da ukazat, ze
i centrovand Diracova §-funkce® je zobecnéna. Diikaz je zcela totozny, az na posledni krok, kdy se
misto 0 voli xg.

Lsymbolem Bgr(0) znacime otevienou kouli se stfedem v bodé 0 a polomérem R

2Pokud by ¢, 2) ©, pak vime, ze funkce @ je opét testovaci funkci a muzeme prejit od ¢n k pn — @, kterd jiz
konverguje k 0. Funkce ¢, — ¢ je totiz testovaci, nebot jeji nosi¢ je pouze podmnozinou sjednoceni nosié¢ti funkei
©n a ¢ a rozdilem dvou hladkych funkeci je opét funkce hladka.

(620, ¥) = p(z0)
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2.1.2 Souvislost mezi klasickymi funkcemi a zobecnénymi funkcemi

V nésledujicim odstavci bychom chtéli ukdzat, ze kazdé klasické funkei f mtzeme piifadit jistou
zobecnénou funkci f. Jako mmnozinu funkci f, ke které budeme vytvaret mnozinu zobecnénych
funkei, vezméme lokélné integrabilni funkce na R™. Pro tyhle funkce jsme jiz ukazali, ze integral

/ f(x)p(x)dz konverguje pro kazdou ¢ € Z(R™). Pro tuhle hezkou vlastnost budeme definovat
zobecnénou funkei (tj. funkciondl) nésledovné:

(fr) = | [flx)p(z)dz

R

Z konvergence ndm okamzité plyne fakt, ze f : 2 — C je funkcional. Nyni, podobné jako v
predeslém pripadé, dokazeme, ze se jedna o zobecnénou funkci.

Linearita: Bud'te ¢,% € 2 a a € C. Pak

(Foo+av) = [ f@eran)@ie= [ fajpladra [ faie) = (F.o)+a(Fv).

R‘ll
Spojitost: Chceme ukazat, ze ¢, 20 = (f, cpn) — 0 pro n — +4o0. Tedy plati, ze lirf (ﬂ go) =
n—-+oo

lim f(@)en(xz)de = 07 Pokud by bylo mozné zaménit limitu a integral, pak bychom

n—-+oo R

éli li dx
méli /R dim  f(2)en(x)
treba ovérit podminky véty o zaméné, ale prakticky nam stac¢i nalézt integrabilni majorantu,
ktera nezavisi na n. Tohle bude ukézano na cviceni.

(@)= f(x) - 0dx = 0. Abychom mohli zdménu provést, je

Definice 2.1.5. O zobecnéné funkci f fekneme, Ze je regularni zobecnénou funkci, ozn.

fe9 T@g, pokud existuje klasickd funkce f € L} . takova, ze f ®) / f(@)p(x)dz Ve € 9.

Klasickou funkci f pak nazyvame generatorem zobecnéné funkce

V nasledujici ¢asti se budeme vénovat diskusi jednoznacnosti prirazeni klasické funkci regularni
zobecnénou funkei, tj. bude nds zajimat, jestli je mozné ke kazdé reguldrni zobecnéné funkei f najit
klasickou funkci f. Obracené to jde, jak je vidno z definice regularni zobecnéné funkce. Vyslovime
obecnou vétu, kterou nedokdzeme v plné obecnosti. Dokdzeme jeji dusledek (ten je ale v podstaté
totozny s tvrzenim véty) a se zesilenymi predpoklady. Zdjemci o dikaz véty v plném znéni jej
naleznou ve [ét’oviéek]. Nez ale vétu vyslovime a dokézeme, pripravime si dvé lemmata a jeden
vysledek z funkciondlni analyzy, které pak pro jeji dukaz vyuzijeme:

Lemma 2.1.6 (spojitost skaldrnfho souc¢inu). Bud H Hilbertiv prostor a necht {z,}n,en C H
takovd, ze x, — © € H. Pak (x,,y) — (x,y) pro n — 400 pro vSechna y € H.

Diikaz. Nejprve prepiSeme vyraz (z,,y) = (¥, — ¢ + z,y) = (¥, — z,y) + {(x,y). VyuZijeme
konvergence posloupnosti, tzn. z, — = € H < ||z, —z| — 0 v C. Pak na vyraz (z, — z,y)

aplikujeme Schwarzovu nerovnost, tedy |(z, — z,y)| < ||z, — ]| - ||y||. JelikozZ je ||y|| < +o0, méme

lemma dokdzano, nebot limitnim p¥echodem pro n — +oco ziskdme (x,,y) [ (x,y). O

Lemma 2.1.7. Necht (a,b) = 0 pro véechna b € M, kde M = H. Pak a =0 v H.

Dikaz. Dukaz provedeme pro dva pripady:

1. M = H, pak (a,h) = 0 pro libovolné h € H a tedy i pro h = a. Pak ale (a,a) = 0 a
odtud z positivni definitnosti skaldrntho soucinu plyne, ze a = 0 v H.
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2. M C H, M = H. Tato vlastnost implikuje, Ze pro libovolné h € H existuje {b, }nen C M
takova, ze b, — h € H. Pak Vn € N mame pro libovolné h € H

0= (a,b,) — (a,limb,) = (a, h).

Zde vyuzivame predeslého lemmatu a prvni ¢asti dukazu tohoto lemmatu - s jejich mame
tvrzeni dokazano.

O
Nésledujici vysledek pochézi z funkcionalni analyzy a dokazovat jej nebudeme:
Véta 2.1.8. Bud 2 prostor testovacich funkei s normou z LP. Pak 2 je v LP husty, tedy 2 = LP.
Nyni uz véta, jejiz disledek chceme dokazat:

Véta 2.1.9 (o jednoznacénosti). Budte f,g € L. (R") a f,§ € 2.

boe (R"). Pak f = g & f(z) =
g(x) skoro vSude na R™.

eg

Véta 2.1.10 (dusledek). Bud'te f € L*(R") a f € 2.
na R".

eg(R"). Pak f =0« f(z) = 0 skoro vSude

Drikaz. Klasicky dokazeme dvé implikace
< Trivialni
= Predpoklidejme tedy f =0 v 2’ < (f,¢) = (0,¢) = 0 pro viechna ¢ € 2. To ale znamena
(dle definice akce) Vo € 9 : 0 = f(@)p(z)de = (f,¢)r2rn) * Nyni uz méme skaldrni
R

sou¢in (z tohoto divodu jsme pozadovali kvadratickou integrabilitu f), takze vyuzijeme
druhého lemmatu a véty 2.1.8. Pak totiz tyhle podminky zaruéuji f = 0 v L?(R"), tedy
f(x) = 0 skoro vSude na R™.

O

Pozndmka. Nasledujici pozndmky muzeme chapat jako disledky a drobné pozorovani, ktera z této
veéty plynou:

1. Tato v&ta nam dava odpovéd na otdzku, jakd je souvislost mezi zobecnénymi funkcemi a kla-
sickymi funkcemi a umoznuje zahrnout klasické funkce do funkci zobecnénych, resp. je takto
elegantné propojit. Toto nas tudiz opravinuje vynechdvat vinku ve znaceni a ma smysl si
napiiklad klast otdzku, zda 2" € 2’. Odpovéd je ano, protoZe =™ je spojitd funkce, tedy
" € L}, atedy 2" € 7',

2. Méme f = § v 2’ definovanou jako (f, @) = (g, ) Ve € 2. Nyni jsme k tomuto navic ukézali,
e Vf,ge Dy Dlati, ze (f,0) = (G,¢) = f=gv 2, aleifakt, 7e f = g v L?. Timto jsme
zobecnili pojem ,, rekonstrukce funkce z testovaci funkce®.

3. Velikost mnoziny 2 je zasadni. Zkuste si vzit za prostor Z napt. mnozinu vsech konstantnich
funkci a provést nasi konstrukci znova.

2.1.3 Priklady

Na cviCenich jsme ukdzali, Ze funkce @_, 4 (2) = exp (1 _ (m)2> » proz €[-a,d], je
a

0, pro ostatni x.
x

testovaci funkci. Podivejme se, jak se chova integral / ©[—a,q)(y)dy. Tato nova funkce od x je
o0

a% do —a nulové a od a konstantni. Zaved'me jistou specidlni funkci:

4Spravné bychom méli psit (f, @), ale je to jedno.
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Definice 2.1.11. Heavisideova funkce O(z) je funkce © : R — {0, 1} definovand nésledovné:

1, prox >0,
0, proz <D0.

o) = {

Definujeme-li jesté operaci konvoluce funkei, mizeme pouzit pro néas integral elegantni zapis.
Definice 2.1.12. Bud'te f, g klasické funkce integrabilni s kvadratem. Pak konvoluci funkci f
a g, kterou oznacujeme f x g, rozumime (f * g)( / fly y)dy = / 9(y) f(xz — y)dy.

R

Pozndmka. O konvoluci a jejim korektnim zavedeni bude re¢ pozdéji.

Pozndamka. Konvoluce funkce a Heavisideovy funkce je vlastné ,, vyhlazenim“ Heavisideovy funkce
danou funkci.

Ve smyslu této definice je pak mozno nas integral psit jako ©(z) * ¢4 4. Pokud bychom
nyni udélali konvoluci funkee ¢p[_, 4] a ,,0brdcené” Heavisideovy funkee, tj. funkce, ktera piirazuje

jednicku vSem z < 0 a provedli soucin téchto dvou integrali, ziskame opét testovaci funkci. Toto
tvrzeni, zformulované nize, bude dokazano na cvicenich, ale je zfejmé.

Véta 2.1.13. Necht f € L}, abud e > 0. Pak f(z) * ¢_. () € C™.

Priklady zobecnénych funkci
1. Jiz jsme dokazali, ze 0, € 2.
2. Ukézali jsme, ze 9., C 9.

reg

3. Zobecnéni Diracovy d-funkce do R™

Definice 2.1.14. Necht S je po éastech hladké nadplocha v R™ a v(z) je funkce spojitd na
S. Definujme

(vog,p) == / v(z)p(x)dS Ve e 2.
s
Funkcional vdg nazyvame jednoduchou vrstvou.

I tento funkciondl je zobecnénou funkci, tj. vds € 2’ (cviteni)

4. Vyvstava otézka, zda je libovolné funkci mozné priradit zobecnénou funkci, tj. funkcional,
ktery by mél podobné chovani? Napriklad bychom chtéli vyresit problém, ktery vyvstane,
kdyZ chceme funkei f(z) = L pfifadit zobecnénou funkci. NardZime na problém, nebot 2 ¢
Li,.(R), a proto % nelze chépat jako zobecnénou funkci. Citime ale, Ze by bylo vhodné,

abychom néjakou takovou zobecnénou funkci méli. Proto provedeme tzv. reqularizaci této

funkce, ktera by nas problém mohla odstanit. Vidime, ze problematickym bodem v defini¢nim

oboru (a tedy i pfi integraci) je 0. Zkusime tedy definovat funkcionél, ktery by , suploval®

funkeci % nasledovné:
1
(P,cp(:c)) := lim @dz
xT e—0t R\(—¢,¢) xT

el@)

R

noty. Na cvicenich bude ukazano, ze timto krokem dojde k odstranéni naseho problému, tj.
P % € 2’ a ze se zachovavaji vlastnosti, které platily pro klasické funkce (napt. w”P% ="t
v 2 pron>1).

Tato limita se bézné oznacuje jako V,, dz a nazyva se integrdl ve smyslu hlavni hod-

Zabyvejme se nyni otazkou, jestli jsou veékeré zobecnéné funkce zobecnénymi regularnimi funk-
cemi, ekvivalentné jestli je mnozina 2'\ 2 reg Deprazdnd. Pokud néjakd takovd zobecnéna funkce
existuje, nazvéme ji singuldrni zobecnénou funkci.
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Véta 2.1.15. Diracova J-funkee je singuldrni zobecnénou funkci, tj. 6 € 2\ 7,

Diikaz. (pro jednoduchost a ilustrativitu tohoto tvrzeni predpokladejme 2’ (R1))
Sporem: Necht 3f € L}, takova, Ze (f, <p) = (4, ¢) pro vSechna ¢ € Z. Zaroven z definice Diracovy

funkce mame (0) = (4, ) = / f(z)¢(z)dx pro viechna ¢ € 2. Bud nyni n(z) = 22 € C*. Pak
R

zjevné Ny € 2 pro vSechna ¢ € 2. Zaroven vime, ze (ny)(0) = 0 = /f(ac)n(ac)go(x)dx pro
R

vechna ¢ € 2. Odtud ale plyne, Ze (fn)(x) = 0 skoro v8ude a tudiz f = 0 skoro vSude. Tohle je
ale spor, nebot v tuto chvili by Diracova funkce byla vzdy nulova. O

2.2 Zavedeni zakladnich operaci v 2’

Cilem této ¢asti bude zavést operace na prosotru 2’ tak, aby co nejvice odpovidaly operacim
na prostoru klasickych funkei. Napiiklad nas bude zajimat, jestli je mozné zaménit derivaci v &
av 2.

2.2.1 Derivace v &'

Budeme chtit, aby bylo jedno jestli funkei f nejdiive zderivuji (jako klasickou funkci) a pak z ni

vytvorlm zobecnénou funkci f ', nebo jestli nejprve vytvorime z klasické funkce f funkei zobecnénou
N/

f a tu zderivujeme v 2, tj. chceme, aby platilo, Ze f’ = (f)
Zdélo by se prirozené pro f € 2’ zavést tuto derivaci f' € 9’ takto:

(f',¢) == (f,¢') pro viechny ¢ € 2.

Tato definice je intutitvn{ (nikoliv v8ak na prvn{ pohled), ale bohuzel $patnd. Abychom tedy nalezli
ekvivalent derivace, je tfeba se drzet striktné nasich pozadavkt. Proto pozadujeme, aby platilo

et (0 0) = (Fre) = [ F@etns ™ 2 fajola) X - [ fapleyas -

- ( 1, ga’) . Tedy timto mizeme definovat derivaci v 2’, kterd je kompatibilni s derivaci v klasickém
smyslu.

Definice 2.2.1. Bud' f € 2'(R). Pak derivaci f' v 2'(R) definujeme piedpisem
(f',0) := —(f,¢") pro libovolné p € 2.
Nyni ovérime, ze takto definovana derivace zobecnéné funkci f prifadi opét zobecnénou funkci
f'. Abychom tohle dokézali, je tfeba ukdzat, Ze jsou splnény tii podminky:

Funkciondl: Ze se jednd o funkciondl je zfejmé, nebot derivace je definovand jako — (f,¢’) a vzhledem
k faktu, ze ¢’ € 2. Odtud jiz potom plyne, Ze | — (f,¢')| < 400, ¢imZ je dokdzdna dobra
definice funkcionalu.

Linearita: Bud'te ¢,% € 2(R) a a € C. Pak
(f/a<P+04¢) = - (fa(‘ﬂ+a¢)/) = _(fvgol) _a(fa¢,) = (f/7¢)+a(fl7w)

Pii dokazovéni jsme vyuzili nejprve definici derivace v 2'(R) a nésledné faktu, ze f je zo-
becnéna.
Spojitost: Necht ¢, 2, 0. Pak chceme ukézat, ze (f',on) — (f/,0) =0 v C. Proto
. / BT i AN . A
(' pn) = Tim [ (7)) =, lm_gl) =0

n—-+oo n—-+oo
——
0

Prvni tprava je jen prepsani vyrazu v limité dle definice. Ve druhém kroku bychom chtéli

vyuzit spojitosti zobecnéné funkce f. Proto musime ovérit, ze plati implikace ¢, 250 =
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L 2, 0. Toto ale plati, nebot posloupnost funkce ¢}, maji stejnomérné omezené nosice. Tato
vlastnost plyne z inkluze supp ¢}, C supp ¢,, pro libovolné n. Druhd podminka, tj. podminka
na stejnomérnou konvergenci vsech derivaci, je splnéna trivialné diky konvergenci ¢,, v Z.

Tedy jsme nasli zobrazeni na prostoru 2’(R), které libovolné funkci f € 2'(R) pritad{ f —
€ 2’(R). Tento postup mohu oéividné opakovat a vzdy ziskdm zobecnénou funkei.

Véta 2.2.2. Kazda zobecnénd funkce f méa vsechny derivace.
Diikaz. Vizte poznamku vyse. O

Pozndmka. Derivaci jsme zavedli pouze pro f € 2'(R). Pokud bychom chtéli provést rozsient,
staci si uvédomit, ze za kazdy dalsi fad derivace pribude pouze dalsi znaménko ,, —“. Proto muzeme
definovat derivaci pro libovolnou f € 2'(R™) nésledovné:

(D*f, ) == (=1l (f, D*p)

Priklad Najdéte |z|" v 2'(R). Zjevné hleddme zobecnénou funkei f takovou, zZe (|z|’,¢) =
(f,¢) pro vSechny ¢ € 2. Nejprve se presvédéime, Zze notace |z|" ddvd dobry smysl. Zcela jisté
ano, protoze |z| € 2, coz plyne z faktu, ze |z| je jako klasickd funkce lokdlné integrabilni na R.
Nyn{ jiz hledejme funkci f:°

(mlv@(-ﬁ)) = - (m7¢/(x)) = _/R|l"(,0/($)dx = —/0 |1;‘ (p/(x)dx_/0+oo\l;|-/g0/($)dx per partes

Rainel Y
— el - | 0001 o) = fop@ > + | e = [ sen@pla)de = (s o). pla)).
=0 =0

—~ —~
Timto jsme dokdzali, ze |z| = sgn (z) v Z2'(R).
2.2.2 Regularni linearni transformace

Definice 2.2.3. Bud f € 2/, ddle A € R™" reguldrni matice a b € R™ vektor. Pak definujeme
regularni linearni transformaci g‘{;’b zobecnéné funkce f vztahem:

(ko) = (F£.050)-

Pficemz ¢% , () := mgo (A=Y (z — b)) pro viechny ¢ € 2.
Pozndmka. Tato definice je korektni, nebot 47, (z) € Z < ¢ € 2. Tato transformace funkce ¢
neovlivni jeji hladkost a support se jen regularné transformuje, tj. posune se anebo se preskaluje.

Pozndmka. Obvykle se tato transformace zapisuje ale ponékud odlisné:

(b +).0(a) 1= T (@) (87 = 1)

Tato notace je rozumnad, jen je tieba si uvédomit, Ze zobecnénd funkce f € 2’ nemd argument
x, ale jistou funkci! V néasledujicim odstavci pochopime, proc se tato notace pouziva a ze je vlastné

5V tomto piikladu budeme pro vétsi prehlednost pouzivat oznageni vinkou pro zobecnénou funkci vytvorenou
z lokélné integrabilni funkce.
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velmi pfirozena. Nasim cilem je totiz ziskat zobecnénou funkei takovou, aby f(Az +b) = f(Az+b).
7 této podminky pak totiz dostaneme:

transformace

(Flaz +0), (@) = (f(ha + 1) o)) = [ flaatbppopda =1 YRATFD =

R~ L
7| = [det A

- \deltA\ /]R TW)e (A7 (y b)) dy = |deltA| (fl@), e (A7 @ - 1))).

Opét oveérime, zZe regularni transformace je operace, kterd zobecnénou funkci zobrazuje na zo-
becnénou funkci.

Véta 2.2.4. Bud f € 2. Pak f(Az +b) € 7.
Diikaz. Opét staci ovérit tii podminky.
Funkciondl: ziejmé;
Linearita: opét zfejmé, plyne z linearity f;
Spojitost: Chceme ukézat, Ze ¢, 250 = (f(Az +b), p,(x)) — 0. Tedy

lim (f(Az +b), () = !

n—+oo nglfoo | det A

(f(2),0n (AN = 1))) =

_ 1 : -1 _
_m f(x)7nll>r_‘r_100<pn(A (:L‘—b)) =0.

=0
V prvni rovnosti jsme jen pouzili definici, ve druhé jsme vyuzili spojitosti zobecnéné funkce
f a faktu, ze pokud ¢, 2, 0, tak i ¢, Z, 0.,kde ¥, = ©n, (A‘l(x — b)) V dalsi se pak jen
vyuzije stejnomérné konvergence funkci ¢, k nule. Odtud jiz plyne bodova konvergence k
nule a posledni rovnost je disledkem linearity f. O

Timto jsme ziskali zajimavy nastroj, pomoci kterého muzeme zkoumat napf. posunuti zo-
becnénych funkei (to se déje volbou jednotkové matice A). Rovnéz sudost a lichost zobecnénych
funkei 1ze takto vySetrovat. Toto si ukazeme na nasledujicim prikladu, kde urc¢ime, jestli je Diracova
funkce sudé.

Piiklad Je Diracova funkce sudd, tj. plati, ze §(—z) = 6(z) v 2'?

Vyjdeme z rovnosti v 2’, tj. ovéfujeme, zda plati, Ze (6(z), ¢(x)) = (§(—x), p(z)). Upravujeme
nejprve levou stranu vyrazu:

A=I,b=0
(0(z), o(x)) " = (6,9) = ¢(0)
Nyni upravime pravou stranu a vyuZzijeme toho, Ze tentokrat je A= —I a b = 0.
1
(6(=2), p(x)) = 1 (8(2), p(=2)) = (8,4) = ¥(0) = ¢(0).
~——
P(x)

Timto je dokazano, ze Diracova funkce je sudéd funkce.
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2.2.3 Nasobeni hladkou funkci v &’

Opét bychom chtéli vytvorit operaci nasobeni hladkou funkei, kterd by pro a € C® a f € @{,eg

spliiovala ndsledujici: a - f = afj” . Z této podminky dostavame:

@-F.¢) = (aF.¢) = [ o) @i = [ 1@ a@)e@)de = (F.ap).
€9

Z tohoto dtivodu jsme pii zavedeni testovacich funkei diskutovali moznost jejich nasobeni hladkou
funkedi.

Definice 2.2.5. Bud a € C® a g € &'

1oy @ necht f € Z'. Pak definujeme (a- f, @) := (f,ap) pro
vSechna ¢ € 2.

Neni mozné zeslabit predpoklad na a € C*°, kvuli pozadavku, aby ayp € 2. Z tohoto duvodu
neni mozné napriklad vynésobit dvé Diracovy funkce.

Véta 2.2.6. Bud ac€ Z/..,aacC>®anecht fe€ P Paka-fecP.

reg

Diikaz. Dukaz je v podstaté identicky jako u predchozich operaci a ¢tendr si jej muze provést sam
jako domaci cviceni. O

2.3 Vlastnosti operaci v &'

V této sekci se budeme zabyvat vlastnostmi operaci nad prostorem zobecnénych funkci. Ukdzeme
si, ze nad prostorem zobecnénych funkci lze formulovat podobné véty jako v matematické analyze
(napf. véty o zdméné) a ze se tyto véty daji formulovat oprosténé od veskerych sdhodlouhych
predpokladua a rovnéz jejich dukazy jsou vylozené trivialni.

2.3.1 Limita v &'

Nejprve jesté definujeme pojem intuitivni, ale dosud korektné neformulovany:

Definice 2.3.1. Bud {f,}nen C 2’ posloupnost zobecnénych funkei. Rekneme, 7e posloupnost
zobecnénych funkci f, konverguje v 2’ k zobecnéné funkci f € 2, ozn. f,, — f, pravé
tehdy kdyz Vo € 2 plati, Ze (fn, ) = (f, @) jako &iselnd posloupnost.

Kdyz zndme pojem konvergence, mizeme zavést i pojem limity v 2’ (jedna se témér o totéz)

Definice 2.3.2. Bud {f,}nen C 2’ posloupnost zobecnénych funkef a bud f € 2'. Pak fekneme,
7e limita posloupnosti funkci f,, je rovna f, ozn. HI_P fn = f, pravé tehdy, kdyz hr—? (fn,p) =
n—-+oo n——+0oo

(f, ) pro libovolnou ¢ € .

/
Véta 2.3.3 (0 zaméné limity a derivace). Bud {f, }nen C 2'. Pak ( 11)1}_1 fn> = EIE (fn) v
2.

Diikaz. Zvolme libovolnou ¢ € 2. Pak

lim n /, def. d;rivace — lim s 1\ def. 1:imity — lim - sy def. d;rivace
14 © ©

n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo

= lim (f,.) defémity( lim f{uw)

n—-+oo n—-+oo
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Na néasledujicim prikladu si ukdzeme uzite¢nost této véty.

Priklad Vypoctéte limitu liIE cosnz v 9'. Zjevné ma smysl se zabyvat touto otdzkou, nebot
n—-+0oo

1 . Pokud se pokusime tuto limitu poéitat z definice, brzy narazime na integrél, ktery

cosnw € Lj,.

nebudeme schopni spocitat. Proto se nejprve zabyvejme néasledujici limitou v 2 hl—Ts-l — sinnz.
n—-+oo N

1/_\/ ef. limi 1 1 zameéna
( lim — sinnx, <p(x)> Aot I iy <n sin nx, <p(x)> = lim —sinnxp(x)dr = / 0dz =0
R

n—+4oo N n—+4o0o0 n—+o0o Jp N

1
Odtud vidime, ze 11111 —sinnx = 0. Proto nyni vyuzijeme véty, kterou jsme dokazali, a s jeji
n—+4oo n

pomoci mame

n—+oo n n—+o0o \ N n—+00

—~— ! ’
. 1 . Véta . 1 . .
0= lim —sinnx =" lim (—sinnx | = lim cosnz

Timto jsme vypocitali limitu, kterou bychom jinak spocist nedokédzali. Je vhodné si povsimnout,
ze v posledn{ pravé jsme vyuzili nasi definice derivace a faktu, ze sinnz € L}, .

Véta 2.3.4. Budte {fn}nen, {gntnen C 2" a necht jsou f,g € 2’ takové, Ze fr, — f a g, — g.
Pak
1. fatgn—f+gv P
2. a- fn — a- f pro libovolnou a € Z,.,,,
3. fn = 1
4. fo(Az +Db) — f(Az +Db).

a € C™;

Diikaz. Dukaz je ponechan ¢tendri jako cviceni. Princip dikazu je ale vzdy stejny. Jen se dle
definice rozepise leva strana a jeji pisobeni na funkci ¢ a nasledné se upravuje dle definic. O

2.3.2 Identity kalkulu

V této sekci zformulujeme pro zobecnéné funkce jiz znaméa tvrzeni z matematické analyzy.

Véta 2.3.5 (o derivaci slozené funkce). Budte f € 2'(R) a 0 # A, b konstanty. Pak
[f(Az +b)) = A- f'(Az +b)

Diikaz. Upravujme levou stranu vyrazu:

(o0 p) = - (Flaz 40, ) =~ <f<y>, e

)
e=A~1(y-b)

Na pravé strané jsme tentokrat nedostali presné ten vyraz, ktery bychom radi, ale drobnym trikem
si k nému pomtzeme. Potfebujeme totiz vyraz

d _ dy d, _

— (AT y—>b) = — —(A7! y—>b

A= T
—_————

Odtud jiZ nynf ale miZzeme snadno dosadit do ndmi upravovaného vyrazu (x):

A ng 1 deri_vace A 7 —1 _ ’
(*)=—A|(f(y)7dy(f4 <y—b>>) 2 U@ (A7 =) = A (A +) p(a)

O
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Pozndmka. Je snadno nahlédnutlné, jak by se vztah zménil, pokud bychom uvazovali R" a deri-
vovali dle konkrétni proménné.

Véta 2.3.6 (Leibnizovo pravidlo). Budte f € 2'(R), a € /. ,(R) a necht a € C*. Pak

reg
@ f) =d-f+a-f v7m).
Diikaz. Diikaz zaéind neintuitivné (tentokrat neupravujeme levou stranu), ale je trividlni:
@f',e) = (f'ap) = =(f.(ap)) = =(f,d'0 + ap’) = —=(f.d'¢) = (f,a¢’) =
= —(df,0) = (af,¢') = —(d'f,0) + (@f) ) = (@f) — ' f), )

Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Vv

n-tou derivaci.
Véta 2.3.7 (o zdméné parcidlnich derivaci). Bud f € 2/(R"). Pak

0? 0?
8xk6xl f B 61‘183% f

Diikaz.

(83:328561]0(3;)’30(96)) == (889@ (@), 82;6%0(33)) = (f(x), Bxla;xk @(x)> =

= (1) 5 o@)) = (@) et)) = (g ) 12))

Pozndmka. Notaci, kterou pouzivame pro znaceni smiSenych parcidlnich derivaci, myslime

0? 0 (0f(x)

Véta 2.3.8 (o derivaci po ¢astech spojité funkce). Bud M C R, M = {z,} nejvyse spotetna
mnoZina bez hromadného bodu. Bud' dile f € C*(R\M) a necht Vo € M existuji konetné jedno-
stranné limity klasické funkce f. Necht déle je {f'} € L}, ., kde {f'} oznaluje klasickou derivaci
funkce f vsude, kde je mozné ji provést. Pak v 2’ plati

F=1+ > 11,6 —s),

seM

kde symbol [f], := lim_f(z)— lim f(x).

z—st T35~
Diikaz. Uvazujme BUNO mnozinu M = {zo} jednoprvkovou. Z dikazu vyplyne, Ze provést zo-
becnéni pro nejvyse spocetnou neni problém.

+oo

(f/,tp) = 7(];’ 90/) = *Af(I)@/(z)dz = — /jfl f(l‘)gp/(z)dz _ / f(CC)QO'(l‘)dx per Ertes

0

xo “+ o0
= | @™, - / F@eds | - | F@e@re - / F(@)p(z)d | =
—_——— —00 —_——— zo
lim, _,— f(z)e(a) —lim, s f()e(@)

67 ¢isté lenosti nebudeme v ditkaze psit a - f, ale jen struéné af atp.
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= [ e@es tim f@)e@) — lm f@pla) = [ e+ o) [ lim_f(z)~ lim f(x)

1}4)10 I—)(IJO

(13—>(12'0

—

e(zo)lim_ 1 f(z) o(zo)lim__ _ f(x)
0 0

= ({(Pho)+ | dim f@) = tim f@) | G o) = (7} + [, 5 = 20), ).

’E—)’EO CEA)CEO

feg

O
Pozndmka. V posledni tpravé jsme pouzili tvrzeni d,, = §(x — ), které se bude dokazovat na
cvicenich, ale ¢tenar si jej muze dokazat snadno sim, protoze se jedna jen o regularni transformaci.
Zkusme nyni tuto vétu aplikovat a vypocist derivaci Heavisideovy funkce O(x). Je ziejmé, Ze
{©'(x)} = 0. Jedingm problematickym bodem je 0, kde mé funkce jednotkovy skok. Proto [©], = 1
. Pak jiz ©'(x) = 0+1-§(x — 0) = §(z) v Z'. Jiz d¥ive jsme ukdzali, Ze |z|' = sgn . Nyn{ zkusme

vypocitat |z|"”:

ol = (ja'Y" = (sga)” = (sena) = (0+ 26(x — 0)) = 25'(x)

V tomto prikladu jsme vétu pouzili ve druhé a ctvrté rovnosti. V posledni ji pouzit nemuzeme,

nebot nejsou splnény piedpoklady véty.

Véta 2.3.9. Necht f je po édstech spojita funkce na R takovd, Zze f € L'(R) a necht / flr)dz =1
(toto je pouze normaliza¢ni, technickd podminka). Pak pro f,(z) = af(az) plati: .
falz) = 6(x) v 2 pro a — +o0
Pozndmka. Definice f,(z) dava smysl. Bud naptiklad a = n a poloZzme
1 proy e [—1,1]
0 proy¢[-1,1]

tzv. charakteristickd funkce intervalu [—1,1]. Pak vidime, Ze aby y = az = nz € [-1,1], tak
musi z € [-1/n,1/n]. Pak support n-té takové funkce je [-1/mn,1/n] a hodnota této funkce na
supportu je n. V limité n — 400 se nosi¢ méni na jednobodovou mnozinu a hodnota jde skutecné
do nekonec¢na a integral pres tuto funkci je pro libovolné n roven 1.

F0) = 1) =

Diikaz. Chceme ukézat, ze lirf falz) =6(z) v 2.
a—r+00
def. l_imity . - . -
(tim Foto) o)) T2 i (fu(opte)) = tim_ [ af(en)etoldo = ()

Zde bychom chtéli provést ziménu limity a integralu. Nardzime ale na problém, ze nejsme schopni
nalézt majorantu. Proto je tfeba upravovat déle:

transformace
(%) = ar =y = lim /f(y)w
adr = dy amteo Jr

Zde jiz jsme schopni zamétiovat, protoze f € L' dle piedpokladu a ¢ je omezenéd konstantou K
diky hladkosti a omezenému supportu. Pak jiz muzeme psat

/f hmso dy— /f )dy = (6, ¢) .

a+oo

7Zde je tieba si uvédomit, ze nas nezajima jen velikost skoku7 ale i jeho ,orientace‘, tj. je tieba si ohlidat
znaménko.
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Pozndmka. Pokud pro funkei f plati, Ze / f(z)dx = ¢, pak Erf fa(@) = cd(z) v 2.
R a o0
Véta 2.3.10 (II. o derivaci). Bud f € 2'(R). Pak plati

= LD =1

n—-+oo

3=

Diikaz. Opét dokazuje rovnost v 27, tedy

( lim f(x—i—

n—-+oo

S|

3=
S—
|
K.ﬁ
—
B
3,
8
S~—
~_—
Il
=
=
/N
[
—
S
+
|=
S—
|
K.ﬁ
—
B
3
8
S~—
~
Il

n—-+oo

=t [ (o7 (24 2) @) - s @) ptan| TEF i o] (@ (2= 1)) - ) pt)

= lim (f(z)vw(x_’lﬁ)_@(xv

n—-+oo

V tuto chvili bychom chtéli ,, vtdhnout“ limitu do zavorek. Ze spojitosti funkce f vime, ze zachovava

. NNV p(z—L)-e@ 2 1z e .
konvergenci. Proto sta¢i ovéfit, ze ¢, (z) := =———— —. Jako kandiddta na limitni funkci

zvolme intuitivné —¢’(z). Pak musi byt splnéno:

1. supp®, jsou stejné omezené. Toto plyne z faktu, Ze suppy C B(0,R) a diky pfedpisu
% ($, %) rovnéz vime, ze se support ¢ se zméni nejvyse o jedna. Pak tedy suppiy, C
B(0,R + 1) pro vSechna n € N.

2. Nyni musime dokézat stejnomérnou konvergenci derivaci. Zacnéme s o = 0. Pak je tieba

e v R =17 Ve ye . ya 7’ v/ Ve v
ukdzat, ze ¥, = —¢'(x). K tomuto nejlépe vyuZijeme supremové kritérium, které ikd, ze
n—-+oo

R
Y= —¢'(x) & oy 1= supp|tn(r)+¢'(z)] — 0. Supremum odhadneme pomoci Taylorova
rozvoje ¢lenu ¢ (ac — %) do tadu 2. derivace:

<p”(€)l

n

SUpPR = supg — 0.

Zavéreény piechod je mnozné psat, nebof je funkce ¢ hladké a je tedy na svém supportu
omezend. Timto jsme ukézali konvergenci pro &« = 0. Pro a = n pouzijeme zcela stejnou
metodu a odhad jen nkrat zderivujeme. O

Zabyvejme se jeSté na zavér této podkapitoly ndsobenim v 2. Piedpokladejme, ze f,§ € 9’
age @;eg. Pokud bychom tyhle dvé zobecnéné funkce chtéli pronasobit, tak podle nasi predeslé
definice dostavame: (f-g,¢) := (f, gp). Aby ale argument go byl testovaci funkei, musi byt nutné
g € C°°. Odtud vyplyvd, ze nejsme schopni v 2’ pronasobit napr. dvé spojité funkce. Rovnéz
nejde timto zpisobem zavést §2. Existuji sice souc¢asné vyzkumy jdouci timto smérem, ale dalece
presahuji ramec tohoto predmétu.

2.4 Nosi¢ zobecnéné funkce a dalsi poznatky o 2’

2.4.1 Nosi¢ zobecnéné funkce

Definice 2.4.1. Bud f € 2/(R"), G = G° C R™. Rekneme, Ze f je nulova na G , piseme f = 0
na G, pravé kdyz (f,¢) = 0 pro vSechny ¢ € Z(G).

Pozndmka. Lze ukéazat, ze pro kazdou zobecnénou funkci f existuje nejvétsi oteviend mnozina G s
touto vlastnosti. Tuhle mnozinu nazvéme N (f). Dikaz tohoto tvrzen{ najde ¢tendr ve [Stovicek].
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Definice 2.4.2. Mnozinu supp f := R™\N(f) nazveme nosi¢em zobecnéné funkce f.

Pozndmka. Je ztejmé, ze supp f je uzaviend mnozina. Rovnéz je tieba zdlraznit, ze pro zobecnénou
funkci f neplati, Ze supp f C Dom(f), nebot defini¢nim oborem zobecnéné funkce jsou testovaci
funkce a nosic¢em je ¢iselnd mnozina.

Véta 2.4.3. Bud f € 2.
supp f.

g @ bud f po &astech spojitd funkce jedné proménné. Pak supp f =

Diikaz. Dtkaz je prenechan jako domaci cviceni. O

Pozndmka. Pro faktorové funkce (tj. funkce z faktorprostoru) neni pojem nosice klasické funkce
dobre definovany.

ITlustrujme nyni pojem nosi¢ zobecnéné funkce na konkrétnim prikladé. Urceme supp d4,. Pred-
pokladejme, ze mame testovaci funkci, jejiz support neobsahuje bod zg. Pak v tomto bodé je
funkce nulova. Proto (d4,,¢) = ¢(xo) = 0 pro libovolné ¢ splitujici tuto vlastnost. Je zfejmé, ze
zobecnénd funkce je tedy nenulova pouze pro ty testovaci funkce, které ve svém supportu obsahuji
bod x a tedy plati, Ze supp d,, = {xo}-

Véta 2.4.4 (o feSeni rovnice 2™ f =0 v 2'(R)). Bud m € N. Pak rovnice 2™ f =0 v 2'(R) m4a
m—1
reseni tvaru prave f = Z 0™ kde c;j € C
k=0
Drikaz. Dukaz nebude proveden v plné obecnosti. Dokazuje se matematickou indukei, zdjemci jej
naleznou ve [Stovicek]. Zde bude naznaen pouze prvni indukéni krok.

Bud tedy m=1. Dokazujeme tedy, 7e f =0& f=cd v Z'.
< Necht tedy f = cd. Jelikoz vime, ze a(z)é(x) = a(0)d(x) 8, tak aplikaci toho vztahu na nas

predpoklad dostdvéme cx -6 =0-6 v 9.
= Predpokliddejme, ze Vo € 2 plati, ze (xf, ) = (f,xp) = 0. Nyni uvazujme dvé moznosti:

(a) Bud nejprve ¢ € Z takové, ze p(0) = 0. Pak mizeme ¢(z) rozepsat nsledujicim zptsobem:

T 1
o(z) = p(0) + / ()t = p(0) + 2 / o (@r)dr #L wy(a)
0 0
P(xz)eC>®

Pak mdme rovnost ¢ = xz1), tj. pro kazdou ¢ € 2 spliujici ¢(0) = 0 existuje ¢ € 2,
a tedy 2 € 9, coz plyne pravé z posledni podminky ¢(0) = 0.° Proto odtud plyne, Ze
(f.) = (fz¢) =0.

(b) Bud nyni 1, € 2 a necht n(0) = 1 (tuhle podminku lze pro testovaci funkci nenulovou v
bodé 0 vZdy splnit preskdlovanim). Pak funkce ¢ — ¢(0)n splituje podminky z predeslé ¢dsti

a lze psat:
linearita f (

(f,0 = p(0)) " £ 0 fre) —0(0)(f,n)

Odtud jiz ale plyne pozadované tvrzeni, nebot (f,p) = »(0) (f,n), tedy f = cd, kde ¢ =
S~ N~
(8,p) cislo

(fim).

*(a(2)d(2), p(2)) = (8(2), a(z)¢(@)) = a(0)¢(0) = a(0)(5(x)e(x))

9Jinak bychom nedostali omezeny nosié.
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2.4.2 Uzavrenost 2’

Pripomenime definici limity (konvergence) v 2': Bud {f,}nen C 2’ posloupnost zobecnénych
funkei a bud’ f € 2'. Pak fekneme, Ze limita posloupnosti funkei f,, je rovna f, ozn. liIJrrl fn=1,
n—-+0oo

préavé tehdy, kdyz lim (f,,¢) = (f, ) pro libovolnou ¢ € Z.

1—+00

Pozndmka. Nésledujici pozndmky slouzi ke shrnuti a vyjasnéni pojmu uzavienost v 2':

1. Jednd se o tzv. slabou konvergenci, kterd zajistuje ve vysledku platnost uzavienosti 2’. (vice
ve FA)

2. Zkoumame, jestli plati, ze lim f, = lim fn Tedy
n—+4o0o n—-4oo

?

lim fn(@)e(@)de = lim (fn,p) = (nll)ffoo fn790> '

n—-+oo Rn n—-+oo

?( fim fn,go) - /R lim fu(2)p(@)de

n—-+oo n N—400

Aby tahle zdména proveditelnd, musi mit vyraz |f,(z)p(z)| integrabilni majorantu. ¢(x) je
spojitd na kompaktu, tedy je omezitelnd konstantou K a tedy je potieba nalézt g € Li,,
takovu, aby |f,(z)] < g(x) pro vSechna n € N.

3. Uzavienost v '
Predpoklad f € 2’ lze v definici konvergence vynechat. Presné&ji lze formulovat toto tvrzeni
nasledovné:

Véta 2.4.5. Bud {fn}nen C Z2'(G) a necht Vo € 2 existuje lirf (fn, ) € C. Pak
n—-+0oo

(f’ QO) = lim (fnv‘p) Voe o

n—-+oo

definuje zobecnénou funkei f € 2'(G).

Je jasné, Ze se jedna o zobecnénou funkci. Podminky jsou snadno ovéritelné a plynou primo z
definice f.

Na cvicenich se ukéze vyuziti této vlastnosti pro tzv. Sochockého distribuce, coz jsou mozné
regularizace funkce %7 které jsou definovany takto:

1 . 1
<m W)) = Jim, <x T igW)) Vees

Véta 2.4.6 (Sochockého vzorce).

1
x +1i0

1
= P; Fird(z) v 7'.

Dikaz. Bude dokdzéno na cvicenich. O

Pozndmka. x—= = zPL =1
x+i0 T
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2.5 Tensorovy soucin a konvoluce

2.5.1 Zavedeni tensorového soucinu

V predeslé ¢asti jsme narazili na problém nemoznosti nasobit dvé zobecnéné funkce. Tento problém
se nyni pokusime vyftesit zavedenim nového typu nasobeni, které se ale bude tykat nezdvislych
proménnych. Budeme-li mit dvé klasické funkce, kazda bude funkei jiné nezavislé proménné, napr.
f(@),9(y), pak jejich soué¢in f(x) - g(y) budeme nazyvat tensorovy soucin a budeme jej znadit
f(z) ® g(y). Pokud se ndm tento koncept podaii zavést na prostoru 2’, budeme schopni vytvorit
napifklad 6% := §(x) ® §(y). Proto budeme pozadovat, aby

Proto zkoumejme

(1@ 0 90 o@.0)) = (1@t ole) = [ S@awpedaty = | 20T

loc

/n f(@) /m 9(W)e(z,y)dy | dz = (f(w% (@,w(w,y))) :
st ([ 1@t ) ay= (g, (Fa).elwn)).
R"), g € 2.,(R™) a p € Z(R"T™). Na zdkladé této

Pfitom jsme tise predpokladali, Ze f € 7., ( reg
uvahy tedy definujme tensorovy soucin na prostoru zobecnénych funkci.

Definice 2.5.1. Bud f € 2'(R"), g € 2'(R™) a ¢ € 2(R"™™). Pak tensorovym soucinem
zobecnénych funkci f ® g rozumime:

(f(@) @ g(y), p(x, ) = (f(2), (9(y), (2, ¥))) -

Jelikoz se jedna o operaci, kterd je znacné netriviadlni, budeme si pro ucely tohoto pfedmétu
definici tensorového soucinu zjednodusovat, jak jen to bude mozné. '° Bylo by vhodné ovéfit, Ze
nase definice je korektni. Proto je tfeba se zabyvat otdzkou, jestli je (g(y), p(z,y)) € Z(R"™) a jestli
objekt, ktery operaci vznikne, je rovnéz zobecnénou funkci. Dokazat linearitu je veelku trividlni a
zfejmé na prvni pohled. Dokézat spojitost tensorového soucinu je ale znacné slozité a zdjemci o
tento dikaz jej najdou ve [ét’oviéek]. My si zjednodusime praci a dokazeme spojitost tensorového
soucinu pro specialni prostor testovacich funkci, ktery oznatime Zs.,(R™*™). Tento prostor bude
linedrni vektorovy prostor s prvky ¢, ()¢, (y), kde ¢, (z) € 2(R™) a ¢, (y) € Z(R™).

Odted tedy predpokladejme, ze ¢(z,y) = ¢.(x)py(y). Z tohoto pfedpokladu ale plyne, Ze
supp ¢(z,y) je vzdy obdélnik. Ovéfme nyni, ze (g(y), ¢(z,y)) € Z(R™):

(9(y), o(@,9)) = (9(¥), P (2)py (¥)) = ¢ () (9(y), ¥y (y))
N—————’

eC
Timto je toto ovéreno.
Ovéfme jesté, jak se chova %(g(y), o(x,y)):
0 _ (9pul) _ Opul) _ (D
o, (9(y), oz, y)) = ( 2, ) (9(v), eu(y)) = (g(y),say(y) o ) = 9(y), (%k@(x,y)

Toto tvrzeni je pravda pro zcela obecnou funkci ¢ € &, nikoliv jen pro ¢ € PDyep. Zajemci
najdou diikaz ve [Stovicek]. Ovéfenim linearity se zabyvat nebudeme, to si kazdy muze provést

10 Agkaii prominou a nahlédnou do [Stovicek].
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jako doméci cviCeni, ale ovéfime spojitost. Predpoklidejme tedy, ze mame @, (z,y) 2,0 &

ntm
o ()ey (y) 7EL ), Zkoumejme limitu

lim (f(2) @ g(y), enlz,y) = lm | f(@), | 9(v) 95 @) eyy) | | = lim | f(z), @0 () (9w), o5 (W) | =
n——+00 n— oo W_/ n—r—+00 \ ,
eC eC
= tim (g(v), 25 () (f(2), 9% (2)) = lm_(g(y), () lm (f(x), 05 (x)) = (+)

) 2(R™)

P(R™
V tuto chvili potfebujeme védeét, jestli @, (;R> 0 a ¢y, — 0. Tohle ale vyplyva z konvergence

s\ DR . )
on(x)ey(y) ~ — 0. Proto pak miZeme psit

()= [ g(y), lim @y(y) | | f(z), lim @} (x)

n—-+oo n——+oo
—_——— —_——
-0 =0
Pozndmka. Prostor Zse,(R™™) je husty v 2(R"*t™) vzhledem ke konvergenci v 2(R"+™). Toto
nds (de facto) ma opraviiovat k tomu, Ze vSe dokazujeme jen pro prostor separovatelnych testo-
vacich funkci. Ovsem bylo by opét tieba toto (netrividlni) tvrzeni dokazat.

2.5.2 Vlastnosti tensorového souéinu v 2’

V nasledujicim odstavci se budeme snazit ukdzat nékteré dilezité vlastnosti tensorového soucinu
v 2'. Budeme vzdy vyuZivat v maximdln{ mozné mite vsech zjednoduseni, kterd jsme jiZz na nasi
definici uvalili.
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Komutativita
Uvazujme f,g € 2'(R")

(f(z)®g(y), p(z,y)) = (f(x% ( (), pe() wy(y))) = (f(2), px(x) (9(v), 0y (y)) =
—— —_—

eC eC

=(9(y) (f( )s (2 ))‘Py( ))Z(g(y) (f(), palz )soy( ) = (9(y) ® f(x), p(x, ))

Vv

Linearita v obou argumentech
Z komutativity nam stac¢i ovérit linearitu pouze v jednom argumentu. Predpoklddejme, ze
®: 2'(R") x Z'(R™) — Z'(R"*™) a necht f,g € Z'(R"), h € 2'(R™) a a € C. Zajima nés

((f + ag)(@) @ h(y), p(z,y)) = ((f + ag) (), (h(y), p(z,y))) =

)®
= (f(2), (h(y), p(2,y)))+a(g(x), (h(y), p(2,y))) = (f(2) @ hy), p(z,y))+a (9(2) @ h(y), p(z,y)) =
= (f(=) ® h(y) + ag(z) © h(y), ¢ (z,y))

Tahle tiprava je platna Vo € 2(R**™). Timto jsme tedy dokézali linearitu tensorového soucinu v
obou argumentech, tj. bilinearitu.

Asociativita
Bud f € 7'(R"),g € 7'(R™) ah € Z'(R"). Plati, Ze (f(z)®g(y))®h(z) = f(z)®(9(y) ®h(2))
v 9’7 Upravime obé strany vyrazu a provname je:

LS = ((f(z)@g(y))©h(2), p(x,y, 2)) = (f(x)@9(y), (h(2), p(2,y,2))) = (f(2), (9(y)(h(2), p(2,y,2))))
PS = (f(z)2(9(y)@h(2), p(z,y, 2)) = (f(2), (9(y)Dh(2), ¢(2,y,2))) = (f(2), (9(y) (h(2), p(x, y, 2))))

Vidime, Ze levd i pravd strana se rovnaji Vo € Z(R"T™17), tedy jsme dokézali, Ze tensorovy
soucin je jako operace asociativni.

Spojitost v obou argumentech
Bud {fi}ren C Z'(R™), f € 2'(R™) a necht fr, — f v 2'. Bud navic g € 2'(R™). Plati pak,
ze fr(2) @ g(y) = f(x) @ g(y) v 2'? Resp. lim_(fi(z) @ 9(y)) = (f(2) @ g(v)) v 27

((kggloofk(w)®g<y>>,@<x,y>)— lim_(fi(x) @ gl p(,)) =

k—+o00 k—+o00

= (f(2), (9(y), (2, 9))) = (f(x) @ 9(y), (=, y))-

Diky komutativité nam staci ukazat spojitost v jednom z argumenti.

~ lim (fk<x>,<g<y>,so<x,y>>>=( lim fk<x>,<g<y>,¢(x,y>>) _

Zaména derivace a tensorového soucinu

Plati Dg(f(z) ® g(y)) = (Dg f(x)) @ g(y) v 2'?
(DS (f(z) @ 9(y)), e(z,y)) = (~1)1*(f(z) ® g(y), DL p(z,y)) =

= (=DIl(f(2), (9(y), DIo(x,y))) = (=1)1*I(f(2), (D2 (9(y), p(x,1)))) =
= (D3 f(2), (9(y), p(z,9))) = (D f(z) @ 9(y), p(z, ).

Pii dokazovéni jsme ve druhém Ffaddku pouzili vztah pro k-tou derivaci vyrazu (¢(y), o(z,y)) od-
vozeny difve.
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Nasobeni hladkou funkci
Bud f € 2'(R"), g € 2'(R™) a necht a € C*. Plati pak, ze a(z)(f(z) ® g(y)) = (a(z)f(z)) ®
9(y)?

(a(2)(f(z) @ g(y), p(z,9)) = (f(x) @ g(y), a(x)p(z,y)) = (f(2), (9(y), a(x)p(z,y))) =
= (f(@),a(z)(9(y), p(x,v))) = (a(z) f(x), (9(¥), p(z,¥))) = ((a(z) f(z)) ® 9(y), p(,y))-

Posun argumentu
Bud f € 2'(R"), g € 2'(R™) a nechf b € R"™. Pak plati, Ze (f ®g)(x+b,y) = f(x +b)@g(y)?

(feg)(z+by)ey) = ((f®9)(2y), ez —by) = (f(2),(9W) ez —by))) =

= (f(2),(9,9)(z = b,y)) = (f(z +b),(9(v), p(z,9))) = (f(z +b) @ g(y), p(z,y))

Definice 2.5.2. Rekmene, Ze f(z,y) € 2'(R"™) nezévisi na y, pravé kdyz existuje h € 2/ (R™)
takova, ze f(x,y) = h(z) ® 1.

2.5.3 Zavedeni konvoluce

V téhle kapitolce se podivame na pojem konvoluce, ktery jiz byl jednou v téchto skriptech , de-
finovan*. Zac¢neme s konvoluci klasickych funkci a postupné prejdeme ke konvoluci funkci zo-
becnénych. Nas pristup bude zcela odlisny od pristupt, které se objevuji ve [ét’ ovicek] nebo [Burdik,
Navrétil]. U klasickych funkef se omezime na piipad testovacich funkei, ale bude vidét, kde je tento
predpoklad zbytecny.

Definice 2.5.3. Bud'te ¢,9 € Z(R™). Pak konvoluci funkei (¢ * ¢)(x) rozumime

(e 0)(@)i= [ ow)ile - y)dy.
Zamysleme se nyni nad (intuitivnim) vyznamem konvoluce. MiZeme na ni nahliZet t¥eba jako

na vazeny prumér funkce 1) pres veskeré mozné posuny véazeny funkci ¢. Pro vSechny priznivce

pravdépodobnosti je mozné interpretovat konvoluci jako rozdéleni pravdépodobnosti souctu dvou

nezavislych jevi.

Pozndmka. Konvoluce je dobfe definovanou operaci nad prostorem L' x L!. Proto je piredpoklad

v, € P zbytetny.

Diikaz. Musime ukazat, Zze pro f,g € L' plati < 400.

[ (o)

Lo [ avtate -] < [ as [ avlslste ) "2

= [y [ asllloe—nl= [ ayif) [ delate - <+

=[fll1<+o0 =llglli<+oo
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Vlastnosti konvoluce v ¥

V nasledujici sekci ukdzeme, jaké vlastnosti ma konvoluce dvou testovacich funkei.

Komutativita
Ze substituce okamzité plyne vztah ¢ *x ) = 1) * .

Asociativita
Chceme ukézat, ze (p * ) *n = @ x (¢ * n) Nejprve si upravim obé strany vyrazi pomoci
komutativity:
LS = (pxt)sxn=(bxp)sn=mnx*(*p)
PS =@ (@xn) = (*n)*ep
Pak jiz upravujeme dle definice

Fubini

n* (P * @) = / n(y) (P * p)(z —y)dy = /n dy/n dztp(z —y — 2)p(2)n(y)

n

= / dzso(Z)/ dyp(z —y — 2)n(y) = (Y xn) * ¢
R'ﬂ. n

=(¢*n)(z—2)

Chovdni x vici posunu v argumentu
Chceme ukézat, ze (@ *x ¥)(z —a) = p(x — a) * ¥ = @ * (x — a). Druhd rovnost je ziejm4 z
komutativity konvoluce, prvni si rozepiseme:

(o %) —a) = / (@ — a) — y)d(y)dy

n

(@ — a) wap(z) = / palz — y)b(y)dy = / o(( — a) — )b (y)dy
0z1: ¢q(x) ! "

Chovdni * vici derivaci

Chtéli bychom ukdzat nésledujici: D*(p ) (x) = (D%p(x)) x () = p(z) x (D*Y(x)). Pokud
bychom to dokézali, zjistime, Ze konvoluce ma4 ,, vyhlazovaci“!! schopnost, nebot bereme-li funkci
@ € C™ testovaci a funkci ¢ libovolnou integrovatelnou, dostaneme konvoluci téchto dvou funkei
funkci, ktera je hladka. Dikaz nebudeme provadét pres libovolnou dimenzi n, ale spokojime se s
n=1.

1 Predpoklady véty o zdméné:
((p * ’l/))l(l’) = (/ dygﬁ(l’ — y)’l/)(y)) = existujeaintegrabilni majoranta nezavisld na x =
E | ame(z —y)v(y)| < Klv(y)|

U(y) = ¢'(z) x P(x) = (¢ * ¥)(2).

z=xr—Yy

= [ oot

Pozndmka. Stoji za povsimnuti, Ze komutativitu a asociativitu jsme ovéfili i pro L' prostory.
Ctenéri je nechano na rozmysleni, jestli je toto mozné provést i u zbyvajicich vlastnosti a pro¢
tomu tak je.

Vénujme se jesté chvili ,, vyhlazovaci“ schopnosti konvoluce. Nésledujici tvrzeni ndm ukéze, jak
velké predpoklady navic klademe, kdyz pouzivame testovaci funkce.

11'Hanko, promir!
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Véta 2.5.4. Bud f € C'(R) takovd, Ze supp f C Br(0). Bud dale g € L*(R). Pak f x g € C(R).

Diikaz. Dukaz je stejny jako v predeslém pripadé - stac¢i nalézt integrabilni majorantu vyrazu

% (z — y)g(y) nezévislou na x.

5l (@ = )90 < Klaw)] € L'R),

O

Nésledujici véta bude dileZitd, nebot ukaze, Ze konvoluce dvou testovacich funkci je opét
testovaci funkce, formalneé:

Véta 2.5.5. Budte p,9 € 2. Pak p* 1 € 2.

Diikaz. Abychom ukézali, Ze se jedna o testovaci funkci, musime ovérit hladkost a stejnomérnou
omezenost nosicu.

Hladkost: Tato vlastnost je ziejmé a plyne pifmo z aplikace predeslé véty, konkrétné volbou ¢*) = f a
1) = g pro vSechna k € N. Tedy vime, ze Vi, v € 2 plati, ze pxp € C*.

Nosié: Piipometime nejprve definici konvoluce (p*)(z) = / o(x —y)(y)dy. Nyni budeme hledat

R

veskerd x takovd, Ze (p x¥)(z) = 0 = / p(z — y)(y)dy. Toto ale nastane tehdy, kdyz

oz — y)v(y) = 0 pro vSechna y. Z pfec]%pokladu © € P vyplyvé, ze IBRr(0) D supp p.
Pokud nyni uvazujme z pevné a ¢(xz — y) budeme povazovat pouze za funkci od y, méme
supp ¢(x —y) C Br(x). Jelikoz i ¥ € 9, tak vime, Ze existuje Bg/(0) D supp . Pak ale odtud
plyne, ze pokud Br(x) N Bg/(0) = 0, pak p(z — y)u(y) = 0 pro viechna y. Timto je ukdzano,
%e mame omezeny nosi¢, nebot prvni podminku lze vzdy splnit vhodnou volbou .

Proto je tedy funkce ¢ * ¢ testovaci funkci. O
Zde se ¢casem objevi krasny a nazorny obrazek. Snad...

Véta 2.5.6 (Souvislost konvoluce a skaldrniho sou¢inu v 2 pro redlné funkce). Oznacme ¢~ (x) :=
p(—z). Pak pro redlné funkce o, 9, € Z plati:

L o) = [ pla)ule)de = (ox v7)(0),

Diikaz. 1. Ziejmé z definice.

2. .
() = ((pxr) % 97) (0) ™ (o (1 y7)) (0) =

= (px (17 *9)7) (0) = (p, 7" *¥)
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2.5.4 Konvoluce testovacich a zobecnénych funkci

Nésledujici odstavec bude dulezitym mezikrokem pri budovani konvoluce zobecnénych funkci. Zde
totiz zavedeme konvoluci zobecnéné a testovaci funkce, pomoci které pak definujeme konvoluci zo-
becnénych funkci. Principialné se jednd o totéz, jako byla definice tensorového soucinu na prostoru
zobecnénych funkei.

Definice 2.5.7. Bud f € 2, € 9. Pak konvoluci zobecnéné funkce f a testovaci funkce
¢ rozumime (f * )(x) := (f(y), p(z —y)) pro vSechna = € R™. Vysledkem je klasickd funkce.

Pozndmka. 1. Nage definice je rozumné, nebot pro f € @,{eg dostavame totéz, co predtim:

(fo)(@) = (fy),elx—y)) = . FW)e(z —y)dy = (f x o) (z)

2. Ve smyslu predeslé véty mizeme pro f € 2" a ¢ € P psét (f,¢) = (f *¢7)(0)
Nasledujici véty jsou spiSe technického razu a jejich dikazy se na prvni pohled zdaji pracné,
ale neni na nich nic slozitého.

Véta 2.5.8. Bud f € Z',p € 2. Pak f* ¢ € C®. Méa-li navic zobecnénd funkce f kompaktni
nosic¢, pak f x ¢ ma kompaktni nosic¢, a tudiz f xp € 2.
Diikaz. Pro dokézani prvniho tvrzeni vyuzijeme dvojice lemmat:

Lemma 2.5.9. f *x ¢ je spojita funkce.

Diikaz. Dtikaz provedeme pomoci Heineovy véty. Berme posloupnost x,, — = a oznatme ¢ (y) :=
o(xn — 1), ¢"(y) = p(z —y). Je vidét, ze ©7 (y) — ¢®(y) bodové. Nejprve ukdzeme, ze ©F &, tj.
ze méa stejnomérné omezené nosice a ze veskeré derivace stejnomérné konverguji:

i) nosice Vime, e supp ¢ C Br(0). Pak ale supp ¢ C Bgr(x). Z konvergence z,, — x plyne, Ze existuje
no € N takové, ze Vn € N,n > ng plati, Ze |z, — x| < 1. TudiZ supp ¢* C Br41(z). Stejnd
omezenost nosi¢u uz nyni plyne z faktu, Ze jsme nekoneéné mnoho nosi¢t omezili kouli Br41 ()
a ze zbylych ng, kterych je konceny pocet, mtzeme vzit nejvétsi kouli.

it) derivace Ukazme nejprve piipad n = 0, tj. chceme %% ©”. Vyuzijme supremové kritérium:

Taylor
sup, e o5 () — " ()| = supyeg lp(zn —y) — @@ —y)| < supyep|(@n — 2)¢' (§)] < K|z, —2| = 0,

pricemz £ € (x, — y,x — y). Stejny odhad lze provést pro libovolnou derivaci.

; . . < v 2 s oaay o . i
Timto jsme ukazali, ze ¢7 — . Nyni jiz mizeme ukdzat snadno spojitost:

lim (fro)(an) = lim | F(y)o(en — 1) :(f(y% lim soi(y))=<f<y>,w<y>>=<fw><x>.

n—-+4oo n—-+oo n—-+oo

©5(y)
Tedy konvoluce je spojita. O

Lemma 2.5.10. Jestlize f € 9", p € 2, pak (fxp) = xpo=f*¢.
Diikaz. Z prvniho lemmatu plyne, ze f* ¢ € Llloc. Tedy se jedna o generator regularni zobecnéné

funkce. Proto mizeme psét f * ¢ € 2. Pak ale dle véty 2.3.10 plati:

o) wt+s) =)y _ o (@)sely+s—2) = (f@)ely - 2))

n—-+00 1
n

(fx)'(y) = lim

n—-+o00

S
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Nynf vyuzijeme vétu o regularni transformaci, tentokrat ji pouzijeme obracend. Vidime, ze A= =
—-I=Aab=y+ % Pak mtizeme pokracovat v tipraveé:

= lim
n—-+oo

= lim
n—-+oo

(f(—z+y+2),0@) - (f(—z+y),o(x))

m

o 1\ -y
(f( +y+ ) — £ *”,ﬂ@):

1
n

n—-+oo =
n

_gc 1) _ f(—z
:( A +y+n1) I +y),<p(x)> = (f'(y —2), () = (f'(2),0(y —2) = (f'*0)(y)

Druhé rovnost se snadno ovéri dpravami z definice f7. O

Z téchto lemmat tedy plyne, ze f x ¢ € C*.
Lemma 2.5.11. Bud f € 2’ takové, Ze supp f je kompakt. Pak supp (f * ) je omezen4d mnoZina.

Diikaz. Vime, ze (f * p)(x) = (f(y),o(x —y)). Jelikoz je ¢ € Z, ma p(z — y) nosi¢ omezeny
néjakou kouli Bg(z). Volbou « tak, Ze supp f N Br(x) = 0 dostdvame, fakt, ze supp (f * ) je
omezeny. ]

Ze vsech tif lemmat jiz nyni primo plyne, ze f x ¢ € 2. O
Véta 2.5.12. Bud f € P, p,p € 2. Pak (f* )« = f* (p*1).

Diikaz. V dtikaze se (opét) omezime pouze na R. Nejprve si vSimneme, Ze na pravé strané je
vyraz (¢ *xY)(x) = / o(x —y)(y)dy. Ale v levé strané vyrazu se integral viibec nevyskytuje. Je

R
dilezité si uvédomit, ze tento integral existuje a je koneény. Abychom tento integral néjak dostali
na druhou stranu, vyuzijeme riemannovské integralni soucty:

=1 8 el (2)

O nich vime, ze bodové konverguji piimo k (p * ¢)(x). Zaroven jsme si mohli dovolit volit ekvi-
distantni rozdélen{ téchto bodil, nebot vime, Ze integral existuje a z vlastnosti testovacich funkef ¢
a 1 zase muZzeme tvrdit, Ze se jednd pouze o koncené sumy (nebot testovaci funkce jsou nenulové
na omezené mnoziné a proto hodnoty m, pro které je funkce nulové, lze ze sumy vyjmout). Nyn{
ukdzeme, resp. zduvodnime, ze r, konverguje v Z. To ukazeme tak, Zze nalezneme stejnomérné
omezené nosice r, a vyuzijeme véty o spojité funkci na kompaktnim intervalu.

Fakt, Ze nosice r, jsou stejné omezené plyne z faktu, ze ¢ a 1) maji stejné omezené nosice a
z faktu, ze fada je konecna. Pak totiz od jistého ng vyse plati, ze supp ¢ (x — %) C Bgryi(x) a
tudiz supp ¢ (x — %) P (%) C Bpryi1(x).

Stejnomérné konvergence je snadno dokdzatelnd. Vidime, Ze r,(z) bodové konverguje. Pfitom
funkee 7, (x) je spojitd na kompaktu, tedy je stejnomérné spojitd a tedy stejnomérné konverguje,
dokonce na celém R diky nulovosti funkci mimo support. Ostatni derivace se ukazou zcela stejné,
jen nevyuzivame stejnomérné spojitosti funkci ¢ a v, ale jejich derivaci.

Nyni uz muzeme pristoupit k tpravé vyrazu:

(7 (0@ = 100 (o 0o =) "2 (), il =) =

= Mm (f(y),ra(z—y)) = lim (f(y), % miz(iooow (m oy %) " (7:)) fada je konotnd
1 X ms m
=0 ; (Fwre(e-v=")v (7)) :/R(f(y)vﬁp(x*yfz)w(z))dz:
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- / (FW)o(@ -y — ) b(2)dz = ((f * 0) * )(2).
(f*@)(z—2z)

Nasledujici poznamka je piimym dusledkem pravé vyréené véty.
Pozndmka. Bud'te f € D', o, € 2. Pak (f x p,9) = (f, 0~ * ).

Diikaz. 5
( fre )= ((fx@)x97) (0) "2 (fx (px97)) (0) =
—~—

klas. funkce

=(fx(e™ *x¢)7)(0) = (f,¢~ *1)

Je vhodné poznamenat, ze pii prvni ipravé se vyuzila definice konvoluce zobecnéné a testovaci
funkce. O

Véta 2.5.13. Necht f € 2’ takovd, Ze supp f je kompakt. Pak pro libovolnou posloupnost
{&n}nen v 2 takovou, Ze v, Z, p € 2, plati, ze [ * ¢, 2, f*o.

Diikaz. Aby viibec mélo smysl se tvrzenim véty zabyvat, je tfeba ukazat, ze f x p,, f *x ¢ € 2.
Tento fakt ale plyne primo z véty 2.5.8. Proto mé smysl ovérovat stejnou omezenost nosic¢a f * ¢,
a stejnomérnou konvergenci derivaci téchto funkei. Stejnomérnd omezenost supp f * @, ale vyplyva
primo ze stejné omezenosti supp ¢, a z lemmatu 2.5.11.

Pro ovéreni druhé podminky konvergence v & musime ukazat, ze f x gpn—;R—; f * ¢ a stejné
tak pro libovolné dalsi derivace ¢,. My toto dokazeme pomoci drobného triku. Uvazujme funkci
F(z,s=21):=(f*pn)(x) a F(z,0) := (f * ¢)(x). Pokud dokaZeme, Ze je tato funkce spojitd na
kompaktu a odtud jiz bude plynou jeji stejnomérna spojitost, pomoci které dokazeme stejnomérnou
konvergenci f*,. Je vidét, ze funkce F' je spojita dle definice vsude, jen v bodé s = 0 je problém.
Abychom ukézali spojitost i v bodé s = 0, vyuzijeme nasledujiciho lemmatu:

Lemma 2.5.14. Bud {¢x, }nen C Z posloupnost takovd, ze ¢, Z, v € 2 abud déle {z, }nen
¢iselna posloupnost v R takova, ze x, — = € R. Pak

Ok, (Tn —Y) 2, o(x — y) jakozto funkce proménné y.

Dikaz. Pro dokazani stejnomérné konvergence derivaci zkoumejme rozdil k,-tého ¢lenu a limitni
funkce. Pro nultou derivaci dostaneme:

|9k, (T —y) — p(z = Y)| <k, (Tn —y) — P(Tn —Y)| + [p(zn —y) —p(z —y)| <e+e=2¢

Prvni ¢len jsme odhadli diky konvergenci ¢g, v 2. Konkrétné jsme vyuzili stejnomérnou kon-
vergenci nulté derivace. Druhy clen je odhadnutelny diky stejnomérné spojitosti testovaci funkce
. Tato vlastnost vyplyva z hladkosti ¢ a z faktu, zZe jeji support je kompaktni mnozina. Tento
postup je mozné analogicky provést pro vSechny ostatni derivace.

Je rovnéz ziejmné, ze nosice funkei jsou stejné omezené diky konvergenci ¢, v 2. O

Kdyz mame k dispozici toto lemma, neni tézké oveérit spojitost funkce F' v bodé (z,s = 0).
VyuZijeme k tomu opét Heineovy véty. Berme x,, — = a k,, — 400 '2 libovolné posloupnosti. Pak

F (a: ,j) — (F 5 o) (@) = (F0)s 00, (20— 0)) = (F(0), 0l — 9)) = (f % 9)() = F(z,0)

Pfi¢emz jsme vyuzili toho, ze funkce f(y) € 2, a tedy je spojitd, a o posloupnosti ¢, (2, — y)
vime, ze konverguje v Z dle lemmatu. Proto jsme mohli limitu takto vypocist. Tedy o F' vime,

12Protoze pak % — 0 a to chceme.
n
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Ze je spojitd, je spojitd na kompaktu, tudiZ je na ném stejnomérné spojitd a tedy i specidlné pro
R R
(F(z,s = )= F(,0), coZ ale dle nasi definice F neifka nic jiného, nez (f * ,,) () =3(f * ) (z).

n
To jsme ale chtéli dokdzat. V dukazu jsme nikde nevyuzivali faktu, ze pracujeme s 0. derivaci

funkce ¢,. Proto mizeme cely postup opakovat pro libovolné derivace testovacich funkci ¢,,. O

Véta 2.5.15 (piiblizné identity). Bud ¢ € 2 a nechf p(z) > 0 Vo € R a navic / o(z)dzr = 1.
R

Ozna¢me ¢, (z) = np(nz), tzv. pribliznou identitu. Pak pro libovolnou ¢ € 2 plati, ze @, * 1 2,

.

Diikaz. Je tfeba opét ovérit podminky konvergence v 2. Vime, ze konvoluci testovacich funkei
vznika testovaci funkce. Proto sta¢i ukdzat, Ze posloupnost ¢, () m4 stejné omezené nosice. Necht
suppyp C [—R, R]. Pak pro vSechna n € N zfejmé plati, Ze supp ¢, (x) C [—%, g] C [-R,R].
Timto mame zajisténu stejnou omezenost nosicti. V ditkkazu stejnomérné konvergence derivaci si
podstatnou ¢ast prace ulehéime konstatovanim, ze (gon*q/))(k) = @, x¥), Proto opét stadi uvazovat
pouze nultou derivaci, nebot vyssi derivace by se ukdzaly zcela stejnym zptisobem. Zkoumame tedy
rozdil:

R R

o)) = vl = | [ enve -y - [ ealw)dyuie) <
T n T n ~-
S/_z on(y) (@ —y) — ¥(x)| dy=0

Fakt, ze vyraz v poslednim integrandu je mensi nez e plyne ze stejnomérné spojitosti testovaci
funkce 1. Odtud jiz pak také plyne stejnomérnd konvergence celého vyrazu k nule, nebot integrél
z funkee ¢, (z) je dle predpokladu roven jedné a tedy formélné jsme pro libovolné e nalezli takové
ngp, Ze pro vsechna z,y € R plati, ze |(p, *x¥)(z) — ¢¥(x)| < e. O

Tento vysledek by pro nas nemél byt zas az tak prekvapivy, nebot jsme jiz difve ukazali, Ze
on —0v D

Véta 2.5.16 (o aproximovatelnosti zobecnénych funkei). Kazdd zobecnénd funkce f je limitou
jisté posloupnosti funkei {@, }nen € C® ' ve smyslu konvergence v 2. M4-li navic zobecnéna
funkce f kompaktni nosi¢, pak {¢n}neny C 2 a @, 1ze volit tak, ze Vi) € 2 je o, x ¢ 2, f .

Diikaz. Necht 7, jsou pfiblizné identity z predeslé véty. Pak oznatme ¢, = f xn, € C*. Toto
plyne z véty 2.5.8. Pak Vi) € &

(s ) = (f %10, 0) = (frma ) =57 (f,0)

To ale znamend, ze @, — f v 2’. Poznamenejme, Ze pri tpravé jsme ve druhém kroku vyuzili
poznamky za vétou 2.5.12, nasledné jsme vyuzili spojitosti zobecnéné funkce f a limitu jsme mohli
vypocist diky vété o pribliznych identitach.

Pokud nyni navic budeme predpoklddat, ze supp f je kompakt, mame ¢, = f*n, € 2 dle
véty 2.5.8 a tudiz plati

_ — 7
nxth = (fxn,)*1p [y *x1p) = [
V prechodu ke konvergenci jsme vyuzili véty 2.5.8 a konvergence plyne z véty 2.5.13. O

Véta 2.5.12

Touto vétou jsme vytvorili aparat potfebny pro zavedeni konvoluce zobecnénych funkci, kterou
zavedeme v nasledujici sekci.

137Zde chapejme tuhle notaci jako oznaceni regulirnich zobecnénych funkci, jejichz generatory jsou funkce tifdy
COO
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2.5.5 Konvoluce zobecnénych funkci

Nez pristoupime k samotné definici, je tfeba vyslovit jisty pozadavek. V nasi definici budeme
potfebovat, aby jedna z,, konvoluovanych® zobecnénych funkci méla kompaktni nosi¢. Tato podminka
totiz dle difve dokdzané véty zajistuje to, ze f * ¢ € 2, coz potiebujeme.

Definice 2.5.17. Bud'te f,g € 2’ a necht supp f je kompakt. Pak konvoluci zobecnénych
funkci f a g rozumime

(g f.0)= (9, *0)=(9(y), (f(), p(x +y)))
kde f~(z) = f(-x).

Pozndmka. Nésledujici poznamky jsou jisté drobné postiehy o takto definovaném zobrazeni:

1. Konvoluce je operace nad zobecnénymi funkcemi a tedy jejim vysledkem je opét zobecnéna
funkce. Linearita plyne z linearity funkci f a g, spojitost ukazeme snadno. Uvazujme ¢, N ©.
Pak (g + f,0n) = (g, f~ o) "2 (g, f~ 1 0) = (9% ).

2. Ze je naSe definice konzistentni a dobfe pasuje do ndmi budované teorie dokazuje fakt, ze

beru-li f € 2 (nikoliv z 2'!), tak dostdvam pro g € 2’ a ¢ € 2 dle pozndmky pod vétou
2.5.12 toto: (g f,) = (g, f~ * ) coz je ve shodé s nasi definici.

3. Konvoluce ndmi takto definovana neni symetricka! Existuji obecnéjsi definice konvoluce, napt.
v [Stovicek] nebo [Krbalek], které maji vlastnost symetrie, ale je to na tikor jinych vlastnosti.

4. Konvoluce m4 vlastnost levé spojitosti. Tzn. bud g € 2, suppg je kompakt. Bud déle
{fntnen C 2, f € 2 anecht f, = fv Z'.Pak foxg— fxgv 2.

Dikaz.

(i fovoup) = i (Fargee) = T (g0 = ( Tin_fous™5) = (Fr6750) = (fig,9)

n—-+

O

Pozndmka. Budeme uvazovat konvoluci v 2’ funkei s omezenym nosi¢em (tj. s kompaktem).

Véta 2.5.18 (Vlastnosti konvoluce v 2'). Budte f,g,h € 2’ zobecnéné funkce s omezenym
nosicem. Pak

L frg=gx[;

2. (fxg)xh=fx(gxh)

3. (fxg) =Ffxg=Ffxg;

4 (frg)(x—a)=(f(x—a))*xg(x) = f(x) *g(z —a).

Pozndmka. 7 predeslé poznamky a prvniho bodu této véty plyne spojitost konvoluce v obou
argumentech.

Diikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, zbytek je ponechén ¢tenafi jako cviceni. Dle véty 2.5.16 vime, Ze

pro f € 9’ s omezenym nosicem existuje {¢,} C & takova, ze @, — f v D" a o, x1 Z, f*1 pro
libovolné ¢ € 2. Rovnéz pro g € 2’ s omezenym nosicem existuje {n,} C 2 takova, ze n, — g v
174 ann*wﬂg*wprolibovolnéw € 9.

Pro cpn a Ny, plati, ze @, * Ny, 2, f *nm. Zaroven z komutativity testovacich funkci plyne, ze

T * n — N % f, protoze pro h € 7' plati (h * n, 1) = (h, gy 1) = (h, f~ 1) a volbou
h = 1y,. Tedy mame f *n,, = 1, * f. Pak jiz postup/limitu sta¢i provést v m a tvrzeni plati. O
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Vénujme se nyni souvislosti konvoluce a tensorového soucinu. Bylo by mozné totiz provést
nasledujici dvahu: (f * g,¢) = (f,97 * ) = (f(2), (97 * ¥)(x)) = (f(2), (97 (W), p(z —y))) =
(f(2) @ g(—y),o(xz —y)) = (f(z) @ g(y), p(z + y)). Zde ale dochdzime k problému, nebot funkce
o(x +y) ¢ 2(R?*™). Pii této tvaze totiz omezenost vysledného supportu zajistuje omezenost
supportt funkei f a g.

Priklad

Urcete 6 * f pro f € 9’ s kompaktnim nosic¢em.

(6*f7§0) = (f*av(p) = (fv(a_ *@)) = (fv@)’
piicemz (6~ * @) = (6(=y), p(z — y)) = (6(y), p(z + y)) = ¢(@).
Odtud tedy plyne, ze § funguje jako jednotka pri konvoluci.

2.6 Uziti konvoluce pro reseni diferencidlnich rovnic v &’

k
Mé&jme L linedrni diferencidlni operdtor (napt. pro ODR L = Zak ) Resfme nyni rovnici

Lu = f. Oznac¢ime-li fundamentalni feSeni e rovnice Le = §. Pak Lu = f ma TeSeni u = e * f. Je
tomu skutecné tak, protoze

Lu=Lexf)=Le)x f=dxf=f

Timto jsme dostali odpovéd na otdzku, k ¢emu jsou ty zobecnéné funkce vlastné vitbec dobré.
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Kapitola 3

Integralni transformace

Vybudovali jsme prostor zobecnénych funkci a pomalu smétujeme k feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic. Jak jsme vidéli na konci minulé kapitoly, jsme na dobré cesté. V této kapitole se tedy bu-
deme vénovat integralnim transformacim, konkrétné Laplaceové a Fourierové, které, jak uvidime,
jsou velmi mocnym a uziteCnym nastrojem. Abychom s nimi mohli za¢it pracovat, je potreba jesté
vybudovat jisty specialni prostor a na ném zadefinovat specidlni t¥idu zobecnénych funkei.

3.1 DMotivace

Na nésledujicich nékolika fadcich a prikladech se pokusime objasnit, proc¢ je tfeba revidovat nasi
definici zobecnénych funkci a proc¢ je treba vytvoreni néjakého nového prostoru. Nasi snahou a
nasim cilem je vytvoreni takové struktury, kterd by byla uzaviena praveé vuci integralnim transfor-
macim, jako je naptiklad Fourierova transformace §. Proto ji nyni ponékud neformalné zavedeme.
Tato definice neni zatim definitivni a je pouze pro tcely této motivacni sekce.

Definice 3.1.1. Pod pojmem Fourierova transformace § rozumime zobrazeni z prostoru L!(R")
takové, ze pro f € L' definujeme

FLF@)©) = / € £(2)

n

Pozndmka. V nasledujicich poznamkach se budeme snazit ukazat nékteré vlastnosti §, ze kterych
vyplyne, Ze je skuteéné nutné vytvafet novy prostor testovacich funkei. !

1. Je-li f € L', pak F[f(2)](€) je omezend funkce na R™

Diikaz. Pro dokézani tohoto tvrzeni staci vyjit z definice:

SU@IOI= | [ <)< [ 6291 dn < o0

=1
Posledni nerovnost plyne z faktu, ze f € L'. O
2. Je-li f € L', pak odtud neplyne, Ze §[f(z)](£) € L'(R™)
Diikaz.

S @) dg] _
.

/ d¢ dze'™* f(z)
R" R™

< / d¢ [ da || ()] = +oc.
n R o N~

=1 <+oo

1 Ale neni tieba se lekat. To, co jsme dosud vybudovali, nezahodime, ale velmi t¢elné vyuzijeme.
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Toto je mozné samoziejmé ilustrovat konkrétnim piikladem, ale nebudeme to délat. Je to v
podstaté zbytecné. Je dulezité, ze jsme objevili prvni neprijemnou vlastnost nami definovaného
zobrazeni §. Totiz nevime, kam zobrazuje, resp. co je jeho oborem hodnot. Tento problém bude
muset nas novy prostor néjak elegantné vytesit.

3. Je-li f € L' s kompaktnim nosicem, pak odtud neplyne, Ze supp § [f(z)](€) je kompakt.
Tuto vlastnost ukdZeme na konkrétnim piikladé. Za funkei f(x) volme charakteristickou funkci
intervalu [0, 1], tzn. xo,1j(z). Pak

1 1 1
5 [X[o,l]] & = / e dr = / cos x€dx + i/ sin xédx =
0 0 0

1

LN R SN R B
= {gsmxf]o—l[gcosxg}o— gsm§

Tato funkce zcela ur¢ité nema omezeny nosic.

i

g(cosf -1)

Vidime tedy, ze méame sice n&jakou transformaci, ale nemuzeme ji pouZit na prostoru 2’, coz
bychom chtéli. Mizete namitat, ze by mozna bylo snazsi najit jinou transformaci, ale vézte, ze tato
nam dava mocny nastroj pro vypocet fundamentalnich feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic a
navic velmi zjednodusuje jejich feseni a usnadiiuje vypoéty konvoluci, nebot

5|4/ © = Css 1@

Sf *gl(€) = F[f(@)](E) - F[g(2)](€)

Tedy zde vidime silu Fourierovy transformace. Ta prevadi diferencidlni problém na problém al-
gebraicky, nesrovnatelné jednoduseji resitelny a konvoluci prevadi na prosté nasobeni. K témto
vlastnostem ¢asem dojdeme a budou odvozeny.

Nyni uz jen par vét k zamysleni. Zkuste si zamyslet, pro¢ obraz derivace pri § vypada tak,

jak vypada. Pokud budeme uvazovat néjaky linearni operator L = % na néjakém vektorovém
prostoru (tfeba zde na prostoru funkei), tak jeho vlastni funkce (vektory) splituji rovnici

Lf=\f

a tedy f(x) = ce® pro libovolné A € C. Pak bychom mohli tyto funkce povazovat za jistou ,, bazi*
tohoto prostoru a zkoumat Fourierovy koeficienty v této bazi. Dostali bychom

M) = z)e Mda
() = [ fa)ea

Zde uz je vidét jista silnd podobnost s pfedpisem pro Fourierovu transformaci, a proto o ni mazeme
tvrdit, ze Fourierova transformace nezkouméd piimo chovéani prvku, ale chovani jeho souradnic v
néjaké bazi.

3.2 Schwartziv prostor a prostor temperovanych zobecnénych
funkci

V minulé sekci jsme narazili na problém, ze fourierovsky obraz néjaké funkce nemusi byt integra-

bilni. Proto zavedeme jeden pojem, ktery jiz, jak se pozdéji ukaze, tuto vlastnost zajisti.

Definice 3.2.1. Bud f:R™ — R realna funkce. Pak tuto funkci nazveme

1. rychle klesajici, pravé kdyz Vo € Z7 plati, Ze llim |2 f(x)] < +o0;
x| =400

f(z)’<+oo.

2. pomalu rostoucti, pravé kdyz o € Z'} takové, ze  lim
|z| =400
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Definice 3.2.2. O funkci f fekneme, Ze je prvkem Schwartzova prostoru . (R"), pravé kdyz
jsou splnény tyto podminky

1. feC>®R");

2. Vo, € Z" supg. [2*DP f(x)| < +o0, tj. funkce a viechny jeji derivace jsou rychle klesajici.
Pozndmka. . je nékdy téz nazyvan prostorem testovacich funkei s otevienym nosicem.
Pozndmka. Pravé o Schwartzové prostoru ukazeme, ze § : . — .&.

Pozndmka. V nésleduji poznamce ukazeme dvé dilezité inkluze tykajici se Schwartzova prostoru.

1. scL!

+oo
Abychom toto ukazali, vyuzijeme faktu, ze / —dx konverguje pro vSechna o > 1. Uvazujme
x
nynf ¢ € 7 (R) 2. Pak z vlastnosti funkei z .% plyne, Ze (volbou B = 0) |2%p(z)| < K,

pro vSechna x vétsi nez néjaké hraniéni xo(«). Nyni specidlné volbou o = 2 mdme odhad
lo(z)| < & € L'(20, +00). Vyuzijeme pii odhadovani nasf funkce:

[etlas= [ " ot + / ol + / " @)l < +o0

—R —oo R

Nyni prvni élen mtizeme snadno odhadnout, nebot ¢ € C* a integrujeme na kompaktu, tedy
na mnoziné, kde spojita funkce nabyva svého maxima, a pro zbylé dva pouzijeme odhad vyse.
Timto jsme ukézali, Ze tento integrél je konecny a tedy kazda funkce ze Schwartzova prostoru
. je integrabilni.

2. S D9

Toto tvrzeni je zirejmé.

Jak jsme jiz zjistili, nejsme schopni zavést zobecnénou § na 2’, protoze nemdme § : I — 9.
Ovsem pokud bychom méli znalost, ze § : .¥ — ., pak bychom byli schopni zavést § na dudlnim
prostoru .7¥, coz jsou veskeré linearni funkcionaly nad .#. Plati, ze 7% C 2%, protoze funkcional
definovany nad & nemusime byt schopni viibec rozsitit na .#. Jinak feceno, zvétsenim prostoru
7 ,zmensime* definiéni obor .#%. Toto je onen klicovy krok, ktery ndm umozni zavést § pro
zobecnéné funkce. OvSem ne pro vSechny. Bohuzel. Ale pro veskeré zobecnéné funkce z .’ ano.

Definice 3.2.3. Prostor linearnich spojitych funkciondlt nad .#(R™) nazveme prostorem tem-
perovanych zobecnénych funkci (distribuci) . (R").

Abychom mohli na tomto prostoru ovérovat spojitost daného funkciondlu, je potifeba mit za-
definovany pojem konvergence v ..
Definice 3.2.4. Rekneme, Ze posloupnost {¢, }neny C 7 konverguje k ¢ € . v ., oznacujeme
©n =, @, prave kdyz
R’ﬂ
Va,B € Z z*DP o, == z*D" .

Lemma 3.2.5. Bud'te {¢y }nen C Z, p € 2 a necht ¢, Z, ». Pak ¢, Z, ®.

Diikaz. Jelikoz plati, ze . D 2, jsou pg,p € . Pripomenme, co znamend konvergence v 2.
©n Z, @, pravé kdyz IR > 0 takové, ze Vk € N plati, Ze supp ¢ C Bgr(0) a zéroven Yo € Z%
plati, 7e D*pp— D%,

Chceme ukézat, ze Vo, 3 € Z} xO‘Dﬁgon% 1 DPp. Odhadneme vyraz nalevo, tj. [x*DP ¢, | <
|R"D"p,|, coz je funkce, kterd stejnomérné konverguje dle predpokladu. Tento odhad jsme mohli

udélat, protoze funkce ,, maji support omezeny kouli Br(0) a tedy je mozné z® omezit R*. To,
ze vysledna funkce je funkei, kterou si prejeme ziskat, plyne z bodové konvergence. O

20bdobné opét pro libovolnou dimenzi.
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Pomoci tohoto lemmatu nyni{ dokdZeme, Ze prostor .#’ je obsazen v 2’'. Zaroven pii tom
vyuzijeme toho, ze . D Z a .#* C Pt

Lemma 3.2.6. ./ C 9'. To znamen4, 7e f € /' = f € Z'.

Diikaz. Bud f € &’. Chceme ukdzat, ze f € 2’, to ale znamend ov&rit linearitu a spojitost. Linea-
rita je zjevnd. Pro ovéfeni spojitosti volme posloupnost 2, v. Plati pak, ze (f,or) — (f, )

jako ciselnd posloupnost? Dle predeslého lemmatu plati, ze ¢y, 7, . Ze spojitosti funkcionalu
f €. pak ale plyne, Ze konverguje ¢iselnd posloupnost (f, ¢r) — (f,¢), coz bylo dokdzat. O

Co ndm tento dusledek 1ika? Uz vime, ze kazda temperovana zobecnénd funkce je zobecnénd
funkce ve smyslu diive definovaném. Nerikd nam ale nic o tom, jestli jsou tyto zobecnéné funkce
regularni. Toto nemusi byt pravda. Regularni zobecnénd funkce nemusi byt temperovanou zo-

becnénou funkei. Abychom toto demonstrovali, uvazujme zobecnénou regularni funkci e**. Kdyby
byla e*® € .#”, d4vala by pro libovolnou ¢ € . kone¢né éislo. Nyni berme op(x) = e~ € .. Pak

(ﬁ,gp(w)) = (e:’/z,e_ﬁ) = / e e " da = 4oo.
R

Diky inkluzi ./ C 2’ mame k dispozici veskeré operace zavedené na 2’. Jednd se o deri-
vaci, nasobeni hladkou funkci, regularni transforamci, limitu, konvoluci a tensorovy souc¢in. Je ale
potfeba ukdzat, ze .’ je vidi témto operacim uzavieny. Tato vlastnost ndm pak zarudi uzavienost
(pozdéji definované) § nad ..

Véta 3.2.7. Prostor .’ je uzavien viuéi vyse jmenovanym operacim s vyjimkou ndsobeni hladkou
funkci. Vlastnosti téchto operaci se zachovavaji.

Diikaz. Vizte [Stovicek]. Jako cviceni je mozné si samostatné ukdzat napf. uzavienost vici derivaci.
Dokazovani uzavienosti konvoluce a tensorového soucinu je narocné. O

Nasobeni v .’

Operace nasobeni hladkou funkci tak, jak je definovédna na 2’, neni v .’/ dobie pouzitelnd.
Pripomenme jeji definici. Uvazujme a € C*, f € 2’ pak a- f jsme definovali: (a(z)- f(z), p(x)) :=
(f(x),a(x)p(x)). Vyuzivali jsme toho, ze a(x)p(x) € 2. Toto ale pro . nefunguje. Uvazujme
napiiklad (opét) a(z) = €®” € C® a p(z) = e~ € .7. Pak a(z)p(z) = 1 ¢ .. Proto na funkci
a potfebujeme uvalit dalsi podminku. Jevi se jako nejpfirozenéjsi pozadovat, aby byla pomalu
rostouci se vSemi svymi derivacemi.

Véta 3.2.8. Bud a € C*™ a necht je déle a pomalu rostouci se vemi svymi derivacemi. Pak
af € % pro libovolné f € .7,

Diikaz. Je treba opét ovérit linearitu a spojitost. Linearita je ocividnd. Zbyva tedy ukazat, ze
pro @i 70 plati, ze (af,¢r) — 0. To, ze posloupnost konverguje, ¥ika jen to, 7e Vo, €

R™
7 x*DP o, == 0. My musime vyzkoumat konvergenci vjrazu aypy. Pokud ukazeme, ze agy 7, 0,
pak dostaneme ze spojitosti f informaci, Ze (f,apr) — 0, coz dokdze toto tvrzeni. Musime tedy

R™
ukdzat, Ze Vo, € Z7 2*DPapr=—=0. Zde ale jen sta¢i vhodné pouzit Leibnizovo pravidlo a
mame hotovo. Vyuzivame pak jenom toho, Ze diky hladkosti mtizeme a odhadnout na libovolném
kompaktu konstantou a v +00 je a diky tomu, Ze je pomalu rostouci, odhadnutelnd polynomem.

O

Definice 3.2.9. O zobecnéné funkei f fekneme, ze patii do prostoru .7, , pravé kdyz je f jako
zobecnénd funkce reguldrni, tj. f € Z/., a pokud je jeji generétor, tj. klasickd funkce f, pomalu
rostouci.

Pozndmka. Z¥ejmé .7  C .S NP

reg reg’

€g
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Méli bychom ovéiit, Ze nase definice ddva dobry smysl. M&me tedy f € L} (a tedy f

loc
jako zobecnénd funkce ndlezi do Z),,). Bud navic f pomalu rostouci, tj. Jo* € Z7 tak, Ze

/()

e

lim < +4o00. Nyni bud ¢ € ., pak méme

r—to0

R -R +00
(f.¢) = / f(@)p(@)dz = / f@)pla) + / f@)p(x)de + / f(@)p(a)dz

R

Prvni ¢len je opét integral pres kompaktni mnozinu, tzn. funkce ¢ na ni nabyva svého maxima,
kterym ji muzeme odhadnout. Funkce f je navic lokalné integrabilni, takZze prvni ¢len méme
odhadnuty. Zbyva provést odhad na zbylé dva ¢leny. Vzhledem k jejich symetrii odhadneme pouze
jeden z nich. Vyuzijeme pritom toho, Ze f je pomalu rostouci. Z této vlastnosti totiz plyne, ze
existuje takové C, 7e Vo > R |f(x)| < Cz® . Pak ale mame odhad

+o00 +o0o +o0 .
| f@e@is s [ f@s@ide < [ Ol pw)lde < oo
R R R

Na zavér jsme vyuzli faktu, ze 2% ¢(z) € . € LY(R). Timto jsme ukazali, Ze nase definice dava
dobry smysl, nebot vysledek piisoben{ funkce f € ./, na libovolnou ¢ € .% je kone¢ny. Linearita
a spojitost jsou jasné.

eg

3.3 Fourierova transformace na .¥

Definice 3.3.1. Bud ¢ € .¥(R"™). Pak Fourierovou transformaci § rozumime zobrazen{

§iola) o Slp@l€) = [ éepl)da.

Pozndmka. Nékdy budeme pro zjednoduseni zdpisu psét misto § [o(z)](€) jen $(€). 3
Pozndmka. Jelikoz je ¥ C LY, vime jiz o § nasledujici:
1. Fle(@)](€) je omezend, tzn. integral konverguje absolutné;

2. MuZeme snadno zaménovat limitu a integral, nebot ten je snadno majorizovatelny. Odtud ale
plyne, Ze funkce § [¢](£) je spojité.

Nyni si dokdzeme dvé elementarni tvrzeni, kterd jsou ale zcela klicova pro pouziti Fourierovy
transformace

Véta 3.3.2 (Chovan{ viadi derivaci). Bud ¢ € .. Pak plati
1. 9
8*55 [p(@)](€) = F [(ix)p(2)](€);

5| 359)(© = COF @I
Drikaz. Dokazeme obé tvrzeni pro jednoduchost pouze pro R:
6 a iz _ . ix- _ :
S8R = g [ e eptate = [ () Spladr = [la)ola)))

Pfitom jsme vyuzili faktu, Ze |(iz)eCo(z)| < |iwp(z)| € ¥ C LY(R). JelikoZ jsme dokazali
odhadnout derivaci, mohli jsme pouzit vétu o zdméné derivace a integralu.

3Na prednaskich se znacilo obéma zpiisoby, ja budu pouzivat jediny.
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Druhé tvrzeni se dokaze obdobné:

d : d per partes iz- [ee} . iz- .
§|arp@)]© = [ Lo o] 1T -(0) [ ol =~ @5 lE) O
=0 (p€)

Pozndmka. Je jasné, Ze obé tvrzené lze rozsitit pro libovolnou derivaci, tj.
DT [p(2)](€) = F [(12)"p(2)](€) ;
§[Dze(@))(§) = (1) [p(2)](E) -

Za pomoci téchto dvou tvrzeni dokazeme nasledujici dulezitou vétu. K jejimu diukazu jesté
navic vyuzijeme faktu, ze pokud ¢ € .7, pak také zPp(z) € . pro p € N.
Véta 3.3.3. Prostor . je invariantni vudi §, tj. §: ¥ — 7.

Diikaz. Chceme ukdzat, Ze pokud ¢ € .7, tak pak § [¢(x)](§) € .. Abychom toto ukdzali, musime
ukdzat, Ze Vo, 8 € Z7 supg [£2DPF [p(2)](€)| < +00. Na vyraz uvniti zévorek nejdifve pouzijeme
prvnf tvrzeni, tj. [£*DAF [p(2)](€)| = |€°F [(iz)? ()] (€)|. Nésledné vyuzijeme druhého tvrzeni,
tj. |€2F [(iz)P ()] ()| = |3 [D2 (zPp(2))] (€)| < +00. To, Ze je vyraz mensi nez nekonecno plyne
z toho, ze D2 (2P ¢(x)) € .7 a jiz vime, Ze T je omezend na tomto prostoru. O

V nésledujici ¢asti budou postupné dokazovany rtzné uzitecné vlastnosti Fourierovy transfor-
mace.

Véta 3.3.4. Fourierova transformace jako zobrazeni § : .¥ — .% je spojité zobrazeni.

Diikaz. Bereme posloupnost ¢, (x) 0. Zajima nas, jestli odtud plyne, ze konverguje rovnéz

T [on(@)](E) Z50. To, ze posloupnost ¢,, konverguje v . k 0 znamen4, ze Vo, 3 xo‘DﬁgonRi; 0.
Oznac¢me
U = Dg((ix)’ pn ().

Pak tato posloupnost rovnéz stejnomérné konverguje k 0 na R™. Tento fakt vychazi z predpokladu
konvergence posloupnosti ¢,, a vlastnosti derivace a nasobeni. Nyni ndm staci prozkoumat, jestli v

% konverguje k 0 posloupnost F[1)2#]. Toto pak totiz bude znamenat, ze Vo, 3 : £€*DPF[p,(2)] (5)% 0.
Zkoumejme tedy

Sleas©]=| [ oo

a,B
< [ vt as

Ziskali jsme tedy odhad nezavisly na &. Nyni proto prozkoumame limitu V¢ € R™:

lim |¢f{ﬂ($)| dz = / lim |1/135($)| dz =0
RTL

n—-+oo Rn n—-+o0o

Posledni rovnost plyne ze stejnomérné konvergence posloupnosti 27, Timto jsme dokézali stej-
nomeérnou konvergenci Fourierovych obrazi a tedy jsme ukazali, ze Fourierova transformace prevadi
konvergentni posloupnost na konvergentni posloupnost, a tedy se jedna o spojité zobrazeni. O

Véta 3.3.5 (Posuny v argumentech). Bud ¢ € .(R™) a necht b € R" a ¢ € C. Pak

L.
Flp@)](€ +b) =F [ ()] (6);

P F [p(2)](€) = F lp(z — 1))
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1

Sleten](©) = s ot (8.

e[ ¢

Diikaz. Dukaz je zrejmy. Ve vsech pripadech se vyuziva jen definice a substituce v integralu.
Ukazme pro ilustraci tfeba tieti tvrzeni:

Sletealle) = [ eSptenido = o [ v Epy)ay = cllnsw)](f).

n |e|™ ¢
U

Definice 3.3.6. Casteénou Fourierovou transformaci definujeme pro ¢ € . (R"t™) takto:

Salo(z,y)( y) :=/ e p(z, y)da;

n

m

3, Loz, 9)](, €) = / V(2 y)dy.

Véta 3.3.7 (o ¢astetné Fourierové transformaci). Plati:

1.
Sa: O%y :Syogz 237
2.
DgSa [p(, )] (§,y) = Ta [(12) (2, )] (€, 9);
3.

Sz [Dg(p(l‘,y)] (gvy) = (_ig)agz[go('% y)](§7y)

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne okamzité z Fubiniovy véty. Druhé a treti se dokazuji stejné, jako bylo
vyse uvedeno. O

Pozndamka. Obdobné tvrzeni plati i pro .

Véta 3.3.8 (o konvoluci). Bud'te ¢, € .. Pak
§ [ * 9](€) = F[p()](€)-F [L(2)](E) -

Dikaz.

Slodl© = [ Sorn@de= [ doe [y oty -

n

Zde jsme pouzili definici konvoluce. Nyn{ mtizeme pouzit Fubiniovu vétu (p,v € % C L) a
pomoci substituce  — y = z muZzeme prejit od souradnic =,y k vy, z a vyraz déale upravit

= [ ety e Cotyyite =) = [ | dudz O Ep)(z) -

R2n

- / erp(y)dy- / )z = @) (©) F @)

Véta 3.3.9. Budte o, € .. Pak

/ o(@)F [b(y)](x) dz = / 3 o)) () ()da.
R R
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Diikaz.
iy-z Fubini xY(x v = )Y (x)de
/R o(@)F [())(z) de = / dz o(z) / dy v (y) "D / dz () / dy V7 (y) / 3 o)) (x)d

O

Pozndmka. Zkuste se zamyslet, jak je v tomto pripadé mozné zeslabit predpoklady na funkce ¢, 1.
Predpoklad, aby byly z prosotru . je totiz docela silny. To, jaké jsou tedy podminky na tyto
funkce, vyplyva piimo z predpokladu Fubiniovy véty, kterd je v dukazu pouzita.

Véta 3.3.10. §: .7 (R") — .(R") je bijekce a navic plati, ze F~! = @@, kde

lo(@)](€) = / () da

Diikaz. Dtkaz tohoto tvrzeni provedeme ve chvili, kdy budeme znit §:.7" — .. O

Pozndmka. Fourierovu transformaci lze zavést mnoha zpusoby, resp. princip je zcela totozny, jen
se méni , rozdistribuovani* konstanty ﬁ

Véta 3.3.11 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Bud ¢ € .. Pak ¢ lirf T le(x)](€) = 0.
— 400

Diikaz. Tvrzeni véty je okamzitym disledkem Riemann-Lebesgueova lemmatu z klasické analyzy.
O

Priklad
Tento priklad se korektné (pomoci integrace v komplexni roviné) vyfesi na cvi¢enich, ale je vhodné
si jej zde uvést.

X 2
sl = [ eetar = Rt
R
52
Zkoumejme nyni vyraz § {6—(@)2} &) = %S [e“”z] (%) = @e_m. Zvolime-li za ¢ = %, mame
(LZ £2 v v . V1. ’ . 7
§ {6’7 = \/ge’T. Toto ale neznamena nic jiného, nez ze jsme nasli vlastni funkci operatoru

$§ a jemu prislusné vlastni ¢islo.

3.4 Fourierova transformace na .’

3.4.1 Motivace

Uvazujme funkci f € L'(R). Pak uz vime, Ze existuje § [f(2)](€), kterd je omezend a spojita. Diky
omezenosti je ale funkce ﬁ% [f(2)](€) € LY(R). Pak ale miizeme tvrdit (dokonce jsme to timto
krokem ukézali), ze funkce § [f(2)](£) je pomalu rostouci. Tudiz funkece F [f/(?rﬁ(f ) € F} ey Tohoto
vyuzijeme.

Bud tedy ¢ € . a necht §[f(z)](¢) € .,

reg*

Pak

G F@IE.w€) = [ FF@Neee= | at [ el

R"

— [ e s ([ a @) = [ I@5 @10 s = (). 5O

Ona posledni rovnost vychazi pravé z vyse ukdzaného.

Pozndmka. Z Fourierovy transformace klasickych funkei plyne, ze ¢ € .7 = §F [p(x)](€) € 7. Déle
pak z jeji spojitosti plyne fakt, ze § (ve smyslu transformace zobecnénych funkef) mohu rozsitit
na cely prostor .#’ a neni nutné se omezovat prostorem L'.
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Definice 3.4.1. Bud f € .%’. Pak Fourierovou transformaci temperované distribuce f
rozumime:

@f1 ) = (f.8lg]) Vp € &
Pozndmka. 7 predeslé pozndmky plyne dobry smysl definice, protoze §[y] € 7.

Pozndmka. Uvazujme f € . a ¢ € .. Pak podle definice je (F[f], ) := (f,Flp]). Jelikoz ale
vime, ze § je na . spojité zobrazeni, znamena to, ze prevede libovolnou konvergentni posloupnost
©n, na konvergentni posloupnost §[p,]. Diky spojitosti f vime, ze (f,F[¢n]) bude konvergentni
¢iselnd posloupnost. Timto jsme ale dokazali, ze F[f] je spojity funkciondl na .. Je zjevné rovnéz
linedrni, tedy jsme ukézali, ze §[f] € . Tedy § : /" — 7.

Fourierovu transformaci jsme jiz zavedli na L!, .# a .#’. Tyto znalosti nAim pomohou fesit
priklady, které bychom jinak nedokdzali spocitat. Napiiklad méjme O(z). Fourieruv obraz této
funkce bychom nedokézali spocitat, ale jelikoz O(z) € # ve smyslu zobecnéné funkce, je mozné
zjistit takto jeji Fourierav obraz.

Nasledujici priklad ukaze, ze nemuzeme obecné nic tvrdit o nosi¢i Fourierova obrazu. Chceme
spocitat §[0x,](§). Je ziejmé, ze 0., € .

(81600 £(6)) = (B0, F(E)](2)) = F[0(E)](x0) = / 0 o(€)de

R™ T=x0

= [ é=p(eae = (@5,

V posledni tipravé jsme si v§imli toho, Ze to neni nic jiného, nez definice akce zobecnéné regularni
funkce (v nasem piipadé temperované) na funkci . Tedy jsme nalezli Fourieruv obraz Diracovy
delta funkce:

§ [02](€) = e'¢

Je odtud taky vidét, ze Fourierova transformace prevedla jednobodovy nosi¢ na celé R™.

3.4.2 Vlastnosti § na .%’

Nasledujici ¢dst bude vénovana vlastnostem Fourierovy transformace na .. Tvrzeni jsou vesmés
zcela identicka jako v predeslé podkapitole, dliikazy jsou opét jednoduché. Jejich zakladnim prin-
cipem je vyuziti prislusné dané vlastnosti u funkci z .7.

Véta 3.4.2 (o derivaci). Bud f € .. Pak

1.
DgS [f(@)](€) = § [(ix)* f(2)](€) ;

F D2 f(@)](€) = (-18)*F [f (2)](£) -
Diikaz. Bud ¢ € . libovolné. Pak
(DEF (@), (€)= (=1)IF[f(@))(©) , DE(€)) = (—=1)*I(f(2),F [DEp(€)] (x)) =
= (=D)"(f(2), (~12)*F [p(E)] (@) = (f(2)(i2), F [(O)](x)) = (F [(i2)*f(2)](€) , (&)

Druhé tvrzeni se dokéaze zcela analogicky. O

Véta 3.4.3. §: " — %' je spojité zobrazeni.
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Dikaz. O tom, ze § : %" — ' jsme se jiz presvédéili. Nyni zbyvd ukézat spojitost. Méjme
tedy posloupnost {fx} C ', f € " a necht f, — f v '. Toto znameni, %e Yo € .7 je
klim (fr,©) = (f, ). Chceme ukézat, Ze odtud plyne F[fi] — F[f]. Zkoumejme tedy

—+0o0

lim (§[fx](€),¢()) = lim (fi(2),§[0(&)](x)) = (f(2),§ [»(©](x)) = B[f],¢)

k—+o00 k—+o00
V dikazu jsme vyuzili toho, ze § [0 (€)](z) € . a spojitosti f. O
Véta 3.4.4. Bud f € /(R") a necht b € R" a ¢ € C. Pak

1.

FU @) +0) = § [ @] ©):
2.

EF @) = F 1/ = )
3.

slre)(e) = 5] (£).

Diikaz. Ukéazeme pouze prvni tvrzeni, zbyld dvé se dokazuji zcela analogicky. Zajima nds opét
pisobeni na libovolnou funkci ¢ € .%.

& @€ +0),0(8) = FLf(@)](€), (€ = b)) = (f(2),F [0(§ = )](x) =
= (f(2),e"*F [p(O)(2)) = (F [** f(2)] (€) , (€))

Opét jsme jen ve tieti rovnosti vyuzili analogie tohoto tvrzeni v .. O

Definice 3.4.5. Caste&nou Fourierovu transformaci definujeme pro Vf € S (RY™™) a Vo €
Z(R™™) takto:

S=Lf (2, (& y), 0, 9)) = (f (2, ), Tele(&, Yl (2, 9))
Obdobné pro §y.

Véta 3.4.6 (o ¢astetné Fourierové transformaci). Plati:

1.
Sa: o%y :Syogz :37
2.
Sz [f(x) @ gW)](€,y) = F=Lf(@)](€) ® g(y);
3.
Sylf () @ g(y)](2,n) = () @ Fyl9(y)](n);
4.

S f (@) @ g€ n) = Fulf(@)](€) @ Fylg()](n)-

Diikaz. Dukazy jsou ziejmé, vyuziva se opét jen vlastnosti z predeslé sekce a definice tensorového
soucinu. O
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Nyni spocitame jeden na prvni pohled zvlastni priklad. Znalost jeho vysledku nam ale pomuze
s diikazem dalsi véty. Uréime totiz § [1](£).
Uvédomme si nejprve, ze § je linedrni{ jak v .7, tak i v ./, Proto zcela jisté plati, Ze

d

0=5016) =5 | 11 (© = 3.

Nyni se odvoldme na vétu 2.4.4 z predeslé kapitoly, kterd tvrdi, Ze pokud 0 = zf(x) v &', pak
f(x) = Cé(z). Maje tyto dvé znalosti, miuzeme psat, ze i§[1] = Cd, coZ jesté muzeme preznadit
na §[1] = ¢d € ¥’. Zbyva ndm uréit konstantu ¢. Vyuzijeme k tomu jednoho predeslého vysledku.

2 2

(F[1](€),e7¢) = (cd(€),e ¢ ) =¢

Zaroven vime, ze

BE, ) = (1L,§ [ (@) = ﬁ/ e do = iVIr = 2
N—— R
:ﬁei%
Odtud tedy méame vysledek
F[1](¢) = 2m6(¢).

Nyni dokazeme vétu 3.3.10, kterou jsme slibili ukdzat a spolecné s ni nasledujici vétu.

Véta 3.4.7. §: .7 — %' je bijekce a navic plati, ze F~* = (2;),1@.

Pozndamka.

@11l ¢) = (. le))

Diikaz. Predpokladejme pro jednoduchost opét, Ze se pohybujeme v dimensi 1.

i) v .1 Musime ukézat, 7e FF = &8 = (27)"id.». Musime ukazat obé& rovnosti, nebot prostor funkcf,
na kterém tento operator pusobi, je prostorem nekoneéné dimense. Nejprve prozkoumdme

viraz 3lp(E))(x):
Fle(©))(x) = / eI p(£)d = / e o(—n)dy = F [p(—m)](z)

Ve druhé rovnosti jsme jen provedli substituci £ = —n, ze které vypadlo jedno minus pred
integral, které se ihned pouzilo na obréaceni mezi.

Nyni zkoumejme § [@[go(f)](m)} (y):
S @) = [ 5 lo(-ml(w) de =

Nyni pfeznaéime ¢(—n) = 1»(n) a upravime integrand dle véty o posunu v argumentu.

— [ Sl ds = [ Floty - i) de
R R

V tuto chvili je tfeba provést drobny trik, kvili kterému jsme pocitali F[1].
/R& [y —m))(x) de = (1, T [e(y — n)l(x) = [1(n), ply—n)) = 2md(n), e(y—n)) = 2mp(y).

Timto jsme tedy ukazali, ze (o F)(p) = 27y, coz jsme méli ukdzat. Druha rovnost se ukaze
zcela stejné.
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ii) v .": Zde musime ukédzat, 7e §F = §& = (27)"id.». Pro diikaz vyuzijeme piedeslého tvrzeni.

(SBLDW), o) = Blf1@), FleW(@)) = (£(€), SBle)(@)](€)) = (f(€), (2m)"idz¢(€)) = (2)"(f, ¥)

Obdobné pro druhou rovnost - jako v predeslém pripadé. A timto je dukaz hotov.

Véta 3.4.8. Bud'te f,g € .’ funkce s kompaktnim nosi¢em. Pak F[f * g] = F[f] - Flg]-

Drikaz. Dukaz bude proveden jen z Casti. Opird se totiz o dvé netrivialni pozorovani, ktera jsou
dokdzéna tieba ve [Stovicek].

Lemma 3.4.9 (Lemma 1). Bud g € .%’ funkce s kompaktnim nosi¢em. Pak

g[g(y - $>](§> € yr/eg‘

Lemma 3.4.10 (Lemma 2). Bud g € ./ funkce s kompaktnim nosi¢em. Pak §[g(y)](€) je funkce
tridy C*°, ktera je pomalu rostouci se vSemi derivacemi.

Mgjme f * g € .. Pak
S Lf +91(€) ,0(€)) = ((f x 9)(2), § [(E)l(x)) = (f (), (9(¥), Fp(E)l(z +y))) = o

Nyni se zaméfime na vyraz (9(y), § [¢(€)](z + y)). Ten upravime nasledujicim zpisobem

(9(y), 3 POl +v)) = (9(y—2), T [p()](y) = (§ gy — 2)]1(§),»(§)) = /RS [9(y — 2)](§) p(§)dE =

v této upravé bylo pouzito prvni lemma.

_ / 73 [()](€) 9(€)d€ = F [ o)) (O] (@)

Nyni mtuzeme prijit zpét k e:

V posledni rovnosti bylo pouzito druhé lemma. O

3.5 Klasicka Laplaceova transformace

V této kapitole se budeme vénovat Laplaceové transformaci, coz je opét integralni transformace s
exponencialnim jadrem. To znamend, ze vlastnosti s derivaci, kterych jsme si cenili u Fourierovy
transformace, budou platit i pro tuto transformaci.

Definice 3.5.1. Klasickou Laplaceovou transformaci funkce f rozumime
S[@)) = [ (B, prope CRelp) > a
R+

Funkce f musi byt méfitelnd na RT (na zadporné polopiimce ji lze dodefinovat 0) a poZadujeme,
aby existovaly ¢ > 0 a a € R takové, ze | f(z)| < ce® pro skoro vSechna t.

Pozndmka. Pozadavky na funkci f vychazeji z postacujici podminky konvergence integralu. Zkou-
mejme tedy pro jakd p € C je vyraz £[f(t)](p) dobfe definovany:

/ eptf(t)dt‘ < / e Re®?| £ ()|dt < c/ e ReP)teatqy — c/ e~ Re(P) =t < 400 & Re(p)—a > 0
R+ R+ R+ R+
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Tedy zde vidime pro¢, na funkci klademe takovéto naroky a odkud se vzala podminka na p.
Provedeme jesté jeden odhad, konkrétné pro derivaci.

d'fL

‘We_ptf(t)’ = (=" e < e O e [MRY) & Re(p) > a

Toto ale znamen4, zZe jsme nalezli integrabilni majorantu derivace a tedy mtzeme volné zaménovat
limitu a integral na oboru konvergence Laplaceovy transformace.

Nyni zformulujeme vlastnosti Laplaceovy transformace. Jejich poradi bude odpovidat fazeni u
Fourierovy transformace.

Véta 3.5.2 (Vlastnosti Laplaceovy transformace). Bud f funkce s vlastnostmi potfebnymi pro
Laplaceovu transformaci, pak

L =L [f]p) = E[(=)"F )] (p);

L&) p) =pLfB)](p) — F(0T);

Neumime rozhodnout, zda £ : .¥ — % a zda je £ spojité zobrazent;

LF®))p —b) = £ [e" f(1)] (p);

ePL[fD)](p) = L[f(t+ )(p);

Lf(et)l(p) = 2L [FB1(E):

Castetna Laplaceova transformace funguje stejné jako ¢astecnd Fourierova transformace;

S1/0) * g )p) = SLIOP) - £lo(0))0):
+o0 +o0

| soslamioa= [ limiogod;
0 0

® NS ot W N

©

+oo
10, / F)dt = lim £[F()](p);

p—0t

1. o [@@) / t f@)dr} (0) = LL[FO)();

“+o00
2. ¢[40)p) = [ el@l@dapopeRap>a

Drikaz. Dukaz nebudeme provadét pro vSechna tvrzeni, je totiz zcela analogicky jako u Fourierovy
transformace. Ukazeme pro ilustraci jen nékolik tvrzeni, kterd jsou odlisna:

2.

[0l = [

R+

e (o= [P 0], [ (o Od =L FO)p)- lim e 0
—_———

R+ t—0+

£(01)

11. a 12. Tato tvrzeni se dokazuji stejné jako tvrzeni 2., tj. rozepsanim levé a pravé strany a aplikaci
integrace per partes, ktera zajisti, ze hranicni cleny se vyrusi.

O

Pozndmka. Druha vlastnost Laplaceovy transformace umoziuje na rozdil od Fourierovy transfor-
mace zohlednit poc¢atecni podminky.
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Priklad
Resme pomoci Laplaceovy transformace tilohu:
@+ 4u =1 s potateéni podminkou u(0) =1 (3.1)

Pro jednoduchost zapisu budeme oznacovat £[u] = 4. Aplikaci Laplaceovy transformace na levou
a pravou stranu rovnice 3.1 mame:

L+ 4ul(p) = £[u](p) + 4L [u](p) = pti — u(0T) + 44 = pii + 40 — 1
—pt, :1
2[(p) = (2O@)r) = [ e o1t

Jelikoz je funkce 1 odhadnutelnd funkci €%, je podle piedpokladii Laplaceovy transformace
obraz 1 definovdn pro vSechna p takovd, Ze Re(p) > 0. Dostali jsme tedy rovnici

1 1 1 p+1
pﬁ+4ﬁ+1:=>@=<+l) —
P P p+4  plp+4)

Jelikoz L[u] = 1, prevedli jsme problém vyfeseni rovnice 3.1 na nalezeni vzoru Laplaceova obrazu

o = p(ppilzl)' Abychom tento vzor nalezli, sta¢i si uvédomit, jaké jsou vzory funkci % a ﬁ. Jiz

vime, ze
1
- =£1](p)
p

1
=£[)(p—a) :/ 1 em(Pmo)tdy :/ e Phdt = £ [e*] (p)
p—o - -

Pokud nyni rozlozime vyraz p{%ﬁl) na parciadlni zlomky, mtuzeme pak vzor diky linearité La-
placeovy transformace nalézt snadno.

u(t) = £ [1059114)] (t) = 32‘1 B] (t) + gs—l [pLJ (t) = i + ge—“

Pozndmka. Vypocet vzoru funkce pti Laplaceové transformaci je obecné obtizny, ale u obycejnych
linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty je mozné jej obejit timto postupem.

V tvodu jsme naznacovali, ze Laplaceova a Fourierova transformace spolu souviseji. Nasledujici
véta ukazuje, na ¢em je tato souvislost zalozena.

Véta 3.5.3 (o inverzni Laplaceové transformaci). Bud F(p) funkce komplexni proménné a bud
¢ € R bod, ktery nalez oboru konvergence F(p) a bud déle ¢ vétsi nez realna ¢ast vsech singularit

funkce F(p). Pak plati

SUFEN0 = 5= [ P,

~ 2mi

kde ¢—iR oznacuje primku prochézejici bodem ¢, kterd je rovnobézna s imaginarni osou komplexni
roviny.

Diikaz. Dikaz uveden napiiklad ve [Stovitek]. O

Pozndmka. Je zfejmé, ze vypocet integralu ve vété uvedeném vede na pouziti residuové véty.

Specialné, pokud lezi veskeré singularity funkce F' v levé poloroviné komplexni roviny, je mozné
volit ¢ = 0 a provadét integraci pro p ryze imaginarni. Timto vsSak ziskavame Fourierovu transfor-
maci.
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3.6 Zobecnéna Laplaceova transformace

Motivace Uvazujme f(t) funkci takovou, ze ¥Vt < 0 je f(t) = 0. Pak jeji Laplaceovu transformaci
jsme schopni vyjadrit v nasledujici podobé:

el = [

R+

e‘ptf(t)dt:/e_("+i“)tf(t)dt:

R

= [ ey at =g [f0e )
Pomoci toho budeme definovat zobecnénou Laplaceovu transformaci.

Definice 3.6.1. Pro zobecnénou funkei f takovou, ze supp f C Ry, kterd navic splituje, Ze 3a € R
takové, ze Vo > a plati e 7t f(t) € ./ definujeme jeji Laplacetiv obraz piedpisem

Llf®lp) =7 [f(t)efat] (—w) prop=o0+iw

Pozndmka. 1. Laplaceova transformace je jednoparametrickd mnozina temperovanych zobecnénych
funkei (o je parametr, w proménnd).

2. Je mozné ukézat, [St’oviéek], ze Laplacetv obraz zobecnéné funkce, tak jak je definovany, je
vzdy reguldrni zobecnénou funkei.

3. Nase definice je konzistentni. Uvazujme f méfitelnou funkci na R takovou, ze f(t) =0Vt <0
a |f(t)] < Ce™ ¥t > 0. Potom f € %], a navic, Vo > a je f(t)e 7" € L'(R) a tedy
f(t)e " € #/,,. Nase definice ma tedy hezky smysl a je konsistentni. Navic je mozné si

ovérit, ze (pii znaceni vinkou, stejné jako u zobecnénych reguldrnich funkef) plati

—_~

L[f®)](p) = LLF )] (D).

Nyni se pokusime vypocitat Laplacetuv obraz Diracovy J-funkce. Tato distribuce spliiuje oba
piedpoklady, které definice pozaduje, protoze suppd = {0} C R{ a navic dokonce pro vSechna
a € R plati, 7ze Vo > a e 7%(t) = 6(t) € 7.

(L) +iw), p(w)) = (§ [e~70(1)] (—w) ,p(w)) = (e 7"6(t), F [p(-w)](t)) =

Tedy jsme urcili, ze £[6(t)](p) =1 v ..

Véta 3.6.2. Pro Laplaceovu transformaci zobecnénych funkei plati:

1.
SK—ﬂmf@ﬂ@)=;%g£LﬂﬂKm;
2.
s[iwf@ﬂqa—pmsw@n@x
3.

VA€ C L[N f(1)](p) = LF M) —A);
pfitom musi platit, Ze Re(p) > a + Re()),

vk > 0 2 [F k1)) = 22170 ()

pficemz opét musi platit Re(p) > ka. Volba k vychéz{ z nutnosti zachovat nosi¢ funkce v R,

4Definice pozaduje existenci alespon jednoho a € R
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5.
L@+ g®](p) = L[FD](p) £lg(®)(p) ;

6.
VT =0 L[f(t—7)l(p) = e "L (H)](p)-

Diikaz. Zvidavy ¢tendf nalezne tento ditkaz ve [Stovicek].
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Kapitola 4

ReSeni pocatecnich uloh ODR a
PDR

V této ¢asti se budeme vénovat jiz koneéné reseni jednotlivych typu diferencidlnich rovnic za pouziti
nastroju, které jsme dosud vybudovali. Schéma feseni jiz pro zobecnéné linearni diferencidlni rov-
nice zndme. Mame-li

Lu=fv 2,

pak pokud naleznu feseni Le = §, tak jsme ukazali, ze u = ex* f Tesi rovnici Lu = f. Fundamentalni
reseni ¢ budeme hledat pravé pomoci integralnich transformaci.

Dodejme, ze v nasledujicich kapitolach nejprve vzdy uvedeme konkrétni priklad feseni dané
tlohy a néasledné postup abstrahujeme do véty, ktera bude popisovat reseni.

4.1 Linearni ODR s konstantnimi koeficienty

Reste pocatec¢ni tlohu:

J+3y+2y = 3t
y(0) = 2
y(0) = 1

Oznalme Ly = § + 3y + 2y a f = 3tet. Predpokladejme, Ze y(t) je FeSenim této rovnice, tj.
y(t) € C*. Zkonstruujme nyni zobecnénou funkci

g(t) = G(t)y(t) € -@vl'eg'

Pomoci této funkce se pokusime nas problém prevést do reci zobecnénych funkci a Tesit jej. Proto
si pfipravme derivace vyrazu §(t):

(1) = O3t + 3(E)y(t) = OL)I(E) + 5(£)y(0) = O(E)y(t) +26(¢)

§(t) = §(1)8(t) + O(1)ii(t) +25(t) = O1)ii(t) +(t)3(t) + 20(t) = O(1)ii(¢) + 8(t) + 20(t)

Stoji za zminku, Ze jiz v tomto kroku jsme vyuzili poc¢ateénich podminek a zahrnuli je timto do
reseni. Nyni jiz muzeme dosadit do operatoru L:

Lij = O(t)ij(t)+8(t)+26()+3(O () (t)+25(1))+20(t)y(t) = O(t) Ly+T75(t)+25(t) = O(t) f(t) +76(t)+25(t).
=f()
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Klasickou tlohu jsme tedy prevedli na problém v 2’ ktery uz umime vyfeSit. Tato zobecnénd
tloha jde vzdy zkonstruovat pomoci §(t) := ©(t)y(t). Uloha tedy pfesla na tvar:

Lij = f(t) + 70(t) + 26(t), kde f(t) = O(t)f(t).

F(t)

Reseni této ilohy je § = € x F'. Reseni rozdélime do dvou krokt, nejprve nalezneme fundamentalni
TeSeni a nasledné vytesime zobecnénou tlohu.

I. Fundamentélni FeSeni ¢ Resime tlohu Le = 4. Ze cvideni (eventualne [Sﬁoviéek]) vime, zZe

fundamentalni feseni je mozné hledat ve tvaru e(t) = ©(t)Z(t), kde funkce Z(t) spliiuje LZ =0 a

pocéteéni podminky Z(0) = 0 a Z(0) = 1. V nasem piipadé tedy fesime rovnici
LZ=2+43Z+2Z=0.

Jeji feseni je Z(t) = Cre~ '+ Cye~2t. Po zapocteni pocdtetnich podminek mame Z(t) = et —e~ 2,

a tedy fundamentélni feseni naseho operdtoru je tvaru

e(t)=0(t) (et —e ).

II. VyiesSeni zobecnéné tlohy Nyni se pokusime spocist konvoluci € x F' = §. Nejprve si
rozepiseme z linearity konvoluce veskeré piispévky a kazdy z nich poté vySetiime zv1ast.
j=cxF=cx(f+76+25)=cx*f §+2e%9
g =cx* ex(f+T04+20)=exf+TexJ+2ex%
(1) () (3)

Vypocty jednotlivych konvoluci provedeme postupné v nasledujicich odstavcich:

Vypocet (2)
Texd=Te=0() (T(e™" —e™?))

Poznamenejme, Ze se vZdy budeme snazit pfevést feseni na tvar O(t) krét néjakd funkce. Pro¢ je
toto pro néas dulezité, vyplyva z konstrukce feseni, nebot jsme volili jako zobecnéné feSeni funkci
tvaru §(t) = O(t)y(t), kde y(¢) bylo feSenim klasické rovnice.

Vypocet (3) )
2040 =26x0=26 =0(t) (2(2e7* —e7"))

Vypocet (1) Pro tuto éast vypoctu bychom potfebovali spoéitat konvoluci f * g, kde f,g €
.@;eg a supp f C RT, suppg C RT. Pro takovy piipad ale konvoluci neméme zavedenou. ! Pfesto

se muzeme pokusit tento pripad vyftesit:

((f+9)(), (1) = (f(1), (9(7), p(t + 7)) = o

O funkci (g(7), o(t + 7)) vime, ze je tiidy C>°. Pokud bychom jesté dokdzali Fici, Ze je jeji nosi¢
omezeny, méli bychom vyhrano. (Toto je v podstaté jediny rozdil mezi nasi definici konvoluce a
tou, ve skriptech prof. Stovicka.)

o:/dtf(t)/d7g(r)<p(t+r) .
. * P(t,T)

Zkoumejme nyn{ nosi¢ funkce (¢, 7). Vzhledem k jeji definici se jednd o ,pés‘ v roviné (¢, )
protinajici osu ¢ v supp ¢ a osu 7 rovnéZz v téchto bodech. Vzhledem k tomu, Ze funkce f(t) je

1Konvoluci, kterd by toto umoziiovala, lze zavést. Tuto jeji vlastnost bychom ale vyuzili jen zde, proto byla
pouzita jind definice. Zajemci definici naleznou ve [Stovicek]
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nulové dle definice alespon na R~ a funkce g(7) stejné tak, lze nosi¢ funkce (¢, 7) omezit a tim
umoznit vypocet integréalu.

Zde bude taky jednoho krasného dne obrézek. Doufam...

Budeme se jej snazit prevést do tvaru definice pusobeni reguldrni zobecnéné funkce. Proto
pouzijeme substituci:

o= § e = [0 [ azate - 00 = [ azet) ([ gt - o)

t=t

Timto jsme zjistili, ze vysledek konvoluce regularnich zobecnénych funkci je regularni zo-
becnéna funkce, jejiz klasicky generator je klasicka konvoluce generatort zobecnénych funkci. Tento
vysledek by nemél byt prekvapivy.

Maji-li tedy funkce f,g nosi¢ na kladné polopiimce, lze je zapsat jako f(t) = O(t)f(t) a
g(z —t) = 0(z — t)g(z — t). Vidime, ze O(t)O(z —t) #0 < ¢ € (0, 2), z > 0. Pak

[ atra =06 [ ot
0
Nage funkee f(t) a () splituji z definice predpoklady vySe zminéné, a proto mizeme spoist jejich

konvoluci.

c(t)+ () = O()Z(1) +O1) f(t) = O(1) /O Z(r)f(t—7)dr = O(1) /O (e~ —e2T)3(t—1)e!~Tdr =

= O(t)3e! {t /Ot(eT —e e TdT — /Ot(eT - e2T)TerT] =(1)

Timto jsme spocetli i posledni ¢len konvoluce a opét vidime, Ze je napsatelny ve tvaru souc¢inu
Heavisideovy funkce a néjaké klasické funkce. Tedy nyni jiz vime, ze

g =M+2)+B) =
=0@1) [7T(e"—e ) +2(2e7* —e7") + 3¢ [t -/Ot(e_T —e e Tdr — /Ot(e_T - e_2T)Te_TdT”

=y(t)
O funkci y(t) bychom mohli tvrdit, Ze je FeSenim klasické tlohy. Z naseho postupu to ale
nevyplyva. Ve skutec¢nosti tomu tak ale je a pfesvédéi nas o tom nésledujici véta.

Véta 4.1.1. Necht u = u(t) pro t > 0 je klasické fesen{ linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty tvaru

Lu=u" +au™ Y+ .. +a, v +apu= Zan,ku(k) = f(t),
k=0

kde ap = konst. pro vSechna k € {0,1,...,n — 1} a ap = 1, které spliiuje pocateéni podminky
u®)(0) = uy, pro véechna k € 7 a necht f(t) € L} (RT) je po &astech spojitd funkee.

loc

Definujeme-li a(t) = O(t)u(t) a f(t) = O(t)f(t), tak potom:

1. Zobecnénd funkce @ vyhovuje rovnici v '

n n—1
Li=Y ani® =f+) ¢6") =F,
k=0 r=0

n—r
kde Cr = E Ap—f—rUk—1-
k=1
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2. Pro teseni klasické tlohy plati
t n—1
u(t) = / Z(t—7)f(r)dr+ > 2™,
0 k=0

kde Z(t) je funkce z fundamentélniho feSeni operdtoru L, tj. LZ = 0 a Z*)(0) = 0 Vk €
{0,1,...,n =2} a Z»=D(0) = 1.

Diikaz. Prvni tvrzeni se ovérl pfimym vypoctem, stejné, jako u ilustracniho prikladu.
Druh4 ¢ast tvrzeni se dokdze taky piimo. Potifebujeme znat fundamentilni feseni. Bud tedy
u=c¢exF kde e(t) =0O(t)Z(t). Pak

n—1
ﬂ:g*F:g*f+5*<ZcT5(r)> -

r=0

n—1 n—1 n—1
zs*f—i—Zcra*&("):E*f—i-Zcra(")*6:5*]?4—2@6(").

r=0 r=0 r=0

Diky pocateénim podminkdm na funkci Z(t) je tato vzdy spojitou funkei a pro jeji derivace
(za pouziti véty pro derivovani po &astech spojité funkce) plati (™ = ©(¢)Z("). Z predeslého
i
vypoctu taky mj. vime, ze (e % f)(t) = O(1) / Z(t—7)f(r)dr.
0

Pokud toto dosadime do vztahu pro @(t), dostaneme:

a(t) = O(t) /OZ(tT)f(T)dT+ZcTZ(T)
r=0

(1) (I7)
Tedy skuteéné ziskdvame a(t) = O(t)u(t) Nyni ovéiime, ze u(t) je FeSenim klasické dlohy. U

¢lent (1) a (II) ovéfime, Ze jsou n-krat diferencovatelné a ze fesi L.
(II): Jelikoz je Z € C* je

n—1 (k) n—1
(Z cTZW) =Y 20 e k.
r=0 r=0

Navic diky linearité L a konstantnosti koeficient ay, plati:

n—1 n—1 n—1
r=0 r=0 r=0
Tedy toto je homogenni feseni operatoru L.

(I): Nejprve ovéfime, ze je vyraz n-krat diferencovatelny.

t t
3]
Pozndmka. ZMAA4 (MAB4) si jisté pamatujete vztah % (/ q(t, T)dT> = g(t,t)+/ Eg(tm‘)dr
0 0

Pokud ne, je vhodné si jej dokézat.
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Diky této poznamce muzeme psat:

s/ - niear) = za—sw+ [ He-nstnr= [ 26- s

Z(0)=0

d2 t ) : i . )

dt2</0 Z@—T)f(ﬂdf) = ZeZfiw+ /0 Z(t = 7)f(r)dr = /O Z(t—7)f(r)dr
Z(0)=0

c(iitnT_—ll (/Ot 20t - T)f(7>d7> : Z0D(t 1) f(1) + /t ZOD(t — 1) f(r)dr = /t 20Dt — 1) f(r)dr

N 0 0
Z(n=2)(0)=0
a t - f(r)dr) = z0 Y- t M) (t —7) f(r)dr = t Mt — ) F(r)dr
ar (/0 2t =1)f( )d> = \Z(_;(t_t)f(t)Jr/o ZW(t —7)f(r)d —f(t)+/OZ (t — ) f(r)d
Z(n=1)(0)=1

Vidime, ze vsechny derivace existuji. To, Ze je toto Tesenim dané tlohy, plyne z aplikace
operatoru L. Je zfejmé, Ze toto FeSeni je partikuldrnim Fesenim (diky ¢lenu f(t) v n-té derivaci)

Y (- N(rar) = gan_k (/ ‘- fieyie) "

t [ n t
50+ | (Z ann 20 (1 - r)fm) dr= 1)+ [ 12- fdr = (1)
0 \Jco 0

Timto jsme ukdazali, Ze u(t) fesi rovnici Lu = f. Ze toto Fedent splnuje i pocatecni podminky
je taky jednoduché ukazat. Pro k € {0,1,...,n— 1} plyne z nulovosti integralu (I)*)(0) = 0 a
tedy nepftispivaji do po¢dteénich podminek. Proto pouzijeme ¢len (I7) a aplikujeme podminky
na Z(" a definici koeficientt ¢,. Odtud po dosazeni nejvyssi derivace vyjadiené z (derivaci)
rovnice LZ = 0 vyplyva, ze u(")(0) = u,. Dosazovat v plné obecnosti lze, jednd se vsak
o zbytecné dlouhy technicky vypocet. Ctensr si jej muze provést sim doma, jako cviceni.
Dulezité je jej umét aplikovat konkrétné. Timto jsme rovnéz ukézali, Ze spliiujeme pocateéni
podminky a vétu jsme zcela dokazali. O

4.2 Parcialni diferencialni rovnice

Pozndmka. Pro parcidlni diferencidlni rovnice nemame k dispozici nic jako fundamentdlni systém
reseni, ktery zndme z linearnich obycCejnych diferencidlnich rovnic. Prakticky to znamend, zZe
zabyvat se problémem nalezeni ,, obecného Teseni PDR* nedava prilis smysl. Zabyvame se tedy
vzdy ulohou fesit PDR doplnénou o pocatecni, eventualné okrajové podminky.

Uved'me pro ilustraci této poznamky nasledujici p¥iklady:
1. Rovnici Zu + a2u = 0 splnf jakékoliv funkce u(z,t) = f(z — at) pro libovolnou f € CL.

2. Rovnici divu = 0 fesi v R? libovolna funkce tvaru u = rotF, kde F je libovolné vektorové pole.

4.2.1 PDR 1. fddu a metoda charakteristik

Uvazujme linearni PDR 1. fadu se 2 nezndmymi proménnymi ve tvaru 2

a(x, t)u + bz, t)u, + &(x, t)u, = §(z,t).

27Znaceni: ug = g—;, ur = % atp.
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Je-li b(x,t) nenulova funkce, lze timto élenem vydélit celou rovnici a prevést ji na tvar

a(x,t)u + ug + c(x, t)uy = g(z,t) s po¢ateéni podminkou u(z,0) = ug(x). (4.1)

Pozndmka. Nésledujici sled poznamek poslouzi jako popis metody charakteristik.

ug + ¢(x, t)u, 1ze chapat jako smérovou derivaci funkee u ve sméru (¢(z,t),1) v roviné (z,t);

Vektory (c(z,t),1) tvori vektorové pole v roviné (z,t). K¥ivky = X (t) podél vektorového pole
jsou dény obycejnou diferencidlni rovnici X'(t) = ¢(X(t),t). Tyto kiivky zveme charakteristiky.

3. Charakteristika prochézejici bodem (zg,0) vyhovuje poc¢dteénim podminkdm X (0) = xo.

4. Necht u(z,t) je feSsenim tlohy (4.1) a # = X(t) s X(0) = zg je charakteristika. ZZeni fesen{

u(z,t) na charakteristiku je ddno
o(t) = u(X(1),1),

kde v'(t) = ux (X (t),t) - X' (¢) +ue (X (2),t) = up (X (¢),t) - (X (2),t) + us(X(t),t). Touto tipravou
jsme tlohu (4.1) pfevedli na tlohu feSen{ systému ODR.

Pozndmka. V literature je metoda charakteristik obvykle zapisovana jen ve velmi strué¢ném tvaru:

a(z, tyu + b(x, t)u, + é(z, t)ug = §(z,t)

dt -
= Bals), )
dr  _
T = e(als), )

du

" afa(s), Hs)u = gla(s), (5)):

Parametr s slouzi k parametrizaci charakteristiky.

Postup metody charakteristik pro nalezeni ¥eSeni tlohy (4.1)

1.

Nalezneme charakteristiky, tj. fesime rovnici X'(¢) = ¢(X(¢),?) s potatecni podminkou X (0) =
xo. ReSeni oznaéme X, (t).

Nalezneme xg pocétek charakteristiky pro dany bod (z,t), kterym charakteristika prochézi, tj.
Fesime rovnici Xy, () = = pro xg. Jeji FeSeni oznacme xy = p(x,t).

Vytesime ODR na charakteristikdch z bodu 1, tj. fesime rovnici v'(t) +a(X (t), t)v(t) = g(X(t),1)
s pocatecni podminkou v(0) = ug(xp). Reseni oznatme vy, ().

Vybereme, resp. dosadime spravnou charakteristiku, tj:

’U,(.'I}, t) = Vg (t)lz():p(x,t)

[lustrujme tuto metodu na konkrétnim piipadé:

u~+ up + zu, = 3z s pocateéni podminkou u(x,0) = arctan(x)

Postupujme dle naznaceného postupu:

X'(t) = X(t) s pocatetni podminkou X (0) = zg
Regenim této rovnice je odividné X, (t) = zqe'.

X0 (t) = 2 = x0e" = p(z,t) = 19 = TE "

v/ (t) + 1o(t) = 3X (t) = 3zpe’ s potateéni podminkou v(0) = arctan(x)
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Tuto rovnici resime pohledem:
v(t) = Ke ' + Ae!

V() = —Ke ' + Ae

Po dosazeni do predpisu mame:
t t 3
2Ae" = 3xpge’ = A = 5900
Aplikaci pocateéni podminky navic ziskdvame:
3
v0)=K+A=K+ 5%0 = arctan(zg)

Tedy teseni je tvaru:
3 3
v(t) = (arctan(zg) — ixo)e_t + ixoet

Nyni jiz mizeme vytesit nasi ilohu dosazenim za z:

3 3
U(l',t) = (arctan(xe—t) _ §$€_t)e_t + 5%

Obecnost metody V tomto odstavci budeme opét jen v pozndmkach a bodech diskutovat, co
je dilezité pro tuto metodu a kam az ji je mozné rozsitit.

3.

Potfebujeme, aby existovala charakteristika z daného bodu (z1, 1) vedouci zpét do ¢t = 0. Toto
poZadujeme kvili tomu, abychom mohli nalézt xo = p(z,t). Toto totiz obecné neni vzdy mozné.

Limitujicim faktorem jen rovnéz hladkost funkci.

Metodu Ize pfimocare rozsitit na nelinedrni pripad, tj. ilohu
ur + c(x, t)uy = f(x,t,u), u(x,0) = ug(x).

Pak v 3 stadci Fesit rovnici

V() = £t X (1), 0(2), v(0) = uo(xo).
Obdobné 1ze metodu rozsitit pro kvazidiagonalni PDR, tj. pro tlohu tvaru

us + c(z, t,u)u, = f(x,t,u), u(z,0) = up(x).
Opét 1ze zuzit feseni na charakteristiky V' (¢) = u(X (¢),t) splnujici
X'(t) = c(X(t),t,v(t), X(0) = zo.

Pak feSime rovnici

V() = f(X (1), t,0(1)), v(0) = uo(xo).

4.2.2 Kilasifikace PDR 2. radu a prevod na normalni tvar

V této kapitole se budeme zabyvat PDR 2. fadu, tj. rovnici tvaru

f= Lu—ZZaU o 3$]u+zb ()u.

=1 j=1 =1

Budeme hledat jeji klasické feSeni u € C?(G), a;;(z) € C(G), bi(z) € C(G), ¢ € C(G), kde G C R™.
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Definice 4.2.1. f{ekneme7 ze linearni parcialni diferencidlni rovnice 2. rddu je eliptickd, resp.
hyperbolickd, resp. parabolicka na M C G, pravé kdyz je eliptickd, resp. hyperbolicka, resp.
parabolickd jeji pfidruzend kvadratickd forma q(y, ) = y?A(z)y, kde A;; = a;j(x) a A je symet-
ricka.

Rekneme, Ze parcidlni diferencidlni rovnice je v normalnim tvaru, pravé kdyZ je matice A
diagonalni s 0, -1 a 1 na diagonéle. Typicky se tak déje po transformaci.

Pozndmka. Pripomenme, ze o kvadratické formé rekneme, ze je eliptickd, pokud mé jeji matice
veskerd vlastni ¢isla nezdpornd nenulové, resp. nekladnd nenulova. Rekneme, ze je hyperbolicka,
pokud jsou veskerd jeji vlastni ¢isla nenulova a neni elipticka, tj. méa jak kladnd, tak zaporna
vlastni ¢isla, kterd jsou nenulova. Rekneme, Ze je parabolickd, pokud je alespon jedno jeji vlastni
¢islo nulové a alespon jedno nenulové.
Nyni uved'me nékolik pifkladi operatorii a jejich klasifikaci:
n 82
e Laplacetuv operdtor A = Z 922 je elipticky operator v normalnim tvaru
4
j=1 "
e Operator vedeni tepla % — a?A je parabolicky operator
e Operator vlnéni g—; — a?A je hyperbolicky operator

Pievod linearni PDR 2. fddu se dvéma nezavislymi proménnymi do norméalniho tvaru
Uvazujme rovnici tvaru:

2 2 2

U U 0°u

Hleddme transformaci soufadnic (z,y) < (§,7n), kde £ = &(z,y) a n = n(z,y), takovou, aby
puvodni rovnice byla v normdalnim tvaru. Proto je tfeba nejdfive spocitat derivace vyjadrené
pomoci novych souradnic:
ou_ 0ude  oudy
dxr 0 dx  Onox
ou_ oudg  ouon
dy O£y Indy
Ou _ u (06\* 0% 060y  Dudte 0P (On\ O%u dEom | 0udn
0x2 02 060n Ox Ox ~ OE Ox%2  On? \ Ox 0E0n Ox Ox ~ On Ox?
Ou_oPu (06\ P oton  uoE  du (on\' | Fu oton  ouoiy
dy? 02 \y g dy 0y~ 0 Oy* ~ On* \ Oy 9Eon oy 0y~ On Oy?
Ou  0%u d€ O¢ N &u dn 9 N ou 0%¢ N 0%u On On N Pu 9E O du I

ox

oxdy 02 0z dy | OO Oz dy | OE Dxdy | On? 0w Oy = OO Oz By | On Oxdy

Nyni tyto ¢leny dosadime do piivodni rovnice a rovnici upravime. Pfi Gpravé nds budou zajimat
pouze cleny vyjadiujici druhou derivaci u podle novych proménnych. Zbylé ¢leny mizeme vnorit
do nové funkce F'. Proto rovnice po transformaci souradnic prejde do tvaru

9%u oe\? oe\? o€ 9¢ 0% on\? on\> on on
a@(aﬁn)*”<@) *bﬂnmﬁ Top aﬂn)**<m) +anm) *

I 17

0%u 0& On 0¢ On on 0 0& dn -
2 =20 voc( =2 bl e F .
oean ( ¢ (8x fh) e (3y c’)y) 0 (&v dy " ou 3y)> +E (Ve 6m)

117
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Zabyvejme se nyni ¢lenem I; ten lze totiz prepsat do nasledujici podoby:

p 2
a2§ 2¢ 9¢
(I)<8x2) “+b<gg +e| gt
ox ox

Vidime, Ze jsme v zavorce obdrzeli kvadraticky vyraz a + b\ + cA? = 0 pro A(z,y) =

i~
ke

Q
<<

. Stejny

8l

2
kvadraticky vyraz bychom obdrzeli, kdybychom vytkli ¢len (%) ve ¢lenu I1. Proto pokud mé

ona urcujici kvadraticka rovnice pravé jeden dvojnasobny koren, jsme schopni pomoci této volby
vynulovat bud élen I, nebo I1. Pokud bychom ovsem ziskali dva riizné kofeny, pak pomoci jednoho
kofene vynulujeme ¢len I a pomoci druhého élen I7. Toto nyni podrobné rozebereme?: UvaZzujeme
tedy PDR tvaru (4.2) a k ni ziskanou rovnici pro A(z, y). RozepiSeme-li nyni pfidruzenou kvadra-
tickou formu nasi PDR, ziskame
A= ( ) |
Pak rovnice 4.2 je
1. Parabolickd

Dle definice, pravé kdyz méa pridruzena kvadraticka forma A alespon jedno vlastni ¢islo rovno
2

nule. Toto je ekvivalentni tomu, ze detA = 0 = ac — bz. Toto ale znamend totéz co fakt, ze

diskriminant d(x, y) kvadratické rovnice je nulovy a to je ekvivalentni s tvrzenim, Ze kvadratickd

rovnice ma pravé jeden dvojnasobny koren.

2. FEliptickad
Aby rovnice byla eliptickd, je potreba, aby jeji pridruzend kvadraticka forma méla dvé vlastni
¢isla A1 stejného znaménka, tj. bud AL > 0, nebo Ay < 0. Pro vlastni &sla matice 2x2 plati
vztah

nlo Q
o Nlo

1
i — 2 _
Ar = - + 5 /(trA)? — deth.

Aby byl navic splnén pozadavek na stejné znaménko obou vlastnich ¢isel, musi byt pro Ay > 0
splnéno trA > 0 a zaroven detA > 0. Pro AL < 0 zase trA < 0 a zaroven detA > 0. Z téchto
dvou podminek plyne jedin, ktera tika, ze pro to, aby byla rovnice elipticka, je potieba, aby jeji
pridruzend kvadraticka forma méla pozitivni determinant. To ale znamen4, ze vyraz ac— Z > 0.
Toto je ale ekvivalentni tomu, Ze d(z,y) < 0, tedy faktu, Ze kvadraticka rovnice a+ b\ +cA? = 0
maé dva komplexné sdruzené koreny.

3. Hyperbolicka
Aby byla rovnice hyperbolicka, je tfeba, aby jeji pridruzena kvadratickd forma méla dvé nenulova
vlastni ¢isla s opa¢nymi znaménky. Stejnou tvahou jako byla provedena vyse dostavame, ze
tato podminka je pfepsatelnd do tvaru (resp. z ni lze vyvodit) detA < 0, coz je ekvivalentni s
tvrzenim, ze d(z,y) > 0 a tedy kvadratickd rovnice mé dva rizné redlné kofeny.
Nyni provedeme kratké shrnuti toho, co jsme ziskali a tyto poznatky aplikujeme na rovnici 4.2.

Parabolicka rovnice Ukazali jsme, ze aby byla rovnice parabolicka, musi mit rovnice a 4+ b\ +
cA\? = 0 pravé jeden kofen. Ten pouZijeme na vynulovani ¢lenu I a ukdZeme, Ze zajisti rovnéz
vynulovani ¢lenu I71. Pokud neni £(z,y) = x, volme BUNO n(z,y) = . Pak muzeme upravovat
¢len I11 do tvaru:

9§ On o0& on 0¢ On o€ In g 08 0
111 =2a U Y — % 9 _
ox ol o oy Tay o | T %0y T +og, = gy (2t =0
~— ~
1 0 1 0

3Velmi casto se zde nyni budou pouzivat fakty tykajici se vlastnich ¢&isel, matic atp. Neni od véci si nékters
tvrzeni pfipomenout (LAA2, ev. LAB2).
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Posledni rovnost je diisledkem Vietovych vztahii pro nasi rovnici* , kterd mé jeden dvojnisobny
kotfen. Tedy rovnici 4.2 jsme prevedli do o¢ekdvaného normélniho tvaru

on 17

Elipticka a hyperbolicka rovnice Ukazali jsme, ze aby byla rovnice eliptickd nebo hyperbo-
lick4, musi mit rovnice a + bA 4+ cA? = 0 dva rtzné kofeny. Diky nim mifiZeme zvolit soufadnice
&, n tak, ze vynuluji ¢leny I a II. Pak dostavame rovnici tvaru:

Pu  F(Vu,u,&n)
e 111

=0

Tato rovnice neni v norméalnim tvaru. pro prevod budeme muset jesté jednou provést transformaci
soutadnic. Jelikoz u eliptické rovnice existuji dva komplexné sdruzené koreny, funkce &, 7 trans-
formuji do komplexnich proménnych, coz musime touto transformaci zménit. V hyperbolickém
pripadé, kdy jsou reseni kvadratické rovnice redlna, jsou nové souradnice &, 7 rovnéz redlné, ale
tvar rovnice zatim neukazuje pfimo na to, ze by byla hyperbolickd, coz se pravé novou transformaci
budeme snazit zménit.

Hyperbolicky pripad Pro tento pripad uvazujme transformaci r =& +n,s = £ — n. Pak

0%u d (Ou\ _ 0 (du du 7@+82u7 82u+@ _Pu P
on)  O¢ - or2  Ords ords = 0s2)

oy~ Of

or Os

o2 9s?
Touto transformaci jsme tedy dostali rovnici v normélnim tvaru.
Elipticky pripad Je vhodné si uvédomit, ze diky komplexnimu sdruzeni kofentu kvadratické

rovnice budou komplexné sdruzeny i funkce &, 7. Tohoto vyuzijeme a pomoci transformace r =
&+ n=2Ref, s =i(¢ — n) = —2Im¢ z nich vytvorime redlné souradnice. Potom jiz mZeme psét

0%u d (du 0 (Ou . Ou 7@+,82ui_ 82u+,@ Pu  Pu
on o2 T'oras '\ oras | 0s2

acon ~ Of

= 5

or 188

“ o "o

coz je uz rovnice v pozadovaném normalnim tvaru.
Nyni zbyva vyresit otdzku, jak nalézt ony nové soutadnice £(x, y) a n(z,y). Vime, Ze jsme ziskali
o¢

koeficient \(z,y) jakoZto FeSeni rovnice a 4+ bA + cA? = 0 . Vime také, ze A(z,y) = Z£. Toto ale

T

nidpadné piipomind derivaci implicitné zadané funkce z(y), kterd je zaddna funkei £(z(y), y) = K,
kde K je konstanta. Zderivujeme-li tento vyraz dle y, obdrzime %x’ + %' Odtud ale jiz

g

23
5}

P(y) = -2 = “Azy)
dx

Tedy v konkrétnich piipadech staci nalézt x a FeSeni zapsat ve tvaru implicitni funkce. Toto si
ukézeme na konkrétnim prikladé. Budeme chtit nalézt souradnice, ve kterych rovnice
30%u 5 0%u

0 0
FY _ g2t + Sxy—u

o 845:()
T2 T g B oy oY

ptrejde do normélniho tvaru.

4Jestlize ma rovnice a + bA + cA? = 0 kofeny Ay a A_, pak plati
LA+ =-2

c

2. ApA =2
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Nejprve napiseme urcujici kvadratickou rovnici:
23— zy? A2 = 0.

Jeji diskriminant je
d(z,y) = da*y® > 0 s.v.
Odtud plyne, Ze rovnice je skoro vsude hyperbolicka, kromé bodi x = 0, y = 0. Zde prechazi

v parabolickou. Kofeny urcujici rovnice jsou Ay = i a tedy odtud mame feSeni napiiklad ®
Inz = Flny + C, odkud & (z,vy)

dostaneme implicitni rovnici yz*! = C, odkud mame nové souradnice uréené v elegantnéjsi podobé
X

() =2y a nle,y) = £

lni a n(xz,y) = Inzy. Pokud rovnici odlogaritmujeme,

Linearni PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty a n proménnymi Diky konstantnosti
koeficienti jsme schopni provést pfevod na normalni tvar pro obecné n proménnych, nebot se jedn4,
o ulohu ekvivalentni s pfevodem matice do polarni baze. Vysta¢ime si jen s linedrni transformaci.
Meéjme rovnici tvaru

Z Z Qijm—F— 3 3933 + F(Vu,u) = (VIAV)u + F(Vu,u)

=1 j=1

Oznaéme (b1, bs, ..., b,) polarni bazi matice a ddle ozna¢me B matici %, ktera spiiuje BT AB = D,
kde D je diagonalni matice s plus minus jedniCkami a nulami na diagonéle. Pak muZzeme rovnici
upravit do podoby

n n 2
> Zaijafi(;;+F(Vu,u) = (V'BBYABBY V)u+F(Vu,u) = (B'V)"BTABB”V)) ut+F(Vu,u) =
— i0Tj

= VIDV, + F(Vyu,u) = ZD“(92 F(...)

Nyni chceme piejit od 2 — y tak, aby BTV, = V. Tato podminka je ekvivalentni
0 - BT 0 "
o~ &, ~ P

Zéroven vime, ze se jedna o linedrni transformaci, tj. transformaci z = Jy, z ¢ehoz za pouziti

fetézového pravidla plyne
Oz 0 = 0
Jik=—-.
8yk jz: Oy, Bac] ; ]kaxj

Tedy J = B.

4.2.3 ReSeni pocatecnich dloh linearnich PDR 2. fadu

V této kapitole se budeme soustredit na nalezeni feSeni dvou typickych zastupci parabolickych a
hyperbolickych rovnic. Diky transformacim budeme schopni spole¢né s touto znalosti fesit znacnou
cast PDR. Postup bude analogicky jako u ODR, jen s tim rozdilem, ze nebude tak rigorézni. V
podstaté nebudeme schopni obecné ovérit existenci konvoluce a stejné tak nebudeme schopni ovérit
souvislost Teseni zobecnéné a klasické lohy.

5Reseni bude vicero, mohu to rtizné pronésobit konstantami atp.
6Jednd o matici slozenou z vektorti polarni baze, coz jsou vlastni vektory prondsobené odmocninou pifsluseného
vlastniho ¢isla.
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1. Klasickou pocateéni (Cauchyho) tlohu prevedeme na zobecnénou tlohu vytvorenim nespojitosti
v t = 0: Toto budeme ilustrovat na rovnici vedeni tepla v R'*1,

9 o NPT . .
Lu= ((% — /\8952) u= f(t,x) s potdtetnimi podminkami u(0,z) = ug(z)

A je koeficient vedeni tepla a A > 0. Hleddme tedy klasické fesent, tj. u( ,z) € C*(RT), u(t, ) €
C%(R) pro f € C*(R'*!). Nyn{ jiz budeme postupovat stejné jako u ODR, tj. hleddme Feseni
tvaru @(z,t) = O(t)u(x,t). 7 Uréime potiebné derivace

82 2

@ﬂ(x, t) = G(t)@u(x, t)

%ﬂ(w,t) = G)(t)%u(x,t) + up(x) ®4(t)

Pak po dosazeni do pocatec¢ni ilohy mame
0 o2 .
La=0(t) ((’%u — )\Wu) +up(z) @6(t) = O() f(t) +up(z) @ 6(t) = f + up(z) @ (k)

Toto je zobecnénd formulace pocdtecnd ulohy rovnice vedend tepla. Zname-li fundamentalni feseni
operatoru L, zname feseni zobecnéné tlohy, protoze

u(x,t) = e(x,t) % (f(a:,t) +up(z) ® 5(t))

Pozdéji bude ukazano, Ze pro fundamentalni feseni operdtoru vedeni tepla v R'*! m4 tvar:

o .

e(z,t) = QMG

2. Nyni se vratme k feseni zobecnéné tlohy. Druhy séitanec nyni upravime:
(e(@, 1) * (uo(z) © (1)), p(x, 1)) = (e(x, 1), ((uo(§) ®0(7), p(x +&,t +7))) =
= (e(x, 1), (uo (&), p(x + &, 1)) = (e(x, 1) * uo (), p(x, 1))

Zde je nutno poznamenat, ze vubec nevime, jestli ma vibec celd tato uprava smysl. Pro nas
konkrétni pripad dostavame

€(x7t)*u0(x):/Rdfmg/%e_f;uo(ﬁﬁ—f) :Q(t)/n@”'

To, ze zde zobecnénou konvoluci najednou chapeme jako klasickou je prosté fakt, ktery je treba
prijmout. Stejnou tpravu pouzijeme i pro prvni sc¢itanec:

ez, 1)+ (O(1) (1, 7)) :/RdT/Rdgf/%e—ﬁ@(t—T)f(t—r,x—g) _

t 1 _i
_eu)/o dT/RQ —e -z

Timto jsme nalezli feseni zobecnéné tilohy rovnice vedeni tepla v R které je tvaru @i(x,t) =
O(t)u(x,t). Vyjaddieme FeSeni této tlohy v dplném tvaru

S ) — ' P _ L e
a(t, ) = O(t) [/0 dT/RQme ft—1x f)d§+2m4d§uo(x &e d¢

=u(t), coz je Fesenim klasické tlohy.

Ze je toto Teseni klasické tlohy si ¢tenaf muze zkusit sdm ovéfit na konkrétnim prikladé.
Naptiklad volbou f(t,z) = et cosz a poCiteéni podminkou ug(x) = cosz.

7Zjistil jsem, Ze volné zaménuji vyrazy typu f(x,t) a f(t,x). Jednd se o jedno a totéz.
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Jako zastupce hyperbolickych operatori, budeme fesit pocatecni tlohu vlnové rovnice v 1
dimensi, s pravou stranou f(¢,z) a poc¢dteénimi podminkami uy = u(0,x), u1 = @(0, ).

2

@U(%t) =

Ly = (82 - a2A>ﬂ = §(t) @ u(0,2) + () @ (0, ) + O(t)i(t, z) — Ot)

=0 f(t,x) +4(t) @ u(0,x) + (1) ® u(0,z)

Déle upravme konvoluci tohoto vyrazu s fundamentalnim fesenim

D (&(t,2) wuo) + E(t2)

E(t,x)* <f(t,x)+5(t)®u(0,x)+5(t)®u(0,x)) =&t x)* f(t,z)+ o

ot . .
Dosazenim &'(t,x) = %@(at — |z|) ziskdme zobecnéné Teseni, vzorec je ale jesté tfeba radné
a

upravit

& xf = / / a(t — 1) — |z —¢|)O(r) f(1,£)dédr = / /:Ha(t K (1,€)dédr

a(t—r)

o(t)
2a

& xug = 5 o tug(€)dé =

z+at
sivm= [ G0t o - ehuas = 52 [ ui(egas

20 Jo—at

(aup(x — at) + aug(z + at))

8/@(at—\x—§|)@()

Secteme-li predchozi vyrazy a vytkneme z nich Heavisidovu funkci ziskame klasické reseni

z4a(t—7) r+at up(x — at) + uo(z + at)
ult, z) 2@(// - Tg)dgdwr/ ul(ﬁ)d€)+ 2

r—at

4.2.4 Hledani fundamentalnich feseni & nékterych operatoru

Pri hledani fundamentélnich teseni zédkladnich operatortt budeme hojné vyuzivat integralni trans-
formace.

Rovnice vedeni tepla Pfipomeiime operitor vedeni tepla v R'T" 8

0
Lir = 5 =AM, kde A>0

Tento operator zde vyresime pro n = 1. Pro obecné n bude vyfeSen na cvicenich. Hledejme tedy
fundamentdlni feseni & (¢, x)

Ly&(t,x) = (gt - )\aaﬁ) E(t,x) =0(t,x) = () ® 6(x)

Aplikujme na celou rovnici ¢asteénou Fourierovu transformaci v proménné x:

2
5o | (51 - Vo) €000 (1.0 = 52 B0 @ 8001 1.6 = 30 95, 521 € = 0) 01

8Touto notaci rozumime operdtor v n prostorovych soufadnicich a jedné ¢asové proménné.
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Vidime tedy, ze funkce na pravé strané rovnice je nezavislad na £. Upravme jesté levou stranu a tu
porovnejme s pravou stranou:

Fo| (57 V) 00| (9 = 5. 160,01 (0. ~ A5, [.2)] () = ) 01

Oznaéme &7 (t,€). Pokud zafixujeme proménnou ¢ a nahlizime-li na ni jako na parametr, miizeme
oznacdit & (t) := &%(t,€). Pak dostdvdme obycejnou diferencidlni rovnici

d 4 9 5
&gg(t) +AEEL(t) = 0(1)
Je tedy zfejmé, ze funkce @&g(t) je fundamentdlnim fesenim operdtoru L = % + a pro a > 0.
Toto Fedenf jiz zndme?, tedy é%g(t) = &°(t,6) = @(t)e’Aggt. Abychom nalezli feseni &(t, x), zbyva
provést inverzni Fourierovu transformaci
5 O(t) 22
Et,x)=5F 1 [é” t, & } t,z) = O(t)F* [e_’\§2t] t,x) = e it
(t.0) = 5" [£(.9)] (t.2) = (03 (t.2) e
Timto jsme nasli feSeni operatoru vedeni tepla v jedné prostorové a jedné casové dimenzi.
Obecné Teseni operatoru vedeni tepla mé tvar
O(t) L]
2V TAL)"

kde ||z||? = >°] «%. Uréit fundamentaln{ FeSen{ nékterych operatort je snadné. U jinych je to
znacné obtizné. Nasledujici véta popise metodu, pomoci které ur¢ime napr. fundamentalni reseni
Laplaceovy rovnice.

%&c [e_kgzt} (t,z) =

E(t,z) =

Véta 4.2.2 (Metoda sestupu). Nechtf u(t,z) € 2'(R*™) je zobecnénd funkce s omezenym nosi¢em
v t, tj. IR > 0 takové, Ze Va je suppu(t,z) C Bgr(0), kterd je FeSenim diferencidlni rovnice

otk
vz E R™ s koeficienty tiidy C°°. Potom ug definované
(uo(z), o(x)) = (u(t, z), p(x)n(t)),
kde n € Z2(R) takovd, ze u(t,x) = n(t)u(t,z) v Z'(R1™") a n(0) = 1, je feSenfm rovnice Loug = f.

ok
< — L+ L0> u(t,x) = 6(t) ® f(z), kde L, Lo jsou linedrni diferencidlni operdtory pusobici

Drikaz. B

(Louo(z), (x)) := (uo(z), Lop(x))
Operator Ly ptisobi na testovaci funkei tak jako operdtor Lo, jen navic zahrnuje zménu znaménka
vyplyvajici z definice derivace v Z a pred provedenim derivace je testovaci funkce napred vynasobena
prislusnym koeficientem (z tohoto diivodu byla poZadovéna hladkost v pfedpokladech). Uved me
konkrétn{ priklad. Méme-li operdtor Lo = a(m)%, tak operator Lo = (—1)3%(a((£)-). Nynf jiz
v této notaci dokazujme tvrzeni.

n k
(u0(o), Lagle)) = (utt ). Laple)n(0) + 3 (utt o). el ) (eahn(e)) =

k=1

=0, n(t) je rovno 1

no ook
:<u<t7m>7 (Z;kikmo) (pla ) ((Z atkLkJrLo)( )s@(fﬂ)n(t)>=
k=1
n(e) =

=(6(t) @ f(x (z))
O
90pét se jedna o feseni tvaru e(t) = O(t) Z(t), kde Z(t) spliuje rovnici LZ = 0 s pocateéni podminkou Z(0) = 1
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Pozndmka. Je-li funkce u(t,z) € 2., a /u(t,x)dt € Lj,.(R™), tak i pro tento pifpad jsme
R

reg

schopni ur€it ug(z).

(u0(0),p(e) = (ult. b plohi(®) = [ ateoptemoata) = [ o) ( [ arateo)

R1+n

JelikoZ tato tiprava plati pro vSechny testovaci funkce, je / dt u(t,x) = up(x)
R
Je-li u(t,z) = 6(t) ® v(x), pak ug(z) = v(x).

Laplaceova rovnice Laplacetuv operator je tvaru
Jednodimenziondlni pfipad je trividlné vyfesitelny (co se fundamentdlniho feSeni tyce) a dvoudi-
menziondlni fundamentalni feseni je na druhou stranu velice slozité odvoditelné. M& tvar
1
&(x) = o~ In|lz|
27
Pro n > 3 budeme demonstrovat uréeni fundamentalni feseni z fundamentélniho feseni rovnice

vedeni tepla metodou sestupu v proménné t. VyuZijeme pfitom prvni pozndmky, kterd zajistuje
funkcénost metody.

_ o[ w2 _ e Lz
uo(m)—/R(Qm)n dt—/0 7(2\/75)" dt

Provedeme substituci v ¢:

l=l® _ ,
4t
Hl’sztid dt = 4t° du = Hfl’sz
T = du = t—*w U—74u2 u

Poté prejde po nékolika drobnych tpravach ve tvar
1 472 N too 2 —1)
- —n+2 T2y = 2 L — 8
v I e e )
Vyjadiime-li toto specidlné pro dimenzi 3, dostavame

1
A |||

&3()

VInova rovnice Opét piipomeneme tvar vlnové rovnice v R?

82
oz B
na cvi¢enich bude ukéazano, ze pro dimenzi 3 plati
o(t)
&(t,x) = m(ssat (x)

My nyn{ pomoci metody sestupu (v z3) ukéZeme, jak lze ziskat fundamentalni feSeni & (¢, x)
vlnové rovnice v dimenzi 2.

1 Foo o(x1,x2,1)
((%(xl,:cQ,t),ga(xl,zg,t)) = (53(5517I27x37t)7<p(zlax27t)77(x3)) = 2ral de f”(xB) ds =
0 Sat

66



Jednd se o plosny integral prvniho druhu, proto zvolme nésledujici parametrizaci

3 = £/a?t? — x? — z2
(at)? > 22 + 3

dI3 dCE3

dxq dzo

at

Po ni zkoumany integral piejde do tvaru (2 pfed integralem vzejde diky parametrizaci pres dvé

polokoule)
+oo
t t
2 / I e
dma at)2>x2 +ac a?t? — 33‘1 — 1‘% t

dt (x1,x T1,Xo,t
= 9ra /R2 1,T2) pETER— p(z1,72,t)

Odtud jiz plyne reseni (diky prvni ¢asti pozndmky). Abychom dostali feseni v elegantnim tvaru,
piepiSeme jesté podminku (at)? > 22 + 22 = (at)? > ||z]|?, tu odmocnime, a mame at > ||z||. Pak
tuto mnozinu, pres kterou integrujeme, muzeme vnorit do integralu pomoci Heavisideovy funkce,
jako tomu bylo v predeslém postupu. Timto ziskame findlni podobu fundamentalniho feseni:

242 __ 2 .2
a“te—x7—x3

_1 6@®)O(at — [lz]))

B0 = e e Tl

Timto jsme dokoncili celou kapitolu a zaroven jsme se timto vymanili ze sevieni zobecnénych
funkei.
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Kapitola 5

Integralni rovnice, spektrum, ON
baze

Vyrazem integralni se oznacuji takové rovnice, v niz se neznama funkce nachézi pod integralem.
Jde o urcitou analogii diferencialnich rovnic, jak uz totiz z fyziky vime, celou fadu rovnic lze
ekvivalentné zapsat jak v integralni, tak v diferencialni podobé, napt. Gaussovu vétu

1
AE=C <= %EdS:f/pdV.
€ s gJv

To je nase motivace pro zkoumdni integralnich rovnic, vlastné jde zptisob jak hledat nové me-
tody feseni diferencidlnich rovnic. Na zavér naseho snazeni budeme demonstrovat prevod zastupce
jisté Siroké tridy diferencidlnich rovnic na rovnice integralni.

Definice 5.0.1. Bud G omezena oblast v R™, pak zavadime oznaéeni:

L?(G), pro funkce s normou || f||o = (/ f(x)f(x)d:r) E;
G

C(G), pro funkce s normou || f|¢ = max,ca|f(x)|.

Definice 5.0.2. Integralnim operatorem K ptisobicim na funkci ¢ rozumime
Ko(z) = / H (z,y)e(y)dy.
G
Piicemz # € C(G x G) nazgvame integralni jadro a zavadime oznacent:
mez jadra M := maxs, 5| (z,y)];
objem jadra V := / 1dz.

G

Integralni rovnice se rozdéluji na dvé zdkladni tridy: Fredholmovy integralni rovnice a Vol-
terrovy integralni rovnice. U Fredholmovych rovnic mé interval integrace konstantni hranice, u
Volterrovych rovnic je pak jedna z hranic funkeci nezavislé proménné.

5.1 Fredholmovy integralni rovnice
Definice 5.1.1. Fredholmovou integralni rovnici pro funkci ¢ rozumime rovnici tvaru
¢ =Ky +f,

kde A € C, funkce f se tradi¢né nazyva prava strana a K je integralni operator se spojitym jadrem.
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Tuto tlohu muzeme prepsat do ekvivalentni podoby (I — AK)¢ = f a hleddme feSeni bud
v L?(G) (pak f € L*(GQ)), nebo v C(G) (pak f € C(G)). Specialné pro nulovou pravou stranu
dostavame tlohu na vlastni ¢isla operatoru K.

5.1.1 Degenerované jadro

Definice 5.1.2. Rekneme, 7e integralni jadro ¢ (z,9) je degenerované, jestliZe je separovatelné, tj.
existuje p € N tak, Ze je mozné jej zapsat ve tvaru J (z,y) Zuj , kde wj(z),v,(y) €
(@),

Prepisme nyni Fredholmovu integralni rovnici pro degenerované jadro:

p(r) = NKop(z) A/ Zuy 2)v;(y)e(y)dy + f(z) =

2> u@) [ iu)eln)dy+5 (o)
j=1 N

c;eC

Timto jsme ziskali tvar reseni
=A Z uj(z)e; + f(z).

Nyni je mozné dosazenim tohoto tvaru do vyJadrenl ¢;j spocitat tyhle koeficienty. My tyto koefici-
enty urc¢ime jinou metodou. Uvazujme tedy TeSeni

=A Z uj(x)e; + f(x).
Prondsobme celou rovnost vyrazem v;(x) a zintegrujme ji pfes G podle z. Mame pak

¢ :/ij(x)go(x)dx:)\éck/cuk(:c)vj(x)dx—i—/ij(x)f(x)dw.

Pokud tuto dpravu provedeme pro veskera j, ziskdme soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro
koeficienty c;.
Dosad'me za o(z) 7z Fredholmovy rovnice:

¢ = /G (0s(2) AKp(2) + F(2))de = A / ; (/G vj(y)w(y)dy>dx+ /G vi(w) f(x)dz =

:Ai( [ w@us@as) ([ wewa) + [ wwrwa

Aij Cj bi

Tedy jsme ziskali rovnici
c=MNAc+Db.

Oznacme c¢* Feseni této rovnice. Jelikoz celou dobu chceme ziskat feseni Fredholmovy integralni
rovnice, dosadme tento vysledek do tvaru, do kterého jsme rovnici v prvni tipravé prevedli.

§'(a) = AK* (@) + 1 =AY us(a) [ oy (dy +1(a _Azuj 2+ ()
j=1 _G —

Timto jsme vyTesili Fredholmovu rovnici pro degenerované jadro.
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5.1.2 TIterativni metody resSeni
Véta 5.1.3. Integralni operator K se spojitym jadrem #° zobrazuje:

L?*(G) — C(G), protoze |Kf|lc < MVV||f|l2 pro viechny f € L*(G);
C(G) — C(@G), protoze | Kf|lc < MV||f|lc pro viechny f € C(G);
L?(G) — L?*(G), protoze ||Kf|l2 < MV||f||2 pro viechny f € L*(G).

Diikaz. V dikazu budeme Casto vyuzivat Schwarzovu nerovnost a mez jadra.

1.
IKSlle = maxg /G %/(x,y)f(y)dy‘ < maxg ( /G %%x,y)dy)z ( /G fz(y)dy)2 _
— ViMPmaxg ( / 1dy) 11l = MV
G
IKfllc = maxg /G%/(fcvy)f(y)dy’ < maXc/GI%(x,y)l\f(y)ldy < M| flle
3.

d:zrg

S/(;[(/G|%(x7y)2dy)2(/Glf(y)|2dy>2] dr <

1 2 27,2 2
< [ (MvEfl) 4z = M2v2) £
G

Kfl2= [ K 2d:
IKFI2 /G K f(2) da

Odtud jiz plyne pozadovana nerovnost.

O

Definice 5.1.4. Bud'te V,V; normované vektorové prostory. Zobrazeni (operator) B : V. — Vj
nazveme omezené (omezeny), jestlize existuje ¢ > 0 takové, ze pro vSechna x € V plati, ze

[Bxfly < cfjx]

Nejmensi takovéto ¢ nazveme normou operdtoru B a oznacujeme jej || B]].
Je zlejmé, ze normu operatoru lze snadno urcit pomoci vztahu
[ B|lx
B = sup,..0=——
70l

Véta 5.1.5. Budte (V,| - |),(Vi,|| - |l1) normované prostory * a bud B : V — V; linedrni
operator. Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni :
1. B je omezeny;
2. B je spojity;
3. B je spojity v bodé.
Driikaz.

1=2
|Bz — Byll1 = [[B(z — y)[l1 < || Bll[|lz — |l

Odtud jiz z omezenosti plyne spojitost.

INikoliv nutné Banachovy, nepozadujeme tplnost!
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2 = 3 Je zfejmé, Ze zobrazeni, které je spojité (tedy je spojité v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru), je spojité v bodé.

3 =1 Bud B spojité BUNO v z = 0. To znamen4, Ze
Ve >036>0|z|| <d = ||Bzx| <e.

Volme tedy € = 1. Pak ||z|]| < § = ||Bz|1 < 1. Beru-li nyni libovolné y € V, y # 0, pak zcela
jisté
anil <0~ Grn)
-\l <d=||B| -7
H 2yl 2yl

i1
2 |lyll

Timto jsme ukézali omezenost.

<1
1

Toto ale 1ze prepsat na tvar

2
1Byl < 1 1Byl < 5yl

O

Dusledkem této véty je fakt, ze Fredholmuv integralni operdtor je omezeny a spojity (a sa-

mozfejmé linearn{) jako zobrazeni L?(G) — C(G), C(G) — C(G), L*(G) — L*(G).

5.1.3 Metoda postupnych aproximaci na C(G)
Piedpoklddejme, Ze f € C(G) a hledejme funkci ¢ € C(G), kterd bude Fesit tlohu

o(r) = NKp(z) + f(z). (5.1)
Jak nézev metody napovidd, budeme se snazit najit feseni iteraci. Proto polozme
x) = f(x),
polz) = /(@) 652)

ort+1(z) = AKpg(z) + f(2).

Ziskdvame posloupnost funkel ¢ (x). Je ziejmé, Ze

lim () = p(z),

k— 400

coz je funkce, kterd fesi zadanou tlohy. Skutec¢né. Stacéi provést limitu rekutrentniho vyrazu pro
k11 (5.2). Jelikoz je K spojité, dostavame po provedeni limity hledané feseni (5.1).

; G C e .
Véta 5.1.6. Bud' |A| < 5. Pak posloupnost ¢, == ¢, kde funkce ¢ je jedinym fesenim rovnice
o(r) = \Kp(z) + f(z).
Diikaz. Z rekurentniho vztahu dostdvame

k

or=> NKIf+f

Jj=1

Toto ovérime matematickou indukci: Pro £ = 0,1 je vztah dle definice vyse zfejmé splnén. Proto
se zamérme na prechod od k ke k + 1:

k k
ora1 = MKop + f=AK [ Y NKIf+f|+f=) NIKTf+AKf+ f=
j=1 j=1
k+1 ) ) k+1 ) .
= NKIf4IKf+f=> NKIf+f
j=2 j=1
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+oo
Abychom ukézali stejnomérnou konvergenci funkéni posloupnosti ¢y, staci ukézat, ze fada Z NKIf
j=1
konverguje stejnomérné. K dikazu toho tvrzeni vyuzijeme Weierstrassovu vétu, ktera rikd, ze staci
+oo
najit konvergentni ¢islenou majorantu. Staci totiz pracovat v normé. Tedy fada Z MK f kon-
j=1
verguje stejnomérné na G, pokud Z IVKY f|lc konverguje. Pouzijme nyni pro ¢len uvnit této
j=1
sumy odhad: o 4
INK flle < XMV flle

Jelikoz je || f|lc konstanta, je mozné ji z fady vytknout a diky predpokladiim 2 je vyraz v zdvorce
ostfe mensi nez jedna, tudiz fada (geometrickd) konverguje.
Jednoznacnost se ukaze sporem, jak tomu obvykle byva. O

Pozndmka. Z dikazu vyplynulo, ze

—+oo

z)= lim x) = MK f(x x).

o) = Jim_en(o) = V(@) + 10
j=

Pozdéji ukdzeme, ze K7 je integraln{ operdtor s jadrem .#;(z,y). Vyuzijme nyn{ této znalosti a

zkusme formalné rozepsat vyraz, ktery jsme dostali. Miizeme rovnéz zkusit provést zaménu sumy

a integralu a zkoumat vyraz, ktery obdrzime. Korektnost postupu bude ovérena pozdéji.

oo . . = .
S VK@) f) = 3N /G i, y) f(y)dy + f(z) =

+00 , 400 '
=A§OAJ /G Har(2,9) F(y)dy + f(2) = A /G Z;A%H(x,y) f()dy + f(2)

“+oo

Vyraz Z)\jjégﬂ(m,y) nazyvamme resolventa a oznafujeme jej Z(x,y, A). Pomoci resolventy je
§=0

pak mozné napsat funkei p(x) ve tvaru:

() = A /G R,y N f(y)dy + f(2)

Je ocividné, jakou vyhodu resolventa poskytuje. Jestlize mame néjaky integralni operator, tak pro
néj spocitame jen jednou resolventu a pak pomoci ni konstruujeme reseni pro libovolnou pravou
stranu f.

5.1.4 Metoda iterovanych jader

Pozndmka. Budte K, L : C(G) — C(G) integrélni operatory se spojitymi jadry J (z,y), .2 (z,y).

Pak operdtor (K L) : C(G) — C(G) a pusobi na funkci f nasledovné:
(KLH@) = KLf)e) = [ #wanse= [ #es) ([ 2enia)a-

- [ 1) ( /| %(x,zw(z,wdz) ay

2Tento predpoklad tam neni jen z davodu ,aby to vyslo“, ale vyplyva ze spektra operatoru, o kterém bude
pojednano dale.
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Odtud plyne, ze KL je integralni operator se spojitym jidrem [, ¢ (x,2).Z(z,y)dz. Specidlng,
dosadime -li ze L = K7, ziskdme rekurentni vztah pro posloupnost iterovanych jader.

Hyalag) = [ H (0,250
G
Nasledujici véta korektné zduvodni, proc¢ je mozné provést zimény, kterou jsme délali v postupu
vyse.
+oo
Véta 5.1.7 (o moznosti zamény). Je-li [\ < 1777, pak fada Z(z,y, \) = Z N g1 (2, ) konver-
k=0
guje v C(G x G). Radu Z nazjyvame resolventni jadro. Toto jadro je spojité na C(G x G x Bﬁ (0)).
Navic feseni ¢ rovnice p = A\Kp + f je

o(x) = f(x) + A /G By, N Fy)dy.

Pozndmka. Celou dobu fesime problém ¢ = AKp+ f, ktery je mozno prevést na tvar (I—AK)yp =
f. Zaroven ale tato véta ikd, ze ¢ = f + ARf = (I + AR) f. Odtud ale plyne, Ze
(I-)MK)™'=(I+AR).

Tedy problém nalezeni feSeni integralni rovnice vyresime nalezenim inverzniho operatoru se spo-
jitym jadrem pomoci puvodniho operatoru. Timto ziskdme mnohem vice informaci, nez kdybychom
pouzili kteroukoliv jinou metodu.

Diikaz. Ukéazeme, ze Z je stejnomérné konvergentni. Pak je mozné v postupu provést zaménu
a tim je tvrzeni dokazano. K vysSetfeni stejnomérné konvergence opét pouzijeme Weierstrassovu
vétu. Bud' proto x,y € G libovolna. Pak

el =| [ (. 2) (0 0)02| < MV | (o)

Toto ale tikéa, ze
[Apsille < MV |||

Timto dokdzeme odhadnout kazdy ¢len. Zbyva vysetrit odhad prvniho ¢lenu.
| (2, y)| < A (2, y)| = || Al e = M
Odtud jiz ziskdvame zddany odhad

1A < MPVPE

“+o0
Je ocividné, ze Z ||)\k</“ifk+1 Hc je Ciselnou majorantou Z. Navic pro ni plati
k=0
+o0 +oo M
D W Halle < D INMMTIVE = TP < oo

k=0 k=0

Tedy jsme nalezli ¢iselnou majorantu, kterd majorizuje Z(z,y, A) pro libovolné z, y z uvazovaného
defini¢nfho oboru. Z tohoto divodu mizeme p¥i hleddn{ feSen{ (v rozepisovéni, které jsme provedli
pred touto vétou, jdeme zpétné) zaménovat fadu a integral. O
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5.2 Volterrovy integralni rovnice

Definice 5.2.1. Bud G = (0,a), kde a > 0. Pak Volterrovou integrilni rovnici nazjvame
rovnici tvaru

o) = A / " (e y)e(y)dy + [(x) = XK + 1.

Hned vidime, %e metoda degenerovaného jadra zde nemé Zadnou praktickou vyhodu, nebot
mame proménnou x v mezi integralu. chtéli bychom ale problém reseni Volterrovy rovnice prevést
na Fredholmovu rovnici, tj. do tvaru

MK + f = /\/G%’/v(x,y)sO(y) + f(z) = \Kp + f,

kde K je Fredholmiv integralni operator. Proto se zavadi tzv. Volterrovo integralni jadro:

Definice 5.2.2. Volterrovo integralni jadro je definovano jako

] _f A(x,y), pro0<y<uz<a,
%(xay)_{ 0 jinak.

Je snadno vidét, ze Volterrovo integralni jadro piisobi nenulové na mnoziné, kterou je v R?
pravoihly rovnoramenny trojihelnik, ktery ma jednu z odvésen na x-ové ose.
Pozndmka. Volterrovo jadro neni nutné spojité! Ukazeme pozdéji, ze predpoklad spojitosti je
zbytecné silny. Spokojime se totiz pouze se spojitosti jadra J#” na vyse zminovaném trojihelniku.

5.2.1 Iterovana jadra

Nejprve si uvédomme, ze operator ﬂ/}/(x, z) je nenulovy pro 0 < z < x < a a operator j}k/(z, y) je
nenulovy pro 0 < y < z < a. Na mnozing, na které je operator nenulovy, pak ptisobi jako ¥ (z, z),
resp. % (z,y) Proto potom plati

jz/;rl(x,y) = /Oa Jif;/(x, z)%’/;(z, y)dz = /fﬂ H(x, 2) K (2, y)dz.

Zvolime-li y > x, integrujeme pfes prazdnou mnozinu a proto je integral nulovy, tedy je vidét,

7e Hri1(x,y) ma strukturu Volterrova integralniho jadra, pficemz jeho nenulové hodnoty jsou
x

ddny hodnotami £ 1(x) = / H (2, 2) K (z,y)dz. Je zFejmé jasné, kam sméfujeme. Najdeme

y
jen odhad pro velikost obrazu Volterrova integralniho operatoru a prevedeme tento pripad na
Fredholmovu tlohu.

Lemma 5.2.3. Bud K Volterrtv integrilni operator. Pak pro vSechna p € Ny a pro vsechna
x € [0, a] plati
(Max)?
[Kp(x)] < | lelle-

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei. Pro p = 0 zjevné plati. Pro p = 1 plati:

Kip(z)| = ' / w%(fﬂ,y)@(y)dy‘ <[ "1 ) o (w)|dy < Mallglle.

Nyni provedeme indukéni krok p — p + 1:

(Mz)P+
G r

(My)?
p

Koo = Ko < [ 1 lieetlay < [ ar 8 fpleay - il

O
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V dusledku tohoto lemmatu mame vyresenou Volterrovu integralni rovnici, protoze pro me-
todu postupnych aproximaci (u Fredholmovych integralnich rovnic) jsme potfebovali znat odhad
|IKPp|lc kvuli nalezeni integrabilni majoranty. Ten ale jiz médme a dokonce vime, Ze diky nému
bude resolventa konvergovat. Odhad je ziejmé

(Ma)?
K plle < - lgle.

Zopakujeme-li nyni dukaz, ktery jsme provedli u metody post. aproximaci a iterovanych jader, a
vyuzijeme-li odhady vyse, mame tyto metody pro Volterrovy rovnice a mame zajisténo, ze funguji
pro libovolné X, nebot odhady tentokrat na A nezdvisi. Zformulujme tento poznatek do véty.

xr

Véta 5.2.4. Volterrova integralni rovnice p(x) = /\/ H(x,y)e(y)dy+ f(x) mé pro vsechna A € C
0
a pro v8echny spojité funkce f € C([0,a]) pravé jedno feseni p(x) € C([0, a]).

5.3 Spektrum, ortonormalni baze a vlastnosti integralnich
operatoru
V této sekci budou definovany pojmy jako spektrum operatoru, ortonorméalni baze atp., které
budou navazovat na latku linedrni algebry a budou ji rozsifovat na prostory nekonecné dimense.
Jednd se o jisty kratky ivod do funkcionalni analyzy.
V celé kapitole budeme pracovat s Banachovymi prostory, nebude-li feceno jinak. Operator
T : X — X bude linearni operator na Banachové prostoru. Zkoumejme feseni rovnice

(T —A)z =y (5.3)

v zévislostina A € C a y € X. Pfipometime, Ze z linedrn{ algebry (tj. pro X koneéné dimensionélni)
vime, Ze spektrum operatoru T je mnozina

o(T)={ e€C:Ire X, #0, Te = Az}.
Rovnéz vime, ze
A€ o(T) < det(T — M) =0.

Zminme jesté, Ze operdtor je reguldrni (na prostorech kon. dimense), pravé kdyz je prosty a to
je tehdy a jen tehdy, kdyz je surjektivni. Proto je-li ¥y = 0, ma rovnice (5.3) TeSeni, pravé kdyz
X € o(T). Jestlize je y # 0, pak je operdtor (T — AI) bijekei, pravé kdyz A ¢ o(T'). Odtud je mozné
ziskat dalsi definici, kterou nakonec zobecnime:

o(T) = C\ o(T),

kde o(T) = {)\ € C: (T — M)~ ! existuje a je omezeny}. Tyto tvahy jsou na prostorech konecné
dimense ekvivalencemi, ale na prostorech nekone¢né dimense ekvivalencemi obecné nejsou. Nyni
se jiz presunme na prostory nekone¢né dimense.

Definice 5.3.1. Spektrem operatoru 7' : X — X (X je Banachiv prostor) rozumime

o(T) = C\ o(T),
kde o(T) = {A € C: (T'— A\I)! existuje a je omezeny} a o(T) nazyvdme resolventni mnozina.

Na zékladé toho, co zptisobuje to, Ze operdtor (T — AI)~! neexistuje, délime spektrum na
nékolik typu. Predpokladejme, ze A € o(T'). Pak

1. (T — AI) neni prosté a tedy k nému neexistuje inverzni operator. Pak ale tato vlastni ¢isla A
odpovidaji feSeni rovnice T = Az (Jy,z € X, y # z tak, ze (T — M) (y) = (T — M) (2)). Mnozinu
téchto ¢isel nazyvame bodové spektrum a oznaCujeme o, (T).
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2. Inverzni operator existuje, ale neni surjektivni. Jestlize je
Ran(T — AI) = X, pak fikdme, Ze A lezi ve spojitém spektru, tj. A € o.(T);
Ran(T — M) # X, pak fikdme, Ze A lezi v residudlnim spektru, tj. A € o,.(T).

Odtud tedy plyne, ze spektrum je mozné zapsat jako sjednoceni bodového, spojitého a re-
sidudlniho spektra, tj.
oc=o0,Uo.Uo,

Definice 5.3.2. Rp()\) = (T — A\I)~! se nazyva resolventa operatoru pro A € o(T). Zobrazen{
Ry :o(T) — %3 : A (T — A\I)~! nazyvame resolventni funkci.

Zamysleme se nyni nad souvislost{ s integralnimi rovnicemi. Jistou roli bude urcité hrat resol-
venta a parametr \. Napriklad diky predeslym tvaham vime, ze pro

1 1
p=XKp+fe|K--I|p=—=f
A A
nemé smysl hledat feeni + € o(K). Nyni vyslovime nékolik drobnych tvrzeni, kterd ndm pak
poslouzi k dikazu véty, ktera vysvétli onu zdhadnou podminku na A v kapitole o Fredholmovych
integralnich rovnicich.

Lemma 5.3.3. Bud'te B,C omezené operatory. Pak operator BC je omezeny a plati |BC| <
Bl - IC1-

Dikaz.
[BCz|| = [|B(Cz)|| < || B - [|Cz[| < [|B]l - [C] - [l

Odtud jiz (protoze norma operatoru je nejmensi takové ¢islo ¢, které spliuje ||BCz| < ¢||z| )
plyne, ze

IBC < Bl lC]

Lemma 5.3.4. Je-li B omezeny operétor a ||I — B| < 1, pak existuje B~! omezeny operator.

Diikaz. 7 faktu, ze ||[I — B|| < 1 plyne, Ze posloupnost ||I — B||"™ konverguje k nule. Diky tomu
Ve > 0 dng € N Vm,n € takova, ze ng < m < n, a ze plati

n n

> a-mp< > qu-pp = EEEEEEE

j=m+1 j=m+1 1—(|lI = BI))

coz plyne ze souctu gemetické fady a vhodnou volbou ng zajistime konvergenci. Pak tedy posloup-
n
nost S, = Z(I — B)j je cauchyovska. Jelikoz je prostor omezenych operatori Banachtv, mé tato

Jj=0
posloupnost za limitu opét omezeny operator S. Navic plati, ze

BS,=5B = S,—Spi+1
J lim
BS=SB = 1
Tedy S = B~ 1. O

Véta 5.3.5. Bud T omezeny operétor , pak o(T) C Bjr)(0).

3% oznacuje prostor viech omezenych operatort.
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Diikaz. Volme X takové, ze |\| > || T||. Budeme chtit ukézat, Ze pfi této volné jiz A lezi v resolventni
mnoziné o(T). Proto definujme operédtor A jako:

1

A=1—-=-T

A
Tento operator je zfejmé omezeny, protoze identicky operator je omezeny a nasobek omezeného
operatoru je rovnéz omezeny operator. Navic ||[I — A|| < 1. Dle predchoziho lemmatu tedy existuje
A~ omezeny operator. Nyni zkoumejme operéator z definice resolventni mnoziny:

1 —1 1 —1 1 —1
(T-X)"=N"({I-=<T)"=—<A

A A
JelikoZ je operdtor na prvé strané omezeny, je ¢islo A € o(T'). Tedy odtud plyne, Ze pro spektrum,
které spliiuje o(T) = C\ o(T), plati dokazované tvrzeni, tj.

o(T) C Byry(0)
O

V dusledku této véty je jiz zrejma podminka, kterd vyvstavala u integralnich rovnic. Tam jsme

totiz méli operdtor K : C(G) — C(G), ktery byl omezeny a norma byla rovna | K| = MV.
Bez dtikazu uved me nyni dvé véty z funkciondlni analyzy, které budou tizce souviset s pojmem
ortogonalni baze, jenz bude predstaven vzapéti.

Véta 5.3.6. Integrélni operdtor K : C(G) — C(G) se spojitym jadrem ma4 ¢&isté bodové spektrum
kromeé 0, vSechny vlastni hodnoty maji konecnou nasobnost a nemaji nenulovy hromadny bod.

Véta 5.3.7 (Hilbert-Schmidtova véta). Bud K : L*(G) — L?*(G) integrdlni operédtor se spojitym

jaddrem J# (x,y), které navic spliiuje J¢ (z,y) = # (y, z). Pak K ma4 ¢isté bodové spektrum kromé
0 a z vlastnich funkei operatoru K lze sestavit ortonormalni bazi.

Pojem ortonorméln{ (ortogonalni) baze je pouhym rozsifenim klasické definice bdze a pojmu
ortogondlni, resp. ortonormélni mnozina, tak jak ji zname z linearni algebry. Intuitivné pod po-
jmem béaze rozumime néjakou mnozinu, z jejichz prvka jsme schopni linedrni kombinaci ziskat
libovolny prvek, resp. jsme schopni kazdy prvek z daného prostoru rozlozit do podoby linearni
kombinace prvki z této mnoziny. S néjakou takovouto mnozinou jsme se jiz diive setkali. Pri
studiu Fourierovych fad jsme provddéli v podstaté rozklad funkef z L?((a,a + 1)) do ortogondln{

baze ) )
{LSin (Tx) , COS (Tlmx) 'n € N} .

Nyni jiz definujme korektné ortonormalni a ortogonalni bazi

Definice 5.3.8. O mnoziné M fFekneme, Ze je ortonormdlni (ON), resp. ortogondlni (OG) bézi
Hilbertova prostoru H, jestlize

1. M je ortonormélni, resp. ortogonalni mnozina;

2. My, = H, tj. mnoZina vSech linedrnich kombinaci prvki z M je hustd v prostoru H (takovd M
je tzv. totalni mnozZina).

Véta 5.3.9. Naésledujici vyroky o mnoziné M C H jsou ekvivalentni:
1. Mnozina M je OG béazi v H;
2. M+ ={0};
3. M je maximalni OG mnozina v H, tj. neni vlastni podmnozinou jiné OG mnoziny;

4. Vo € H plati z = Z Bamea pro P, z télesa (tj. R nebo C) a m, € M. T je indexovd mnozina.
a€l
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Uved'me nékteré pifklady ortogonalnich bazi na prostoru funkci lebegueovsky integrovatelnych

s kvadratem.

1.
2.

Pro G = (—m, ) je to napiiklad {1,sin (nz),cos (nz) : n € N}.

Ortogondlni polynomy (resp. ON polynomy pfi pouziti Gramm-Schmidtova ON procesu) Ze
Stone-Weierstrassovy véty plyne, Ze kazdou funkci z L?(a,b) je mozné libovolné pfesné aproxi-
movat polynomem. 4 Odtud plyne, Ze

{xl NS No}
je totdlnf mnoZina v L?((a,b)). Z tohoto souboru pak miizeme pomoci Gramm-Schmidtova ON
procesu ziskat riznou volbou skalarniho souc¢inu nasledujici ON polynomy:
1
na L2((0,1)) se skaldrnim soucinem (u,v) = / u(z)v(x)dr dévaji tzv. Lagrangeovy
0
polynomy
+oo
na L?((0, +00)) se skaldrnim souc¢inem (u, v) = / u(z)v(x)e”*da ddvaji tzv. Laguerrovy
0

polynomy
Hermitovy polynomy etc.

Pozndmka. Obecné je mozné ortogonalni polynomy vyjadrit ¢tyfmi zpisoby:

1. Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem;
2. rekurentni formuli;

3.
4

. Rodriguezovou formuli.

diferencialni rovnici;

4Pokud si myslite, Ze jste o této vété nikdy neslySeli, mate pravdu. Na FJFI se s ni obvykle jen setkd pér

vybranych jedinct u zkousky z MAA3, kdy ji maji dokdzat jako nové tvrzeni, resp. o ném uvazovat. Jinak je mozné
se s ni setkat tfeba na pfedmétu 01TOP, ale...

78



Kapitola 6

Eliptické diferencialni rovnice a
operatory, Sturm-Liouvilleova
teorie

Tento typ tilohy nds bude zvlast zajimat protoZe se s nim Casto setkdvame (nejen) v kvantové
mechanice, napt. pii feseni Schréodingerovy rovnice. Navic lze ukdzat, ze libovolnou obyc¢ejnou
linearni diferencidlni rovnici druhého radu lze prevést do tvaru nésledujici Sturm-Liouvilleovy
tlohy.

Definice 6.0.1. Bud G C R™ omezen4, oteviend mnozina. Necht je déle OG po ¢astech z C'. Bud'te

dale p € CY(G), q € C(G) takové funkce, Ze p(z) > 0 a g(z) > 0 pro viechna z € G. Pak

Lf(x) = —div(p(z) gradf(z)) + q(z) f(z) = g(x)

nazyvame Sturm-Liovilleovou tlohou s okrajovymi podminkami (Robinovymi): Existuji funkce
a(z), B(x) takové, ze a >0, B >0 a a+ > 0 takové, ze

a(fc)f(x)Jrﬁ(x)% ~0 ma oG,

kde 7 znaci jednotkovy vektor smétujici ve sméru vnéjsi normaly.
Pozndmka. Robinovy okrajové podminky jsou jen kombinaci dvou klasickych podminek, které je

7 nich mozné snadno obdrzet. Volime-li

a =0 , pak ma podminka tvar % =0 na OG a tuto podminku bézné nazyvame homogenni Neu-

mannovou okrajovou podminkou.
B =0, pak md podminka tvar f(z) = 0 na 9G a tuto podminku bézné nazyvame Dirichletovou
okrajovou podminkou.

Pozndmka. Podminky na funkce p, ¢ zajistuji eliptiénost operdtoru, resp. rovnice. Provedeme-li
totiz aplikaci divergence, obdrzime slozky Laplaceova operdtoru prondsobené funkci p(z), kterd je
kladn4.

V nésledujici kapitole budeme zkoumat obecné vlastnosti operatoru L. Ty se budou odvijet i
od jeho defini¢niho oboru, podobné jako tomu je u funkci. Pro nase iicely budeme brat za defini¢ni
obor operatoru L mnozinu

Dom(L) = {f € C*(G)NCY(G) : Lf € L*(G) a splituji okrajové podminky}
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6.1 Vlastnosti L

Nez si ukdzeme nékolik vlastnosti operdtoru L, rozepiSeme z praktickych duvodu, nasledujici in-
tegral:

/ v(z)Lu(z)dx = / v(z) (—div(p(z) gradu(x)) + g(x)u(z))dz = —/ v(z) (div(p(z) gradu(z)) — g(z)u(x)) dx
G €] G
Nyni vyuzijeme jednu identitu vektorové analyzy, ktera rika, ze
div(v(z)p(x) gradu(x)) = p(z) gradv(z) gradu(z) + v(z) div(p(x) gradu(x)).
Aplikaci této identity na integrand obdrzime

/ dive(z)p(x) gradu(z))dz + / (p(z) gradv(z) gradu(z) + v(z)g(x)u(z))dz =

G

= —/ v(x)p(z) gradu(z) - 7dS + / (p(x) gradv(z) gradu(x) + v(z)g(x)u(x))dx
oG %/—’M(I) G

Nyni jiz prikro¢me k vété, kterd ndm oziejmi vlastnosti Sturm-Liouvilleova operatoru

Véta 6.1.1 (Vlastnosti S-L operdtoru). Bud L operator z definice vyse s Robinovymi okrajovymi
podminkami. Pak plati:

L je symetricky operdtor, tj. Yu,v € Dom(L) plati (u, Lv) = (Lu,v);
L je positivni operétor, tj. Vu € Dom(L) plati (u, Lu) > 0 ;

dimenze jadra operatoru L je bud 0, nebo 1;

viechny vlastni hodnoty operdtoru L jsou nezdporné, tj. o(L) C RT;

vlastni funkce prislusné rtiznym vlastnim hodnotam jsou na sebe kolmé;

S R I A

vlastni funkce lze volit redlné.

Diikaz. 1. Jelikoz (u, Lv) = (Lu,v) < (u,Lv) — (Lu,v) = 0, budeme zkoumat tento vyraz a
vyuzijeme pritom faktu, ze operdtor L ma redlné koeficienty a rozepsani integralu, které jsme
provedli vyse:

(u,Lv)—(Lu,v):/ﬁLv—fuv dx:/ﬂLv—Lﬂv dz =
G G

= 7/ <u — va> ds + / [p gradu gradv + uvg — (p gradv gradu + vug)] dz
oG

on on
~_Ov ou
= */OGP (“an an> ds

Abychom ukézali, Ze tento vyraz Je _rovny nule, vyuzijeme pocdtecni podminky: Ty jsou pro

funkce u a v nasledujici: { ig gi : 07 Ez gg’ Toto Ize ale ekvivalentné prepsat na tvar

rovnice pro «, 3:

ou
% )(5)-(0)
v B )] \0
Y on
Tohle ale je ekvivalentni s tvrzenim, ze

a 2 o s
gﬁ v u

Nl
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Timto jsme ukazali, ze integrand je nulovy a tedy cely integral je nulovy, ¢imz jsme ukézali, ze
operator je symetricky.

. Nyni mame ukézat, Ze (u, Lu) > 0. RozepiSeme opét tento skaldrni souéin a vyuzijeme rozepsani
integralu

(u, Lu) = / uLu dx = f/ g_,dS +/ pgradu gradu + tug dz
G G

Prozkoumame integrandy u jednotlivych integrali:
Pro druhy integrand dostavame odhad

B
al'j

ou Ou "
radu gradu = — =
peradug pzamjaxj p;
pricemz vyuzivame kladnosti funkce p.
Pro tfet{ integrand dostdvéme tento odhad (a tentokrat vyuzivime nezdpornosti funkce q):

uug = ||u||2q >0

Pro prvni integrand bude diskuse nezépornosti obsahlejsi. Vyuzijeme pro ni pocatecéni
podminky:
Jestlize existuje xg takové, Ze a(xg) = 0, pak B(zg) > 0. Pak podminka prechdzi na tvar
B(wo) 2% (z9) = 0. odtud pak jiz plyne, ze 9% (x0) = 0. Pak ale pro viechna a takova, ze a(z) = 0
plyne, Ze integrand pu = je nulovy.
Jestlize existuje xg takove ze B(xg) = 0, pak a(zp) > 0. Pak podminka pfechdzi na tvar
a(zo)u(zo) = 0. odtud pak jiz plyne, ze u(xg) = 0. Pak ale pro vSechna x takova, ze S(z) =0
plyne, ze integrand pﬂ% je nulovy.
Oznatme I' = {z € 9G : a(z) # 0 A S(z) # 0}. Pak Va € T plati

ozu—l—ﬁ%:O(:)u:—g%

Dosazenim do prvniho integrandu ziskavame:

@2
on

_Ou B Ou du B 0u du 8

e = p2 2 PR P >
pua_, a@nan a&‘nan pa 0

Timto jsme tedy dokézali, ze je Sturm-Liouvilletiv operator positivni.

. Odhady, které jsme ziskali v predeslé ¢asti, pouzijeme i pii dokazovani dimense jadra. Ukazeme,
ze dimkerL = 1 = kerL obsahuje konstantni funkce a dimkerL = 0 = kerL obsahuje nulovou
funkci. Berme tedy u € Dom(L) takové, Ze u € kerL. Pak tedy z linearity plyne
2
B0
A el QU4 gllulda
G «

2
0= (u,Lu) = ds +

Jelikoz jsou vSechny cleny dle predeslé casti diikazu nezaporné, musi byt rovny nule, chceme-li
dostat v jejich souc¢tu nulu.
Pro druhy integrand mame

'S5

N

Vj € n.

81‘] Haxj

Toto plyne z faktu, ze p > 0. Znamena to tedy, ze % =0 a tedy funkce u je konstantni na G.
J
Aby byla dimenze rovna jedné, musi byt funkce ¢ = 0 na G.
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Prvni integrand je pfi téchto podminkéch jiz automaticky roven nule. Je-1i ovsem dimense
jadra 1, pak okrajova podminka ma tvar

au=0= a=0naodG

Tedy shrinme vysledek tohoto diikazu: dim kerL = 0, nebo dimker L=1<¢=0naGAa =
0 na 0G.

4. Bud X vlastn{ hodnota operdtoru L, tj. Lu = Au pro jisté u € Dom(L). Pak
(u,Lu) > 0= (u,\u) > 0 Mu,u) >0 A >0

Posledni nerovnost plyne z positivity skaldrniho souc¢inu.

5. Bud'te A, u riizné vlastni hodnoty operatoru L a u,v k nim pifslusné vlastni vektory. Potom
(u, Lv) = (u, pv) A (Lu,v) = (Au, v)
JelikoZ je ale operdtor L symetricky, plati (u, Lv) = (Lu,v). To ale k4, Ze
(u, po) = (Au, v) = plu,v) = Mu,v) < (p—A)(u,v) =0< (u,v) =0
Posledni ekvivalence plyne z faktu, ze g a A jsou rtizné vlastni hodnoty. Tedy vlastni funkce u, v

jsou ortogonalni.

6. Posledni tvrzeni dokadzeme snadno. Predpoklddejme, ze Lu = Au. Pak pomoci komplexniho
sdruzeni ziskdme -
Lu = Au=\u

Jelikoz mé L realné koeficienty, plati, ze Lu = Lu. Pak ale
A= Lu A Lu = A\u

Tedy vektory u a u jsou vlastni vektory stejné vlastni hodnoty, tedy i jejich soucet je vlastnim
vektorem. Pak ale staci volit jako realnou funkci u+u. Timto jsme tedy explicitné nasli konkrétni
realnou vlastni funkci prislusnou vlastni hodnoté A.

O

6.2 Sturm-Liouvilleova dloha pro 1 dimensi

V této kapitole budeme fesit S-L tdlohu pro 1 dimensi, coz je pfipad, se kterym se ¢lovék (ve
zkouskovych pisemkédch) setkdvé nejéastéji. Na konci této kapitoly budou rovnéz zavedeny Gree-
novy funkce. Pro 1D ma tedy tloha tvar:

Bud G = (0,1),1 > 0 s hranici G = {0,1}. Bud ddlep > 0, p € C* ([0,1]) aq >0, ¢ € C([0,1]).
Sturm-Liouvilleova uloha md pak tvar

Lufa) = = 4 () g u(e)) +ata)ute) = f1a)

s okrajovou podminkou pro dva body na hranici: Budte ag,aq, Bo, 1 > 0 tak, Ze ag + B0 > 0 a
a1 + 1 >0, pak
aou(0) — Bou’ (0) = 01

au(l) + pru’ (1) =0

Budeme navic predpokladat, ze dimense jadra je 0. Tedy neplati podminka odvozenda v predeslé
kapitole, tj. nen{ pravda, Ze q(x) = 0 Va € GAag = a; = 0. Spocitdme FeSeni této tlohy a ziskdme
vlastnosti L. Pti feSeni této tilohy budeme postupovat v nékolika krocich:

1Pfed druhym &lenem je skuteéné minus, nebot se jedns o derivaci ve sméru vnéjsi normaly.
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1. Najdeme dvojici feseni vg, v1, kterd resi ilohu Lvg = 0 = Lwv; a splnuji pravé jednu z okrajovych
podminek. Necht tedy vg spliiuje levou hraniéni podminku, tj.

Oé()’l}o(O) — ﬁové (0) = 0,
a v1 splnuje pravou hrani¢ni podminku, tj.
a1U1(l) + ﬁw’l(l) =0.
Ze takové FeSeni existuji, vyplyva z teorie diferencialnich rovnic.
2. Hledejme obecné feseni tvaru:
u(z) = Co(x)vg(z) + Cr(x)v1(x)
Pak po dosazeni do S-L operatoru ziskdvame
Lu = — (p()u'(z)) + g()u(z) = = [p(Cyuo + Covg + Clor + C1v7)]’ + ¢(Covy + Cron) =
= —p'(Cyvo) —p(Cvo)'—p(Covy)'—p'(Covg) —p' (C1v1) —p(Ciur) —p(Crvy) —p'(Cro1)+9Covo+qCror =
= Co [~ (pvg)" + quo] —pCouo+Ci [—(pv1)’ + qui] —pCroi—p'(Covy) —p(Covo)'—p' (Civ1)—p(Ciur)" =
N | S
L’L)()ZO L’U1:O
=~ [p(Chvo + Cion))' = p (Chvp + Ciof) =
Aby tohle platilo, je tfeba nalézt funkce Cy, C; takové, ze

f

C(/)’Uo + C{’Ul =0

i+ Clos =1

Tuto soustavu lze maticové formulovat jako:

(ZE Zi)(g(n:(—og) (6.1)

Matice soustavy je Wronského matice funkei vg, vy, ozn. W(vg,v1). Jestlize ukdzeme, ze wron-
skidn # je nenulovy, tj. det W(vg,v1) # 0 pro vSechna z € [0,!], pak je mozné tuto soustavu
vyTesit a najit funkce Cy a Cf.

Vo U1
vy v
predpoklddejme, Ze existuje bod g € [0, ] takovy, ze # (xo) = 0. To ale znamen4, ze Wronského
matice ma linedrné zavislé sloupce. Tedy existuje A € C tak, ze

(23) (38
vo(zo) ) 7\ vi(wo)

Nyni prozkoumejme funkei 9(z) = vg(x) — vy (x). Je zfejmé, Ze z linearity operdtoru L plyne,
ze Lo = 0 a z nulovosti determinantu plyne 9(z9) = 0 a ©'(xg) = 0. JelikoZ je ale Lo = 0
diferencialni rovnice 2. fadu a mame dvé podminky, plyne z véty o jednoznacnosti Teseni, ze
jediné Teseni je nulova funkce. Toto ale znamena, ze pokud bychom nasli jediny bod, ve kterém
je # nulovy, tak je nulovy na intervalu [0,{]. A toto je spor, protoZze vime, ze dimense jidra je
0. Tedy wronskian je nenulovy.

3. Sporem ukézeme, ze ¥ = = v} — v1vy # 0 pro vSechna x € [0,]. Pro spor

4. Nyni ukdzeme, ze p(z)# (x) = konst. Toto ovéfime pfimym vypodtem:

(P?)" = (p(vov} — v1v())" = vopu + vo (pv1)’ —vipvg — vi (prg)’ = quovs — quive =0
SN~ N~—~—

qu1 qvo
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5. Nalezneme funkce Cy, C; pomoci , invertovani“ rovnice 6.1

Co\ _ 1 vy - 0 _ Jui
)\ —vh v L )T \ —fw
Timto jsme dvojici obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu, které urcuji funkce Cy, C1:
C, = iv f (6.2)
o = Ly .
1
cy = —— 6.3
1 o vo f (6.3)

Abychom dokézali ur€it piesné Fegeni, musime jesté vyuzit okrajovych podminek, nebot vime,
ze u = Cyvg + Cyv1 je musi rovnéz spliovat. Na nésledujicich radcich nejprve dosadime do levé
hrani¢ni podminky, vyuzijeme znalosti hrani¢ni podminky pro vy a vyuzijeme vztaht 6.2 a 6.3:

0 = apu(0) — Bou’(0) =
= ag (Co(0)vo(0) + C1(0)v1(0)) — Bo (C5(0)vo(0) + Co(0)v5(0) + C1(0)v1(0) + C1(0)v}(0)) =

— o1 (0)1(0) — Bovo(O)im(O)f(O) 4 ﬂom(mim(omm — BoC (0} (0) =

= [agu1(0) — 507)/1(0)} C1(0)

Aby byl tento vyraz roven nule, musi byt bud agvy(0) — B} (0) = 0, nebo C(0) = 0. Pokud by
nastala prvni moznost, musela by funkce v spliovat dvé poc¢atecni podminky a navic Lv; = 0.
Proto by byla v jadfe a tudiz (nebof piedpokldddme nulovou dimensi jadra) by byla nulové.
Pomoci nulové funkce ale nejsme schopni najit feseni s pravou stranou. Proto musi platit, ze

C1(0)=0
Obdobnou tvahou bychom z pravé okrajové podminky ziskali
Co(l)=0

Kdyz mame tyto podminky, muzeme zintegrovat rovnice 6.2 a 6.3 a zapocitat pocate¢ni podminky:

Co(a) — Co(l) = /l ’ )y
a tedy
1 !
Co(z) = o7 ). v1(y) f(y)dy

Pro funkci C; dostavame

Oy(2) — C1(0) = — / ) )y
a tedy
1 xT
Cy(x) = o7 ), vo(y) f(y)dy

Timto jsme nalezli funkce Cp, Cy takové, ze u(x) = Co(z)vo(x) + Ci(x)v1(z) je FeSenim ulohy
Lu = f. Konkrétni tvar feSeni u(z) mé podobu:

l T l
u(x):_i lw)(x) / o) F()dy + v () / vo(y)f(y)dy] oz / 9 (. 9)f (v)dy
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Definice 6.2.1. Se znafenim pouzitym vyse se funkce ¢ (x,y) definovand predpisem

G (z,y) = 1 { vo(z)v1(y), pro0 <z <y<l,

p# | vo(y)vi(z), pro0<y<az <L

nazyva Greenova funkce.

Co jsme tedy ziskali feSenim? Ukéazali jsme, Ze feseni tlohy Lu = f mé tvar

l
u= / G (e y)f(y)dy = LV,

kde L~ je integralni operator, jehoz jadrem je Greenova funkce. Tato funkce je spojit4, nebot
v1(x), vo() jsou feSenimi diferencidlni rovnice a pro y = z, coz je jedind tsecka, na které by
mohla vznikat nespojitost, jsou si funkéni hodnoty rovny. Tedy ¢4 € C(G x G). Je otividné, ze
Greenova funkce je symetrickd a tedy jsou splnény predpoklady Hilbert-Schmidtovy véty, ktera
ifka, Ze operdtor L= m4 &isté bodové spektrum a jeho vlastni funkce tvoif ON bazi v L?(G).
Tedy toto plati i pro operator L. V dusledku tohoto zjisténi si mtuzeme troufnout vyvodit mimo
jiné to, ze (presurime se do dimense 3) vlastni hodnoty Laplaceova operdtoru jsou kladné. Z toho
vyplyva
Véta 6.2.2 (Vlastnosti S-L operatoru II). Pfi predpokladech z prvni véty o vlastnostech S-L
operatoru plati:
7. Vlastni ¢isla L maji kone¢né nasobnsti a nemaji konecny hromadny bod.
8. Z vlastnich funkcf L lze sestavit ON bézi prostoru L? ((0,1)).
Pozndmka. Veskeré uvahy byly zatim vedeny pro nulové jadro. Jestlize je jadro operatoru nenulové,
tj. je tvoreno konstantnimi funkcemi, mizeme operator snadno prevést na pripad, kterd jiz budeme
umét vyftesit. Staci pak k operatoru ,, pri¢ist“ jednicku a spektrum tohoto operatoru bude totozné
se spektrem puvodniho, jen bude , posunuté o jednicku.
Véta 6.2.3 (Vlastnosti Greenovy funkee). 1. ¢ (x,y) je spojita funkee;
2. Pro vSechna z,y 9(x,y) = 9 (y, x);
3. Bud y € (0,1) pevné. Oznaéme g,(z) = ¥ (z,y). Pak

[3a] gy(x) spliuje hraniéni podminky v 01 v I;

135 Lgy (2) = —(p(2)g),(2))’ + a(x)gy () = (z — y)

3] gy(2) € CA((0,1]\ {})
Diikaz. Tvrzeni 1, 2, 3a se dokédzi primym dosazenim, tvrzeni 3b je jen aplikace véty o derivovani
po ¢éastech hladké funkce: Zderivujeme vyraz pg; (). Ten ma nasledujici podobu:

oy L yi(z)vi(y), pro0<z<y<l,
pgy(m)__yﬂ{ vg(y)v'l(x), pro0d<y<z<l.
Pak )
(0,0 = (o} @)} + 8 = ) (o) = i wnle) ) =
(@)} = e =) (57 ) = Lol @)} = =)
Posledni vlastnost plyne z tvaru derivace vyse. O

Tyto vlastnosti slouzi pro zavedeni Greenovy funkce pro vyssi dimense. Zbyva uz jen naplnit
drivejsi slib a ukazat, jak pomoci tohoto feseni prevést S-L tlohu na integralni rovnici.
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6.3 Prevedeni Sturm-Liouvilleova problému na integralni
rovnici
Veta 6.3.1. Uvazujme pro jednoduchost predchozi, jednorozménou S-L tlohu s operatorem L, pak

vlastni ¢isla A € C a TeSeni u(z) € C[0,1] takové, ze Lu = Au +f, lze ziskat TeSenim integralni
rovnice

l l
u() = A / 9 (w, y)uly)dy + / G (z,9)f(y)dy

Diikaz si provede zvidavy ¢tenar sam. Timto konci latka potiebnd ke zkousce, resp. latka, ktera
ma byt zkousena.
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