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1 Integrály podle parametru, hlavní hodnota integrálu
(1.1)
Ur£ete

I(α) =
∫ ∞

0

e−αx − e−βx

x
dx

pro α, β > 0 a β pevné.

(1.2)
Vypo£t¥te integrály

I(α) =
∫ ∞

0
e−αx sin βx

x
dx

a
I(β) =

∫ ∞

0

sin βx
x

dx

(1.3)
Dokaºte:

∫ ∞

0
e−ax cos bx dx =

a
a2 + b2 (a > 0)

a
∫ ∞

0
e−ax sin bx dx =

b
a2 + b2 (a > 0)
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(1.4)
Vypo£t¥te:

∫ ∞

0
e−ax2

dx

(1.5)
Vypo£t¥te:

∫ ∞

0
e−ax2 cos bx dx

(1.6)
Vypo£t¥te:

∫ ∞

0

cos ax
1 + x2 dx

(1.7)
Vypo£t¥te:

∫ ∞

0

x sin ax
b2 + x2 dx

(1.8)
Vypo£t¥te:

I(r) =
∫ ∞

0

arctg(rx)
x(1 + x2)

dx,

kde r ≥ 0.

(1.9)
Vypo£t¥te:

VP
∫ a

−a

1
x

dx

(1.10)
Dokaºte, ºe

∫ ∞

0

ln x
c2 + x2 dx =

π
2|c|

ln |c|

pro c 6= 0.

(1.11)
Vypo£t¥te:

VP
∫ ∞

−∞

sin ax
x + b

dx
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(1.12)
Vypo£t¥te:

VP
∫ ∞

−∞

cos ax
x + b

dx

(1.13)*
Vypo£t¥te integrál

∫ ∞

−∞
xnebx−ax2

dx,

kde a, b ∈ R+ a n ∈ N.

(1.14)
Pouºitím v¥ty o derivaci integrálu podle parametru vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0

ln(a2 + x2)
b2 + x2 dx,

kde a ∈ R, b ∈ R\{0}. Vyuºijte výsledku úlohy (1.10).

2 Parciální diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty
a rovnice °e²itelné substitucí

(2.1)
Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice

∂2u
∂x∂y

− 1
2y

∂u
∂x

= 0

v (0,∞)× (0,∞).

(2.2)
Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice u = u(x, y)

∂2u
∂y2 −

∂u
∂y

= 0.

(2.3)
Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice

∂2u
∂x∂y

= x2 − y

(2.4)
Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice

∂2u
∂x∂y

− 2y
∂u
∂x

= 0
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(2.5)
Nalezn¥te obecné °e²ení rovnice u = u(x, y)

∂2u
∂y2 = x + y.

(2.6)
Do rovnice

∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2 +

∂2f
∂z2 +

∂f
∂z

+ f = 0

dosa¤te vztah f(x, y, z) = g(x, y, z) eµz. Ur£ete µ tak, aby výsledek byl co nejjednodu²²í.

(2.7)
P°eve¤te na kanonický tvar rovnici

∂2u
∂x2 + 2

∂2u
∂x∂y

− 4
∂2u

∂x∂z
− 6

∂2u
∂y∂z

− ∂2u
∂z2 = 0

(2.8)
Nalezn¥te kanonický tvar rovnice

∂2u
∂x2 + 2

∂2u
∂y2 + 5

∂2u
∂z2 + 2

∂2u
∂x∂y

+ 4
∂2u
∂y∂z

+
∂u
∂x

+
∂u
∂y

= 0

(2.9)
Rovnici

∂2u
∂x2 − 4

∂2u
∂x∂y

+ 2
∂2u

∂x∂z
+ 4

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2 +

∂u
∂x

− 2
∂u
∂y

= 0

p°eve¤te na kanonický tvar a diskutujte její typ.

(2.10)
P°eve¤te na kanonický tvar:

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 + 2

∂2u
∂x∂y

+ 2
∂u
∂x

+ 6
∂u
∂y

= 0

(2.11)
Rovnici

∂2u
∂x2 + 4

∂2u
∂x∂y

− 2
∂2u

∂x∂z
+ 4

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2 − 4

∂2u
∂y∂z

+ 6
∂u
∂x

+ 2
∂u
∂y

= 0

p°eve¤te na kanonický tvar. Prove¤te diskusi jejího typu. Zapi²te transforma£ní vztahy,
které danou rovnici p°evádí na kanonický tvar. Transformaci prove¤te!
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3 Parciální diferenciální rovnice druhého °ádu
(3.1)
Substituujte rovnici

∂2u
∂x2 + y

∂2u
∂y2 = 0

vztahy ξ = x + 2
√
−y a η = x− 2

√
−y v oblasti y < 0.

(3.2)
Substituujte rovnici

∂2u
∂ξ∂η

=
1

2(ξ − η)

(

∂u
∂ξ

− ∂u
∂η

)

vztahy ξ = x + y a η = x− y.

(3.3)
Rovnici

x2 ∂2u
∂x2 − y2 ∂2u

∂y2 = 0

p°eve¤te na kanonický tvar v oblastech, v nichº zachovává typ.

(3.4)
Rovnici

x2 ∂2u
∂x2 + 2xy

∂2u
∂x∂y

+ y2 ∂2u
∂y2 = 0

p°eve¤te na kanonický tvar v oblastech, v nichº zachovává typ.

(3.5)
Pro x > 0 a y > 0 p°eve¤te rovnici

x
∂2u
∂x2 + y

∂2u
∂y2 = 0

na kanonický tvar. Diskutujte pak její typ.

(3.6)
Rovnici

4y2 ∂2u
∂x2 − e2x ∂2u

∂y2 − 4y2 ∂u
∂x

= 0

p°eve¤te v oblasti A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y > 0} na kanonický tvar.

(3.7)
Rovnici

∂2u
∂x2 + xy

∂2u
∂y2 = 0
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p°eve¤te na mnoºin¥ A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0∧y > 0} na kanonický tvar. O jaký typ rovnice
se na mnoºin¥ A jedná?

(3.8)
Rovnici

∂2u
∂x2 sin2 x− 2y sin x

∂2u
∂x∂y

+ y2 ∂2u
∂y2 = 0

p°eve¤te v R2 na kanonický tvar a diskutujte její typ.

(3.9)
Rovnici

(1 + x2)
∂2u
∂x2 + (1 + y2)

∂2u
∂y2 + x

∂u
∂x

+ y
∂u
∂y

= 0

p°eve¤te na kanonický tvar. Prove¤te diskusi jejího typu.

(3.10)
Na mnoºin¥ A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y > 0} p°eve¤te rovnici

x2 ∂2u
∂x2 − 2xy

∂2u
∂x∂y

+ y2 ∂2u
∂y2 = 0

na kanonický tvar. Uve¤te, o jaký typ rovnice se na mnoºin¥ A jedná.

(3.11)
Ur£ete typ následující diferenciální rovnice a transformujte ji v R2 do kanonické tvaru.

∂2u
∂x2 − 2 cos x

∂2u
∂x∂y

− (3 + sin2 x)
∂2u
∂y2 − y

∂u
∂y

= 0.

4 Distribuce
(4.1)
Dokaºte, ºe derivace de�novaná v D′ je lineární.

(4.2)
Nech´ je dána funkce f(x) tak, ºe f ∈ C1(x ≤ x0) a f ∈ C1(x ≥ x0). Dokaºte, ºe

f ′ = {f ′(x)}+ [f ]x0 δ(x− x0),

kde {f ′(x)} je derivace funkce f v bodech x ∈ R\{x0} a [f ]x0 je skok funkce f(x) v bod¥
x0, tedy [f ]x0 := f(x0)+ − f(x0)−.

(4.3)
Ur£ete derivaci Heavsideovy funkce Θ(x).

6



(4.4)
Dokaºte, ºe pro libovolnou funkci a(x) ∈ C∞(Rn) platí

• a(x) δ(x) = a(0) δ(x)

• 0 δ(x) = 0

(4.5)
Dokaºte:

xP 1
x

= 1

(4.6)
Nech´ je dána funkce

f(x) =
1
2
− x− 2kπ

2π
pro x ∈ 〈2kπ, 2π(k + 1)), kde k ∈ Z. Ur£ete její derivaci.

(4.7)
Dokaºte, ºe pro libovolnou funkci α ∈ D(Rn), spl¬ující podmínky ∀x ∈ Rn : α(x) ≥ 0, a
∫

Rn α(x) dx = 1 platí

lim
ε→0+

α(x
ε )

εn = δ(x)

v D′(Rn).

(4.8)
Dokaºte, ºe funkce de�novaná p°edpisem

• ωε(x) = Cεe
− ε2

ε2−|x|2 pro |x| < ε

• ωε(x) = 0 pro |x| ≥ ε,

kde konstanta Cε je ur£ena z podmínky
∫

Rn
ωε(x) dx = 1,

konverguje pro ε → 0 k funkci δ(x).

(4.9)∗
Dokaºte, ºe

lim
ε→0+

sin(x
ε )

πx
= δ(x)

v D′(R).
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(4.10)
Dokaºte Sochockého vzorce

lim
ε→0+

1
x± iε

= ∓iπδ(x) + P 1
x

v D′(R).

(4.11)
Vypo£t¥te

∂2

∂x ∂y
Θ(x, y)

v D′(R2).

(4.12)
Vypo£t¥te

d
dx

(ln |x|)

v D′(R).

(4.13)
Dokaºte, ºe v D′(R) platí

(

P 1
x

)′

= −P 1
x2 ,

kde
(

P 1
x2 , ϕ

)

≡ VP
∫ ∞

−∞

ϕ(x)− ϕ(0)
x2 dx.

(4.14)
Dokaºte, ºe v D′(R) platí:

lim
t→∞

lim
ε→0+

eitx

x + iε
= 0.

(4.15)
Dokaºte, ºe v D′(R) platí:

lim
t→∞

lim
ε→0+

eitx

x− iε
= 2πiδ(x).

(4.16)
Vypo£t¥te

d
dx

(

lim
ε→0+

1
x± iε

)

v D′(R).

8



(4.17)
V R vypo£t¥te derivace zobecn¥né funkce

f(x) = |x| sin x

do £tvrtého °ádu v£etn¥.

(4.18)
De�nujme funkci gε(x) takto:

• gε(x) = x
ε2 + 1

ε pro x ∈ (−ε, 0〉

• gε(x) = − x
ε2 + 1

ε pro x ∈ (0, ε)

• gε(x) = 0 pro ostatní x ∈ R

Dokaºte, ºe gε(x) → δ(x) p°i ε → 0+ v D′(R).

5 Konvoluce, Fourierova transformace
(5.1)
Vypo£t¥te konvoluci

Θ(x) eax ∗Θ(x) ebx.

(5.2)
Vypo£t¥te konvoluci

Gσ(x) ∗Gτ (x),

kde G je Gaussova distribu£ní funkce se st°ední hodnotou 0 a rozptylem σ, resp. τ .

(5.3)
Ur£ete konvoluci

Θ(x) ∗Θ(x)

v D′(R).

(5.4)
Vypo£t¥te konvoluci

e−|x| ∗ e−|x|

v D′(R).

(5.5)
V Rn ur£ete

F [δ(x− x0)].
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(5.6)
Ur£ete

F [e−ax2 ],

je-li a > 0.

(5.7)
Vypo£t¥te

F [Θ(x).e−αx],

je-li α > 0 .

(5.8)
Vypo£t¥te

F [sin αx],

kde α ∈ R.

(5.9)
Vypo£t¥te konvoluci

Θ(x) sin(x) ∗Θ(x) sin(x).

Upravte na jednoduchý tvar.

(5.10)
Vypo£t¥te

F [cos αx],

kde α ∈ R.

(5.11)
V S ′(R) nalezn¥te Fourier·v obraz funkce

2a
a2 + x2 ,

kde a > 0.

(5.12)
Pro

Pα =
1
π

α
x2 + α2 (α > 0)

vypo£t¥te Pα ∗ Pβ.
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(5.13)
Vypo£t¥te konvoluci funkcí

Θ(x) sin(x) ∗Θ(x) cos(x).

Upravte na jednoduchý tvar.

(5.14)
Podle de�nice ur£ete Fourier·v obraz funkce 1 v prostoru Rn.

(5.15)
Vypo£t¥te:

Θ(x) sin(x) ∗Θ(x) x2

(5.16)
Pro v²echna a, b ∈ R (a 6= ±b) dokaºte rovnost

Θ(x) sin(ax) ∗Θ(x) sin(bx) = Θ(x)
b sin(ax)− a sin(bx)

b2 − a2 .

Zvaºte moºné postupy a volte jednodu²²í variantu d·kazu.

6 Laplaceova transformace
(6.1)
Odvo¤te tabulkové korespondence Laplaceovy transformace:

• L[δ(t− τ)] = e−τp

• L[Θ(t)] = 1
p

• L[Θ(t) sin βt] = β
p2+β2

• L[Θ(t) cos βt] = p
p2+β2

• L[Θ(t)eµt cos ωt] = p−µ
(p−µ)2+ω2

• L[Θ(t)eµt sin ωt] = ω
(p−µ)2+ω2

• L[Θ(t) sinh ωt] = ω
p2−ω2

• L[Θ(t) cosh ωt] = p
p2−ω2

(6.2)
Dokaºte, ºe pro funkce vhodné k transformaci platí

L[f ′(t)] = p.L[f(t)]− f(0+).
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(6.3)
Vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0

e−at − e−bt

t
dt

pro a, b ∈ R+.

(6.4)
Dokaºte, ºe konverguje-li

∫∞
0 f(τ) dτ a L[f(t)] = F (p), platí

∫ ∞

0
f(τ) dτ = lim

p→0
F (p).

(6.5)
Vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0

sin at sin bt
t

dt,

kde a 6= b.

(6.6)
�e²te diferenciální rovnici

y′ + y = t2e−t

za podmínky y(0+) = a.
(6.7)

�e²te soustavu oby£ejných diferenciálních rovnic

y′1 = 7y1 − 18y2 + 12e−t

y′2 = 3y1 − 8y2 + 5e−t,

za podmínek y1(0+) = 2, y2(0+) = 1.

(6.8)
Vypo£t¥te:

∫ ∞

0

e−at cos bt sin ct
t

dt,

kde a ∈ R+ a dále b, c ∈ R (c 6= ±b).

(6.9)
Uºitím Laplaceovy transformace nalezn¥te funkci u = u(t), vyhovující rovnici

u′′ + u′ + u = et(3 cos t + 2 sin t)

a podmínkám u(0) = 0 a u′(0) = 1.
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(6.10)
Nalezn¥te °e²ení soustavy diferenciálních rovnic s konstantními koe�cienty pro dv¥ neznámé
funkce y1(t), y2(t)

y′2 + y1 = 1 + tet

y′1 − y2 = tet − et,

které vyhovuje podmínkám y1(0) = 0, y2(0) = 1.

(6.11) Uºitím Laplaceovy transformace vypo£t¥te
∫ ∞

0

e−bt sin at
t

dt,

kde a, b ∈ R+.

(6.12)
Uºitím Laplaceovy transformace °e²te soustavu oby£ejných diferenciálních rovnic

u′ + 5u + 2v = e−t

v′ + 2u + 2v = 0

za podmínek u(0) = 1, v(0) = 0.

(6.13)
�e²te integrodiferenciální rovnici

y′ + 2y +
∫ t

0
y(τ)dτ = sin t

za podmínky y(0+) = 0.

(6.14)
Vypo£t¥te

∫ ∞

0

cos bt− cos at
t

dt,

kde a, b ∈ R \ {0}.

(6.15)
Uºitím Laplaceovy transformace °e²te rovnici

y′′′ + y′ = e2t

za podmínek y(0+) = y′(0+) = y′′(0+) = 0.
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(6.16)
Vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0

sin t− t cos t
t3 dt.

(6.17)
�e²te integrodiferenciální rovnici

y′(t) + 2 y(t) + 2
∫ t

0
y(τ)dτ = 1

s danou po£áte£ní podmínkou y(0+) = 0.

(6.18)
Nalezn¥te partikulární °e²ení diferenciální rovnice

4ty′′ + (4t + 8)y′ + (t + 4)y = 0,

kde y(0+) = a.

(6.19)
Vypo£t¥te integrál

∫ ∞

0
e−3t cos 3t cos 4t dt

(6.20)
Vypo£t¥te p°íklad (1.6) uºitím Laplaceovy transformace.

7 Fundamentální °e²ení operátor·
(7.1)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d
dt

+ a,

kde a > 0.

(7.2)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O = 2
d2

dx2 + 2
d
dx
− 12

uºitím Fourierovy transformace.

14



(7.3)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d4

dx4 − a4,

kde a > 0.

(7.4)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d2

dx2 + 3
d
dx

+ 2

(7.5)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d2

dx2 + 3
d
dx

+
5
2

(7.6)
Pomocí Fourierovy transformace odvo¤te tvar fundamentálního °e²ení E(x, t) operátoru ve-
dení tepla v R :

O =
∂
∂t
− a2 ∂2

∂x2 .

(7.7)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d4

dx4 − 2
d2

dx2 + 1

(7.8)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d3

dx3 +
d2

dx2 +
d
dx

+ 1

(7.9)
Nalezn¥te fundamentální °e²ení operátoru

O =
d3

dx3 − 6
d2

dx2 + 11
d
dx
− 6
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8 Cauchyova úloha pro vlnovou rovnici, pro rovnici vedení
tepla a pro rovnici s oby£ejnými derivacemi

(8.1)
�e²te rovnici

d2y
dxx + 3

dy
dx

+ 2y = ex

uºitím fundamentálního °e²ení p°íslu²ného operátoru. Nalezn¥te takové °e²ení, pro které
y(0+) = y′(0+) = 0.

(8.2)
�e²te rovnici

d2y
dxx + 3

dy
dx

+ 2y = ex

s podmínkami y(0+) = 2 a y′(0+) = 1.

(8.3)
V R1+1 °e²te rovnici

∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 + ex

s po£áte£ními podmínkami u(x, 0+) = sin x, ∂u
∂t (x, 0+) = x + cos x.

(8.4)
�e²te zobecn¥nou Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici v R1+1

∂2u
∂t2 = 4

∂2u
∂x2 + e−x2

δ′(t) + e−x sin x δ(t).

(8.5)
�e²te smí²enou úlohu pro rovnici vedení tepla

∂u
∂t

=
∂2u
∂x2

p°i x ≥ 0 s po£áte£ní podmínkou u(x, 0+) = cos bx, b > 0 a s okrajovou podmínkou ∂u
∂x(0, t) =

0.

(8.6)
�e²te Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici v R2+1

∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 + 6xyt,

kde u(x, y, 0+) = x2 − y2, ∂u
∂t (x, y, 0+) = xy.
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(8.7)
V R3+1 °e²te Cauchyovu úlohu

∂2u
∂t2 = 84u + t2x2

1

za podmínek u(x, 0+) = x2
2,

∂u
∂t (x, 0+) = x2

3.

(8.8)
Metodami matematické fyziky °e²te rovnici

d2u
dx2 − u = 4e−x.

Nalezn¥te takové °e²ení, pro n¥jº u(0+) = 0 a u′(0+) = 0.

(8.9)
�e²te Cauchyovu úlohu v R3+1 :

∂2u
∂t2 = 4u + 6te

√
2x1 sin x2 cos x3

s po£áte£ními podmínkami u(x, 0+) = ex1+x2 cos
√

2 x3, ∂u
∂t (x, 0+) = e3x2+4x3 sin 5x1.

(8.10)
�e²te Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici v R3+1

∂2u
∂t2 = 8

(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)

+ 2xyz

za podmínek u(x, y, z, 0+) = x2 + y2 − 2z2 a ∂u
∂t (x, y, z, 0+) = 1.

(8.11)
�e²te Cauchyovu úlohu pro rovnici vedení tepla v R1+1

∂u
∂t

= 4
∂2u
∂x2 + t + et

za podmínky u(x, 0+) = 2.

(8.12)
�e²te Cauchyovu úlohu pro rovnici vedení tepla v R1+1

∂u
∂t

= 4
∂2u
∂x2 + e−t cos x

za podmínky u(x, 0+) = cos x.
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(8.13)
�e²te Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici v R2+1

∂2u
∂t2 = 8

(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)

+ 2xyt

za podmínek u(x, y, 0+) = x2 − y2, ∂u
∂t (x, y, 0+) = 4xy.

(8.14)
Nalezn¥te funkci u ∈ D′, spl¬ující rovnost

d2u
dx2 − 4

du
dx

+ 4u = xe2x + δ′x− 2δ(x).

(8.15)
�e²te Cauchyovu úlohu pro rovnici vedení tepla

∂u
∂t

= 6
∂2u
∂x2 + et + t

za podmínky u(x, 0+) = 10.

(8.16)
Nalezn¥te funkci u(x, t) takovou, aby vyhovovala rovnici

∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 + ex

a po£áte£ním podmínkám u(x, 0+) = sin x, ∂u
∂t (x, 0+) = cos x + x.

(8.17)
Nalezn¥te °e²ení rovnice

∂2u
∂t2 = 4u + (x3 − 3xy2)t2

takové, aby vyhovovalo podmínkám u(x, y, 0+) = ex cos y, ∂u
∂t (x, y, 0+) = ey sin x.

(8.18)
�e²te rovnici

∂2u
∂t2 = 4

∂2u
∂x2 + x

v R1+1 s podmínkami u(x, 0+) = 4e−x2 a ∂u
∂t (x, 0+) = e−x cos x.

(8.19)
Nalezn¥te °e²ení ψ(x, t) v R1+1 Schrödingerovy rovnice

− ~
2

2m
4ψ = i~∂ψ

∂t
,

18



má-li p°íslu²ná vlnová funkce £ástice v £ase t = 0 lokalizovaný tvar ψ(x, 0+) = Ce−Ax2+Bx,
kde <e(A) > 0 a B,C ∈ C. Vyuºijte faktu, ºe

∫ ∞

−∞
ebx−cx2

dx =
√

π
c

e
b2
4c

�e²ení upravte do tvaru

ψ(x, t) = C θ(t) e
B2
4A χ(t)

−1
2 e−A

(x− B
2A )2

χ(t) ,

kde χ(t) = 1 + 2iA~
m t.

(8.20)
Nalezn¥te funkci u, jeº °e²í rovnici

∂2u
∂x2 −

∂2u
∂t2 = cos (x2 + 2) + x sin t

a vyhovuje podmínkám u(x, 0+) = x2 a ∂u
∂t (x, 0+) = x.

9 Integrální rovnice
(9.1)
Nalezn¥te °e²ení rovnice

ϕ(x) = λ
∫ 2π

0
sin (x + y)ϕ(y)dy + f(x).

Dále ur£ete rezolventu a vlastní funkce integrálního operátoru této rovnice.

(9.2)
�e²te p°edchozí úlohu metodou postupných aproximací.

(9.3)
Zjist¥te, zda lze p°íklad (9.1) °e²it p°i hodnotách λ = 1

π a f(x) = x + 2 cos x.

(9.4)
Ur£ete konstanty a, b, c tak, aby rovnice

ϕ(x) = λ
∫ 1

−1
(xy + x2y2)ϕ(y)dy + ax2 + bx + c

m¥la °e²ení pro v²echna λ ∈ C.
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(9.5)
�e²te Volterovu rovnici prvního druhu s jádrem K(x, y) = xy a s pravou stranou f(x) = x4

3 .

(9.6)
�e²te integrální rovnici

∫ x

0
sin (x− y)ϕ(y)dy = Θ(x) cos x

pro x > 0.

(9.7)
�e²te integrální rovnici

∫ x

0
sin (x− y)ϕ(y)dy = cos x,

pro x ∈ R.

(9.8)
Nalezn¥te funkci ϕ(x) tak, aby vyhovovala rovnici

ϕ(x) = λ
∫ π

0
K(x, y)ϕ(y)dy + f(x),

kde K(x, y) = sin y + y cos x a f(x) = 1− 2x
π . Úlohu °e²te pro v²echna p°ípustná λ ∈ R.

(9.9)
Pro v²echna p°ípustná λ ∈ R nalezn¥te funkci ϕ(x) tak, aby vyhovovala integrální rovnici

ϕ(x) =
∫

G
λ cos (y − 2x)ϕ(y)dy + sin x + cos x.

G = 〈0, π/2〉.

(9.10)
Nalezn¥te °e²ení integrální rovnice

ϕ(x) = λ
∫ 1

−1
(2xy + 1− y)ϕ(y)dy + ex

pro λ = 1.

(9.11)
Pro v²echna p°ípustná λ ∈ R °e²te integrální rovnici

ϕ(x) = λ
∫

G
ex+yϕ(y)dy + x,

kde G = 〈0, 1〉. Konkretizujte °e²ení pro λ = −1 a pro tento zvlá²tní p°ípad prove¤te zkou²ku.

(9.12)
�e²te p°íklad (9.10) metodou postupných aproximací.
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10 Výsledky p°íklad·
1. Integrály podle parametru, hlavní hodnota integrálu

(1.1) I(α) = ln β
α

(1.2) I(α) = π
2 sgnβ − arctgα

β a I(β) = π
2 sgnβ

(1.4.) 1
2

√π
a

(1.5) 1
2

√π
ae−

b2
4a

(1.6) �e²te s pomocí Laplaceovy transformace a v¥ty o derivaci integrálu podle parametru.
Výsledek: π

2 e−|a|

(1.7) π
2 sgna e−|ab|

(1.8) π
2 ln(r + 1)

(1.9) 0
(1.10) Nejprve ukaºte, ºe

∫ 1
0

ln x
1+x2 dx = −

∫∞
1

ln x
1+x2 dx. Odsud

∫∞
0

ln x
1+x2 dx = 0. Dále °e²íme

vhodnou substitucí.
(1.11) π sgna cos(ab)
(1.12) π sgna sin(|a|b)
(1.13) Nalezn¥te rekurentní vzorec.
(1.14) π

|b| ln(|a|+ |b|)
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2. Parciální diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty a rovnice °e²itelné
substitucí

(2.1) u(x, y) = √
yf(x) + g(y)

(2.2) u(x, y) = f(x)ey + g(x)
(2.3) u(x, y) = 1

3x
3y − 1

2xy2 + f(y)
(2.4) u(x, y) = f(x)ey2 + g(y)
(2.5) u(x, y) = 1

2xy2 + 1
6y

3 + yf(x) + g(x)
(2.6) pro µ = −1

2 dostaneme ∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2 + ∂2g
∂z2 + 3

4g = 0
(2.7) Substituce ξ = x, η = x− y, λ = 3

2x−
1
2y + 1

2z dává hyperbolickou rovnici
∂2u
∂ξ2 − ∂2u

∂η2 − ∂2u
∂λ2 = 0

(2.8) Substituce ξ = x, η = −x + y, λ = 2x− 2y + z dává eliptickou rovnici
∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 + ∂2u
∂λ2 + ∂u

∂ξ = 0
(2.9) Substituce ξ = −1

2y, η = z, λ = x + 1
2y + z dává eliptickou rovnici

∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 − ∂2u
∂λ2 + 3

2
∂u
∂λ −

1
2

∂u
∂ξ = 0

(2.10) Substituce ξ = x, η = −x + y dává parabolickou rovnici ∂2u
∂ξ2 + 2∂u

∂ξ + 4∂u
∂η = 0

(2.11) Substituce ξ = x, η = −2x + y, λ = x + y dává parabolickou rovnici ∂2u
∂ξ2 = −6∂u

∂ξ +
10∂u

∂η − 6∂u
∂λ = 0

3. Parciální diferenciální rovnice druhého °ádu

(3.1) ∂2u
∂ξ∂η = 1

2(ξ−η)

(

∂u
∂ξ −

∂u
∂η

)

(hyperbolická rovnice)
(3.2) ∂2u

∂x2 − ∂2u
∂y2 = 1

y
∂u
∂y

(3.3) Substituce ξ = xy, η = x
y dává hyperbolickou rovnici

∂2u
∂ξ∂η −

1
2ξ

∂u
∂η = 0.

(3.4) Substituce ξ =
∣

∣
y
x

∣

∣ , η = x dává parabolickou rovnici
∂2u
∂η2 = 0.
(3.5) Substituce ξ =

√
x, η = √

y dává eliptickou rovnici
∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 − 1
ξ

∂u
∂ξ −

1
η

∂u
∂η = 0

(3.6) Substituce ξ = y2 + ex, η = y2 − ex dává hyperbolickou rovnici
∂2u
∂ξ∂η = −1

4(ξ+η)

(

∂u
∂ξ + ∂u

∂η

)

(3.7) Substituce ξ = 2
3x

3/2, η = 2y1/2 dává eliptickou rovnici
∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 + 1
3ξ

∂u
∂ξ −

1
η

∂u
∂η = 0

(3.8) Substituce ξ = y tgx
2 , η = y dává parabolickou rovnici

∂2u
∂η2 − 2ξ

ξ2+η2
∂u
∂ξ = 0

(3.9) Substituce ξ = ln(x +
√

1 + x2), η = ln(y +
√

1 + y2) dává eliptickou rovnici
∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 = 0
(3.10) Substituce ξ = xy, η = x dává parabolickou rovnici
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∂2u
∂η2 − 2 ξ

ξ2
∂u
∂ξ = 0

(3.11) Substituce ξ = y + 2x + sin x, η = y − 2x + sin x dává hyperbolickou rovnici
∂2u
∂ξ∂η + ξ+η

32

(

∂u
∂ξ + ∂u

∂η

)

= 0.

4. Distribuce

D·kazové úlohy z této kapitoly jsou podrobn¥ vy°e²eny v Ref. ([6]).

(4.3) Θ′(x) = δ(x)
(4.6) f ′(x) = − 1

2π +
∑k=∞

k=−∞ δ(x− 2kπ)
(4.8) Vyuºijte výsledku úlohy (4.7)
(4.11) ∂2Θ

∂x∂y = δ(x, y)
(4.12) (ln |x|)′ = P 1

x

(4.16)
( 1

x±i0

)′ = ∓iπδ′(x)− P 1
x2

(4.17) f ′(x) = sgn x(sin x + x cos x) f ′′(x) = sgn x(2 cos x− x sin x)
f ′′′(x) = 4δ(x)− sgn x(3 sin x + x cos x) f (IV )(x) = 4δ′(x) + sgn x(x sin x− 4 cos x)
(4.18) Vyuºijte výsledku úlohy (4.7)

5. Konvoluce, Fourierova transformace

(5.1) Θ(x) eax−ebx

a−b , pro a 6= b a Θ(x)xeax pro a = b
(5.2) G√

σ2+τ2

(5.3) Θ(x)x
(5.4) (1 + |x|)e−|x|
(5.5) eix0ξ

(5.6)
√π

ae−
ξ2
4a

(5.7) 1
a−iξ

(5.8) iπ[δ(ξ − α)− δ(ξ + α)]
(5.9) Θ(x)

2 (sin x− x cos x)
(5.10) π[δ(ξ − α) + δ(ξ + α)]
(5.11) 2πe−aξ

(5.12) Pα ∗ Pβ = Pαβ

(5.13) Θ(x)
2 x sin x

(5.14) Θ(x)(x2 + 2 cos x− 2)

6. Laplaceova transformace

(6.3) ln b
a

(6.5) 1
2 ln

∣

∣
b+a
b−a

∣

∣

(6.6) y = Θ(t)(1
3t

3e−t + ae−t)
(6.7) y1 = Θ(t)(3et + 3e−t − 4e−2t) a y2 = Θ(t)(et + 2e−t − 2e−2t)
(6.8) 1

2arctg b+c
a + 1

2arctg c−b
a
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(6.9) u(t) = Θ(t)et sin t
(6.10) y1 = Θ(t)(1 + tet − et) a y2 = Θ(t)et

(6.11) π
2 − arctg b

a
(6.12) u = Θ(t)( 9

25e
−t + 1

5te
−t + 16

25e
−6t) a v = Θ(t)(− 8

25e
−t − 2

5te
−t + 8

25e
−6t)

(6.13) 1
2Θ(t)(sin t− te−t)

(6.14) ln
∣

∣
b
a

∣

∣

(6.15) −1
2 + 1

10e
2t + 2

5 cos t− 1
5 sin t

(6.16) −π
4

(6.16) Θ(t)e−t sin t
(6.18) y = Θ(t) a e−

t
2

(6.19) 51
290

7. Fundamentální °e²ení operátor·

(7.1) E(t) = Θ(t)e−at

(7.2) E(x) = Θ(x)
10 (e2x − e−3x)

(7.3) E(t) = Θ(x)
2a3 (sinh ax− sin ax)

(7.4) E(x) = Θ(x)(e−x − e−2x)
(7.5) E(x) = 2Θ(x)e− 3

2 x sin x
2

(7.6) E(x, t) = Θ(t)
2a
√

πt
e−

x2

4a2t

(7.7) E(x) = Θ(t)
2 (x cosh x− sinh x)

(7.8) E(x) = Θ(x)
2 (e−x + sin x− cos x)

(7.9) E(x) = Θ(x)(1
2e

x − e2x + 1
2e

3x)

8. Cauchyova úloha pro vlnovou rovnici, pro rovnici vedení tepla a pro rovnici
s oby£ejnými derivacemi

(8.1) y(x) = Θ(x)(−1
2e
−x + 1

3e
−2x + 1

6e
x)

(8.2) y(x) = Θ(x)(9
2e
−x − 8

3e
−2x + 1

6e
x)

(8.3) u(x, t) = ex(cosh t− 1) + xt + sin(x + t)
(8.4) u(x, t) = 1

8Θ(t)e−x (e2t[sin(x− 2t) + cos(x− 2t)]− e−2t[sin(x + 2t) + cos(x + 2t)])+
+Θ(t)e−x2−4t2 cosh 4tx
(8.5) u(x, t) = Θ(t) cos bx e−tb2

(8.6) u(x, y, t) = x2 − y2 + xyt(1 + t2)
(8.7) u(x1, x2, x3, t) = x2

2 + tx2
3 + 8t2 + 8

3t
3 + 1

12t
4x2

1 + 2
45t

6

(8.8) u(x) = 2Θ(x)(sinh x− xe−x)
(8.9) u(x1, x2, x3, , t) = t3e

√
2x1 sin x2 cos x3 + te3x2+4x3 sin 5x1 + ex1+x2 cos

√
5x3

(8.10) u(x, y, z, t) = x2 + y2 − 2z2 + t + xyzt2

(8.11) u(x, t) = 1 + 1
2t

2 + et

(8.12) u(x, t) = (Θ(x) + t)e−t cos x
(8.13) u(x, y, t) = x2 − y2 + 4xyt + 1

3xyt3
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(8.14) u(x) = Θ(x)(1
6x

3e2x + e2x)
(8.15) u(x, t) = 9 + et + 1

2t
2

(8.16) u(x, t) = ex(cosh t− 1) + xt + sin(x + t)
(8.17) u(x, y, t) = ex cos y + eyt sin x + 1

12t
4(x3 − 3xy2)

(8.18) u(x, t) = 4e−x2−4t2 cosh 4xt + 1
2xt2 + 1

8e
−x (e2t[cos(x− 2t)− sin(x− 2t)]−

−e−2t[cos(x + 2t)− sin(x + 2t)])
(8.20) u(x, t) = x2 cos t

9. Integrální rovnice

(9.1) ϕ(x) = λA1 sin x + λA2 cos x, kde
A1 =

R 2π
0 f(x) cos dx+λπ

R 2π
0 f(x) sin dx

1−λ2π2 a A2 =
R 2π
0 f(x) sin dx+λπ

R 2π
0 f(x) cos dx

1−λ2π2 .
Rezolventa R = sin(x+y)+λπ cos(x−y)

1−λ2π2 pro λπ 6= ±1
(9.3) ϕ(x) =

(

2 + a
π

)

(sin x + cos x) + x
(9.4) b = 0, 3a + 5c = 0.
(9.5) Rezolventa R(x, y| − 1) = y2

x3 a °e²ení ϕ(x) = x.
(9.6) ϕ(x) = δ′(x). Singulární distribuci v²ak nelze povaºovat za °e²ení.
(9.7) nemá °e²ení
(9.8) ϕ(x) = −λπ2

6(1+2λ) cos x + 1− 2x
π pro λ 6= ±1

2 ϕ(x) = (8 + π2 cos x)C + 4
3 − 2x

π pro λ = 1
2

Pro λ = −1
2 rovnice °e²ení nemá.

(9.9)
(

3λ(2+π)
12−4λ + 3λ2(π+2)(3−2λ)

(3−λ)(8λ2−18λ+18)

)

cos 2x + 3λ(π+2)(3−2λ)
16λ2−36λ+36 sin 2x + sin x + cos x pro λ 6= 3

ϕ(x) =
(3

4 + 9
8π

)

cos 2x +
(

−3
4 + 3

8π
)

sin 2x + sin x + cos x pro λ = 3
(9.10) ϕ(x) = 6λ

e(3−4λ)(2x− 1) + 12λ2

e(4λ−3)(1−2λ) + e−e−1

1−2λ + ex pro λ 6= 3
4 a λ 6= 1

2 . Pro vynechaná λ

re²ení neexistuje. Pro λ = 1 má °e²ení tvar ϕ(x) = −5−12x−e2

e + ex

(9.11) ϕ(x) = 2λ
2+λ(1−e2)e

x + x pro λ 6= 2
e2−1 . Pro λ = 2

e2−1 rovnice °e²ení nemá.
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