RMF - zadani zkouskovych pisemek

5.1. 2021

1. Definujte 2 a ..
Napiste a dokazte vztahy mezi 2 a ., . a L.
g—Z—Fxg—Z—i-u:O; u(0, ) = z?
Definice S-L operatoru a 3 jeho vlastnosti, jednu dokazat.
Definice ON béze a alespon 2 ekvivalentni vyjadfeni.

% - 42273 = at; u(0,z) = 22, du(0,z) =z
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7.1. 2021
1. Naleznéte Greenovu funkci pro S-L operétor
Llu] = —((z* + D) = \u.
2. Definujte Laplaceovu transformaci. Nasledné uved’te 3 vlastnosti Laplaceovy transformace
a jednu dokazte.
Definujte zobecnény nosic.
Definujte konvoluci klasickou a konvoluci zobecnénych funkci s kompaktnim nosi¢em.

Vypoctéte (cos |z|el)” v 7.

SIS AN

Naleznéte feSeni rovnice
up = 3ug, +0(t)x, u(0,x)=x.

8.1. 2020

1. Napiste definici derivace v 2’ a tprava vyrazu x256®(z).
Definujte 2 a ., napiste a dokazte vztahy mezi 2 a .7, . a L.
g—z+x‘g—g+u:0; u(0, z) = x*
Definice S-L operatoru a 3 jeho vlastnosti, jednu dokazat.
Definice ON béze a alespon 2 ekvivalentni vyjadieni.

% — 4% = at; u(0,7) = 22, du(0,z2) =z

AR AN e

15.1. 2020

1. Definujte konvergenci v prostoru zobecnénych funkci 2" a vypoctéte

lim n?sin(nx).
T—00

2. Vyftesté integralni rovnici

T 2
o(x) = u/ Y (i(y) dy + 87"
0



. Rozhodnéte, zda plati § € ./(R), definujte zobecnény nosi¢ a spoctéte supp d(x).
. Uved’te tii vlastnosti zobecnéné Fourierovy transformace a dvé z nich dokazte.

. Zformulujte vétu o derivovdni po ¢dstech C1(R) funkce a uZijte na vypocet (z°)”. Dostaneme

5

stejny vysledek uzitim Leibnitzova pravidla pro derivaci soucinu (x° = z%z3 napriklad)?

. (POSLEDNI ULOHA) Vyfeste

au—482u u—2u+te®, u(z,0)=axe’
ot 0x2 Oz ’ T
pomoci kompletniho postupu.
(Népoveéda: rovnici tvaru
0 0?

JR— —_— 2_ —_— — — pr—
priiae L baxu cu= f(z,t)

lze prevést na rovnici vedeni tepla pomoci substituce v(y, t) = e~ “u(y — bt,t).)

22.1. 2020

1.

. Jak zahrnuje klasické L

Naleznéte Greenovu funkci pro S-L operator

Llu] = —(4 —2*)u" + 2z,  u(0) =u(1) = 0.

. Definujte klasickou Laplaceovu transformaci, uved’te 3 jeji vlastnosti a jednu z nich dokazte.

1

loe funkce do zobecnénych funkei 2’7 Demonstrujte nasledné na

piikladé 2° € 2'.

. Definujte konvoluce zobecnénych funkci s kompaktnim nosicem.
. Vypoctéte derivaci (e\x| cos |z|)" v ..

. (POSLEDNI ULOHA) Vyfeste

0
U= 3Au+ef,  u(0,2,y,2) =sin(z —y — 2)

pomoci kompletniho postupu.

29.1. 2020

1.

Sestavte explicitni piiklad posloupnosti konvergujici k ¢ v 2’ (ndpovéda: zaénéte posloup-
nosti konvergujici k § v 2’; souvisi tato posloupnost néjak s ilohou?).

. Véta o spojitosti omezeného linearniho zobrazeni vé dukazu.

. Vyfteste integralni rovnici

1 3
w(w,y)ZA/O /()($§)2yns0(€,n)dnd£+xey.

. Naleznéte Greenovu funkci pro S-L operator

Llu] = —(4 — 2*)u" + 2z, u(0) =u(l) = 0.

. Uved’te definici konvoluce testovacich funkei spolu s péti vlastnostmi. Dvé z nich dokazte.

. (POSLEDNf ULOHA) Naleznéte fundamentélni feseni Laplaceova operatoru ve 3D po-

moci kompletniho postupu.



5.2. 2020
1. Vypoctéte Laplaceuv obraz Diracovy delta funkce, tj -Z[0].

2. Definujte obé regularizace funkce 1/x v 2’ a rozhodnéte vypoctem, jestli pro obé plati, ze
po vynasobeni fci z dostaneme konstantni funkci 1.

3. Definujte a serad’te L] (R), 2(R), (R) a L'(R). Své tvrzeni dokazte.

loc

4. Vyfteste ulohu
up + au, = u®,  u(x,0) = cos(z).

5. Ukazte (dukazem), ze klasickd i zobecnénd Fourierova transformace ”prevadi derivovani na

nasobeni”.
6. (POSLEDNI ULOHA) Vyfeste
92 2
= 5t +e%,  wu(0,x) =sin(z), dwu(0,z) =z + cos(z)

pomoci kompletniho postupu.

21.1. 2019

1. Napiste definici ndsoben{ a derivace v 2’ a upravte vyraz 220’ (z) v 2'.

2. Vypoctéte Fourierovu transformaci funkce e’

3. V 2’ vypoctéte limitu
) no _(na-w?
lim e 202
n—oo o 27‘(

4. Vypoctéte integralni rovnici
1
p(r) = A/ 2y o(y) dy + x.

0

5. Napiste definici .7 a Z a také definice .’ a &' a napiste vztahy mezi nimi a dokazte vz-
tah mezi .% a 9.
6. Vyteste
0? o?

2t = 5t +e”,  u(0,x) =sin(z), du(0,x) =z + cos(x)

pomoci kompletniho postupu.

28.1. 2019

1. Naleznéte Greenovu funkci pro S-L operator
Llu] = —(1+ 2*)u" —22u’,  u(0) =u/(1) = 0.

2. Vyfteste ulohu

uy + au, = u®,  u(x,0) = cos(z).

3. Rozhodnéte, zda plati § € .’ a své tvrzeni nasledné dokazte.

4. Vypoctéte Laplaceovu transformaci Z[6(x)](p).



5. Preved’te nésledujici parcidlni diferencidlni rovnici pro u(z,y) na normélni tvar

a? 282 Pu Ou

6. (POSLEDNI ULOHA) Vyieste

0
prihe 3Au+e',  u(0,x,y,2) =sin(z —y — 2)

pomoci kompletniho postupu.

4.2. 2019

1. Definujte konvergenci v prostoru zobecnénych funkci 2" a vypoctéte

lim n?sin(nx).
T—00

2. Vyftesté integralni rovnici
0 x

3. Rozhodnéte, zda plati 0 € #/(R), definujte zobecnény nosi¢ a spoctéte supp 0(x).
4. Uved’te tii vlastnosti zobecnéné Fourierovy transformace a dvé z nich dokazte.

5. Zformulujte vétu o derivovani po ¢dstech C(R) funkce a uzijte na vypocet (z°)”. Dostaneme
stejny vysledek uzitim Leibnitzova pravidla pro derivaci souc¢inu (z° = x%z® napiiklad)?

6. (POSLEDNI ULOHA) Vyieste

0 0? 0 . .
au:4@u—8—xu—2u+te , u(x,0) =ze

pomoci kompletniho postupu.
(Napoveda: rovnici tvaru

2
2u—a a—u—b—u—cu—f(:c,t)

ot 0x? oz

lze prevést na rovnici vedeni tepla pomoci substituce v(y, t) = e~ “u(y — bt,t).)

15.1. 2018
1. Definujte derivaci v 2’ 4+ ”motivace”.

2. Definujte konvoluci dvou testovacich funkci. Uved’te alespon tfi jeji vlastnosti a dvé z nich
dokazte.

3. Popiste metodu postupnych aproximaci pro Fredholmovu integralni rovnici. Co musi platit,
aby byla zajiSténa existence jednoznacného teseni?

4. Reste Volterrovu integralni rovnici metodou postupnych aproximaci. Pokud nespocitate
soucet vysledné rady, ovérte alespon matematickou indukci, Ze je odvozena tfada spravneé.

0= [ Ve dy+va

4



d.

6.

Definujte Fourierovu transformaci v . a v .%/. Dokazte jeden ze dvou vztaht mezi Fourierovou
transformaci, derivaci a nasobenim polynomem v . i v .%".
Kompletnim postupem vyteste
0?u(z,t) 482u(x,t)
ot? Ox?

s poc¢ateénimi podminkami ug(z) = u(z,0) = = a due(z) = 2? (v testu konkrétn{ funkce

f(z,1)).

= f(wi

23.1. 2018

1.

Definujte prostor testovacich funkei 2(G) a Schwartzuv prostor .. Jaky je vztah mezi &
a .7 Ukazte proc.

. Definujte pojem tenzorového souc¢inu v &', napiste motivaci, ktera k definici vede a napiste

alespon ctyti jeho vlastnosti.

. Aplikaci Laplaceovy transformace naleznéte funkci y(t), kterd je fesenim integrodiferencialni

rovnice .
y"' — 5y + 17y — 13/ y(1)dr =28
0

a spliluje podminky y(0) = 3 a ¢/(0) = 4.

. Definujte normu operatoru a pojem omezenosti operdtoru. Napiste tvrzeni (vétu) o spoji-

tosti omezeného operatoru a dokazte jej (ji).

. Definujte klasickou a zobecnénou Laplaceovu transformaci. Pro které funkce je Laplaceova

transformace dobte definovana? Napiste alespon tti vlastnosti klasické Laplaceovy trans-
formace, kterd jsou jind (jiné znéni/neplati/nemame uvedené) nez vlastnosti Fourierovy
transformace; a jednu z nich dokazte.

6. (Posledni uloha) Preved’te na normélni tvar a vyfeste rovnici

2 2 2

x2% + 4xyaigy + 4y22—y1; — 435% — Gyg—z + 6u = 0.
31.1. 2018
1. Definujte 2, &', L},., Z' a vztahy mezi nimi.
2. Definujte ON bazi a napisté ekvivalentni vyroky.
3. Vypocitejte
Zcos(ax) * sin(bz)].
4. Definujte rychle klesajici a pomalu rostouci funkci. Diskutujte, jestli i sou¢iny jednotlivych
funkci jsou také rychle rostouci, resp. pomalu klesajici.

5. Definujte konvoluci zobecnénych funkei a uved’te jeji vlastnosti, z nichz dvé dokazte.
6. Reste dvé nezavislé Volterrovy rovnice

1) o) =a / x%f(y) dy + o

) pla)=a [ L)+

Hint: Stejnd jadra operatoru napovidaji, ze feSeni vede pres iterovand jadra



22.12. 2016

AT B

Definujte prostor testovacich funkei Z(G) a ukazte jeho vztah k L'(G).

Rozhodnéte o spravnosti § € . a své tvrzeni dolozte.
Definujte operaci derivace v 2’ a uzijte ji ke zjednoduseni 2256(3) v .7.
Odvod’te vztah .#[D*f(z)|(§) = ... v ..
Definujte spektrum linearntho operatoru na Banachové prostoru.
Vyfteste - -

= 4@u +at,  u(0,7) =2% Ou(0,7)=2x

pomoci kompletniho postupu.

. Méjme klasickou tlohu

Lu=u"+3u-2u=f, u0)=1, «'(0)=10.

Ukazte (idedlné bez explicitniho nalezeni funkce Z(x)), ze feseni této klasické dlohy u je
ziskatelné z feseni zobecnéné tlohy u

() = B(x)u(x) = 6()| / " 2o — ) f(y) dy +132(2) + Z'(2),

kde Z spliuje LZ =0, Z(0) =0, Z'(0) = 1.



