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2.1 Testovaćı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Tř́ıda L2

1.1 Tř́ıda L2

Definice 1 Tř́ıda L2 na oblasti G je množina funkćı definovaná takto:

L2(G) =
{
f
∣∣∣ ∫

G
|f |2 < +∞

}

Tvrzeńı. Tř́ıda L2 je lineárńım vektorovým prostorem nad R.

D̊ukaz: Stač́ı dokázat uzavřenost L2 v̊uči násobeńı a sč́ıtáńı. Necht’ α, β ∈
R; f, g ∈ L2. Pak plat́ı:

|αf + βg|2 ≤ α2|f |2 + β2|g|2∫
G
|αf + βg|2 ≤ α2

∫
G
|f |2 + β2

∫
G
|g|2

Oba integrály na pravé straně nerovnosti jsou však konečné, tedy i integrál vlevo
a proto lineárńı kombinace funkćı z L2 opět patř́ı do L2.
Q.E.D.

Věta 1 (Cauchyho-Buňakovského nerovnost) Necht’ f, g ∈ L2. Pak plat́ı:∣∣∣ ∫
fg

∣∣∣ ≤ ( ∫
|f |2

) 1
2
( ∫

|g|2
) 1

2

D̊ukaz: Necht’ f, g ∈ L2(G), λ ∈ R. Pak plat́ı:

0 ≤
(
|f |+ λ|g|

)2

0 ≤
∫
G

(
|f |+ λ|g|

)2 =
∫
G

(
|f |2 + 2λ|fg|+ λ2|g|2

)
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To je kvadratická rovnice v λ. Diskriminant

Dλ = 4
( ∫

G
|fg|

)2

− 4
∫
G
|f |2

∫
G
|g|2 ≤ 0

∣∣∣∣ ∫
G
fg

∣∣∣∣ ≤ ∫
G
|fg| ≤

( ∫
G
|f |2

∫
G
|g|2

) 1
2

Q.E.D.

Definice 2 Na prostoru L2 definujeme skalárńı součin
(
f, g

)
=

∫
G fg a normu∥∥f∥∥ =

( ∫
G |f |

2

) 1
2

.

Ověř́ıme trojúhelńıkovou nerovnost, totiž že ‖ f + g ‖ ≤ ‖ f ‖+ ‖ g ‖.

‖ f + g ‖2 =
(
f + g, f + g

)
=

(
f, f

)
+

(
f, g

)
+

(
g, f

)
+

(
g, g

)
≤

≤ ‖ f ‖2 + ‖ g ‖2 +
∣∣ (
f, g

) ∣∣ ≤ (
‖ f ‖+ ‖ g ‖

)2

Q.E.D.

Poznámka. Z Cauchyho-Buňakovského nerovnosti plat́ı
∣∣(f, g)∣∣ ≤ ‖ f ‖‖ g ‖.

Tvrzeńı. Je-li
(
fn

)
, fn ∈ L2(G) cauchyovská, pak ∃f ∈ L2(G) tak, že ‖ fn − f ‖ →

0 pro n→∞. Tedy L2 je Hilbert̊uv prostor.

D̊ukaz: ∅

Definice 3 M ⊂ L2(G) je hustá v L2(G), jestlǐze ∀f ∈ L2(G) ∃
(
fn

)
, fn ∈

M,fn → f .

Definice 4 Nosič supp (f) funkce f je množina supp (f) =
{
x
∣∣f(x) 6= 0

}
.

Lemma 1 Necht’ D(G) =
{
f ∈ C∞(G)

∣∣ supp (f) je kompakt
}
. Potom D(G) je

hustá v L2(G).

D̊ukaz: Sami.

Poznámka. Heavisideova funkce Θ(x) je definována takto:

Θ(x) =
{

0 x ≤ 0
1 x > 1

6



1.2 Ortonormálńı soubory

Definice 5 f, g ∈ L2(G) jsou ortogonálńı, právě když
(
f, g

)
= 0. {fi} je orto-

normálńı, právě když
(
fi, fj

)
= δij

Př́ıklad. ϕk(x) = eikx je ortonormálńı na L2(−π,+π). Ukažte.

D̊ukaz:
ϕj .ϕk = (cos jx+ i sin jx)(cos kx− i sin kx) =

= cos jx cos kx+ sin jx sin kx︸ ︷︷ ︸
≡1 pro i=j, jinak lichá fce

+i (sin jx cos kx− sin kx cos jx)︸ ︷︷ ︸
lichá funkce

D̊usledek. {fk} je ortonormálńı ⇒ {fk} je lineárně nezávislý.

D̊usledek. Je-li {ψi}n
1 je lineárně nezávislý, lze jej převést na ortnonormálńı

{ϕi}n
1 .

D̊ukaz:

ϕ1 = ψ1, ϕk = ψk −
(
ψk, ϕk−1

)
ϕk − 1− . . .−

(
ψk, ϕ1

)
ϕ1

Protože jsou {ψk} lineárně nezávislé, lze soubor {ϕi}n
1 normovat. Q.E.D.

Definice 6 Mějme ortonormálńı soubor {ϕi}∞1 , ϕk ∈ L2(G) a funkci f ∈
L2(G). Potom definujeme:
Fourierovy koeficienty

(
f, ϕk

)
Fourierova řada

∑∞
k=1

(
f, ϕk

)
ϕk

Lemma 2 Necht’ {ϕi}∞1 , ϕk ∈ L2(G). Potom ∀f ∈ L2(G), ∀N ∈ N a ∀ a1 . . . aN ∈
C plat́ı ∥∥∥∥∥ f −

∞∑
k=1

akϕk

∥∥∥∥∥
2

=

=

∥∥∥∥∥ f −
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
ϕk

∥∥∥∥∥
2

+
∞∑

k=1

∣∣ (
f, ϕk

)
− ak

∣∣2
D̊ukaz: Sami.

Pokud polož́ıme ∀k ak = 0,dostaneme

0 ≤

∥∥∥∥∥ f −
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
ϕk

∥∥∥∥∥ = ‖ f ‖2 −
∞∑

k=1

∣∣ (
f, ϕk

) ∣∣2
‖ f ‖2 ≥

∞∑
k=1

∣∣ (
f, ϕk

) ∣∣2
(Besselova nerovnost)
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D̊usledek.
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
ϕk → f ⇔ ‖ f ‖2 =

∞∑
k=1

∣∣ (
f, ϕk

) ∣∣2
(Parsevalova rovnost)

Definice 7 Soubor {ϕk} je úplný, právě když Parsevalova rovnost plat́ı ∀f .

Věta 2 Necht’ G ⊂ Rn, D ⊂ Rm, ψj(y) úplný ortonormálńı systém v L2(D),
ϕkj(x) úplný ortonormálńı systém v L2(G).
Potom ψkj(x, y) = ϕkj(x)ψj(y) je ortonormálńı na L2(D × G) a je úplný.

D̊ukaz: Sami.

1.3 Lineárńı prostory

Mějme prostory funkćı M , N .

Definice 8 Zobrazeńı L : M → N nazveme lineárńı, jestlǐze pro ∀ f, g ∈ M
a ∀ λ, µ ∈ C plat́ı

L(λf + µg) = λLf + µLg

M = ML je definičńı obor zobrazeńı.

Definice 9 L je spojitý operátor, jestlǐze pro každou posloupnost fk funkćı z M
plat́ı

fk → f ⇒ Lfk → Lf

Pokud jsou prostory M , N normované, je konvergence definovaná

fk → f ⇔ ‖ fk − f ‖ → 0

a můžeme definovat:

Definice 10 L je omezené zobrazeńı, právě když ∃c > 0 tak, že ∀ f plat́ı

‖Lf ‖N ≤ c‖ f ‖M

Věta 3 L je omezené ⇒ L je spojité.

D̊ukaz:
‖Lfk − Lf ‖N = ‖L(fk − f) ‖N ≤ c‖ fk − f ‖M → 0

Q.E.D.
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Definice 11 Identickým operátorem nazveme I : M → M , If = f .

Necht’ L : M → N1, K : N1 → N . Potom KLf = K(Lf), KL : M → N . Z
toho např́ıklad plyne

K0 = I

K1 = K

K2 = KK

. . .

Kp = K(Kp− 1)

Zvláštńım př́ıpadem lineárńıch zobrazeńı jsou lineárńı funkcionály l : M → C.
Hodnotu funkcionálu aplikovaného na funkci f potom znač́ıme

(
l, f

)
.

Př́ıklad.
Kf =

∫
G

K (x, y)f(y) dy, x ∈ G

je integrálńı operátorK s jádrem K (x, y). Pokud K ∈ L2(G×G), jeK omezený
(a tedy spojitý) a zobrazuje L2(G) → L2(G).

1.4 Lineárńı rovnice

Necht’ L je lineárńı operátor s definičńım oborem ML.

Lu = f (1.1)

je (nehomogenńı) lineárńı rovnice. Pokud f = 0, je

Lu = f (1.2)

homogenńı lineárńı rovnice. Řešeńı této rovnice tvoř́ı lineárńı prostor.

Tvrzeńı. Každé řešeńı u rovnice (1.1) lze napsat jako součet jednoho (parti-
kulárńıho) řešeńı ũ rovnice (1.1) a některého řešeńı u0 rovnice (1.2),

u = ũ+ u0

Tvrzeńı. Rovnice (1.1) má jednoznačné řešeńı právě tehdy, když rovnice (1.2)
má pouze nulové řešeńı.

Definice 12 Pokud λ 6= 0 a rovnice

Lu = λu

má nenulové řešeńı, pak λ nazýváme vlastńı hodnotou operátoru L a u nazýváme
vlastńım vektorem operátoru L. Označme jednotlivé vlastńı vektory u1, . . . , um.
Pokud m = 1, je λ prostá vlastńı hodnota, jinak m je násobnost vlastńı hodnoty.
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1.5 Hermitovské operátory

Definice 13 Operátor L je hermitovský, jestlǐze
(
Lf, g

)
=

(
f, Lg

)
pro ∀ f, g ∈

ML. Výrazy
(
Lf, f

)
, resp.

(
Lf, g

)
nazýváme kvadratickou, resp. bilineárńı for-

mou generovanou operátorem L.

Věta 4 L je hermitovský operátor právě tehdy, když
(
Lf, f

)
nabývá jen reálných

hodnot.

D̊ukaz:
⇒: (

Lf, f
)

=
(
f, Lf

)
=

(
Lf, f

)
⇐:
Pokud

(
Lf, f

)
nabývá jen reálných hodnot, plat́ı

<[
(
Lg, f

)
−

(
Lf, g

)
] = <1

i
[
(
L(f + ig), f + ig

)
−

(
Lf, f

)
−

(
Lg, g

)
] = 0

=[
(
Lg, f

)
+

(
Lf, g

)
] = =[

(
L(f + g), f + g

)
−

(
Lf, f

)
−

(
Lg, g

)
] = 0

a tedy(
Lf, g

)
= <

(
Lf, g

)
+ i=

(
Lf, g

)
= <

(
Lg, f

)
− i=

(
Lg, f

)
=

(
Lg, f

)
=

(
f, Lg

)
Q.E.D.

Definice 14 Operátor L je pozitivńı právě tehdy, když
(
Lf, f

)
je nezáporné pro

∀ f ∈ ML.

Věta 5 Je-li L hermitovský (resp. pozitivńı) operátor, jsou jeho vlastńı hodnoty
reálná (resp. nezáporná) č́ısla a vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım
hodnotám jsou ortogonálńı.

D̊ukaz: Necht’ λ0 je vlastńı hodnota a u0 odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor operátoru
L, tedy Lu0 = λ0u0. Pak plat́ı:(

Lu0, u0

)
=

(
λ0u0, u0

)
= λ0

(
u0, u0

)
= λ0‖u0 ‖2

Ale hermitovský (resp. pozitivńı) operátor připoušt́ı pouze reálné (resp. nezáporné)
hodnoty

(
Lu0, u0

)
a ‖u0 ‖2 je kladné reálné č́ıslo, tedy i λ0 je reálné (resp.

nezáporné).

Necht’ Lu1 = λ1u1, Lu2 = λ2u2. Potom z hermitovskosti L (pozitivńı operátor
je hermitovský) dostáváme:

λ1

(
u1, u2

)
=

(
λ1u1, u2

)
=

(
Lu1, u2

)
=

(
u1, Lu2

)
=

=
(
u1, λ2u2

)
= λ2

(
u1, u2

)
Tedy

λ1

(
u1, u2

)
= λ2

(
u1, u2

)
Ovšem λ1 6= λ2 a proto

(
u1, u2

)
= 0.

Q.E.D.
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Kapitola 2

Zobecněné funkce

Necht’ ψ ∈ L2(R) a mějme zobrazeńı L2(R) → L2(R).

Operátor x: ψ(x) → x.ψ(x)

Hledáme vlastńı č́ısla a vlastńı funkce operátoru, tedy x0 a ψ tak, aby ∀x :
xψ(x) = x0 ψ(x). To je ovšem možné jen pro ψ(x) ∼ 0.

Dirac tento problém vyřešil zavedeńım zobecněné δ-funkce, ψ(x) = δ(x− x0).

2.1 Testovaćı funkce

Definice 15 (Testovaćı funkce) Prostor D =
{
ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣ supp ϕ je kompakt
}

nazveme prostorem testovaćıch funkćı.
Konvergence na D je definována takto:
ϕk → ϕ⇔ 1. ∃R > 0 ∀k supp ϕk ⊂ B(0, R)

2. ∀α = (α1, α2, ...αn) Dαϕk(x) ⇒ Dαϕ(x)

Poznámka.

Dαϕ(x1, x2) = Dα1,α2ϕ(x1, x2) =
∂α1+α1

∂xα1
1 ∂xα2

2

ϕ

Tvrzeńı. Operátor Dβ je spojitý.

D̊ukaz: Sami.

Tvrzeńı. Operátor ϕ(x) → ϕ(αx+ β) je spojitý.

D̊ukaz: Sami.

Tvrzeńı. Operátor ϕ(x) → a(x)ϕ(x) je spojitý, a(x) ∈ C∞(Rn).

D̊ukaz: Sami.

11



Tvrzeńı. ωε(x) ∈ D(R).

ωε(x) =

{
Cεexp

(
− ε2

ε2−|x|2

) ∣∣x ∣∣ ≤ ε

0
∣∣x ∣∣ > ε

Cε je konstanta zvolená tak, aby
∫

R ωε = 1

D̊ukaz: Sami.

Lemma 3 ∀G oblast a ∀ε > 0 ∃η(x) ∈ C∞(Rn) taková, že:
0 ≤ η(x) ≤ 1
η(x) = 1 pro x ∈ ε− okoĺı G
η(x) = 0 pro x /∈ 3ε− okoĺı G

D̊ukaz: ∅

2.2 Zobecněné funkce

Definice 16 (Zobecněné funkce) Prostor D ′ nazveme prostorem zobecněných
funkćı.
f ∈ D ′ ⇔ 1. f je funkcionál na D

2. f je lineárńı, tedy ∀ϕ,ψ ∈ D ∀λ, µ ∈ C
(
f, λϕ+ µψ

)
= λ

(
f, ϕ

)
+ µ

(
f, ψ

)
3. f je spojitý, tedy ϕk → ϕ ⇒

(
f, ϕk

)
→

(
f, ϕ

)
Konvergence na D ′ je definována takto:
fk, f ∈ D ′, ϕ ∈ D : fk → f ⇔

(
fk, ϕ

)
→

(
f, ϕ

)
Tvrzeńı. D ′ je lineárńı vektorový prostor. Operace sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem
se definuje takto: (

λf + µg, ϕ
)

:= λ
(
f, ϕ

)
+ µ

(
g, ϕ

)
D̊ukaz: Sami.

Tvrzeńı. D ′ je úplný prostor.

D̊ukaz: ∅

Definice 17 Necht’ f, g ∈ D ′. Pak f = 0 na G ⇔
(
f, ϕ

)
= 0 ∀ϕ ∈ D(G).

Definice 18 Necht’ f, g ∈ D ′. Pak f = g na G ⇔ f − g = 0 na G.

Definice 19 Necht’ f, g ∈ D ′. Pak f ∈ C(p)(G) ⇔ ∃f0(x) ∈ C(p)(G) :
(
f, ϕ

)
=∫

G f0ϕ.

12



2.2.1 Regulárńı zobecněné funkce

Necht’ f(x) je lokálně integrovatelná (obyčejná) funkce na Rn. Potom definujeme

(
f, ϕ

)
:=

∫
Rn

f(x)ϕ(x) dx ∀ψ ∈ D

Tvrzeńı. f ∈ D ′

D̊ukaz: Sami.

Věta 6 Necht’ f(x) je lokálně integrovatelná (obyčejná) funkce na G. Potom
f = 0 na G ⇔ f(x) ∼ 0 na G.

D̊ukaz: ∅

2.2.2 Singulárńı zobecněné funkce

Definice 20 (Diracova δ-funkce) δ ∈ D ′,
(
δ, ϕ

)
= ϕ(0) ∀ϕ ∈ D

Tvrzeńı. Diracova δ-funkce je singulárńı.

D̊ukaz: Důkaz provedeme sporem.
Necht’ existuje lokálně integrabilńı f(x) a pro ∀ϕ ∈ D plat́ı∫

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(0)

Protože potom i x1ϕ(x) ∈ D (x1 je prvńı složka x), muśı platit∫
f(x)x1ϕ(x) dx = x1ϕ(x)|x=0 = 0 =

(
x1f, ϕ

)
pro ∀ϕ ∈ D . Tedy podle definice x1f = 0 jako zobecněná funkce. Potom podle
předchoźı věty x1f(x) ∼ 0 a tedy f(x) ∼ 0.
To je ovšem spor s nenulovost́ı integrálu

∫
f(x)ϕ(x) dx.

Q.E.D.

Tvrzeńı. ωε → δ pro ε→ 0+.

D̊ukaz: Sami.

Definice 21 Zavedeme funkcionál P 1
x(

P 1
x
, ϕ

)
:= PV

∫
ϕ(x)
x

dx = lim
ε→0+

( ∫ −ε

−∞
+

∫ +∞

+ε

)
ϕ(x)
x

dx

13



Poznámka. PV
∫

označuje konečnou část neboli hlavńı hodnotu (Principal Va-
lue) integrálu. Někdy se též znač́ı VP

∫
.

Tvrzeńı. P 1
x ∈ D ′

D̊ukaz: Dokážeme spojitost P 1
x . Předpokládejme ϕk → 0, tedy např́ıklad že

ϕk(x) = 0 pro
∣∣x ∣∣ > R a Dαϕk(x) ⇒ 0. Potom

∣∣ (
P 1
x
, ϕk

) ∣∣ =
∣∣PV ∫

ϕk(x)
x

dx
∣∣ =

∣∣PV ∫ R

−R

ϕk(0) + xϕ′k(x′)
x

dx
∣∣ ≤

≤
∫ R

−R

∣∣ϕ′k(x′)
∣∣ dx ≤ 2R max

|x|<R

∣∣ϕ′k(x)
∣∣ → 0

Q.E.D.

Definice 22 Protože plat́ı

lim
ε→0+

∫
ϕ(x)
x± iε

dx = ∓iπϕ(0) + PV

∫
ϕ(x)
x

dx ∀ϕ ∈ D

m̊užeme zavést zobecněné funkce

1
x+ i0

= −iπδ(x) + P 1
x

1
x− i0

= +iπδ(x) + P 1
x

Poznámka. Zejména pro účely cvičeńı je vhodné výše uvedenou rovnost dokázat:
Protože ϕ(x) = 0 pro |x| > R, plat́ı

lim
ε→0+

∫
ϕ(x)
x+ iε

dx = lim
ε→0+

∫ +R

−R

x− iε

x2 + ε2
ϕ(x) dx =

= ϕ(0) lim
ε→0+

∫ +R

−R

x− iε

x2 + ε2
dx+ lim

ε→0+

∫ +R

−R

x− iε

x2 + ε2
[ϕ(x)− ϕ(0)] dx =

= −2iϕ(0) lim
ε→0+

arctg
R

ε
+

∫ +R

−R

ϕ(x)− ϕ(0)
x

dx = −iπϕ(0) + PV

∫
ϕ(x)
x

dx

Q.E.D.

2.3 Operace se zobecněnými funkcemi

2.3.1 Záměna proměnných

f(x) lokálně integrabilńı na Rn, x = Ay + b, b ∈ Rn,A regulárńı matice na Rn.(
f(Ay + b), ϕ

)
=

∫
f(Ay + b)ϕ(y)dy =

1
|det A|

∫
f(x)ϕ(A−1(x− b)) dx =

14



=
1

|det A|
(
f, ϕ(A−1(x− b))

)
Můžeme tedy definovat:

Definice 23 Necht’ f ∈ D ′(Rn), b ∈ Rn, A regulárńı matice na Rn.Pak plat́ı:(
f(Ay + b), ϕ

)
=

(
f,
ϕ(A−1(x− b)))

|det A|
)

∀ϕ ∈ D(Rn)

Rotace. A∗ = A−1, b = 0, det A = 1.(
f, ϕ

)
=

(
f(Ay), ϕ

)
=

(
f, ϕ(A∗x)

)
Dilatace. A = diag (c, c, ...), b = 0, |det A| = |c|n.(

f(cy), ϕ
)

=
1
|c|n

(
f, ϕ(x/c)

)
Translace. A = I, b 6= 0.(

f(y + b), ϕ
)

=
(
f, ϕ(x− b)

)
2.3.2 Násobeńı obyčejnou funkćı

Definice 24 Necht’ a(x) ∈ C∞(Rn), f ∈ D ′(Rn). Potom definujeme zobrazeńı
f(x) → a(x)f(x) takto:(

a(x)f(x), ϕ(x)
)

=
∫ +∞

−∞
(a(x)f(x))ϕ(x) =

=
∫ +∞

−∞
f(x)(a(x)ϕ(x)) :=

(
f(x), a(x)ϕ(x)

)
Př́ıklad. a(x)δ(x) = a(0)δ(x)(
a(x)δ(x), ϕ(x)

)
=

(
δ(x), a(x)ϕ(x)

)
= a(0)ϕ(0) =

(
a(0)δ(x), ϕ(x)

)
∀ϕ ∈ D

Př́ıklad. xP 1
x = 1

(
xP 1

x
, ϕ(x)

)
=

(
P 1
x
, xϕ(x)

)
= PV

∫ +∞

−∞

xϕ(x)
x

dx =

=
∫ +∞

−∞
ϕ(x) dx =

(
1, ϕ(x)

)
∀ϕ ∈ D

Tvrzeńı. Nelze definovat komutativńı a asociativńı součin zobecněných funkćı.

D̊ukaz: Sporem.

0 = 0P 1
x

= (xδ(x))P 1
x

= (δ(x)x)P 1
x

= δ(x)(xP 1
x

) = δ(x)
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2.3.3 Derivace

(
Dαf(x), ϕ(x)

)
=

∫
( Dαf(x))ϕ(x)dx =

∣∣per partes∣∣ = (−1)α

∫
f(x)Dαϕ(x) dx

⇒
(
Dαf, ϕ

)
:= (−1)|α|

(
f, Dαϕ

)
Tvrzeńı. Necht’ f ∈ D ′. Potom derivace Dαf ∈ D ′.

D̊ukaz:

1. Funkcionál to je.

2. Je lineárńı? λ, µ ∈ C, ϕ, ψ ∈ D , f ∈ D ′(
Dαf, λϕ+ µψ

)
= λ(−1)|α|

(
f, Dαϕ

)
+ µ(−1)|α|

(
f, Dαψ

)
=

= λ
(
Dαf, ϕ

)
+ µ

(
Dαf, ψ

)
3. Je spojitý?

ϕk → ϕ
?⇒

(
Dαf, ϕk

)
→

(
Dαf, ϕ

)(
Dαf, ϕk

)
= (−1)|α|

(
f, Dαϕk

)
= (−1)|α|

(
f, Dαϕk

)
→ (−1)|α|

(
f, Dαϕ

)
=

(
Dαf, ϕ

)
Q.E.D.

Vlastnosti Dαf :

• má nekonečně mnoho derivaćı (protože Df ∈ D ′, tedy D(Df) ∈ D ′ atd.)

• derivace jsou záměnné, obecně Dα( Dβf) = Dβ( Dαf)

• Plat́ı Leibnizovo pravidlo: Necht’ f ∈ D ′, a ∈ C∞, pak (af)′ = f ′a+ fa′.
D̊ukaz: (∂(af)

∂x1
, ϕ

)
= −

(
af,

∂ϕ

∂x1

)
= −

(
f, a

∂ϕ

∂x1

)
=

= −
(
f,
∂(aϕ)
∂x1

− ∂a

∂x1
ϕ
)

= −
(
f,
∂(aϕ)
∂x1

)
+

(
f,

∂a

∂x1
ϕ
)

=

=
( ∂f
∂x1

, aϕ
)

+
( ∂a
∂x1

f, ϕ
)

=
(
a
∂f

∂x1
, ϕ

)
+

( ∂a
∂x1

f, ϕ
)

=

=
(
a
∂f

∂x1
+

∂a

∂x1
f, ϕ

)
Př́ıklad. Necht’ f ∈ C1 pro x ≤ x0 a f ∈ C1 pro x ≥ x0. Potom lze funkci f
přǐradit zobecněnou funkci f a jej́ı derivace je potom:(

f ′, ϕ
)

= −
(
f, ϕ′

)
= −

∫
f(x)ϕ′(x) dx = |perpartes| =

= [f(x0 + 0)− f(x0 − 0)]ϕ(x0) +
∫
{f ′(x)}ϕ(x) dx =

=
(
[f ]x0δ(x− x0) + {f ′(x)}, ϕ

)
kde {f ′(x)} je derivace obyčejné funkce f a [f ]x0 je velikost skoku v bodě x0.
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Kapitola 3

Direktńı součin a konvoluce

3.1 Direktńı součin zobecněných funkćı

Necht’ f, g jsou lokálně integrabilńı v Rn,resp. v Rm.Potom je f(x)g(y) lokálně
integrabilńı v Rn+m a definuje regulárńı zobecněnou funkci:(

f(x)g(y), ϕ
)

=
∫
f(x)g(y)ϕ(x, y) dxdy =

∫
f(x)

∫
g(y)ϕ(x, y) dy dx =

=
(
f(x),

(
g(y), ϕ(x, y)

))
Definice 25 Necht’ f(x) ∈ D ′(Rn), g(y) ∈ D ′(Rm). Potom direktńı součin
f(x) · g(y) definujeme(

f(x) · g(y), ϕ
)

=
(
f(x),

(
g(y), ϕ(x, y)

))
, ϕ ∈ D(Rn+m)

Lemma 4 ∀g ∈ D ′(Rm) a ∀ ϕ ∈ R(Rn+m) je ψ(x) =
(
g(y), ϕ(x, y)

)
∈ D(Rn)

a
Dαψ(x) =

(
g(y), Dα

xϕ(x, y)
)

∀ α

Dále jestlǐze ϕk → 0 v D(Rn+m), potom ψk(x) =
(
g(y), ϕk(x, y)

)
→ 0 v D(Rn).

D̊ukaz: ∅

Komutativita direktńıho součinu

f(x) · g(y) = g(y) · f(x)

D̊ukaz: Nejprve si komutatitivitu dokážeme pro funkce tvaru

ϕ(x, y) =
∑

l

ul(x)vl(y), ul ∈ D(Rn), vl ∈ D(Rm) (3.1)

17



Plat́ı (
f(x) · g(y), ϕ

)
=

(
f,

∑
l

ul(g, vl)
)

=
∑

l

(
f, ul

)(
g, vl

)
=

=
(
g,

∑
l

vl(f, ul)
)

=
(
g(y) · f(x), ϕ

)
Q.E.D.
Platnost komutativity direktńıho součinu rozš́ı̌ŕıme na všechny testovaćı funkce
následuj́ıćım lemma:

Lemma 5 ∀ ϕ ∈ D(Rn+m) existuje posloupnost funkćı ϕk typu (3.1), která
konverguje k ϕ.

D̊ukaz: ∅

Spojitost direktńıho součinu

Necht’ ϕk → 0, ϕ ∈ D(Rn+m). Potom podle lemmatu 4 je ψ =
(
g(y), ϕ(x, y)

)
a

tedy (
fk(x) · g(y), ϕ

)
=

(
fk(x),

(
g(y), ϕ

))
=

(
fk(x), ψ

)
→ 0

Q.E.D.

Asociativita direktńıho součinu

Necht’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm), h ∈ D ′(Rk), ϕ ∈ D ′(Rn+m+k). Potom(
f(x) · [g(y) · h(z)], ϕ

)
=

(
f(x),

(
g(y) · h(z), ϕ

))
=

(
f(x),

(
g(y),

(
h(z), ϕ

)))
=

=
(
f(x) · g(y),

(
h(z), ϕ

))
=

(
[f(x) · g(y)] · h(z), ϕ

)
tedy

f(x) · [g(y) · h(z)] = [f(x) · g(y)] · h(z)

Q.E.D.

Derivace direktńıho součinu

Necht’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm), ϕ ∈ D ′(Rn+m). Potom(
Dα

x [f(x) · g(y)], ϕ
)

= (−1)|α|
(
f(x) · g(y), Dα

xϕ
)

=

= (−1)|α|
(
g(y),

(
f(x), Dα

xϕ(x, y)
))

=
(
g(y),

(
Dαf(x), ϕ

))
=

(
Dαf(x) · g(y), ϕ

)
tedy

Dα
x [f(x) · g(y)] = Dαf(x) · g(y)

Q.E.D.
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Násobeńı direktńıho součinu

Necht’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm), ϕ ∈ D ′(Rn+m), a ∈ C∞(Rn). Potom(
a(x)[f(x) · g(y)], ϕ

)
=

(
f(x) · g(y), aϕ

)
=

(
f(x),

(
g(y), a(x)ϕ(x, y)

))
=

=
(
f(x), a(x)

(
g(y), ϕ(x, y)

))
=

(
a(x)f(x),

(
g(y), ϕ(x, y)

))
=

(
a(x)f(x) ·g(y), ϕ

)
Tedy

a(x)[f(x) · g(y)] = a(x)f(x) · g(y)

Q.E.D.

Translace direktńıho součinu

Necht’ f ∈ D ′(Rn), g ∈ D ′(Rm), ϕ ∈ D ′(Rn+m). Potom(
(f · g)(x+ h, y), ϕ

)
=

(
f(x) · g(y), ϕ(x− h, y)

)
=

(
g(y),

(
f(x), ϕ(x− h, y)

))
=

=
(
g(y),

(
f(x+ h), ϕ(x, y)

))
=

(
f(x+ h) · g(y), ϕ

)
Tedy

(f · g)(x+ h, y) = f(x+ h) · g(y)

Q.E.D.

3.2 Konvoluce

3.2.1 Konvoluce obyčejných funkćı

Definice 26 Necht’ f(x), g(x) jsou lokálně integrabilńı funkce na Rn takové, že

h(x) =
∫

Rn

g(y)f(x− y) dy

je také lokálně integrabilńı funkce na Rn. Potom definujeme konvoluci funkćı f ,
g takto:

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(y)g(x− y) dy =
∫

Rn

g(y)f(x− y) dy = (g ∗ f)(x)

Tvrzeńı. Konvoluce funkćı f , g existuje v těchto př́ıpadech:

1. f nebo g má kompaktńı nosič

2. n = 1 a f nebo g je rovna 0 pro x < 0

3. f a g jsou integrabilńı na Rn

D̊ukaz: ∅
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3.2.2 Konvoluce zobecněných funkćı

Definice 27 Necht’ ηk(x) je posloupnost funkćı z D(Rn). Řı́káme, že ηk kon-
verguje k 1 na Rn právě když pro všechny kompaktńı množiny K ⊂ Rn existuje
N tak, že (∀k ≥ N)(∀x ∈ K)ηk(x) = 1 a (∀α)(∃Cα)

∣∣ Dαηk(x)
∣∣ < Cα.

Př́ıklad. Existuje posloupnost ηk(x) konverguj́ıćı k 1.
n = 1, η(x) = 1 na ε-okoĺı (−1, 1), η(x) = 0 mimo 3ε-okoĺı (−1, 1), jinde
0 ≤ η(x) ≤ 1, η(x) ∈ C∞.
ηk(x) = η(x/k)

Definice 28 Necht’ f, g ∈ D ′(Rn), ϕ(x + y) ∈ D(Rn) a ηk(x, y) → 1. Dále
necht’ limk→∞

(
f(x)g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y)

)
nezáviśı na výběru posloupnosti ηk.

Potom definujeme konvoluci zobecněných funkćı f , g takto:(
f ∗ g, ϕ

)
=

(
f(x) · g(y), ϕ(x+ y)

)
= lim

k→∞

(
f(x)g(y), ηk(x, y)ϕ(x+ y)

)
Př́ıklad.

f ∗ δ = δ ∗ f = f

D̊ukaz: Necht’ ϕ ∈ D(Rn) a necht’ (ηk) je posloupnost funkćı z D(R2n) konver-
guj́ıćı k 1 v D(R2n). Potom ηk(x, 0)ϕ(x) → ϕ(x) pro k →∞ a potom

lim
k→∞

(
f(x) · δ(y), ηk(x, y)ϕ(x+ y)

)
= lim

k→∞

(
f(x), ηk(x, 0)ϕ(x)

)
=

(
f, ϕ

)
Z definice pak plyne, že f ∗ δ a δ ∗ f existuj́ı a jsou rovny f .
Q.E.D.

Věta 7 Necht’ f je libovolná a g má kompaktńı nosič, ϕ ∈ D(Rn), ηk(x, y) → 1.
Potom existuje konvoluce f ∗ g a plat́ı:(

f ∗ g, ϕ
)

=
(
f(x) · g(y), ηk(x, y)ϕ(x+ y)

)
D̊ukaz: ∅

3.2.3 Vlastnosti konvoluce

Komutativita konvoluce

Komutativita konvoluce plyne z komutativity direktńıho součinu:(
f ∗ g, ϕ

)
= lim

k→∞

(
f(x)g(y), ηk(x, y)ϕ(x+ y)

)
=

= lim
k→∞

(
g(x)f(y), ηk(x, y)ϕ(x+ y)

)
=

(
g ∗ f, ϕ

)
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Derivace konvoluce

Věta 8 Necht’ existuje f ∗ g. Potom existuj́ı Dαf ∗ g a f ∗ Dαg a plat́ı:

Dαf ∗ g = Dα(f ∗ g) = f ∗ Dαg

D̊ukaz: Stač́ı větu dokázat pro všechny prvńı derivace. Plat́ı, že pokud ηk(x, y) →
1, potom i ηk(x, y) + ∂ηk

∂xj
(x, y) → 1. Z existence f ∗ g dostaneme (ϕ ∈ D(Rn)):

( ∂

∂xj
(f ∗ g), ϕ

)
= −

(
(f ∗ g), ∂

∂xj
ϕ
)

=

= − lim
k→∞

(
f(x) · g(y), ηk(x, y)

∂ϕ(x+ y)
∂xj

)
=

= − lim
k→∞

(
f(x) · g(y), ∂[ηkϕ(x+ y)]

∂xj
− ∂ηk

∂xj
ϕ(x+ y)

)
=

= lim
k→∞

( ∂

∂xj
[f(x) · g(y)], ηkϕ(x+ y)

)
+ lim

k→∞

(
f(x) · g(y), [ηk +

∂ηk

∂xj
]ϕ(x+ y)

)
−

− lim
k→∞

(
f(x) · g(y), ηkϕ(x+ y)

)
=

= lim
k→∞

( ∂f
∂xj

· g(y), ηkϕ(x+ y)
)

+
(
f ∗ g, ϕ

)
−

(
f ∗ g, ϕ

)
=

( ∂f
∂xj

∗ g, ϕ
)

Odtud plyne Dαf ∗ g = Dα(f ∗ g). Z komutativity konvoluce dostaneme

Dα(f ∗ g) = Dα(g ∗ f) = Dαg ∗ f = f ∗ Dαg

Q.E.D.

Př́ıklad. Θ ∗ 1 neexistuje.
Θ′ ∗ 1 = δ ∗ 1 = 1

Θ ∗ (1)′ = Θ ∗ 0 = 0
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Kapitola 4

Funkce pomalého r̊ustu

4.1 Rychle ubývaj́ıćı funkce

Definice 29 (Rychle ubývaj́ıćı funkce) Prostor S funkćı ϕ ∈ C∞(Rn) ta-
kových, že pro |x| → ∞ f(x) se všemi svými derivacemi konverguje k nule rychleji
než libovolná mocnina |x|−1, nazveme prostorem rychle ubývaj́ıćıch funkćı.
Konvergenci na prostoru S definujeme takto:

ϕk → ϕ⇔ xβ Dαϕk(x) ⇒ xβ Dαϕ(x)

pro ∀α, β ∈ (Z)n
0+.

Tvrzeńı. D ⊂ S .

D̊ukaz: Necht’ ϕ ∈ D . Pak ϕ ∈ C∞ a ∃R > 0 tak, že ∀x
∣∣∣|x| > R : ϕ(x) = 0,

tedy pro |x| → ∞ je ϕ(x) ≡ 0, tedy určitě konverguje k 0 rychleji než cokoliv.

Tvrzeńı. Zobrazeńı ϕ→ Dαϕ je spojité.

D̊ukaz: Plyne rovnou z definice konvergence.

Tvrzeńı. Zobrazeńı ϕ(x) → ϕ((A)y + b) je spojité.

D̊ukaz: Plyne rovnou z definice konvergence.

4.2 Funkce pomalého r̊ustu

Definice 30 (Funkce pomalého r̊ustu) Prostor S ′ nazveme prostorem funkćı
pomalého r̊ustu.
f ∈ S ′ ⇔ 1. f je funkcionál na S

2. f je lineárńı, tedy ∀ϕ,ψ ∈ S ∀λ, µ ∈ C
(
f, λϕ+ µψ

)
= λ

(
f, ϕ

)
+ µ

(
f, ψ

)
3. f je spojitý, tedy ϕk → ϕ ⇒

(
f, ϕk

)
→

(
f, ϕ

)
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Konvergence na S ′ je definována takto:
fk, f ∈ S ′, ϕ ∈ S : fk → f ⇔

(
fk, ϕ

)
→

(
f, ϕ

)
Definice 31 Zavedeme množinu funkćı, kterými se dá násobit funkce z S .

ΘM =
{
a ∈ C∞

∣∣∣|x| → ∞ : |Dαa(x)| ≤ Cα(1 + |x|)mα ∀m ∈ N,∀α ∈ (Z)n
0+

}
Pro tyto funkce plat́ı ϕ ∈ S ⇒ aϕ ∈ S .

Tvrzeńı. S ′ ⊂ D ′.

D̊ukaz: Plyne z toho, že D ⊂ S . Když f ∈ S ′, je to funkcionál, který lze
aplikovat na funkci z S , tedy i na funkci z D ⊂ S .

Věta 9 (L. Schwartz) Aby funkcionál f na S byl spojitý, je nutné a stač́ı,
aby ∃c > 0 a ∃p ∈ (Z)+0 tak, že ∀ϕ ∈ S∣∣ (

f, ϕ
) ∣∣ ≤ c‖ϕ ‖p,

kde
‖ϕ ‖p = sup

|α|≤p,x∈Rn

(1 + |x|)p|Dαϕ(x)|.

D̊ukaz: ∅

Direktńı součin na S ′

f ∈ S ′(Rn), g ∈ S ′(Rm)(
f(x).g(y), ϕ(x, y)

)
:=

(
f(x),

(
g(y), ϕ(x, y)

))
, ∀ϕ ∈ S

Konvoluce na S ′

f ∈ S ′, g ∈ D ′ a supp g je kompakt

f ∗ g ∈ S ′,
(
f ∗ g, ϕ

)
=

(
f(x).g(y), η(y)ϕ(x+ y)

)
, ∀ϕ ∈ S ,

kde η ∈ D je rovno 1 v okoĺı supp g.
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Kapitola 5

Fourierova transformace

5.1 Fourierova transformace na S

Definice 32 Necht’ ϕ ∈ S . Potom F [ϕ] je Fourierova transformace funkce ϕ.

F [ϕ] :=
∫
ϕ(x)ei

(
ξ,x

)
dx

Poznámka. F : S → S je izomorfismus.

Poznámka. Fourierovu transformaci neńı možné definovat pro funkce z D , protože
ϕ ∈ D ⇒ F [ϕ] /∈ D .

Derivace FT:

DαF [ϕ](ξ) =
∫
ϕ(x) Dα(ei(ξ,x))dx =

∫
(ix)αϕ(x)ei(ξ,x)dx = F [(ix)αϕ(x)](ξ)

FT derivace:

F [ Dαϕ](ξ) =
∫

Dαϕ(x)ei(ξ,x)dx = (−iξ)αF [ϕ](ξ)

Derivace FT a mocnina:

ξβ DαF [ϕ](ξ) = i|α|+|β|F [ Dβ(xαϕ(x))](ξ)

Protože ∣∣ iαiβF [ Dβ(xαϕ(x))](ξ)
∣∣ ≤ ∫ ∣∣ Dβ(xαϕ(x))

∣∣ dx,
je F [ϕ] ∈ S .
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Inverzńı FT na S :

Definice 33 Zobrazeńı F−1 nazýváme inverzńı Fourierovou transformaćı. Plat́ı
pro něj

ϕ(x) = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]]

a má tvar

F−1[ψ](x) =
1

(2π)n

∫
ψ(ξ)e−i(ξ,x)dξ =

1
(2π)n

F [ψ](−x) =

=
1

(2π)n

∫
ψ(−ξ)ei(ξ,x)dξ =

1
(2π)n

F [ψ(−ξ)]

D̊usledek. Fourierova transformace F je bijekce na S .

Lemma 6 Zobrazeńı F je spojité na S .

D̊ukaz: Necht’ ϕk → 0 pro k →∞. Potom∣∣ iαiβF [ Dβ(xαϕk(x))](ξ)
∣∣ ≤ ∫ ∣∣ Dβ(xαϕk(x))

∣∣ dx ≤
≤ sup

x∈Rn

|Dβ(xαϕk)|(1 + |x|)n+1

∫
dx

(1 + |x|)n+1
,

tedy

|ξβ DαF [ϕk]| ξ∈Rn

→ 0, k →∞,

a proto
F [ϕk] → 0, k →∞.

Q.E.D.

5.2 Fourierova transformace na S ′

Definice 34 Necht’ ϕ ∈ S , f ∈ S ′. Potom definujeme Fourierovu transfor-
maci F : S ′ → S ′ (

F [f ], ϕ
)

=
(
f,F [ϕ]

)
Tvrzeńı. F [f ] ∈ S ′

D̊ukaz: F je funkcionál a zřejmě lineárńı. Dokážeme spojitost:
Necht’ ϕk ∈ S , ϕk → 0 pro k →∞. Potom z předchoźıho lemmatu F [ϕk] → 0
a protože f ∈ S ′,

(
f,F [ϕ]

)
→ 0.

Q.E.D.

Tvrzeńı. Zobrazeńı F je spojité na S ′.

D̊ukaz: Necht’ fk ∈ S ′,fk → 0 pro k → ∞. Pro ∀ϕ ∈ S plat́ı
(
F [fk], ϕ

)
=(

fk,F [ϕ]
)
→ 0, tedy F [fk] → 0.

Q.E.D.
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Inverzńı FT na S ′:

Definice 35 Zobrazeńı F−1 nazýváme inverzńı Fourierovou transformaćı. Má
tvar

F−1[f ] =
1

(2π)n
F [f(−x)]

Tvrzeńı. F−1 je inverzńı k F , tedy(
F−1[F [f ]], ϕ

)
=

(
f,F [F−1[ϕ]]

)
=

(
f, ϕ

)
D̊ukaz:(

F−1[F [f ]], ϕ
)

=
1

(2π)n

(
F [F [f ]](−ξ), ϕ

)
=

1
(2π)n

(
F [f ](−ξ),F [ϕ]

)
=

=
1

(2π)n

(
F [f ],F [ϕ](−ξ)

)
=

(
F [f ],F−1[ϕ]

)
=

(
f,F [F−1[ϕ]]

)
D̊usledek. Fourierova transformace F je bijekce na S ′.

Definice 36 Necht’ f(x, y) ∈ S ′(Rn+m), kde x ∈ Rn a y ∈ Rm. Potom zave-
deme Fourierovu transformaci vzhledem k x Fx[f ] takto:(

Fx[f ], ϕ
)

=
(
f,Fξ[ϕ]

)
pro ∀ϕ(ξ, y) ∈ S (Rn+m). Dále plat́ı

Fξ[ϕ] =
∫
ϕ(ξ, y)ei(ξ,x)dξ

Derivace FT:

DαF [f ] = F [(ix)αf ], f ∈ S ′

D̊ukaz: (
DαF [f ], ϕ

)
= (−1)|α|

(
F [f ], Dαϕ

)
= (−1)|α|

(
f,F [ Dαϕ]

)
=

= (ix)α
(
f,F [ϕ]

)
=

(
F [(ix)αf ], ϕ

)
FT derivace:

F [ Dαf ] = (−iξ)αF [f ], f ∈ S ′

FT translace:

F [f(x− x0)] = ei(x0,ξ)F [f ], f ∈ S ′
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Translace FT:

F [f ](ξ + ξ0) = F [ei(ξ0,x)f ], f ∈ S ′

FT direktńıho součinu:

F [f(x)g(y)] = F [f ]F [g] = Fx[f(x)F [y]] = Fy[F [f ]g(y)], f ∈ S ′(Rn), g ∈ S ′(Rm)

Věta 10 Necht’ f je zobecněná funkce, µ( supp f) < ∞. Potom F [f ] ∈ ΘM a
plat́ı

F [f ](ξ) =
(
f(x), η(x)ei(ξ,x)

)
kde η(x) ∈ D a η(x) = 1 v okoĺı supp f .

D̊ukaz: ∅

Př́ıklad. Funkce δ(x− x0) má kompaktńı nosič, tedy

F [δ(x− x0)] =
(
δ(x− x0), η(x)ei(ξ,x)

)
= η(x0)ei(ξ,x0) = ei(ξ,x0)

F [δ] = 1

δ = F−1[1]

F [1] = (2π)nδ

FT konvoluce

Věta 11 Necht’ f ∈ S ′, g ∈ D ′, µ( supp g) <∞. Pak plat́ı:

F(f ∗ g) = F [g]F [f ]

D̊ukaz: Podle věty 7 konvoluce existuje a plat́ı:(
f ∗ g, ϕ

)
=

(
f(x),

(
g(y), η(y)ϕ(x+ y)

))
, ϕ ∈ S

Z toho plyne, že(
F [f ∗g], ϕ

)
=

(
f ∗g,F [ϕ]

)
=

(
f(x),

(
g(y), η(y)

∫
G
ϕ(ξ)ei((x+y),ξ) dξ

))
, ϕ ∈ S

Z věty 10 v́ıme, že F [g] ∈ ΘM a můžeme psát(
F [f ∗ g], ϕ

)
=

(
f,

∫
G
(g, η(y)ei(ξ,y))ei(ξ,x) dξ

)
=

=
(
f,

∫
G
F [g](ξ)ϕ(ξ)ei(ξ,x) dξ

)
=

(
f,F [F [gϕ]

)
=(

F [f ],F [g]ϕ
)

=
(
F [g]F [f ], ϕ

)
Q.E.D.
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Kapitola 6

Lineárńı diferenciálńı
rovnice

Budeme se zabývat rovnićı

m∑
|α|=0

aα(x) Dαu(x) = f(x),

kde aα ∈ C∞, u ∈ D ′. Je to lineárńı diferenciálńı rovnice m-tého řádu. Za-
vedeńım diferenciálńıho operátoru L(x,D) =

∑m
|α|=0 aα(x) Dα můžeme tuto

rovnici zapsat takto:
L(x,D)u = f(x)

Tedy řešeńım je každá funkce u ∈ D ′ splňuj́ıćı rovnost(
L(x,D)u, ϕ

)
=

(
f, ϕ

)
(6.1)

pro ∀ϕ ∈ D .

Rovnice 6.1 je ekvivalentńı rovnici(
u, L∗(x,D)ϕ

)
=

(
f, ϕ

)
,

kde L∗(x,D)ϕ =
∑m

|α|=0(−1)|α| Dα(aαϕ)

Dále budeme uvažovat pouze rovnice s konstatńımi koeficienty, tedy aα(x) = aα.

Operátory L, L∗ pak přejdou na tvar

L(D) =
m∑

|α|=0

aα Dα, L∗(D) = L(−D)
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6.1 Fundamentálńı řešeńı rovnice s konstatńımi
koeficienty

Zobecněná funkce E ∈ D ′ splňuj́ıćı rovnici L(D)E = δ(x) se nazývá funda-
mentálńım řešeńım operátoru L(D).

Fundamentálńı řešeńı E operátoru L(D) neńı určeno jednoznačně. Je-li E fun-
damentálńı řešeńı, pak je i (E + E0) fundamentálńı řešeńı, kde E0 je libovolné
řešeńı homogenńı rovnice L(D)E0 = 0.

Věta 12 Aby E ∈ S ′ bylo fundamentálńım řešeńım operátoru L(D), je nutné
a stač́ı, aby

L(−iξ)F [E ] = 1,

kde

L(ξ) =
m∑

|α|=0

aαξ
α.

D̊ukaz: Necht’ E je fundamentálńım řešeńım operátoru L(D), tedy plat́ı

L(D)E = δ(x)

F [L(D)E ] = F [δ(x)] = 1

Z předchoźıho a z vlastnost́ı Fourierovy transformace:

1 = F [L(D)E ] = F
[ m∑
|α|=0

aα DαE

]
=

m∑
|α|=0

aαF [ DαE ] =

=
m∑

|α|=0

aα(−iξ)αF [E ] = L(−iξ)F [E ]

Q.E.D.

Hledejme nyńı fundamentálńı řešeńı E ∈ S ′. Z předchoźıho lemmatu vyplývá,
že je tento problém ekvivalentńı s hledáńım řešeńı X ∈ S ′ rovnice

P (ξ)X = 1 (6.2)

kde P je polynom. Označ́ıme si

Np = ξ|P (ξ) = 0

množinu nulových bod̊u polynomu. Mimo Np je řešeńım 1/P (ξ), pokud Np 6= ∅,
řešeńı neńı jednoznačné a jednotlivá řešeńı se od sebe lǐśı o zobecněnou funkci,
jej́ıž nosič lež́ı v Np.

Př́ıklad. Rovnice
ξX = 1
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má řešeńı
1

ξ + i0
,

1
ξ + i0

, P 1
ξ

která se od sebe lǐśı o násobky δ(ξ).

Hoermander dokázal, že rovnice 6.2 má řešeńı pro libovolný nenulový polynom.

Plat́ı, že

F(E ) = reg
1

L(−iξ)
a řešeńı rovnice 6.2 je tedy dáno vzorcem

E = F−1

[
reg

1
L(−iξ)

]
=

1
(2π)n

F
[
reg

1
L(iξ)

]

6.2 Řešeńı rovnice s konstatńımi koeficienty a s
pravou stranou

Budeme řešit rovnici
L(D)u = f(x) (6.3)

Věta 13 Necht’ f ∈ D ′ a existuje konvoluce E ∗ f v D ′. Potom existuje řešeńı
rovnice 6.3 v D ′ a je rovno

u = E ∗ f

Toto řešeńı je jednoznačné ve tř́ıdě funkćı z D ′, pro které existuje konvoluce s
E .

D̊ukaz: Ze vztahu pro derivaci konvoluce a z toho, že E je fundamentálńım
řešeńım L(D) vyplývá:

L(D)(E ∗f) =
m∑

|α|=0

aα Dα(E ∗f) =
( m∑
|α|=0

aα DαE

)
∗f = L(D)E ∗f = δ∗f = f

Tedy u = E ∗ f je řešeńım rovnice 6.3.

Jednoznačnost řešeńı rovnice 6.3 je ekvivalentńı tomu, že homogenńı rovnice

L(D)u = 0

má pouze nulové řešeńı. Plat́ı ovšem

u = u ∗ δ = u ∗ L(D)E = L(D)u ∗ E = 0

Q.E.D.
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6.3 Spádová metoda

Řeš́ıme lineárńı diferenciálńı rovnici s konstatńımi koeficienty v proměnných
(x, t):

L

(
D,

∂

∂t

)
u = f(x).δ(t), f ∈ D(Rn) (6.4)

kde

L

(
D,

∂

∂t

)
=

p∑
q=1

∂q

∂tq
Lq(D) + L0(D)

Necht’ u(x, t) ∈ D ′(Rn+1), ηk(t) ∈ D(R), ηk(t) → 1.

Zavedeme prodloužeńı u0(x) ∈ D ′(Rn) řešeńı u:(
u0, ϕ(x)

)
= lim

k→∞

(
u, ϕ(x)ηk(t)

)
Tato limita nezáviśı na volbě posloupnosti ηk.

Ukažme si nyńı dva př́ıklady konstrukce prodloužeńı u0(x):

1.
∫

R
∣∣u(x, t) ∣∣ dt je lokálně integrovatelná v Rn

Potom

lim
k→∞

(
u, ϕ(x)ηk(t)

)
= lim

k→∞

∫
u(x, t)ϕ(x)ηk(t) dxdt =

=
∫
u(x, t)ϕ(x) dxdt =

∫
ϕ(x)

∫ +∞

−∞
u(x, t) dtdx

a tedy

u0(x) =
∫ +∞

−∞
u(x, t) dt

2. u = f(x).δ(t), f ∈ D ′(Rn)
Potom(

u0, ϕ
)

= lim
k→∞

(
u, ϕ(x)ηk(t)

)
= lim

k→∞

(
f(x).δ(t), ϕ(x)ηk(t)

)
=

= lim
k→∞

(
f(x), ϕ(x)ηk(0)

)
=

(
f, ϕ

)
∀ϕ ∈ D ′(Rn)

a tedy
u0 = f

Věta 14 Jestlǐze řešeńı u rovnice (6.4) umožňuje prodloužeńı u0, plat́ı

L0(D)u0 = f(x) (6.5)

31



D̊ukaz: Necht’
(
ηk(t)

)
je posloupnost funkćı z D(R) konverguj́ıćı k 1 v R. Potom

pro q = 1, 2, . . . také posloupnost ηk + η
(q)
k → 1 a tedy

lim
k→∞

(
u, ϕ(x)η(q)

k (t)
)

= lim
k→∞

(
u, ϕ(x)[η(q)

k (t) + ηk(t)]
)
− lim

k→∞

(
u, ϕ(x)ηk(t)

)
=

(
u0, ϕ

)
−

(
u0, ϕ

)
= 0

Nyńı ukážeme, že u0 splňuje rovnici (6.5):(
L0(D)u0, ϕ

)
=

(
u0, L0(−D)ϕ

)
= lim

k→∞

(
u, L0(−D)ϕ(x)ηk(t)

)
=

= lim
k→∞

(
u, L0(−D)ϕ(x)ηk(t) +

p∑
q=1

(−1)qLq(−D)ϕ(x)η(q)
k (t)

)
=

= lim
k→∞

(
u, L

(
−D,− ∂

∂t

)
ϕ(x)ηk(t)

)
= lim

k→∞

(
L

(
D,

∂

∂t

)
u, ϕ(x)ηk(t)

)
=

= lim
k→∞

(
f(x). δ(t), ϕ(x)ηk(t)

)
= lim

k→∞

(
f(x), ϕ(x)ηk(0)

)
=

(
f, ϕ

)
Q.E.D.

Spádovou metodu lze využ́ıt zejména ke hledáńı fundamentálńıho řešeńı. Použijeme-
li předchoźı větu a polož́ıme-li f = δ(x), můžeme vyslovit následuj́ıćı větu.

Věta 15 Je-li E (x, t) fundamentálńım řešeńım operátoru L(D, ∂/∂t) a umožňuje-
li prodloužeńı E0, je zobecněná funkce(

E0, ϕ(x)
)

= lim
k→∞

(
E , ϕ(x)ηk(t)

)
, ϕ ∈ D(Rn)

fundamentálńım řešeńım operátoru L0(D); speciálně je-li E (x, t) takové, že
∫

R
∣∣ E (x, t)

∣∣ dt
je lokálně integrabilńı v Rn, plat́ı

E0(x) =
∫ +∞

−∞
E (x, t) dt

6.4 Fundamentálńı řešeńı lineárńıho diferenciálńıho
operátoru s obyčejnými derivacemi

LE ≡ dnE

dtn
+ a1

dn−1E

dtn−1
+ . . .+ anE = δ(t)

Dá se ukázat, že fundamentálńı řešeńı je

E (t) = Θ(t)Z(t)

kde Z(t) splňuje homogenńı rovnici LZ = 0 a počátečńı podmı́nky

Z(0) = Z ′(0) = . . . = Z(n−2)(0) = 0, Z(n−1)(0) = 1
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D̊ukaz:

E ′(t) = (Θ(t)Z(t))′ = δ(t)Z(t)+Θ(t)Z ′(t) = δ(t)Z(0)+Θ(t)Z ′(t) = Θ(t)Z ′(t)

Obdobně

E ′′(t) = (Θ(t)Z(t))′′ = Θ(t)Z ′′(t)

...

E (n−2)(t) = (Θ(t)Z(t))(n−2) = Θ(t)Z(n−2)(t)

E (n−1)(t) = (Θ(t)Z(n−1)(t))′ = δ(t)Z(n−1)(t)+Θ(t)Z(n)(t) = δ(t)+Θ(t)Z(n−2)(t)

Po dosazeńı do LE (t) = δ(t) dostáváme rovnici LZ = 0, která je splněna.

Př́ıklad. Fundamentálńım řešeńım operátoru

L =
d
dt

+ a

je
E (t) = Θ(t)e−at

Př́ıklad. Fundamentálńım řešeńım operátoru

L =
d2

dt + a2

je

E (t) = Θ(t)
sin at
a

6.5 Fundamentálńı řešeńı operátoru vedeńı tepla

∂E

∂t
− a2∇2E = δ(x, t) (6.6)

Řešeńım je

E (x, t) =
Θ(t)

(2a
√
πt)n

exp
(
− |x|2

4a2t

)

D̊ukaz: Sami.

K tomuto řešeńı lze také doj́ıt pomoćı Fourierovy transformace. Na rovnici 6.6
aplikujeme Fourierovu transformaci Fx:

Fx[
∂E

∂t
]− a2Fx[∇2E ] = Fx[δ(x, t)]

Fx[δ(x, t)] = Fx[δ(x). δ(t)] = F [δ](ξ). δ(t) = 1(ξ). δ(t) = δ(t)
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Fx[
∂E

∂t
] =

∂

∂t
Fx[E ]

Fx[∇2E ] = −|ξ|2Fx[E ]

Tedy pro zobecněnou funkci Ẽ (ξ, t) = Fx[E ](ξ, t) máme rovnici:

∂Ẽ (ξ, t)
∂t

+ a2|ξ|2Ẽ (ξ, t) = δ(t)

Z předchoźıho odstavce ovšem v́ıme, že dosazeńım a2|ξ|2 za a je řešeńım

Ẽ (ξ, t) = Θ(t)e−a2|ξ|2t

Použit́ım inverzńı Fourierovy transformace F−1
ξ dostáváme

E (x, t) = F−1
ξ [Ẽ (ξ, t)] =

Θ(t)
(2π)n

∫
e−a2|ξ|2−i(ξ,x) dξ =

=
Θ(t)

(2a
√
πt)n

exp
(
− |x|2

4a2t

)

6.6 Fundamentálńı řešeńı vlnového operátoru

�aEn = δ(x, t)

kde

�a = 2̂
∂2

∂2t
−4

Aplikaćı Fourierovy transformace Fx dostáváme (viz předchoźı odstavec):

∂2Ẽn(ξ, t)
∂2t

+ a2|ξ|2Ẽn(ξ, t) = δ(t)

Z odstavce ovšem v́ıme, že dosazeńım a|ξ| za a je řešeńım

Ẽn(ξ, t) = Θ(t)
sin a|ξ|t
a|ξ|

Použit́ım inverzńı Fourierovy transformace F−1
ξ dostáváme

En(x, t) = F−1
ξ [Ẽn(ξ, t)] = Θ(t)F−1

ξ

[
sin a|ξ|t
a|ξ|

]

Položme n = 3. Potom

E3(x, t) =
Θ(t)
4πa2t

δSat(x) ≡
Θ(t)
2πa

δ(a2t2 − |x|2)
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Chceme-li źıskat E2((x1, x2), t) ∈ S ′(R3),použijeme spádovou metodu vzhle-
dem k proměnné x3. Muśıme tedy ukázat, že E3(x, x3, t) lze prodloužit. Necht’
ηk(x3) → 1. Potom

lim
k→∞

(
E3, ϕ(x, t)ηk(x3)

)
= lim

k→∞

1
4πa2

∫ ∞

0

1
t

∫
Sat

ϕ(x, t)ηk(x3) dS dt =

=
1

4πa2

∫ ∞

0

1
t

∫
Sat

ϕ(x, t) dS dt =
(
E3, ϕ(x, t).1(x3)

)
Tedy tato limita existuje a nezáviśı na ηk(x3).

Použit́ım věty 15 dostaneme

(
E2, ϕ

)
=

(
E3, ϕ(x, t).1(x3)

)
=

1
4πa2

∫ ∞

0

1
t

∫
Sat

ϕ(x, t) dS dt

Sférickou transformaćı dostaneme(
E2, ϕ

)
=

1
2πa

∫ ∞

0

∫
|x|<at

ϕ(x, t)√
a2t2 − |x|2

dxdt =

=
1

2πa

∫
Θ(at− |x|)√
a2t2 − |x|2

ϕ(x, t) dxdt

E2(x, t) =
Θ(at− |x|)

2πa
√
a2t2 − |x|2

Podobně lze źıskat
E1(x, t) =

1
2πa

Θ(at− |x|)
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Kapitola 7

Integrálńı rovnice

7.1 Úvod

Definice 37 Rovnici ∫
G

K (x, y)ϕ(y)dy = f(x)

nazýváme Fredholmovou rovnićı I.druhu s neznámou funkćı ϕ, kde K (x, y)
je jádro integrálńı rovnice.

Definice 38 Rovnici

ϕ(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y)dy + f(x)

nazýváme Fredholmovou rovnićı II.druhu s neznámou funkćı ϕ, kde K (x, y)
je jádro integrálńı rovnice a f(x) je nehomogenńı člen.

Zavedeme integrálńı operátor K s jádrem K (x, y) a plat́ı:

(Kf)(x) =
∫
G

K (x, y)f(y)dy

Potom lze II. Fredholmovu rovnici zapsat ve tvaru

ϕ = λKϕ+ f

a k ńı sdruženou rovnici ve tvaru

ψ = λK∗ψ + g

kdeK∗ je sdružený integrálńı operátor se sdruženým jádrem K ∗(x, y) = K (y, x).

Definice 39 Pokud ∃λ 6= 0 tak, že existuje nenulová funkce ϕ ∈ L2(G), která
řeš́ı rovnici ϕ = λKϕ, nazýváme č́ıslo λ charakteristickou hodnotou jádra K a
č́ıslo 1

λ vlastńı hodnotou jádra K .
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Úmluva:

Dále se omeźıme na G omezenou oblast a K ∈ C(G × G).

Norma funkce

‖ f ‖ =
( ∫

G

∣∣ f(x)
∣∣2dx) 1

2

, f ∈ L2(G)

‖ f ‖C = max
x∈G

∣∣ f(x)
∣∣, f ∈ C(G)

Lemma 7 Jestlǐze ∀f ∈ L2(G) plat́ı

(Kf)(x) =
∫
G

K (x, y)f(y)dy = 0

potom K (x, y) = 0.

D̊ukaz: ∅

Lemma 8 Integrálńı operátor K se spojitým jádrem K (x, y) zobrazuje L2(G) →
L2(G) a také C(G) → C(G) a nav́ıc plat́ı:

1. ‖Kf ‖C ≤M
√
V ‖ f ‖, f ∈ L2(G)

2. ‖Kf ‖C ≤MV ‖ f ‖C , f ∈ C(G)

3. ‖Kf ‖ ≤MV ‖ f ‖, f ∈ L2(G)

kde M = maxx∈G,y∈G |K (x, y)| a V =
∫
G dx.

D̊ukaz:

1. (s použit́ım Cauchyho-Buňakovského nerovnosti)

‖Kf ‖C = max
x∈G

∣∣ (Kf)(x)
∣∣ = max

x∈G

∣∣ ∫
G

K (x, y)f(y)dy
∣∣ ≤ max

x∈G

∫
G

∣∣ K (x, y)
∣∣∣∣ f(y)

∣∣ ≤
C−B
≤ max

x∈G

( ∫
G
|K (x, y)|2dy

) 1
2
( ∫

G
|f(y)|2dy

) 1
2 ≤

≤M
√
V

( ∫
G
|f(y)|2dy

) 1
2

= M
√
V ‖ f ‖

2. Sami.

3. Sami.
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7.2 Metoda postupných aproximaćı

7.2.1 Řešeńı rovnice se spojitým jádrem

Řeš́ıme rovnici
ϕ = λKϕ+ f (∗)

Zavedeme posloupnost ϕ(p)(x) takto:

ϕ(0)(x) = f(x)

ϕ(p)(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(p−1)(y)dy+f(x)

Tvrzeńı. Posloupnost ϕ(p)(x) lze vyjádřit ve tvaru ϕ(p)(x) =
∑p

k=0 λ
kKkf

D̊ukaz:

ϕ(0) = λ0K0f = f

Indukčńı krok:

ϕ(p+1) = |z definice| = λKϕ(p)+f = λK
( p∑

k=0

λkKkf
)
+f =

p∑
k=0

λk+1Kk+1f+f =

=
p+1∑
k=1

λkKkf+λ0K0f =
p+1∑
k=0

λkKkf

Q.E.D.

Tvrzeńı.
‖Kpf ‖C ≤ (MV )p‖ f ‖C

D̊ukaz:

‖Kpf ‖C =
∥∥K(Kp−1f)

∥∥
C
≤MV

∥∥Kp−1f
∥∥

C
≤ . . . ≤ (MV )p‖ f ‖C

Tvrzeńı. ∣∣ ∞∑
k=0

λkKkf
∣∣ ≤ ‖ f ‖C

1
1−MV |λ|

pro MV |λ| < 1

D̊ukaz: ∣∣ ∞∑
k=0

λkKkf
∣∣ ≤ ∞∑

k=0

|λ|k(MV )k‖ f ‖C = ‖ f ‖C

∞∑
k=0

(|λ|MV )k =

= ‖ f ‖C

1
1−MV |λ|

pro MV |λ| < 1

∑∞
k=0 λ

kKkf nazveme Neumannovou řadou.

Ukážeme, že Neumannova řada jednoznačně řeš́ı rovnici (∗):
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Věta 16 Rovnice ϕ = λKϕ + f se spojitým jádrem K (x, y) a |λ| < 1
MV má

jednoznačné řešeńı ve tř́ıdě C(G) pro f ∈ C(G).
Toto řešeńı je dáno Neumannovou řadou

∑∞
k=0 λ

kKkf .

D̊ukaz: Z předchoźıho tvrzeńı vid́ıme, že tato řada pro MV |λ| < 1 stejnoměrně
konverguje na G, tedy definuje spojitou funkci na G. Proto posloupnost aproxi-
maćı ϕ(p) stejnoměrně konverguje na G.

Existence řešeńı:

ϕ(x) = lim
p→∞

p∑
k=0

λkKkf(x) = lim
p→∞

ϕ(p) = lim
p→∞

(
λ

∫
G

K (x, y)ϕ(p−1)(y)dy+f(x)
)

=

= λ

∫
G

K (x, y)( lim
p→∞

ϕ(p−1))dy + f = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y)dy + f(x)

Jednoznačnost:

Protože K je lineárńı, má rovnice (∗) právě jedno řešeńı právě tehdy, má-li
rovnice ϕ0 = λKϕ0 pouze nulové řešeńı.

‖ϕ0 ‖ = ‖λKϕ0 ‖ ≤ |λ|MV ‖ϕ0 ‖ < ‖ϕ0 ‖

Tedy ‖ϕ0 ‖ = 0 a rovnice ϕ0 = λKϕ0 má pouze nulové řešeńı.

Q.E.D.

Poznámka. Rovnici ϕ = λKϕ+ f lze převést na tvar (I−λK)ϕ = f . Jej́ı řešeńı
pak odpov́ıdá hledáńı (I − λK)−1.

7.2.2 Iterované jádro a resolventa

Tvrzeńı. (
Kf, g

)
=

(
f,K∗g

)
D̊ukaz: (

Kf, g
)

=
∫
G
Kfgdx =

∫
G

[ ∫
G

K (x, y)f(y)dy
]
g(x)dx =

=
∫
G
f(y)

[ ∫
G

K (x, y)g(x)dx
]
dy =

∫
G
fK∗gdy =

(
f,K∗g

)
Q.E.D.

Lemma 9 Necht’ K1, K2 jsou integrálńı operátory se spojitými jádry Ki(x, y).
Potom K3 = K2K1 je integrálńı operátor se spojitým jádrem K3 =

∫
G K2(x, y′)K1(y′, y)dy′

a plat́ı K∗
3 = K∗

1K
∗
2 .
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D̊ukaz: Pro ∀f ∈ L2(G) plat́ı

(K3f)(x) = (K2K1f)(x) =
∫
G

K2(x, y′)
[ ∫

G
K1(y′, y)f(y)dy

]
dy′ =

=
∫
G

[ ∫
G

K2(x, y′)K1(y′, y)dy′
]
f(y)dy

a tedy

K3 =
∫
G

K2(x, y′)K1(y′, y)dy′

Dále s využit́ım předchoźıho tvrzeńı(
f,K∗

3g
)

=
(
K3f, g

)
=

(
K2K1f, g

)
=

(
K1f,K

∗
2g

)
Definice 40 Iterovaným jádrem Kp(x, y) nazýváme jádro operátoru Kp a zavád́ı
se takto:

K1(x, y) = K (x, y)

Kp(x, y) =
∫
G

K (x, y′)Kp−1(y′, y)dy′ =
∫
G

Kp−1(x, y′)K (y′, y)dy′

Tvrzeńı.
∣∣ Kp(x, y)

∣∣ ≤MpV p−1

D̊ukaz:∣∣ K1(x, y)
∣∣ ≤M

Indukčńı krok:∣∣ Kp(x, y)
∣∣ ≤M

∫
G

Kp−1(y′, y)dy′ ≤MV.Mp−1V p−2 = MpV p−1

Q.E.D.

Tvrzeńı. Řada
∑∞

k=0 |λ|kKk(x, y) konverguje na G × G × (− 1
MV ,+

1
MV ).

D̊ukaz:
∑∞

k=0 |λ|kKk(x, y) ≤
∑∞

k=0 |λ|kMkV k−1 a ta konverguje pro |λ| < 1
MV .

Definice 41 Resolventou R(x, y;λ) jádra K (x, y) nazýváme funkci

R(x, y;λ) =
∞∑

k=0

λkKk+1(x, y)

Poznámka. Integrálńı operátor odpov́ıdaj́ıćı resolventě R(x, y;λ) budeme značit
R.

Věta 17 Řešeńı rovnice ϕ = λKϕ + f se spojitým jádrem K (x, y) existuje a
je jednoznačné ve tř́ıdě C(G) pro |λ| < 1

MV a pro ∀f ∈ C(G) jej lze vyjádřit ve
tvaru

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
G

R(x, y;λ)f(y)dy
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Tuto rovnici lze zapsat také jako operátorovou:

(I − λK)−1 = I + λR, |λ| < 1
MV

D̊ukaz: Řešeńı ϕ(x) je dáno Neumannovou řadou. Můžeme tedy psát:

ϕ(x) =
∞∑

k=0

λkKkf(x) =
∞∑

k=0

λk

∫
G

Kk(x, y)f(y)dy =

= f(x) +
∞∑

k=1

λk

∫
G

Kk(x, y)f(y)dy = f(x) +
∞∑

k=0

λk+1

∫
G

Kk+1(x, y)f(y)dy =

= f(x) +
∫
G
λ
[ ∞∑

k=0

λkKk+1(x, y)
]
f(y)dy = f(x) + λ

∫
G

R(x, y;λ)f(y)dy

Q.E.D.

Tvrzeńı. Uvažujme iterovaná jádra (K ∗)p(x, y) a resolventu R∗(x, y;λ) her-
mitovsky sdruženého jádra K ∗(x, y). Plat́ı

(K ∗)p(x, y) = K ∗
p (x, y)

R∗(x, y;λ) = R(y, x;λ)

D̊ukaz: Prvńı tvrzeńı plyne z toho, že (K2K1)∗ = K∗
1K

∗
2 , tedy (Kp)∗ = (K∗)p.

Dále:

R∗(x, y;λ) =
∞∑

k=0

λk(K ∗)k+1(x, y) =
∞∑

k=0

λk(Kk+1)∗(x, y) =

=
∞∑

k=0

λkKk+1(y, x) =
∞∑

k=0

λkKk+1(y, x) = R(y, x;λ)

Q.E.D.

7.2.3 Volterrovy rovnice

V této části zavedeme následuj́ıćı omezeńı:

n = 1, G = (0, a)

K (x, y) = 0 pro 0 < x < y < a

Pak Fredholmovy rovnice I. a II. druhu nazýváme Volterrovy rovnice.

Volterrova rovnice I. druhu:∫ x

0

K (x, y)ϕ(y) dy = f(x)
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Volterrova rovnice II. druhu:

ϕ(x) = λ

∫ x

0

K (x, y)ϕ(y) dy + f(x)

Volterrovu rovnici I. druhu lze převést na Volterrovu rovnici II. druhu, pokud
jsou K (x, y) a d

dxK (x, y) spojité na 0 ≤ y ≤ x ≤ a a K (x, x) 6= 0, derivaćı
podle x:

K (x, x)ϕ(x) +
∫ x

0

∂K (x, y)
∂x

ϕ(y) dy = f ′(x)

Opět definujeme posloupnost ϕ(p):

ϕ(p) =
p∑

k=0

λkKkf = λK(p−1) + f

Tvrzeńı. Necht’
∣∣ K (x, y)

∣∣ ≤M . Potom
∣∣ (Kpf)(x)

∣∣ ≤ ‖ f ‖C
(Mx)p

p!

D̊ukaz:∣∣ (K0f)(x)
∣∣ ≤ ‖ f ‖C

(Mx)0

1
x ∣∣ (Kpf)(x)

∣∣ =
∣∣ (K(Kp−1f))(x)

∣∣ =
∣∣∣∣ ∫ x

0

K (x, y)(Kp−1f)(y) dy
∣∣∣∣ ≤

≤M‖ f ‖C

∫ x

0

M (p− 1)y(p− 1)
(p− 1)!

dy = ‖ f ‖C

(Mx)p

p!

Q.E.D.

D̊usledek. Neumannova řada má pro Volterrovy rovnice integrabilńı majorantu:∣∣∣ ∞∑
k=0

λkKkf
∣∣∣ ≤ ‖ f ‖C

∞∑
k=0

|λ|k (Ma)k

k!
= ‖ f ‖Ce

|λ|Ma

Věta 18 Volterrova rovnice II. druhu se spojitým jádrem K (x, y) má jedno-
značné řešeńı ϕ ve tř́ıdě C([0, a]) pro každé λ a každé f ∈ C([0, a]). Toto řešeńı
je dáno Neumannovou řadou

∑∞
k=0 λ

kKkf .

D̊ukaz:

Jednoznačnost:

Protože K je lineárńı, má rovnice právě jedno řešeńı právě tehdy, má-li rovnice
ϕ0 = λKϕ0 pouze nulové řešeńı.

ϕ0 = λK(λKϕ0) = ... = λpKpϕ0
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Také plat́ı: ∣∣ϕ0(x)
∣∣ ≤ ∣∣λpKpϕ0(x)

∣∣ ≤ ∣∣λ ∣∣p‖ f ‖C

(Mx)p

p!

V limitě pro p→∞ je ‖ϕ0 ‖ = 0 a rovnice ϕ0 = λKϕ0 má pouze nulové řešeńı.
Q.E.D.

7.3 Fredholmovy věty

Budeme se zabývat řešitelnost́ı Fredholmových rovnic se spojitým jádrem.

7.3.1 Rovnice s degenerovaným jádrem

Definice 42 Jádro tvaru

K (x, y) =
n∑

i=1

fi(x)gi(y) fi, gi ∈ C(G)

se nazývá degenerované.

Poznámka. Bez újmy na obecnosti můžeme přepokládat, že funkce fi, gi jsou
lineárně nezávislé. Kdyby totiž např́ıklad platilo fN =

∑N−1
i=1 cifi, tak bychom

mohli jádro vyjádřit takto:

K (x, y) =
N−1∑
i=1

fi(x)gi(y) + gN (y)
N−1∑
i=1

cifi(x) =
N−1∑
i=1

fi(x)g̃i(y)

Uvažujme Fredholmovu rovnici s degenerovaným jádrem

ϕ(x) = λ
N∑

i=1

fi(x)
∫
G
gi(y)ϕ(y) dy + f(x) (7.1)

a sdruženou rovnici

ψ(x) = λ
N∑

i=1

gi(x)
∫
G
fi(y)ψ(y) dy + g(x)

Přeṕı̌seme rovnici (7.1) takto:

ϕ(x) = λ
N∑

i=1

cifi(x) + f(x) (7.2)

kde
ci =

(
ϕ, gi

)
(7.3)
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Dosazeńım (7.2) do (7.3) dostaneme soustavu lineárńıch rovnic v proměnných
ci:

ck = λ
N∑

i=1

ci

∫
G
gk(x)fi(x) dx+

∫
G
gk(x)f(x) dx

Zavedeńım koeficient̊u αki =
(
fi, gk

)
a ai =

(
f, gk

)
můžeme psát:

ck = λ
N∑

i=1

αkici + ak, k = 1, 2, ..., N

Nebo také v maticovém tvaru:

c = λAc + a

kde A =
(
αki

)
, a = (a1, a2, . . . , aN ), c = (c1, c2, . . . , cN ).

Užit́ım Cramerova pravidla můžeme vypoč́ıtat koeficienty ci (symbolem D(λ)
označujeme determinant soustavy, tedy det(I− λA)),

ck =
Dk(λ)
D(λ)

=
1

D(λ)

N∑
k=1

aiMkiλ

takže řešeńı rovnice (7.1) můžeme psát ve tvaru

ϕ(x) =
λ

D(λ)

N∑
i,k=1

Mikfi(x)
∫
G
gk(y)f(y) dy + f(x)

Pro sdruženou rovnici

ψ(x) = λ
N∑

i=1

gi(x)
∫
G
fi(y)ψ(y) dy + g(x)

můžeme použ́ıt zcela analogický postup a tak dostat

ψ(x) = λ
N∑

i=1

digi(x) + g(x)

dk = λ
N∑

i=1

βkidi + bk, k = 1, 2, ..., N

βki =
(
gk, fi

)
= αik, bk =

(
g, fi

)
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d = λA∗d + b

A∗ =
(
βki

)
= AT

, b = (b1, b2, . . . , bN ), d = (d1, d2, . . . , dN )

Použit́ım vztah̊u lineárńı algebry dostáváme

D∗(λ) = det(I− λA∗) = det(I− λAT ) =

= det(I− λAT ) = det(I− λA) = D(λ)

rank (I− λA∗) = rank (I− λAT ) = rank (I− λA) = q

Nyńı rozlǐsujeme dva př́ıpady:

1. D(λ) 6= 0, q = N
Rovnice (7.2) i rovnice sdružená maj́ı jednoznačná řešeńı pro ∀f, g.

2. D(λ) = 0, q < N
Rovnice ϕ = λKϕ i rovnice sdružená ψ = λK∗ψ maj́ı N − q lineárně
nezávislých řešeńı.

Pro D(λ) = 0 si řešeńı soustavy c = λAc a soustavy k ńı sdružené d = λA∗d
označ́ıme:

c(s) = (c(s)1 , c
(s)
2 , . . . , c

(s)
N )

d(s) = (d(s)
1 , d

(s)
2 , . . . , d

(s)
N ), s = 1, 2, . . . , N−q

Z algebry dále v́ıme, že soustava c = λAc+a má řešeńı, právě když
(
a, d(s)

)
= 0

pro všechna s = 1, 2, . . . , N .

Přejdeme nyńı zpět k p̊uvodńım rovnićım ϕ = λKϕ, ψ = λK∗ψ:

ϕ(s) = λ
N∑

i=1

fic
(s)
i

ψ(s) = λ
N∑

i=1

fid
(s)
i , s = 1, 2, . . . , N−q

Tvrzeńı. Pokud jsou c(s), resp. d(s) lineárně nezávislé, potom jsou i ϕ(s), resp.
ψ(s) lineárně nezávislé.

D̊ukaz: Uvažujme lineárńı kombinaci

0 =
N−p∑
i=1

γsϕ
(s) = λ

N∑
i=1

fi(x)
N−p∑
s=1

c
(s)
i γs
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Protože fi(x) jsou lineárně nezávisle, muśı platit

N−p∑
s=1

c
(s)
i γs = 0 ∀i = 1, 2, . . . , N

Řešeńı c(s) jsou ovšem lineárně nezávislá, muśı tedy

γs = 0 ∀s = 1, 2, . . . , N − p

Tedy ϕ(s) jsou lineárně nezávislé. Q.E.D.

Tvrzeńı. ϕ = λKϕ + f má řešeńı, právě když
(
f, ψ(s)

)
= 0 pro všechna s =

1, 2, . . . , N .

D̊ukaz:∫
G
f(x)ψ(s)(x) dx = λ

N∑
i=1

[ ∫
G
f(x)gi(x) dx

]
d
(s)
i = λ

N∑
i=1

aid
(s)
i = λ

(
ai, d

(s)
i

)
a plat́ı, že c = λAc + a má řešeńı, právě když

(
a, d(s)

)
= 0 pro všechna s =

1, 2, . . . , N .

Zjǐstěné skutečnosti nám umožňuj́ı vyslovit Fredholmovy věty:

Věta 19 (Fredholmovy věty) Necht’ K je integrálńı operátor s degenero-
vaným jádrem K (x, y). Potom

1. Je-li D(λ) 6= 0, maj́ı rovnice ϕ = λKϕ + f , ψ = λK∗ψ + g jednoznačné
řešeńı pro všechna f , g.

2. Je-li D(λ) = 0, maj́ı homogenńı rovnice ϕ = λKϕ, ψ = λK∗ψ stejný
počet lineárně nezávislých řešeńı rovný N − q, kde q je hodnost matice
(I− λA).

3. Je-li D(λ) = 0, rovnice ϕ = λKϕ + f má řešeńı právě tehdy, je-li(
f, ψ(s)

)
= 0 pro všechna s = 1, 2, . . . , N − q, kde ψ(s) jsou lineárně

nezávislá řešeńı rovnice ψ = λK∗ψ.

7.3.2 Rovnice se spojitým jádrem

Tvrzeńı. Necht’ K (x, y) je spojité. Potom

∀ε > 0 ∃P(x, y) =
∑

|α+β|≤N

aαβx
αyβ :

∣∣ K (x, y)−P(x, y)
∣∣ < ε

D̊ukaz: ∅

Můžeme potom psát

K (x, y) = P(x, y) + Q(x, y),
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kde P(x, y) je degenerované jádro integrálńıho operátoru P a Q(x, y) je spojité
jádro integrálńıho operátoru Q.

V daľśım se omeźıme na |λ| < 1
εV , abychom mohli využ́ıt závěr̊u odd́ılu 7.2.2,

zvláště pak věty 17. Toto nám však vlastně žádné skutečné omezeńı nepřináš́ı,
protože s ε můžeme j́ıt libovolně bĺızko k nule.

Zavedeme novou funkci
Φ = ϕ− λQϕ

Potom můžeme podle věty 17 psát

ϕ = (I − λQ)−1Φ = (I + λR)Φ,

kde R je integrálńı operátor s jádrem R(x, y;λ), resolventou jádra Q(x, y).

Přeṕı̌seme rovnici ϕ = λKϕ+ f takto:

ϕ = λPϕ+λQϕ+ f

ϕ−λPϕ = λQϕ+ f

Z předchoźıch vztah̊u pro Φ a ϕ vid́ıme, že

Φ = λP (I+λR)Φ+ f

Označ́ıme-li T = P (I + λR), rovnice přejde v

Φ = λTΦ + f

To je ovšem opět Fredholmova rovnice II. druhu s jádrem

T (x, y) = P(x, y) + λ

∫
G

P(x, y′)R(y′, y)dy′

Toto jádro je ale spojité a také degenerované.

Budeme nyńı transformovat sdruženou rovnici ψ = λK∗ψ + g.

K∗ = P ∗ +Q∗

ψ = λK∗ψ+g = λP ∗ψ+λQ∗ψ+g

(I−λQ∗)ψ = λK∗ψ+f = λP ∗ψ+g, (I−λQ∗)−1 = (I+λR∗)

ψ = λ(I+λR∗)(λP ∗ψ+g) = λT ∗ψ+(I+λR∗)g

ψ = λT ∗ψ+ g̃,

kde g̃ = (I + λR∗)g.

Nyńı můžeme vyslovit sadu tvrzeńı, které jsou obdobou Fredholmových vět pro
rovnice s degenerovaným jádrem, známou pod názvem Fredholmovy alternativy.

Věta 20 (Fredholmovy alternativy) Necht’ K je integrálńı operátor se spo-
jitým jádrem K (x, y). Potom
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1. Pokud má rovnice ϕ = λKϕ + f řešeńı pro ∀f ∈ C(G), má také rovnice
ψ = λK∗ψ + g řešeńı pro ∀g ∈ C(G) a tato řešeńı jsou jednoznačná.

2. Homogenńı rovnice ϕ = λKϕ a ψ = λK∗ψ maj́ı stejný (konečný) počet
lineárně nezávislých řešeńı.

3. Rovnice ϕ = λKϕ + f má řešeńı právě tehdy, je-li
(
f, ψ(s)

)
= 0 pro

všechna s = 1, 2, . . . , N , kde ψ(s) jsou lineárně nezávislá řešeńı rovnice
ψ = λK∗ψ.

4. V každém kruhu |λ| ≤ R je jen konečný počet vlastńıch hodnot jádra
K (x, y).

D̊ukaz:

1. Necht’ má rovnice ϕ = λKϕ+f řešeńı pro ∀f ∈ C(G). Potom pro |λ| < 1
εV

můžeme psát
Φ = ϕ− λQϕ, Φ = λTΦ + f

Tato rovnice je také řešitelná pro ∀f ∈ C(G), má tedy D(λ) 6= 0 a potom

ψ = λT ∗ψ + g̃

má jednoznačné řešeńı pro ∀g̃ ∈ C(G). Dı́ky jednoznačnosti transformaćı
má také rovnice ψ = λK∗ψ + g řešeńı pro ∀g ∈ C(G). Q.E.D.

2. Sami.

3. Sami.

4. ∅

Důsledky Fredholmových alternativ

Uspořádáme charakteristické hodnoty jádra K (x, y) podle jejich absloutńıch
hodnot (v́ıcenásobné charakteristické hodnoty se v př́ıslušném počtu opakuj́ı):

|λ1| ≤ |λ2| ≤ . . .

Odpov́ıdaj́ı jim vlastńı funkce ϕ1, ϕ2, . . .. Sdružené jádro má charakteristické
hodnoty λ1, λ2, . . . s odpov́ıdaj́ıćımi vlastńımi funkcemi ψ1, ψ2, . . ..

Tvrzeńı. λk 6= λi ⇒
(
ϕk, ψi

)
= 0

D̊ukaz: Využijeme toho, že ψi = λiK
∗ψi a λkKϕk = ϕk.(

ϕk, ψi

)
=

(
ϕk, λiK

∗ψi

)
= λi

(
Kϕk, ψi

)
=

=
λi

λk

(
λkKϕk, ψi

)
=
λi

λk

(
ϕk, ψi

)
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Tedy pokud λi

λk
6= 1, potom

(
ϕk, ψi

)
= 0. Q.E.D.

Poznámka. Necht’ charakteristické hodnoty jádra K (x, y) jsou λ1, λ2, . . .. Potom
charakteristické hodnoty jádra Kp(x, y) jsou λp

1, λ
p
2, . . ..

Lemma 10 Necht’ µ je charakteristická hodnota jádra Kp(x, y) s vlastńı funkćı
ϕ (tedy ϕ = µKpϕ). Potom aspoň jeden z kořen̊u λ1, . . . , λp rovnice λp = µ je
charakteristickou hodnotou jádra K (x, y).

D̊ukaz:

(µKp − I)ϕ = (−1)p−1(λ1K − I)(λ2K − I) . . . (λpK − I)ϕ = 0

Potom bud’ ψ = (λ2K − I) . . . (λpK − I)ϕ 6= 0, tedy (λ1K − I)ϕ = 0 a λ1

je charakteristickou hodnotou jádra K (x, y), anebo ψ = (λ2K − I) . . . (λpK −
I)ϕ = 0. Dále použijeme obdobný postup. Q.E.D.

Věta 21 (Fredholmovy alternativy - jiná formulace) Necht’ λ1, λ2, . . . jsou
charakteristické hodnoty jádra K (x, y) a r1, r2, . . . jejich násobnosti.

1. λ 6= λk Potom rovnice ϕ = λKϕ + f , ψ = λK∗ψ + g maj́ı jednoznačné
řešeńı pro všechna f , g.

2. λ = λk Potom rovnice ϕ = λKϕ+ f má řešeńı, právě když
(
f, ψk+l

)
= 0

pro l = 0, 1, . . . , rk − 1.

7.3.3 Rovnice s hermitovským spojitým jádrem

Hermitovské jádro je takové, pro které plat́ı

K (x, y) = K ∗(x, y) = K (y, x)

Poznámka. (
Kf, g

)
=

(
f,Kg

)
(Kp)∗(x, y) = (K ∗)p(x, y) = Kp(x, y)

Lemma 11 Integrálńı operátor K se spojitým jádrem K (x, y) zobrazuje ome-
zenou podmnožinu L2(G) na omezenou podmnožinu C(G), jej́ı̌z prvky jsou stej-
noměrně spojité funkce.

D̊ukaz: ∅

Lemma 12 (Arzela) Necht’ B je nekonečná omezená podmnožina C(K), kde
K je kompaktńı a prvky B jsou funkce stejnoměrně spojité na K. Potom lze
vybrat z B konvergentńı posloupnost.
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D̊ukaz: ∅

Věta 22 Každé hermitovské spojité jádro K (x, y) 6= 0 má aspoň jednu charak-
teristickou hodnotu. λ1 s nejmenš́ı absolutńı hodnotou splňuje variačńı princip

1
λ1

= sup
f∈L2(G)

‖Kf ‖
‖ f ‖

D̊ukaz: Označ́ıme si
ν = sup

||f ||=1

‖Kf ‖.

Vı́me, že ‖Kf ‖ ≤MV a tedy ν ≤MV . Protože K (x, y) 6= 0, plat́ı také ν > 0.

Z definice suprema plyne existence posloupnosti fk takové, že ‖Kfk ‖ → ν pro
k →∞.

Dále také plat́ı ∀f ∈ L2(G)

∥∥K2f
∥∥ =

∥∥∥∥K( Kf

‖Kf ‖

) ∥∥∥∥‖Kf ‖ ≤ ν‖Kf ‖

Nyńı dokážeme, že K2fk − ν2fk → 0 pro k →∞.∥∥K2fk − ν2fk

∥∥2
=

(
K2fk − ν2fk,K

2fk − ν2fk

)
=

=
(
K2fk,K

2fk

)
+ ν4

(
fk, fk

)
− ν2

(
fk,K

2fk

)
− ν2

(
K2fk, fk

)
=

=
∥∥K2fk

∥∥2
+ν4−2ν2‖Kfk ‖2 ≤ ν2‖Kfk ‖2+ν4−2ν2‖Kfk ‖2 = ν4−ν2‖Kfk ‖2 → 0

Podle lemmatu 11 tvoř́ı posloupnost funkćı Kfk omezenou podmnožinu C(G)
a Kfk jsou stejnoměrně spojité. Tedy podle Arzelova lemmatu 12 lze vybrat
posloupnost ψi = Kfki

konverguj́ıćı k ψ ∈ C(G), tedy ‖ψ − ψi ‖C → 0 a plat́ı:∥∥K2ψ − ν2ψ
∥∥

C
≤

∥∥K2(ψ − ψi)
∥∥

C
+ ν2‖ψ − ψi ‖C +

∥∥K2ψi − ν2ψi

∥∥
C
≤

≤MV ‖K(ψ − ψi) ‖C + ν2‖ψ − ψi ‖C +
∥∥K(K2fki

− ν2fki
)
∥∥

C
≤

≤ (M2V 2 + ν2)‖ψ − ψi ‖C +M
√
V

∥∥K2fki
− ν2fki

∥∥
C
→ 0

Tedy
K2ψ = ν2ψ

ProtožeKψi−ν2fki → 0 a ‖ fk ‖ = 1, je ‖Kψi ‖ → ν2. Dále ovšem ‖Kψi ‖ → ‖Kψ ‖
a tedy ‖Kψ ‖ = ν2 > 0. Proto ψ 6= 0 a 1

ν2 je charakteristickou hodnotou
jádra K2(x, y) a alespoň jedna z hodnot ± 1

ν je charakteristickou hodnotou jádra
K (x, y).

Absolutńı hodnota |λ1| je tedy rovna 1
ν a splňuje variačńı princip. Nakonec je

třeba dokázat, že λ1 je charakteristická hodnota s nejmenš́ı absolutńı hodnotou.
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Tedy necht’ λ0 je charakteristická hodnota a ϕ0 odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce.
Potom

1
|λ1|

= sup
f∈L2(G)

‖Kf ‖
‖ f ‖

≥ ‖Kϕ0 ‖
‖ϕ0 ‖

=
1
|λ0|

a tedy |λ1| ≤ |λ0|.

Q.E.D.

7.4 Hilbert-Schmidtova věta a jej́ı d̊usledky

7.4.1 Hilbert-Schmidtova věta pro hermitovské spojité jádro

Necht’ λ1, λ2, . . . jsou charakteristické hodnoty hermitovského spojitého jádra
K (x, y) 6= 0 uspořádané podle jejich absolutńı hodnoty, |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . a
necht’ ϕ1, ϕ2, . . . jsou odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı funkce,

(
ϕk, ϕl

)
= δkl.

Vı́me, že charakteristické hodnoty λk jsou reálné a vlastńı funkce ϕk jsou spojité
na G; množina {λk} je bud’ konečná nebo spočetná (v tom př́ıpadě |λk| → ∞
pro k →∞).

Zavedeme posloupnost hermitovských spojitých jader

K (p)(x, y) = K (x, y)−
p∑

i=1

ϕi(x)ϕi(y)
λi

, p = 1, 2, . . .

Odpov́ıdaj́ıćı hermitovské integrálńı operátory maj́ı tvar

K(p)f = Kf −
p∑

i=1

(
f, ϕi

)
λi

ϕi, f ∈ L2(G)

Tvrzeńı. λp+1, λp+2, . . . a ϕp+1, ϕp+2, . . . jsou všechny charakteristické hodnoty
a funkce jádra K (p)(x, y).

Pro k ≥ p+ 1 plat́ı

K(p)ϕk = Kϕk −
p∑

i=1

(
ϕk, ϕi

)
λi

ϕi = Kϕk =
1
λk
ϕk

tedy λk a ϕk jsou pro k ≤ p + 1 charakteristické hodnoty a funkce jádra
K (p)(x, y). Dále necht’ λ0 je charakteristická hodnota a ϕ0 odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
funkce jádra K (p)(x, y):

ϕ0 = λ0K
(p)ϕ0 = λ0Kϕ0 − λ0

p∑
i=1

(
ϕ0, ϕi

)
λi

ϕi (7.4)

Odkud pro k = 1, 2, . . . , p dostáváme

(
ϕ0, ϕk

)
= λ0

(
Kϕ0, ϕk

)
− λ0

p∑
i=1

(
ϕ0, ϕi

)(
ϕi, ϕk

)
λi

=
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= λ0

(
ϕ0,Kϕk

)
− λ0

p∑
i=1

(
ϕ0, ϕi

)
λi

δik =

=
λ0

λk

(
ϕ0, ϕk

)
− λ0

λk

(
ϕ0, ϕk

)
= 0

Tedy z (7.4) dostaneme ϕ0 = λ0Kϕ0, tj. λ0 je charakteristická hodnota a ϕ0

odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce jádra K (x, y).

Protože ϕ0 je ortogonálńı ke všem vlastńım funkćım ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, je zřejmé,
že je rovno jedné z charakteristických hodnot λp+1, λp+2, . . . a tedy ϕ0 = ϕk

pro nějaké k ≤ p+ 1.
Q.E.D.

Tedy λp+1 je charakteristická hodnota jádra K (p)(x, y) s nejmenš́ı absolutńı
hodnotou. Podle věty 22 aplikované na toto jádro plat́ı

∥∥∥K(p)f
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Kf −
p∑

i=1

(
f, ϕi

)
λi

ϕi

∥∥∥∥∥ ≤ ‖ f ‖
|λp+1|

, f ∈ L2(G)

Necht’ má hermitovské spojité jádro K (x, y) konečný počet charakteristických
hodnot λ1, λ2, . . . , λN . Jak bylo dokázáno, K (N)(x, y) nemá žádné vlastńı hod-
noty, tedy podle věty 22 je K (N)(x, y) = 0, což ovšem znamená, že

K (x, y) =
N∑

i=1

ϕi(x)ϕi(y)
λi

(7.5)

neboli jádro K (x, y) je degenerované.

D̊usledek. Hermitovské spojité jádro je degenerované, právě když má konečný
počet charakteristických hodnot.

Poznámka. Ř́ıkáme, že funkce f(x) je vyjádřitelná pomoćı jádra K (x, y), jestli
že existuje funkce h ∈ L2(G) taková, že

f(x) =
∫
G

K (x, y)h(y) dy, x ∈ G

Věta 23 (Hilbert-Schmidtova) Je-li funkce f(x) vyjádřitelná pomoćı hermi-
tovského spojitého jádra K (x, y), konverguje jej́ı Fourier̊uv rozvoj do vlastńıch
funkćı jádra K (x, y) regulárně (tj. absolutně a stejnoměrně) na G k funkci

f(x) =
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
ϕk(x) =

∞∑
k=1

(
h, ϕk

)
λk

ϕk(x)

D̊ukaz: Protože f = Kh, podle lemmatu je f ∈ C(G) a plat́ı, že

(
f, ϕk

)
=

(
Kh,ϕk

)
=

(
h,Kϕk

)
=

(
h, ϕk

)
λk
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Má-li K (x, y) konečný počet charakteristických hodnot, pak podle (7.5) je

f(x) = Kh =
N∑

k=1

(
h, ϕk

)
λk

ϕk(x)

a věta je dokázána.

Nyńı necht’ má K (x, y) charakteristických hodnot nekonečný počet. Potom
|λk| → ∞ pro k →∞. Plat́ı:∥∥∥∥∥ f −

p∑
k=1

(
f, ϕk

)
ϕk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Kh−
p∑

k=1

(
h, ϕk

)
λk

ϕk(x)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖h ‖
|λp+1|

→ 0, p→∞

Potřebujeme ještě dokázat regulárńı konvergenci. Použit́ım Cauchyho-Buňakovského
nerovnosti dostaneme:

q∑
k=p

∣∣ (
h, ϕk

) ∣∣∣∣ ϕk(x)
λk

∣∣ ≤ [ q∑
k=p

∣∣ (
h, ϕk

) ∣∣2] 1
2
[ q∑

k=p

∣∣ϕk(x)
∣∣2

λ2
k

] 1
2

≤

≤
[ q∑

k=p

∣∣ (
h, ϕk

) ∣∣2] 1
2
[ ∫

G

∣∣ K (x, y)
∣∣2] 1

2

≤

≤M
√
V

[ q∑
k=p

∣∣ (
h, ϕk

) ∣∣2] 1
2

, x ∈ G (7.6)

Podle Besselovy nerovnosti

∞∑
k=1

∣∣ (
h, ϕk

) ∣∣2 ≤ ‖h ‖2

konverguje pravá strana nerovnosti (7.6) k 0 pro p→∞, q →∞, tedy Fourierova
řada konverguje regulárně.
Q.E.D.

7.4.2 Bilineárńı rozvoj iterovaného jádra

Tvrzeńı. Iterované jádro Kp(x, y) hermitovského spojitého jádra K (x, y) lze
rozvinout do řady

Kp(x, y) =
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λp

k

, p = 2, 3, . . . (7.7)

a tato řada konverguje regulárně na G × G.

D̊ukaz: Protože Kp(x, y) =
∫
G K (x, y′)Kp−1(y′, y) dy′, je jádro Kp(x, y) vyjádřitelné

pomoćı jádra K (x, y) a lze na něj aplikovat Hilbert-Schmidtovu větu:

Kp(x, y) =
∞∑

k=1

(
Kp(x, y), ϕk

)
ϕk(x)
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a tato řada konverguje regulárně na G. Vypočteme
(
Kp(x, y), ϕk

)
:(

Kp(x, y), ϕk

)
=

∫
G

Kp(x, y)ϕk(x) dx =
∫
G

Kp(y, x)ϕk(x) dx =

= (Kpϕk)(y) =
ϕk(y)
λp

k

, p ≥ 1

Spojeńım těchto výraz̊u dostáváme tvrzeńı věty.
Q.E.D.

D̊usledek. Pro x = y a p = 2 dostáváme:

K2(x, x) =
∫
G

K (x, y′)K (y′, x) dy′ =
∫
G

K (x, y′)K (x, y′) =
∫
G

∣∣ K (x, y)
∣∣2 dy

K2(x, x) =
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(x)
λ2

k

=
∞∑

k=1

∣∣ϕk(x)
∣∣2

λ2
k

⇒
∫
G

∣∣ K (x, y)
∣∣2 dy =

∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λ2
k

(7.8)

Integraćı rovnice (7.8) podle x dostaneme

∞∑
k=1

1
λ2

k

=
∫
G

∫
G

∣∣ K (x, y)
∣∣2 dxdy

7.4.3 Bilineárńı rozvoj hermitovského spojitého jádra

Budeme zkoumat konvergenci řady (7.7) pro p = 1, tedy dokazovat toto tvrzeńı:

Tvrzeńı. Hermitovské spojité jádro K (x, y) lze rozvinout do řady

K (x, y) =
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk

a tato řada je regulárně konvergentńı v y v L2(G) ve smyslu normy, tj.∥∥∥∥∥K (x, y)−
p∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk

∥∥∥∥∥ → 0, p→∞

D̊ukaz: Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı dostáváme, že
(
K (x, y), ϕk

)
= ϕk(y)

λk
.

Potom plat́ı:∥∥∥∥∥K (x, y)−
p∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk

∥∥∥∥∥
2

=
∫
G

∣∣ K (x, y)
∣∣2 dx−

p∑
k=1

|ϕk(y)|2

λ2
k

, y ∈ G

Z toho ovšem d́ıky regulárńı konvergenci řady (7.7) plyne konvergence zkou-
maného výrazu.
Q.E.D.
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Tvrzeńı. Necht’ K je hermitovský spojitý operátor, f, g ∈ L2(G).

(
Kf, g

)
=

∞∑
k=1

(
f, ϕk

)(
g, ϕk

)
λk

D̊ukaz: Podle Hilbert-Schmidtovy věty

(Kf)(x) =
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk

ϕk(x)

a tato řada regulárně konverguje na L2(G). Vynásobme tento výraz funkćı g a
integrujme ho:

(
Kf, g

)
=

∫
G
Kfg dx =

∞∑
k=1

(
f, ϕk

)
λk

∫
G
ϕk(x)g(x) dx =

=
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)(
g, ϕk

)
λk

Q.E.D.

D̊usledek. Položme f = g:

(
Kf, f

)
=

∞∑
k=1

|
(
f, ϕk

)
|2

λk
, f ∈ L2(G)

7.4.4 Řešeńı nehomogenńı integrálńı rovnice s hermitovským
spojitým jádrem

Chceme řešit rovnici
ϕ = λKϕ+ f (7.9)

s hermitovským spojitým jádrem K (x, y).

Věta 24 Necht’ λ 6= λk, k = 1, 2, . . . a f ∈ C(G). Potom (jednoznačné) řešeńı
lze vyjádřit řadou regulárně konvergentńı na G:

ϕ(x) = λ
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk − λ

ϕk(x) + f(x)

D̊ukaz: Podle Hilbert-Schmidtovy věty můžeme funkci Kϕ vyjádřit pomoćı re-
gulárně konvergentńı řady, tedy

ϕ = λKϕ+ f = λ
∞∑

k=1

(
ϕ,ϕk

)
λk

ϕk + f
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Vypočtěme Fourierovy koeficienty
(
ϕ,ϕk

)
:

(
ϕ,ϕk

)
= λ

(
Kϕ,ϕk

)
+

(
f, ϕk

)
= λ

(
ϕ,Kϕk

)
+

(
f, ϕk

)
=

λ

λk

(
ϕ,ϕk

)
+

(
f, ϕk

)
Tedy (

ϕ,ϕk

)
=

λk

λk − λ

(
f, ϕk

)
, k = 1, 2, . . .

a odtud již př́ımo plyne tvrzeńı věty.
Q.E.D.

Poznámka. Pokud λ = λk, odpov́ıdá na otázku řešitelnosti rovnice (7.9) III.
Fredholmova věta (věta 20).

Tvrzeńı. Resolventu R(x, y;λ) hermitovského spojitého jádra K (x, y) lze vyjádřit

R(x, y;λ) = K (x, y) + λ
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk(λk − λ)

=
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk − λ

D̊ukaz: Podle Hilbert-Schmidtovy věty

(Kf)(x) =
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk

ϕk(x)

Dále

ϕ(x) = λ
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk

ϕk(x) + λ2
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk(λk − λ)

ϕk(x) + f(x) =

= λ

∫
G

K (x, y)f(y) dy + λ2
∞∑

k=1

(
f, ϕk

)
λk(λk − λ)

ϕk(x) + f(x)

konečně

ϕ(x) = λ

∫
G

[
K (x, y) + λ

∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk(λk − λ)

]
f(y) dy + f(x)

Užit́ım věty 17 dostáváme dokazované tvrzeńı.
Q.E.D.

7.4.5 Pozitivńı jádra

Definice 43 Hermitovské spojité jádro K (x, y) je pozitivńı, právě když
(
Kf, f

)
≥

0 pro ∀f ∈ L2(G).

Tvrzeńı. Pozitivńı jádro K (x, y) má kladné charakteristické hodnoty.

D̊ukaz: Necht’ λ0 je charakteristická hodnota jádra K (x, y). Potom

λ0Kϕ0 = ϕ0
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λ0

(
Kϕ0, ϕ0

)︸ ︷︷ ︸
≥0

=
(
ϕ0, ϕ0

)︸ ︷︷ ︸
≥0

Q.E.D.

Věta 25 Všechny charakteristické hodnoty λk, k = 1, 2, . . . pozitivńıho jádra
K (x, y) splňuj́ı variačńı princip

1
λk

= sup

(
Kf, f

)
‖ f ‖2

, f ∈ L2(G),
(
f, ϕi

)
= 0 pro i = 1, . . . , k − 1

D̊ukaz:
Nejprve si ukažme: (

Kf, f
)

‖ f ‖2
=

1
‖ f ‖2

∞∑
i=1

∣∣ (
f, ϕi

) ∣∣2
λi

=

=
1

‖ f ‖2
∞∑

i=k

∣∣ (
f, ϕi

) ∣∣2
λi

≤ 1
‖ f ‖2

1
λk

∞∑
i=k

∣∣ (
f, ϕi

) ∣∣2 Bessel
≤ 1

λk

Dále polož́ıme f = ϕk a dostaneme(
Kϕk, ϕk

)
‖ϕk ‖2

=
1
λk

Q.E.D.

7.4.6 Symetrická jádra

Definice 44 Jádro K (x, y) nazýváme symetrické, je-li reálné a plat́ı K (x, y) =
K (y, x).

Lemma 13 Vlastńı funkce symetrického jádra K (x, y) lze vybrat reálné.

D̊ukaz: Necht’ ϕ0 = ϕ1 + iϕ2 je vlastńı funkce jádra K (x, y) odpov́ıdaj́ıćı cha-
rakteristické hodnotě λ0,tedy

ϕ0 = ϕ1 + iϕ2 = λ0Kϕ0 = λ0Kϕ1 + iλ0Kϕ2

Potom protože K (x, y) a také (protože K (x, y) je hermitovské) λ0 jsou reálné,
pak také (reálné) funkce ϕ1, ϕ2 jsou vlastńımi funkcemi jádra K (x, y) od-
pov́ıdaj́ıćı charakteristické hodnotě λ0. Q.E.D.

Definice 45 Jádro K (x, y) nazýváme kladného typu, je-li symetrické a plat́ı
K (x, y) > 0.
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Věta 26 (Jentschova) Necht’ jádro K (x, y) je kladného typu. Potom jeho
charakteristická hodnota λ1 (s nejmenš́ı absolutńı hodnotou) je kladná a ne-
degenerovaná a nav́ıc odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce ϕ1 je kladná.

D̊ukaz: Plat́ı, že λ2
1 je nejmenš́ı charakteristická hodnota pozitivńıho jádra K2(x, y)

a ϕ1 je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, tedy ϕ1 = λ2
1K

2ϕ1.
Chceme dokázat, že ϕ1(x) neměńı na G znaménko, tedy že∣∣ϕ1(x)ϕ1(y)

∣∣ = ϕ1(x)ϕ1(y)

pro ∀x, y ∈ G. Důkaz provedeme sporem. Pokud někde znaménko měńı, existuj́ı
okoĺı U(x′, r) a U(y′, %) taková, že∣∣ϕ1(x)

∣∣∣∣ϕ1(y) > ϕ1(x)ϕ1(y)
∣∣, x ∈ U(x′, r), y ∈ U(y′, %)

Potom plat́ı (protože K2(x, y) > 0)(
K2|ϕ1|, |ϕ1|

)
‖ |ϕ1| ‖2

=
1

‖ |ϕ1| ‖2
∫
G

∫
G

K2(x, y)
∣∣ϕ1(x)

∣∣∣∣ϕ(y)
∣∣ dxdy >

>
1

‖ |ϕ1| ‖2
∫
G

∫
G

K2(x, y)ϕ1(x)ϕ(y) dxdy =

(
K2ϕ1, ϕ1

)
‖ |ϕ1| ‖2

=
1
λ2

1

což je ve sporu s variačńım principem z věty .

Dokážeme, že vlastńı funkce ϕ1 je kladná. Kdyby nebyla, existoval by bod x′ ∈ G
tak, že

ϕ1(x′) = λ2
1

∫
G

K2(x′, y)ϕ1(y) dy = 0

odkud z toho, že K2(x, y) plyne spor: ϕ1(y) ≡ 0. Z kladnosti ϕ1 a z K (x, y) > 0
plyne λ1 > 0, protože λ1 = Kϕ1/ϕ1.

Konečně dokážeme, že λ1 je nedegenerovaná. Kdyby existovala reálná vlastńı
funkce ϕ2 lineárně nezávislá s ϕ1 a odpov́ıdaj́ıćı λ1, lineárńı kombinace ϕ2 +cϕ2

by také byla reálnou vlastńı funkćı odpov́ıdaj́ıćı λ1 pro ∀c ∈ R a musela by (z
předchoźı části d̊ukazu) být nenulová na G, což je spor s libovolnost́ı c.
Q.E.D.
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Kapitola 8

Eliptické rovnice

8.1 Problém vlastńıch hodnot

8.1.1 Úvod

Necht’ G je omezená oblast, S je hranice G.

Budeme uvažovat eliptickou rovnici

−div (p gradu) + qu = λu (8.1)

s okrajovými podmı́nkami

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0 (8.2)

za těchto podmı́nek:

p ∈ C1(G), p(x) > 0, x ∈ G

q ∈ C(G), q(x) ≥ 0, x ∈ G

α ∈ C(S), β ∈ C(S)

α(x) ≥ 0, β(x) ≥ 0, α(x)+β(x) > 0, x ∈ S

Necht’ S0 je ta část S, kde zároveň α(x) > 0 i β(x) > 0.

Hledáme řešeńı u rovnice (8.1) s okrajovými podmı́nkami (8.1.3) v tř́ıdě C2G ∩
C1(G).

Tento problém je vlastně hledáńı vlastńıch č́ısel a funkćı operátoru

L = −div (p grad ) + q

Všechny funkce f(x) tř́ıdy C2G ∩ C1(G) splňuj́ıćı okrajové podmı́nky (8.1.3) a
podmı́nku Lf ∈ L2(G) tvoř́ı definičńı obor ML operátoru L.
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8.1.2 Greenovy formule

Věta 27 (1. Greenova formule) Pro u ∈ C2(G) ∩ C1(G), v ∈ C1(G) plat́ı∫
G
v Lu dx =

∫
G
p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx−

∫
S

pv
∂u

∂n
dS +

∫
G
quv dx

D̊ukaz: ∫
G
v Ludx =

∫
G
v[−div (p gradu) + qu] dx =

= −
∫
G

div (pv gradu) dx+
∫
G
p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx+

∫
G
quv dx

Z Gaussovy věty dostaneme∫
G
v Lu dx = −

∫
S

pv
∂u

∂n
dS +

∫
G
p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx+

∫
G
quv dx

Q.E.D.

Věta 28 (2. Greenova formule) Pro u, v ∈ C2(G) ∩ C1(G) plat́ı∫
G
(v Lu− uLv) dx =

∫
S

p(u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n
) dS

D̊ukaz: Plyne př́ımo z 1. Greenovy formule dosazeńım za oba členy na levé
straně.
Q.E.D.

8.1.3 Vlastnosti operátoru L

Věta 29 Operátor L je hermitovský, tedy(
Lf, g

)
=

(
f, Lg

)
, f, g ∈ ML

D̊ukaz: Protože f,∈ ML, plat́ı Lf ∈ L2(G) a plat́ı také Lg = Lg. Pro u = f a
v = g má 2. Greenova formule tvar∫

G
(gLf − fLg) dx =

(
Lf, g

)
−

(
f, Lg

)
=

∫
S

(f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n
) dS

Dále f a g splňuj́ı okrajové podmı́nky (8.1.3):

αf + β
∂f

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, αg + β
∂g

∂n

∣∣∣∣
S

= 0
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Tyto okrajové podmı́nky tvoř́ı soustavu lineárńıch rovnic pro α, β a protože
α+β > 0 na S, má tato stoustava nenulové řešeńı (α, β) a proto je determinant
soustavy nulový. ∣∣∣∣ f ∂f

∂n

g ∂g
∂n

∣∣∣∣
S

= f
∂g

∂n

∣∣∣∣
S

− g
∂f

∂n

∣∣∣∣
S

= 0

Dosazeńım tohoto vztahu do źıskaného tvaru 2. Greenovy formule dostáváme
tvrzeńı věty. Q.E.D.

Tvrzeńı. Operátor L je pozitivńı, tedy(
Lf, f

)
≥ 0, f ∈ ML

D̊ukaz: Z 1. Greenovy formule plat́ı(
Lf, f

)
=

∫
G
p| grad f |2 dx−

∫
S

pf
∂f

∂n
dS +

∫
G
q|f |2 dx

Z okrajových podmı́nek () plyne:
∂f
∂n = −α

β f když β(x) > 0, x ∈ S
f = 0 když β(x) = 0, x ∈ S
Odtud dostaneme(

Lf, f
)

=
∫
G
(p| grad f |2 + q|f |2) dx+

∫
S0

p
α

β
|f |2 dS (8.3)

Vypuštěńım druhého a třet́ıho členu pravé strany źıskáme(
Lf, f

)
≥

∫
G
p| grad f |2 dx ≥ min

x∈G
p(x)

∫
G
| grad f |2 dx

(
Lf, f

)
≥ p0‖ | grad f | ‖2 (8.4)

Protože p(x) je spojitá a kladná na G, je p0 > 0. Tedy
(
Lf, f

)
≥ 0.

Q.E.D.

D̊usledek.

• vlastńı hodnoty operátoru L jsou nezáporné

• vlastńı funkce operátoru L odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım hodnotám jsou
ortogonálńı

• vlastńı funkce operátoru L mohou být vybrány kladné

D̊ukaz: Plyne rovnou z reálnosti a hermitovskosti operátoru L.

Lemma 14 λ = 0 je vlastńı hodnotou operátoru L právě tehdy, když q = 0 a
α = 0. Potom λ = 0 je nedegenerovaná a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce je u0 =
konst.
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D̊ukaz:
⇒: Necht’ λ = 0 je vlastńı hodnotou operátoru L a u0 odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
funkce, tedy Lu0 = 0, u0 ∈ ML. Použit́ım vztahu (8.3) dostaneme:

0 =
(
Lu0, u0

) ∫
G
(p| gradu0|2 + q|u0|2) dx+

∫
S0

p
α

β
|u0|2 dS

Odkud z podmı́nek pro rovnici dostaneme

p gradu0 = 0, qu0 = 0

tedy u0 = konst. 6= 0 a q = 0.
⇐: Pokud q = 0 a α = 0, je z podmı́nek pro rovnici β > 0 a rovnice dostává
tvar

−div (p gradu) = λu,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0

a je vidět, že u0 = konst. je vlastńı funkćı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě λ = 0.
Q.E.D.

Věta 30 Množina vlastńıch hodnot operátoru L je spočetná, každá vlastńı hod-
nota má konečnou násobnost a množina nemá konečné hromadné body. Každou
funkci f ∈ ML lze rozvinout do regulárně konvergentńı Fourierovy řady ve
vlastńıch funkćıch uk operátoru L:

f =
∞∑

k=1

(
f, uk

)
uk

D̊ukaz: Pro n = 1 se jedná o Sturm-Liouville̊uv problém, d̊ukaz viz dále.

D̊usledek. Z neexistence konečných hromadných bod̊u plyne rovnou diskrétnost
množiny vlastńıch hodnot.

Poznámka.

(
Lf, f

)
=

∞∑
k=1

(
f, λkuk

)
=

∞∑
k=1

(
f, uk

)(
Lf, uk

)
=

∞∑
k=1

λk

∣∣ (
f, uk

) ∣∣2
Tvrzeńı. Plat́ı variačńı princip

λk = inf
f

(
Lf, f

)
‖ f ‖2

, f ∈ ML,
(
f, ui

)
= 0, i = 1, . . . , k − 1

D̊ukaz:

(
Lf, f

)
=

∞∑
i=1

λi

∣∣ (
f, ui

) ∣∣2 =
∞∑

i=k

λi

∣∣ (
f, ui

) ∣∣2 ≥ λk

∞∑
i=k

∣∣ (
f, ui

) ∣∣2 =

= λk

∞∑
i=1

∣∣ (
f, ui

) ∣∣2 = λk‖ f ‖2
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a pro f = u0 nastává rovnost. Q.E.D.

Tvrzeńı. Plat́ı

grad f(x) =
∞∑

k=1

(
f, uk

)
graduk(x)

a tato řada konverguje ve smyslu normy v L2(G).

D̊ukaz: Zavedeme funkce

ηp = f −
p∑

i=1

(
f, ui

)
ui, p = 1, 2, . . .

pro které plat́ı

(
ηp, uk

)
=

(
f −

p∑
i=1

(
f, ui

)
ui, uk

)
=

{
0 k = 1, 2, . . . , p(
f, uk

)
k = p+ 1, . . .

a aplikujeme na ně vztah z předchoźı poznámky:

(
Lηp, ηp

)
=

∞∑
k=p+1

λk

∣∣ (
f, uk

) ∣∣2
Odtud plyne (

Lηp, ηp

)
→ 0, p→∞

Použit́ım nerovnosti (8.4) pro funkce ηp pro p→∞ dostaneme

∥∥ ∣∣ grad ηp

∣∣ ∥∥2 =

∥∥∥∥∥ ∣∣ grad f(x)−
∞∑

k=1

(
f, uk

)
graduk(x)

∣∣ ∥∥∥∥∥
2

≤ 1
p0

(
Lηp, ηp

)
→ 0

Q.E.D.

8.2 Sturm-Liouville̊uv problém

8.2.1 Úvod

Rovnice (8.1) s okrajovými podmı́nkami (8.1.3) se pro n = 1 nazývá Storm-
Liouville̊uv problém. Má tento tvar:

Lu ≡ −(pu′)′ + qu = λu, 0 < x < l (8.5)

s okrajovými podmı́nkami

h1u(0)− h2u
′(0) = 0 (8.6)

H1u(l) +H2u
′(l) = 0 (8.7)

Podmı́nky pro rovnici jsou:

p ∈ C1(〈0, l〉), q ∈ C(〈0, l〉), p(x) > 0, q(x) ≥ 0,
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h1 ≥ 0, h2 ≥ 0,H1 ≥ 0,H2 ≥ 0, h1 + h2 > 0,H1 +H2 > 0

Definičńı obor operátoru L je

ML = C2(0, l) ∩ C1(〈0, l〉)

8.2.2 Greenova funkce

Předpokládejme, že λ = 0 neńı vlastńı hodnota operátoru L, to podle lemmatu
14 znamená, že q 6= 0 nebo h1 6= 0 nebo H1 6= 0.

Uvažujme rovnici

Lu ≡ −(pu′)′ + qu = f(x), u ∈ ML (8.8)

s př́ıslušnými okrajovými podmı́nkami (8.6) a (8.7), kde f ∈ C(0, l) ∪L2(0, l).
Protože λ = 0 neńı vlastńı hodnota operátoru L, je řešeńı této rovnice jedno-
značné. To budeme nyńı hledat.

Vezměmě dvě nenulová reálná řešeńı v1, v2 homogenńı rovnice Lv = 0 s okra-
jovými podmı́nkami

h1v1(0)− h2v
′
1(0) = 0, H1v2(l) +H2v

′
2(l) = 0 (8.9)

Tato řešeńı jsou lineárně nezávislá; kdyby nebyla, platilo by v1(x) = cv2(x) a
z podmı́nek (8.9) by plynulo, že v1 splňuje okrajové podmı́nky (8.6) a (8.7) a
tedy λ = 0 je vlastńı hodnota operátoru L, což je spor s předpoklady.

Z lineárńı nezávislosti v1, v2 plyne, že Wronskián

W (x) =
∣∣∣∣ v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ 6= 0, x ∈< 0, l >

a dále plat́ı
p(x)W (x) = p(0)W (0), x ∈< 0, l >

Budeme hledat řešeńı nehomogenńı rovnice (8.8) metodou variace konstant:

u(x) = C1(x)v1(x) + C2(x)v2(x)

Dojdeme k soustavě

C ′1v1 +C ′2v2 = 0 (8.10)

C ′1v
′
1 +C ′2v

′
2 = −f

p
(8.11)

Tuto soustavu budeme řešit Cramerovým pravidlem a dostaneme

C ′1 =
1
W

∣∣∣∣ 0 v2
− f

p v′2

∣∣∣∣ =
f(x)v2(x)
p(0)W (0)

C ′2 =
1
W

∣∣∣∣ v1 0
v′1 − f

p

∣∣∣∣ = −f(x)v1(x)
p(0)W (0)
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Nyńı je potřeba splnit okrajové podmı́nky (8.6) a (8.7):

0 = h1u(0)− h2u
′(0) = h1[C1(0)v1(0) + C2(0)v2(0)]−

−h2[C ′1(0)v1(0) + C1(0)v′1(0) + C ′2(0)v2(0) + C2(0)v′2(0)] =

C1(0)[h1v1(0)− h2v
′
1(0)] + C2(0)[h1v2(0)− h2v

′
2(0)]

⇒ C2(0) = 0

0 = H1u(l)− h2u
′(l) = H1[C1(l)v1(l) + C2(l)v2(l)]−

−H2[C ′1(l)v1(l) + C1(l)v′1(l) + C ′2(l)v2(l) + C2(l)v′2(l)] =

C1(l)[H1v1(l)−H2v
′
1(l)] + C2(l)[H1v2(l)−H2v

′
2(l)]

⇒ C1(l) = 0

(použili jsme (8.10), (8.9))

Integraćı C1, C2 s podmı́nkami C1(l) = C2(0) = 0 dostaneme

C1(x) = − 1
p(0)W (0)

∫ l

x

f(y)v2(y) dy

C2(x) = − 1
p(0)W (0)

∫ x

0

f(y)v1(y) dy

a konečně

u(x) = − 1
p(0)W (0)

[
v2(x)

∫ x

0

f(y)v1(y) dy + v1(x)
∫ l

x

f(y)v2(y) dy

]
což lze zapsat jako

u(x) =
∫ l

0

G (x, y)f(y) dy

kde

G (x) = − 1
p(0)W (0)

{
v1(x)v2(y) 0 ≤ x ≤ y ≤ l
v2(x)v1(y) 0 ≤ y ≤ x ≤ l

je Greenova funkce operátoru L.

Můžeme tedy vyslovit následuj́ıćı lemma:

Lemma 15 Jestlǐze λ = 0 neńı vlastńı hodnota operátoru L, řešeńı rovnice
(8.8) s okrajovými podmı́nkami (8.6) a (8.7) je jednoznačné a je dáno vztahem
u(x) =

∫ l

0
G (x, y)f(y) dy, kde G je Greenova funkce operátoru L.

Greenova funkce G má z definice následuj́ıćı vlastnosti (Π =< 0, l > × < 0, l >):

1. G je reálná a spojitá na Π
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2. G je symetrická na Π, tj. G (x, y) = G (y, x) na Π

3. na diagonále x = y má derivace Gx skok −1/p(y), tj.

∂G (y + 0, y)
∂x

− ∂G (y − 0, y)
∂x

= − 1
p(y)

4. mimo diagonálu x = y splňuje G na Π homogenńı rovnici

LxG (x, y) = 0, x 6= y

5. na hranici Π splňuje G okrajové podmı́nky

h1G (0, y)− h2
∂G (0, y)
∂x

= H1G (l, y) +H2
∂G (l, y)
∂x

= 0

6. plat́ı
LxG (x, y) = δ(x− y), (x, y) ∈ Π

Př́ıklad. Vypočtěme Greenovu funkci pro rovnici

−u′′ = f(x)

s okrajovými podmı́nkami
u(0) = u(1) = 0

Homogenńı rovnice je
−u′′ = 0

a okrajové podmı́nky pro v1, v2 jsou

v1(0) = 0, v2(1) = 0

Můžeme tedy zvolit např́ıklad

v1(x) = x, v2(x) = 1− x

Greenova funkce je

G (x) = − 1
p(0)W (0)

{
v1(x)v2(y) 0 ≤ x ≤ y ≤ l
v2(x)v1(y) 0 ≤ y ≤ x ≤ l

V řešené rovnici je p ≡ 1,

W (x) =
∣∣∣∣ v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ = x.(−1)− (1− x).1 = −x− 1 + x = −1

Dostaneme tedy

G (x) =
{
x(1− y) 0 ≤ x ≤ y ≤ l
(1− x)y 0 ≤ y ≤ x ≤ l
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8.2.3 Převedeńı Sturm-Liouvilleova problému na integrálńı
rovnici

Věta 31 Okrajová úloha

Lu = λu+ f, u ∈ ML, f ∈ C(0, l) ∩L2(0, l) (8.12)

je ekvivalentńı integrálńı rovnici

u(x) = λ

∫ l

0

G (x, y)u(y) dy +
∫ l

0

G (x, y)f(y) dy, u ∈ C(〈0, l〉) (8.13)

kde G (x, y) je Greenova funkce operátoru L za předpokladu, že λ = 0 neńı vlastńı
hodnota operátoru L.

D̊ukaz:
⇒: Necht’ u(x) řeš́ı okrajovou úlohu (8.12). Potom z lemmatu 15, kam dosad́ıme
λu+ f mı́sto f , dostaneme

u(x) =
∫ l

0

G (x, y)[λu(y) + f(y)] dy

tedy u(x) splňuje integrálńı rovnici (8.13).
⇐: Necht’ funkce u0 splňuje rovnici (8.13). Uvažujme okrajovou úlohu

Lu = λu0 + f, u ∈ ML

Podle lemmatu 15 je jediné řešeńı této rovnice dáno vzorcem

u(x) =
∫ l

0

G (x, y)[λu0(y) + f(y)] dy = u0(x)

Tedy u0 ∈ ML a splňuje rovnici

Lu0 = λu0 + f

tedy je řešeńım okrajové úlohy (8.12).
Q.E.D.

Pokud f = 0, je okrajová úloha (8.12) Sturm-Liouville̊uv problém a tedy Sturm-
Liouville̊uv problém je ekvivalentńı homogenńı integrálńı rovnici

u(x) = λ

∫ l

0

G (x, y)u(y) dy

za předpokladu, že λ = 0 neńı vlastńı hodnota operátoru L.

Odstrańıme nyná omezeńı, že λ = 0 neńı vlastńı hodnota operátoru L. Podle
lemmatu 14 neńı µ = 0 vlastńı hodnota rovnice

L1u ≡ −(pu′)′ + (q + 1)u = µu

a tato rovnice je ekvivalentńı okrajové úloze (8.12) a µ = λ + 1. Konečně
dostáváme tvrzeńı:
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Tvrzeńı. Sturm-Liouville̊uv problém je ekvivalentńı integrálńı rovnici

u(x) = (λ+ 1)
∫ l

0

G1(x, y)u(y) dy

kde G1(x, y) je Greenova funkce operátoru L1.

Sturm-Liouville̊uv problém má (jako každá okrajová úloha) tyto vlastnosti:

Množina vlastńıch hodnotč́ısel operátoru L je neprázdná. Množina vlastńıch
hodnot operátoru L je nejvýše spočetná a nemá žádné konečné hromadné body.
Vlastńı hodnoty operátoru L jsou reálné a maj́ı konečnou násobnost.

Tvrzeńı. Vlastńı hodnoty operátoru L jsou nedegenerované.

D̊ukaz: Necht’ X1, X2 jsou vlastńı funkce odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě λ0. Tedy
tyto funkce splňuj́ı rovnici (8.5) a okrajové podmı́nky (8.6), (8.7) pro λ = λ0. Z
prvńı okrajové podmı́nky plyne

h1X1(0)− h2X
′
1(0) = 0, h1X2(0)− h2X

′
2(0) = 0

Protože h1 + h2 > 0, má soustava netriviálńı řešeńı a jej́ı determinant je nula:∣∣∣∣ X1(0) −X ′
1(0)

X2(0) −X ′
2(0)

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ X1(0) X ′

1(0)
X2(0) X ′

2(0)

∣∣∣∣ = 0

tedy Wronskián řešeńı X1, X2 je v bodě 0 nulový a tedy tato řešeńı jsou lineárně
závislá.
Q.E.D.

Věta 32 (Steklov) Každou funkci f ∈ ML lze vyjádřit jako regulárně koncer-
gentńı Fourierovu řadu ve vlastńıch funkćıch Xk Sturm-Liouvilleova problému

f(x) =
∞∑

k=1

(
f,Xk

)
Xk

D̊ukaz: Protože f ∈ ML, můžeme psát

L1f = Lf + f = h ∈ C(0, l) ∩L2(0, l)

Ale protože ML1 = ML, je také f ∈ ML1. Potom f je řešeńım okrajové úlohy
L1f = h, f ∈ ML1 a λ = 0 neńı vlastńı hodnotou operátoru L. Můžeme
psát

f(x) =
∫ l

0

G1(x, y)h(y) dy

a tedy f je vyjádřitelné pomoćı hermitovského spojitého jádra G1(x, y). Aplikaćı
Hilbert-Schmidtovy věty (věta 23) dostáváme tvrzeńı věty.
Q.E.D.
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8.2.4 Postup hledáńı vlastńıch hodnot a funkćı Sturm-
Liouvilleova problému

Necht’ u1, u2 jsou řešeńı rovnice (8.5) a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

u1(0;λ) = 1, u′1(0;λ) = 0

u2(0;λ) = 0, u′2(0;λ) = 1

Potom funkce
u(x;λ) = h2u1(x;λ) + h1u2(x;λ)

splňuje rovnici (8.5) a prvńı okrajovou podmı́nku (8.6).

Aby byla splněna i druhá okrajová podmı́nka (8.7), muśı platit

H1h2u1(l;λ) +H1h1u2(l;λ) +H2h2u
′
1(l;λ) +H2h1u

′
2(l;λ) = 0

Kořeny λ1, λ2, . . . této (složité) rovnice jsou všechny vlastńı hodnoty Sturm-
Liouvilleova problému. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce jsou

Xk(x) = u(x;λk) = h2u1(x;λk) + h1u2(x;λk), k = 1, 2, . . .

8.3 Fourierova metoda - separace proměnných

Uvažujme oblast Ω = (x1, . . . , xn)× (y1, . . . , ym) = G ×D. Označme S = ∂G a
Γ = ∂D.
Potom ∂Ω = (S ×D) ∪ (G × Γ).

Dále uvažujme operátor L závisej́ıćı pouze na x1, . . . , xn a operátor M závisej́ıćı
pouze na y1, . . . , ym.

V oblasti Ω uvažujme následuj́ıćı eliptickou rovnici:

Lu+Mu = λu

s okrajovými podmı́nkami

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S×D

= 0, γu+ δ
∂u

∂n

∣∣∣∣
G×Γ

= 0

kde α, β záviśı pouze na x1, . . . , xn a γ, δ záviśı pouze na y1, . . . , ym.

Vlastńı funkce této rovnice budeme hledat ve tvaru

u(x, y) = X(x)Y (y)

Dosazeńım do rovnice dostaneme

Y (y)LX(x) +X(x)MY (y) = λX(x)Y (y)

a plat́ı
LX(x)
X(x)

= λ− MY (y)
Y (y)
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Levá strana nezáviśı na y a pravá na x, ale jsou si rovny, tedy obě strany jsou
nezávislé na x a y a rovné stejné konstantě µ. Polož́ıme-li ν = λ− µ dostaneme

LX = µX

MY = νY

a problém jsme tedy separovali.

Př́ıklad. Mějme rovnici

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= λu

s okrajovou podmı́nkou
u
∣∣
∂Ω

= 0

na oblasti Ω = (0, l)× (0,m).

Separaćı proměnných podle uvedeného postupu dostaneme

−X ′′ = µX, X(0) = X(l) = 0

−Y ′′ = νY, Y (0) = Y (m) = 0

Řešeńım těchto rovnic (bylo provedeno již mnohokrát v r̊uzných fyzikálńıch
předmětech) dostaneme

µk =
(
kπ

l

)2

, Xk =

√
2
l

sin
kπx

l

νj =
(
jπ

m

)2

, Yj =

√
2
m

sin
jπx

m

a návratem k p̊uvodńı úloze máme

λkj = π2

(
k2

l2
+

j2

m2

)
, ukj(x, y) =

2√
lm

sin
kπx

l
sin

jπy

m
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Kapitola 9

Smı́̌sené úlohy

9.1 Fourierova metoda

9.1.1 Úvod

Necht’ operátor L je definován takto:

Lu = −div (p gradu) + qu

a okrajová podmnka je

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0

kde na funkce p(x), q(x), α(x), β(x) jsou kladeny požadavky z odstavce 8.1.1.

Budeme předpokládat, že všechna vlastńı hodnoty λk operátoru L jsou kladné,
tedy 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce

LXk = λk%Xk

jsou reálné a jsou prvky prostoru L2(G; %) se skalárńım součinem
(
f, g

)
%

=
∫
f%g

s váhovou funkćı %(x) > 0, x ∈ G, % ∈ C(G).

9.1.2 Homogenńı hyperbolické rovnice

Homogenńı hyperbolickou rovnićı označujeme problém

%
∂2u

∂t2
= −Lu (9.1)

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= u1(x) (9.2)
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αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, t ≥ 0 (9.3)

Budeme hledat řešeńı rovnice (9.1) splňuj́ıćı okrajovou podmı́nku (9.3) a se-
stav́ıme jejich lineárńı kombinaci tak, že

Řešeńı budeme hledat ve tvaru

u(x, t) = T (t)X(x)

Dosazeńım do rovnice 9.1 a úpravami źıskáme

T ′′(t)
T (t)

= − LX(x)
%(x)X(x)

Levá strana nezáviśı na x a pravá na t, tedy obě strany jsou rovny téže konstantě
−λ. Problém lze tedy separovat do těchto rovnic:

T ′′ + λT = 0

LX = λ%X

Prvńı z těchto rovnic má obecné řešeńı pro λ = λk > 0 ve tvaru

Tk(t) = ak cos
√
λkt+ bk sin

√
λkt

kde ak a bk jsou libovolné konstanty. Sestrojili jsme tedy lineárně nezávislý
soubor řešeńı rovnice (9.1)

Tk(t)Xk(x) = (ak cos
√
λkt+ bk sin

√
λkt)Xk(x), k = 1, 2, . . .

splňuj́ıćı okrajovou podmı́nku (9.3).

Sestroj́ıme řadu
∞∑

k=1

Tk(t)Xk(x) =
∞∑

k=1

(ak cos
√
λkt+ bk sin

√
λkt)Xk(x), k = 1, 2, . . .

a zvoĺıme konstanty ak a bk tak, aby tato řada splňovala počátečńı podmı́nky
(9.2):

∞∑
k=1

akXk(x) = u0(x),
∞∑

k=1

√
λkbkXk(x) = u1(x)

tedy z ortonormality systému {Xk} v L2(G; %) máme

ak =
(
u0, Xk

)
%

=
∫
G
%u0Xk dx, bk =

1√
λk

(
u1, Xk

)
%

Konečně jsme pro řešeńı u(x, t) smı́̌seného problému (9.1)-(9.3) dostali formálńı
vyjádřeńı ve vlastńıch funkćıch Xk operátoru L:

u(x, t) =
∞∑

k=1

(ak cos
√
λkt+ bk sin

√
λkt)Xk(x)
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9.1.3 Nehomogenńı hyperbolické rovnice

Budeme se nyńı zabývat nehomogenńı hyperbolickou rovnićı

%
∂2u

∂t2
= −Lu+ F (x, t) (9.4)

se stejnými okrajovými a počátečńımi podmı́nkami (9.2), (9.3) jako u homogenńı
rovnice.

Pro každé t > 0 vyjádř́ıme řešeńı u(x, t) tohoto problému Fourierovou řadou ve
vlastńıch funkćıch Xk operátoru L:

u(x, t) =
∞∑

k=1

Tk(t)Xk(x), Tk(t) =
(
u,Xk

)
%

Neznámé funkce Tk muśı tedy splňovat počátečńı podmı́nky

Tk(0) =
∫
G
%(x)u(x, 0)Xk(x) dx =

(
u0, Xk

)
%

= ak (9.5)

T ′k(0) =
∫
G
%(x)

(
u(x, 0), t

)
Xk(x) dx =

(
u1, Xk

)
%

=
√
λkak (9.6)

Zkonstruujeme diferenciálńı rovnici pro Tk. Skalárńım vynásobeńım rovnice
(9.4) funkćı Xk a úpravami dostaneme∫

G
%
∂2u

∂t2
Xk dx =

∂2

∂t2

∫
G
%uXk dx =

∂2

∂t2
(
u,Xk

)
%

=

= −
(
Lu,Xk

)
+

(
F,Xk

)
= −

(
u, LXk

)
+

(
F,X + k

)
= −λk

(
u,Xk

)
%

+
(
F,Xk

)
tedy funkce Tk spoňuj́ı následuj́ıćı rovnici

T ′′k + λkTk = ck(t), k = 1, 2, . . .

kde
ck(t) =

(
F,Xk

)
=

∫
G
F (x, t)Xk(x) dx

a řešeńım této rovnice s počátečńımi podmı́nkami (9.5), (9.6) dostaneme

Tk(t) = ak cos
√
λkt+ bk sin

√
λkt+

1√
λk

∫ t

0

ck(τ) sin
√
λk(t− τ) dτ

Dosazeńım dostaneme tvar řešeńı u(x, t) celého problému:

u(x, t) =
∞∑

k=1

[
ak cos

√
λkt+ bk sin

√
λkt+

1√
λk

∫ t

0

ck(τ) sin
√
λk(t− τ) dτ

]
Xk(x)
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9.1.4 Parabolické rovnice

Uvažujme smı́̌sený problém s parabolickou rovnićı:

%
∂u

∂t
= −Lu+ F (x, t) (9.7)

u|t=0 = u0(x) (9.8)

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, t ≥ 0 (9.9)

Pro jeho řešeńı opět použijeme Fourierovu metodu. Řešeńı u(x, t) budeme hledat
ve tvaru řady

u(x, t) =
∞∑

k=1

Tk(t)Xk(x), Tk(t) =
(
u,Xk

)
%

Pro funkce Tk obdrž́ıme rovnici

T ′k + λkT = ck(t), Tk(0) = ak, k = 1, 2, . . .

Kde
ck(t) =

(
F,Xk

)
=

∫
G
F (x, t)Xk(x) dx

ak =
∫
G
%(x)u(x, 0)Xk(x) dx =

(
u0, Xk

)
%

Tuto rovnici vyřeš́ıme metodou variace konstant a dostaneme

Tk(t) = ake
−λkt +

∫ t

0

ck(τ)e−λk(t−τ) dτ

Potom formálńı řešeńı problému (9.7)-(9.9) je

u(x, t) =
∞∑

k=1

[
ake

−λkt +
∫ t

0

ck(τ)e−λk(t−τ) dτ
]
Xk(x)

Př́ıklad. Schrödingerova rovnice.

i}
∂ψ

∂t
= − }2

2m
4ψ + V (x)ψ

ψ|t=0 = ψ0(x)

αψ + β
∂ψ

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, t ≥ 0

Rovnice pro Tk je

i}T ′k − λkTk = 0, Tk(0) = ak =
(
ψ0, Xk

)
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a tedy
Tk(t) = ake

− i
} λktXk(x)

Řešeńım Schrödingerovy rovnice je tedy

ψ(x, t) =
∞∑

k=1

ake
− i

} λktXk(x)

kde Xk jsou vlastńı funkce operátoru L pro p = }2

2m , q = V a % ≡ 1.

9.1.5 Eliptické rovnice

Nakonec uvažujme smı́̌sený problém s parabolickou rovnićı:

%
∂2u

∂t2
= Lu+ F (x, t) (9.10)

u|t=0 = u0(x), u|t=l = ul(x) (9.11)

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, 0 ≤ t ≤ l (9.12)

Pro jeho řešeńı opět použijeme Fourierovu metodu. Řešeńı u(x, t) budeme hledat
ve tvaru řady

u(x, t) =
∞∑

k=1

Tk(t)Xk(x), Tk(t) =
(
u,Xk

)
%

Pro funkce Tk obdrž́ıme rovnici

T ′k − λkT = ck(t), k = 1, 2, . . . (9.13)

kde
ck(t) =

(
F,Xk

)
=

∫
G
F (x, t)Xk(x) dx

s okrajovými podmı́nkami

Tk(0) =
(
u0, Xk

)
%

= ak, Tk(l) =
(
ul, Xk

)
%

= bk

Funkce

vk(t) = Tk(t)− ak
sinh

√
λk(l − t)

sinh
√
λkl

− bk
sinh

√
λkt

sinh
√
λkl

splňuje rovnici (9.13) a okrajové podmı́nky vk(0) = vk(l) = 0.

Ale hledáńı této funkce je řešeńı Sturm-Liouvilleova problému a můžeme tedy
psát

vk(t) = −
∫ l

0

Gk(t, τ)ck(τ) dτ
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kde Gk je Greenova funkce pro problém −v′′ + λkv = −ck(t), v(0) = v(l) = 0,

G )k(x) = − 1√
λk sinh

√
λkl

{
sinh

√
λkt sinh

√
λk(l − τ) 0 ≤ t ≤ τ ≤ l

sinh
√
λk(l − t) sinh

√
λkτ 0 ≤ τ ≤ t ≤ l

Nakonec tedy

Tk(t) = ak
sinh

√
λk(l − t)

sinh
√
λkl

+ bk
sinh

√
λkt

sinh
√
λkl

−
∫ l

0

Gk(t, τ)ck(τ) dτ

a obecné řešeńı můžeme psát

u(x, t) =
∞∑

k=1

[
ak

sinh
√
λk(l − t)

sinh
√
λkl

+ bk
sinh

√
λkt

sinh
√
λkl

−
∫ l

0

Gk(t, τ)ck(τ) dτ

]
Xk(x)

9.2 Smı́̌sená úloha pro hyperbolickou rovnici

9.2.1 Úvod

%
∂2u

∂t2
= div (p gradu)− qu+ F (x, t) = −Lu+ F (x, t) (9.14)

(x, t) ∈ Π∞ = G × (0,∞)

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= u1(x), x ∈ G (9.15)

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, t ≥ 0 (9.16)

kde p, q, α, β splňuj́ı podmı́nky odstavce 8.1.1.

9.2.2 Klasické řešeńı a integrál energie

Funkce u(x, t) splňuj́ıćı rovnici (9.14) s počátečńı podmı́nkou (9.15) a okrajo-
vou podmı́nkou (9.16) se nazývá klasickým řešeńım smı́̌seného problému (9.14)-
(9.16).

Podmı́nky
F ∈ C(Π∞), u0 ∈ C1(G), u1 ∈ C(G)

jsou nutné pro existenci klasického řešeńı.

Při studiu řešeńı tohoto smı́̌seného problému je výhodné použ́ıt integrálu ener-
gie.

Necht’ u(x, t) je klasické řešeńı. Potom veličina

J2(t) =
1
2

∫
G

[
%

(
∂u

∂t

)2

+ p| gradu|2 + qu2

]
dx+

1
2

∫
S0

p
α

β
u2 dS

se nazývá integrál energie.
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Lemma 16 Necht’ u(x, t) je klasické řešeńı smı́̌seného problému (9.14)-(9.16)
a F ∈ C(Π∞). Potom

J2(t) = J2(0) +
∫ t

0

∫
G
F (x, τ)

∂u(x, τ)
∂τ

dτ, t ≥ 0

D̊ukaz: Vezměme libovolné ε > 0 a G′ ⊂ G s hranićı S′. Vynásob́ıme rovnici
(9.14) derivaćı ∂u

∂t a integrujeme přes G′ × (ε, T ):∫
G′×(ε,T )

F
∂u

∂t
dxdt =

∫
G′×(ε,T )

∂u

∂t

(
%
∂2u

∂t2
+ Lu

)
dxdt =

=
∫
G′
%

∫ T

ε

∂u

∂t

∂2u

∂t2
dtdx+

∫ T

ε

∂u

∂t
Ludxdt

Dále s použit́ım Greenovy formule∫
G′×(ε,T )

F
∂u

∂t
dxdt =

=
1
2

∫
G′
%

(
∂u

∂t

)2 ∣∣∣∣T
ε

dx+
∫ T

ε

[∫
G′
p
(
gradu, grad

∂u

∂t

)
dx−

∫
S′
p
∂u

∂t

∂u

∂n
dS′ +

∫
G′
qu
∂u

∂t
dx

]
dt =

=
1
2

∫
G′

[
%

(
∂u

∂t

)2

+ p| gradu|2 + qu2

] ∣∣∣∣T
ε

dx−
∫ T

ε

∫
S′
p
∂u

∂t

∂u

∂n
dS′ dt

Limitńım přechodem ε→ 0 a G′ → G dostaneme (u a F jsou spojité):

1
2

∫
G

[
%

(
∂u

∂t

)2

+ p| gradu|2 + qu2

] ∣∣∣∣T
0

dx−
∫ T

0

∫
S

p
∂u

∂t

∂u

∂n
dS dt =

∫
ΠT

F
∂u

∂t
dxdt

Z okrajové podmı́nky (9.16) plyne že ∂u
∂n = −αu/β na S když β > 0; pokud

b = 0, je u = 0. Tedy

−
∫ T

0

∫
S

p
∂u

∂t

∂u

∂n
dS dt =

∫ T

0

∫
S0

p
α

β
u
∂u

∂t
dS dT =

1
2

∫
S0

p
α

β
u2

∣∣∣T
0

dS

a to společně s předchoźım vztahem, pokud zaměńıme T za t, dává tvrzeńı věty.
Q.E.D.

D̊usledek. Pro F = 0 dostáváme

J2(t) = J2(0)

Poznámka. Tento d̊usledek je de facto zákonem zachováńı energie kmitaj́ıćı sou-
stavy v nepř́ıtomnosti vněǰśı śıly.
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9.2.3 Jednoznačnost a spojitá závislost klasického řešeńı

Pokud derivujeme tvrzeńı předchoźıho lemmatu podle t, dostaneme

2J(t)J ′(t) =
∫
G
F (x, t)

∂u(x, t)
∂t

dx, t ≥ 0

Použit́ım Cauchy-Buňakovského nerovnosti na pravou stranu dojdeme k nerov-
nosti

2JJ ′ ≤ ‖F ‖
∥∥∥∥ ∂u∂t

∥∥∥∥ (9.17)

Dá se ukázat, že plat́ı ∥∥∥∥ ∂u∂t
∥∥∥∥ ≤ √

2
%0
J(t) (9.18)

‖ | gradu| ‖ ≤
√

2
p0
J(t) (9.19)

kde %0 ≤ %(x), p0 = min p(x).

Dosazeńım (9.18) do (9.17) źıskáme

J ′(t) ≤ 1√
2%0

‖F ‖, t ≥ 0

Integraćı vyjde

J(t) ≤ J(0) +
1√
2%0

∫ t

0

‖F ‖dτ

Z toho po použit́ı (9.18), resp. (9.19) plynou odhady∥∥∥∥ ∂u∂t
∥∥∥∥ ≤ √

2
%0
J(0) +

1
%0

∫ t

0

‖F ‖dτ, t ≥ 0 (9.20)

‖ | gradu| ‖ ≤
√

2
p0
J(0) +

1
p0%0

∫ t

0

‖F ‖dτ, t ≥ 0 (9.21)

Odhadneme nyńı ‖u ‖. Derivováńım

‖u ‖2 =
∫
G
u2(x, t) dx

vzhledem k proměnné t a použit́ım Cauchy-Buňakovského nerovnosti a odhadu
(9.20) dostaneme

2‖u ‖‖u ‖′ = 2
∫
G
u
∂u

∂t
dx ≤ 2‖u ‖

∥∥∥∥ ∂u∂t
∥∥∥∥ ≤ 2‖u ‖

[√
2
%0
J(0) +

1
%0

∫ t

0

‖F ‖dτ
]

neboli

‖u ‖′ ≤
√

2
%0
J(0) +

1
%0

∫ t

0

‖F ‖dτ
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a integraćı

‖u ‖ ≤ ‖u ‖0 +
√

2
%0
J(0)t+

1
%0

∫ t

0

∫ t′

0

‖F ‖dτ dt′

kde ‖u ‖0 je hodnota ‖u ‖ pro t = 0, tedy

‖u ‖20 =
∫
G
u2(x, 0) dx =

∫
G
u2

0(x) dx = ‖u0 ‖2

Záměnou pořad́ı integrace nakonec dostaneme

‖u ‖ ≤ ‖u ‖0 +
√

2
%0
J(0)t+

1
%0

∫ t

0

(t− τ)‖F ‖dτ, t ≥ 0 (9.22)

Věta 33 Klasické řešeńı smı́̌seného problému (9.14)-(9.16) je jednoznačné a
spojitě záviśı na u0, u1 a F takto: Pokud F ∈ C(ΠT ), F̃ ∈ C(ΠT ) a∥∥∥F − F̃

∥∥∥ ≤ ε, 0 ≤ t ≤ T ; ‖u0 − ũ0 ‖C ≤ ε0

‖ | gradu0 − grad ũ0| ‖ ≤ ε′0, ‖u1 − ũ1 ‖C ≤ ε1

potom odpov́ıdaj́ıćı (klasická) řešeńı u(x, t) a ũ(x, t) splňuj́ı pro 0 ≤ t ≤ T
následuj́ıćı nerovnosti:

‖u− ũ ‖ ≤ C

(
ε0 + Tε0 + Tε′0 + Tε1 +

T 2

2
ε

)
‖ | grad xu− grad xũ| ‖ ≤ C (ε0 + ε′0 + ε1 + Tε)

‖u1 − ũ1 ‖ ≤ C (ε0 + ε′0 + ε1 + Tε)

kde C nezáviśı na u0, u1, F , t, T .

D̊ukaz: Abychom dokázali jednoznačnost, stač́ı ukázat, že jediným řešeńım ho-
mogenńıho (tedy u0 = u1 = a F = 0) smı́̌seného problému (9.14)-(9.16) je
nulové řešeńı. To ovšem plyne př́ımo z odhadu (9.22).

Pro d̊ukaz daľśı části věty budeme zkoumat η = u − ũ. Funkce η je klasickým
řešeńım s F−F̃ , u0−ũ0 a u1−ũ1 namı́sto F , u0 a u1. Z předpoklad̊u odhadneme
integrál energie pro η:

2J̃2(0) =
∫
G
[%(u1 − ũ1)2 + p| gradu0 − grad ũ0|2 + q(u0 − ũ0)2] dx+

+
∫

S0

p
α

β
(u0 − ũ0)2 dS ≤

≤ V max
x∈G

%(x)ε21 + V max
x∈G

p(x)(ε′0)
2 + [V max

x∈G
q(x) + σV max

x∈S0

p
α

β
(x)]ε20 ≤

≤ C2
1 (ε0 + ε′0 + ε1)2
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kde V je mı́ra G, σ mı́ra S0 a C1 dostatečně velká konstanta. Źıskali jsme tedy
odhad √

2J̃(0) ≤ C1(ε0 + ε′0 + ε1)

Použit́ım odhadu (9.22) pro řešeńı η, předpoklad̊u věty a posledně źıskaného
odhadu dostáváme pro 0 ≤ t ≤ T :

‖ η ‖ ≤
√
V ‖u0 − ũ0 ‖C +

1
√
%0
C1(ε0 + ε′0 + ε1)t+

ε

%0

∫ t

0

(t− τ) dτ ≤

≤ ε0
√
V +

T

%0
C1(ε0 + ε′0 + ε1) +

ε

2%0
T 2 ≤

≤ C

(
ε0 + Tε0 + Tε′0 + Tε1 +

T 2

2
ε

)
Daľśı nerovnosti se dokáž́ı analogicky.

Q.E.D.

9.2.4 Funkce spojité na L2(G)

Definice 46 Necht’ ∀ t ∈< a, b > funkce u(x, t) ∈ L2(G). Potom funkce u(x, t)
je spojitá na L2(G) v proměnné t na < a, b >, jestlǐze

u(x, t′) → u(x, t) pro t′ → t

pro ∀ t ∈< a, b >.

Norma ‖u ‖ je také spojitá, plyne to z nerovnosti

|‖u(x, t′) ‖ − ‖u(x, t) ‖| ≤ ‖u(x, t′)− u(x, t) ‖

plynoućı z trojúhelńıkové nerovnosti.

Spojitost
(
u, F

)
plyne z Cauchy-Buňakovského nerovnosti

|
(
u(x, t′), f

)
−

(
u(x, t), F

)
| ≤ ‖u(x, t′)− u(x, t) ‖‖F ‖

Definice 47 Posloupnost funkćı uk(x, t) konverguje k funkci u(x, t) v L2(G)
stejnoměrně v t na < a, b >, jestlǐze

‖uk(x, t)− u(x, t) ‖
t∈<a,b>

⇒ 0, k →∞

Lemma 17 Jestlǐze posloupnost funkćı uk(x, t) spojitých na L2(G) v t na <
a, b > konverguje k funkci v L2(G) stejnoměrně v t na < a, b >, je u(x, t)
spojitá na L2(G) v t na < a, b >.
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To, že u ∈ L2(G× < a, b >) plyne z omezenosti < a, b >, spojitosti (a tedy na
uzavřeném intervalu omezenosti) ‖u ‖ a z rovnosti∫ b

a

∫
G
|u(x, t)|2 dxdt =

∫ b

a

‖u(x, t) ‖2 dt

D̊ukaz: Vezměme libovolné ε > 0. Potom existuje m = mε takové, že

‖um(x, t)− u(x, t) ‖ < ε

3
, t ∈< a, b >

Protože um(x, t) je spojitá, existuje δ = δε tak, že

‖um(x, t′)− um(x, t) ‖ < ε

3
, |t− t′| < δ, t, t′ ∈< a, b >

Potom z trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

‖u(x, t′)− u(x, t) ‖ ≤ ‖u(x, t′)− um(x, t′) ‖+‖um(x, t′)− um(x, t) ‖+‖um(x, t′)− u(x, t) ‖ ≤

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

pro všechna |t− t′| < δ, t, t′ ∈< a, b >.
Q.E.D.

Definice 48 Posloupnost funkćı uk(x, t) je cauchyovská stejnoměrně na L2(G)
v t na < a, b >, právě když

uk − up

t∈<a,b>

⇒ 0, k, p→∞ na L2(G)

Lemma 18 Jestlǐze posloupnost funkćı uk(x, t) je cauchyovská na L2(G) v t na
< a, b >, potom existuje funkce u(x, t) spojitá na L2(G) v t na < a, b > taková,
že

uk

t∈<a,b>

⇒ u, k →∞ na L2(G)

D̊ukaz: ∅?

9.2.5 Zobecněné řešeńı

Necht’ Fk ∈ C(Π∞), uk0 ∈ C1(G) a uk1 ∈ C(G) takové, že pro k →∞ plat́ı

Fk

t∈<0,T>

⇒ F na L2(G) ∀T > 0

uk0 → u0 na C(G), graduk0 → gradu0 na L2(G), uk1 → u1 na L2(G)

a pro každé k = 1, 2, . . . existuje klasické řešeńı uk(x, t) smı́̌seného problému

%
∂2uk

∂t2
= −Luk + Fk(x, t) (9.23)
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uk|t=0 = uk0(x), uk|t=0 = uk1(x) (9.24)

αuk + β
∂uk

∂n

∣∣∣∣
S

= 0 (9.25)

Chceme ukázat, že existuje funkce u(x, t) spojitá na L2(G) v t na 〈0,∞〉 taková,
že pro všechna T > 0 plat́ı

uk

t∈〈0,T 〉
⇒ u, k →∞ na L2(G) (9.26)

Tato funkce u(x, t) se bude nazývat zobecněným řešeńım smı́̌seného problému
(9.23)-(9.25).

Pokud na rozd́ıl uk−up aplikujeme prvńı nerovnost z tvrzeńı věty 33, dostaneme
pro t ∈ 〈0, T 〉 a T > 0

‖uk − up ‖ ≤ C[(1 + T )‖uk0 − up0 ‖C + T
∥∥ ∣∣ graduk0 − gradup0

∣∣ ∥∥+

+T‖uk1 − up1 ‖+
T 2

2
max

0≤t≤T
‖Fk − Fp ‖]

odkud plyne, že posloupnost uk(x, t) je cauchyovská na L2(G) v t na 〈a, b〉.
Podle předchoźıho lemmatu potom existuje funkce u(x, t) spojitá v L2(G) v t
tak, že vztah (9.26) plat́ı.

Tvrzeńı. Zobecněné řešeńı u(x, t) problému (9.14)-(9.16) splňuje rovnici (9.14)
ve zobecněném smyslu, tj. pro každé ϕ ∈ D(Π∞) plat́ı vztah∫

u(x, t)
(
%
∂2ϕ

∂t2
+ Lϕ

)
dxdt =

∫
F (x, t)ϕ dxdt

D̊ukaz: Vyjdu z rovnice (9.23)

%
∂2uk

∂t2
− div (p graduk) + quk = Fk(x, t)

vynásob́ım ji ϕ a integruji přes ΠT∫
ΠT

[
%
∂2uk

∂t2
− div (p graduk) + quk

]
ϕ dxdt =

∫
ΠT

Fk(x, t)ϕdxdt

Per partes a druhá Greenova formule daj́ı∫
ΠT

uk

[
%
∂2ϕ

∂t2
− div (p gradϕ) + qϕ

]
dxdt =

∫
ΠT

Fk(x, t)ϕ dxdt

Limitńım přechodem k →∞ dostaneme hledané tvrzeńı. Q.E.D.

Tvrzeńı. Zobecněné řešeńı u(x, t) má prvńı derivace ut a gradu spojité v L2(G)
v t na 〈0,∞) a pro T > 0 plat́ı

∂uk

∂t

t∈〈0,T 〉
⇒

∂u

∂t

graduk

t∈〈0,T 〉
⇒ gradu

ve zobecněném smyslu.

D̊ukaz: ∅
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Jednoznačnost a spojitá závislost zobecněného řešeńı

Necht’ uk(x, t) je posloupnost klasických řešeńı konvergentńı ke zobecněnému
řešeńı u(x, t). Použijeme-li odhad (9.22) na uk, dostanu

‖uk ‖ ≤ ‖uk0 ‖+
√

2
%0
Jk(0) +

1
%0

∫ t

0

(t− τ)‖Fk ‖dτ, t ≥ 0

kde
J2

k (0) =
1
2

∫
G
(%u2

kt + p
∣∣ graduk0

∣∣2 + qu2
k0) +

1
2

∫
S0

p
α

β
u2

k0 dS

Limitńım přechodem se dá ukázat, že odhad (9.22) plat́ı i pro zobecněné řešeńı
u(x, t). Možno dokázat i platnost odhad̊u (9.20) a (9.21). Z toho dále, stejně
jako pro klasické řešeńı, plyne jednoznačnost a spojitá závislost zobecněného
řešeńı.

9.2.6 Existence zobecněného řešeńı

Dř́ıve jsme sestrojili formálńı řešeńı problému (9.14)-(9.16) ve tvaru Fourierova
rozvoje ve vlastńıch funkćıch {Xj} operátoru L:

u(x, t) =
∞∑

j=1

Tj(t)Xj(x)

kde

Tj(t) = aj cos
√
λjt+ bj sin

√
λjt+

1√
λj

∫ t

0

cjτ) sin
√
λj(t− τ) dτ

aj =
(
u0, Xj

)
%
, bj =

1√
λj

(
u1, Xj

)
%
, cj(t) =

(
F,Xj

)
Nyńı chceme Fourierovu metodu rozš́ı̌ŕıt pro zobecněné řešeńı, tedy dokázat, že
řada konverguje.

Předpokládejme u0 ∈ ML, u1 ∈ L2(G) a F je spojitá v L2(G) v t na 〈0, T 〉.
Rozvineme

u0(x) =
∞∑

j=1

ajXj(x)

u1(x) =
∞∑

j=1

√
λjbjXj(x)

F (x, t) = %(x)
∞∑

j=1

cj(t)Xj(x)

Dá se dokázat, že posledńı řada konverguj stejnoměrně v t na 〈0, T 〉 a z toho
všeho je vidět, že za daných podmı́nek se skutečně Fourierova metoda dá použ́ıt
i pro hledáńı zobecněného řešeńı.
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Věta 34 Necht’ u0 ∈ ML, u1 ∈ L2(G) a F je spojitá v L2(G) v t na 〈0, T 〉.
Potom existuje zobecněné řešeńı problému (9.14)-(9.16) a je dané Fourierovým
rozvojem.

9.2.7 Existence klasického řešeńı

Pokuśıme se zodpovědět, kdy zobecněné řešeńı splývá s klasickým.

Omeźıme se na problém se dvěmq proměnnými x, t na

Π∞ = (0, l)× (0,∞)

:
∂nu

∂tn
=

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
− qu

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= u1(x), 0 ≤ x ≤ l

h1u− h2
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= H1u+H2
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0, t ≥ 0

Předpokládejme λk. Vlastńı funkce lze psát ve tvaru

Xk(x) = λk

∫ l

0

G(x, y)Xk(y) dy

Věta 35 (Mercer)
∞∑

k=1

∣∣Xk(x)
∣∣2

λk
= G(x, x)

D̊ukaz: ∅

Dokažme stejnoměrnou konvergenci na 〈0, l〉 řad

∞∑
k=1

∣∣X ′
k

∣∣2
λ2

k

,
∞∑

k=1

∣∣X ′′
k

∣∣2
λ3

k

Vyjdeme z řešeńı

Xk(x) = λk

∫ l

0

G(x, y)Xk(y) dy

Derivujeme podle x:

X ′
k(x)
λk

=
∫ l

0

Gx(x, y)Xk(y) dy =
(
Gx, Xk

)
Parsevalova rovnost dává

∞∑
k=1

∣∣ (
Gx, Xk

) ∣∣2 = ‖ Gx ‖2
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∞∑
k=1

∣∣X ′
k(x)

∣∣2
λ2

k

=
∫ l

0

∣∣Gx(x, y)
∣∣2 d(y)

Integrál na pravé straně je spojitá funkce v x a protože jsme na kompaktu, muśı
být řada na levé straně stejnoměrně konvergentńı.

Konvergence druhé řady se dá taky (nějak) dokázat.

Věta 36 Necht’ u0, Lu0, u1 ∈ ML. Potom existuje klasické řešeńı problému
(9.14)-(9.16) a je dané Fourierovým rozvojem.
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