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Kapitola 1

Trida %

Definice 1 TrFida £ na oblasti G je mnozina funkci definovand takto:

2(@) = {1] [ 171 < o0}

Tvrzeni. Tiida % je linedrnim vektorovym prostorem nad R.

Diikaz: Staéi dokézat uzavienost % vuéi nasobeni a séitani. Necht o, €
R; f,g € 5. Pak plati:

laf + Bgl* < o®|f1 + 5|9l

/glaf+ﬁg|2§a2/g|f2+52/g|g|2

Oba integraly na pravé strané nerovnosti jsou vsak kone¢né, tedy i integrél vlevo
a proto linearni kombinace funkci z % opét patii do %.
Q.E.D.

Véta 1 (Cauchyho-Bunakovského nerovnost) Nechf f,g € %». Pak plati:
[ao = (f1ee) ([ 1ar)
Diikaz: Necht f,g € %(G), A € R. Pak plati:
2
0.< (If1+Algl)

2 _ 2 2 12
0§/g(|f|+A|g|) /g(lf oAl + N2gP?)



To je kvadratickd rovnice v A. Diskriminant

DA:4</g|fg|)2—4/g|f|2/g|92SO
o= [isor= (12 [

Q.E.D.

Definice 2 Na prostoru £ definujeme skaldrni soucin (f, g) = fg fg a normu

= (o)

Ovéfime trojihelnikovou nerovnost, totiz ze || f + g || < | fI + 1/ g |-

If+alP=(f+g.f+9)=(f0)+(f.9) + (9.f) + (9,9) <

2
<IFIP+1gP+1 (o) [ < (171 +1gl)
Q.E.D.

Pozndmka. Z Cauchyho-Bunakovského nerovnosti plati ‘( fs g)‘ <Ifllgll-

Tvrzeni. Je-li (f), fn € £(G) cauchyovskd, pak 3f € £ (G) tak, ze || fr — f || —
0 pro n — oo. Tedy % je Hilbertuv prostor.

Diikaz: 0

Definice 3 M C 4(G) je hustd v %5(G), jestlize Vf € £5(G) I(fn), fn €
M, fn— f.

Definice 4 Nosi¢ supp (f) funkce f je mnoZina supp (f) = {x|f(x) # 0}.

Lemma 1 Necht D(G) = {f € C>(G)|supp (f) je kompakt}. Potom D(G) je
hustd v £(G).

Dikaz: Sami.

Pozndmka. Heavisideova funkce ©(z) je definovéna takto:



1.2 Ortonormalni soubory

Definice 5 f,g € %,(G) jsou ortogondlni, prdvé kdyz (f,g) = 0. {fi} je orto-
normdlni, prdve kdyz (fi, f;) = 6i;

Priklad. @ (z) = e*® je ortonormalni na % (—m, +). Ukazte.

Diikaz:
;. Pk = (cos jx + 1 sin jx)(cos kx —isinkx) =

= cos jx cos kx + sinjx sinkx +i (sinjx cos kx — sinkx cos jx)

=1 pro i=j, jinak lichd fce lichd funkce

Dusledek. {fr} je ortonormalni = {fx} je linedrné nezavisly.

Disledek. Je-li {1;}7 je linedrné nezavisly, lze jej prevést na ortnonormélni
{ei}t
Dikaz:

01 =11, Y=k~ (Vr,ou-1)pk—1—...— (¢Yr, ¢1)pl

Protoze jsou {¢} linedrné nezdvislé, 1ze soubor {y;}} normovat. Q.E.D.

Definice 6 Méjme ortonormdini soubor {¢;}5°, vr € Z£I(G) a funkci f €
2(G). Potom definujeme:
Fourierovy koeﬁcienty(f, cpk)

Fourierova Fada Y3~ (f, or) ¢k

Lemma 2 Necht {¢;}5°, o € £5(G). PotomVf € %(G),YN € NaVay...ay €

C plati
2

H f- Zaks@k
k=1

oo 2 oo
:Hf_z:(fa<ﬂk)@k 3| (Fon) — a |
k=1 k=1

Dikaz: Sami.

Pokud polozime Vk a; = 0,dostaneme

0<

F=>(f0n) 0k
k=1

= ||f||2—§:\ (fyon) |”

=S| (o) [

(Besselova nerovnost)



Dusledek. - -
S (Fener = Fo I TIP=](fox)
— k=1

k=1

(Parsevalova rovnost)
Definice 7 Soubor {¢k} je uplny, prdvé kdyz Parsevalova rovnost plati Vf.

Véta 2 Necht G C R™, D C R™, v;(y) dplny ortonormdini systém v Z»(D),
i () dplng ortonormdint systém v Z2(G).
Potom ¢yj(x,y) = ¢r;(x);(y) je ortonormding na ZL2(D x G) a je uplny.

Dikaz: Sami.

1.3 Linearni prostory
Megjme prostory funkei #, A .

Definice 8 Zobrazeni L : M — N nazveme linedrni, jestlize proV f,g € M#
aV A\ p € C plati
L(Af +pg) =ALf +puLg

M = M7, je definiéni obor zobrazend.

Definice 9 L je spojity operdtor, jestlize pro kaZdou posloupnost fy, funkci z #
plati
Jfe = f=Lfx— Lf

Pokud jsou prostory .#, .# normované, je konvergence definovana

fo—=felf—fll—0

a muzeme definovat:

Definice 10 L je omezené zobrazeni, prdavé kdyz 3c > 0 tak, Ze ¥V f plati

ILf Ny <cllfll.g
Véta 3 L je omezené = L je spojité.
Drikaz:

ILfe —Lflly = L(f = F)lly <ellfe = flly,—0
Q.E.D.



Definice 11 Identickym operdtorem nazveme I : M — M, If = f.

Necht L : A4 — M, K : N — N .Potom KLf = K(Lf), KL: # — N.Z
toho naptiklad plyne

KY=1
K'=K
K?=KK

K? = K(K? —1)

Zvlastnim piipadem linedrnich zobrazeni jsou linearni funkciondly [ : .# — C.
Hodnotu funkciondlu aplikovaného na funkci f potom znacime (l f )

Priklad.
Kf= /g H(@,y)f(y)dy, z€G

je integralni operator K s jadrem J# (x,y). Pokud J# € % (GxG), je K omezeny
(a tedy spojity) a zobrazuje % (G) — £(G).

1.4 Linearni rovnice

Necht L je linedrni operator s definiénim oborem .7 .

Lu=f (1.1)
je (nehomogenni) linedrn{ rovnice. Pokud f =0, je

Lu=f (1.2)
homogenni linedrn{ rovnice. Redeni této rovnice tvoif linedrni prostor.

Tvrzeni. Kazdé feseni u rovnice (1.1) lze napsat jako soucet jednoho (parti-
kuldrnfho) fesenf u rovnice (1.1) a nékterého feseni ug rovnice (1.2),

u=1u+ug

Tvrzeni. Rovnice (1.1) md jednozna¢né feseni pravé tehdy, kdyz rovnice (1.2)
ma pouze nulové feSeni.

Definice 12 Pokud X\ # 0 a rovnice
Lu = Au

md nenulové resent, pak \ nazyvime vlastni hodnotou operdtoru L a u nazjvdme
vlastnim vektorem operdtoru L. Oznacéme jednotlivé vlastni vektory uy, ..., Up,.
Pokud m = 1, je A prostd vlastni hodnota, jinak m je ndsobnost vlastni hodnoty.



1.5 Hermitovské operatory

Definice 13 Operdtor L je hermitovsky, jestlize (Lf7 g) = (f, Lg) pro¥ f,g €
My, Virazy (Lf, f), resp. (Lf7 g) nazyvdme kvadratickou, resp. bilinedrni for-
mou generovanou operdtorem L.

Véta 4 L je hermitovsky operdtor prdavé tehdy, kdyz (Lf, f) nabyvd jen redlngch
hodnot.

Dikaz:
=

(Lf, f) = (f.Lf) = (Lf. [)
~:
Pokud (L Lf ) nabyva jen realnych hodnot, plati

[(Lg, f) + (Lf.9)] = SUL(f +9), f +9) — (Lf, f) — (Lg,9)] =0
a tedy
(Lf,g) =R(Lf.g) +iS(Lf,g9) =R(Lg, f) —iS(Lg, f) = (Lg, ) = (f,Lg)
Q.E.D.

Definice 14 Operdtor L je pozitivni prdveé tehdy, kdyz (Lf, f) je mezdporné pro
Y fe M.

Véta 5 Je-li L hermitovsky (resp. pozitivni) operdtor, jsou jeho vlastni hodnoty
redlnd (resp. mezapornd) ¢isla a vlastni vektory odpovidajici rizngm vlastnim
hodnotdm jsou ortogondlnd.

Diikaz: Necht )\ je vlastni hodnota a ug odpovidajici vlastni vektor operatoru
L, tedy Lug = Agug. Pak plati:
2
(Luo, uo) = (Moo, uo) = Ao (uo, uo) = Aol uo |
Ale hermitovsky (resp. pozitivn{) operator pripousti pouze redlné (resp. nezaporné)
hodnoty (LUO,UO) a || uo ||2 je kladné redlné cislo, tedy i Ag je redlné (resp.

nezaporné).

Necht Luj = Ajuy, Lus = Aaus. Potom z hermitovskosti L (pozitivn{ operdtor
je hermitovsky) dostdvame:

A (ur,u2) = (Mug,ug) = (Lug, ug) = (u1, Lug) =

= (Ul,)\2u2) = >\2(U1,U2)
Tedy
At (w1, u2) = Ao (uy, ug)

Ovsem A1 # Ag a proto (Ul,UQ) =0.
Q.E.D.

10



Kapitola 2

Zobecnéné funkce

Necht ¢ € % (R) a mé&jme zobrazeni % (R) — Z(R).
Operétor x: ¥(x) — z.4h(x)

Hleddame vlastni ¢isla a vlastni funkce operatoru, tedy zg a v tak, aby Vz
xp(x) = xo (). To je ovSem mozné jen pro (z) ~ 0.

Dirac tento problém vyfesil zavedenim zobecnéné d-funkce, () = §(z — xo).

2.1 Testovaci funkce

Definice 15 (Testovaci funkce) Prostor 2 = {p € C>(R")|supp ¢ je kompakt}
nazveme prostorem testovacich funkct.
Konvergence na 2 je definovdna takto:
or — @< 1. IR >0VEk supp ¢r C B(0,R)
2. Va=(a,qs,...ap) D¥pi(z) = DY%(x)

Poznamka.
oo +ai

D¥p(w1,22) = D2 (21, 72) = WSD

Tvrzeni. Operator D? je spojity.

Diikaz: Sami.

Tvrzeni. Operdtor p(z) — ¢(ax + 3) je spojity.

Dikaz: Sami.

Tvrzeni. Operator p(z) — a(z)p(z) je spojity, a(z) € C(R™).

Dukaz: Sami.

11



Tvrzeni. w.(r) € Z(R).

62
we(z) = Ceexp( N 52_@2) | 2]
0 ]
C. je konstanta zvolena tak, aby fR we =1
Diikaz: Sami.
Lemma 3 VG oblast a Ve > 0 In(z) € C*°(R™) takovd, Ze:
0<n(x)<1

n(x) =1 pro x € e — okoli G
n(xz) =0 pro x ¢ 3 — okoli G

Diikaz: 0

2.2 Zobecnéné funkce

Definice 16 (Zobecnéné funkce) Prostor 2' nazveme prostorem zobecnéngch
funkci.
fe€9's 1. fje funkciondl na 2

2. [ je linedrnd, tedy Vo, € D VA, e C (f, o+ up) = X(f, @) + p(f,¥)
3. f je spojity, tedy o — o = (f, 1) — (£ )

Konvergence na 9' je definovdna takto:

fkafe-@l7 306-@: fkﬂf@(fkaSO)H(f’SD)

Tvrzeni. 2’ je linearni vektorovy prostor. Operace séitdni a ndsobeni ¢islem
se definuje takto:

(Af +1g.0) == A(f,0) + 1y, ©)

Diikaz: Sami.
Tvrzeni. 2’ je plny prostor.

Diikaz: 0
Definice 17 Necht f,g€ P'. Pak f =0na G < (f,¢) =0V € 2(G).
Definice 18 Nechf f,g€ 2'. Pak f=gnaG < f—g=0nag.

Definice 19 Necht f,g € 9'. Pak f € CP)(G) & Ifo(z) € CP(G) : (f,p) =
fg f0<P-

12



2.2.1 Regularni zobecnéné funkce

Necht f(z) je lokdlné integrovatelnd (obycejnd) funkce na R™. Potom definujeme

(F.90):= | f@)par  vweo

Tvrzeni. f € 2’

Dikaz: Sami.

Véta 6 Necht f(x) je lokdiné integrovatelnd (obycejnd) funkce na G. Potom
f=0nag<s f(z)~0nag.

Diikaz: 0

2.2.2 Singularni zobecnéné funkce

Definice 20 (Diracova d-funkce) 6 € 2/, (6,¢) = ¢(0) Vo€ 2

Tvrzeni. Diracova d-funkce je singularni.

Drikaz: Dukaz provedeme sporem.
Necht existuje lokdlné integrabilni f(x) a pro Vo € 2 plati

/ f(@)p(x) dz = o (0)

Protoze potom i z1¢p(z) € Z (x1 je prvni slozka x), musi platit

/ @) rp(e) dz = £10(x) amo = 0 = (211, )

pro Yo € 2. Tedy podle definice x1 f = 0 jako zobecnéna funkce. Potom podle
predchozi véty x1 f(x) ~ 0 a tedy f(z) ~ 0.

To je ovSem spor s nenulovosti integralu [ f(z)p(z) dz.

Q.E.D.

Tvrzeni. w. — § pro ¢ — 0+.

Dikaz: Sami.

Definice 21 Zavedeme funkciondl 'Pi

()= v [ e ([ o [ ) A

13



Pozndmka. PV [ oznacuje konecnou ¢dst neboli hlavni hodnotu (Principal Va-
lue) integralu. Nekdy se téz znaci VP |.

Tvrzeni. 73% c9’

Drikaz: Dokéazeme spojitost P%. Predpoklddejme ¢, — 0, tedy napiiklad ze
¢r(z) =0 pro |z | > R a DY (2) = 0. Potom

LI or(@) 41 " on(0) + wph () o
[(Pre) | =PV [ 2| =PV [ do| <

T T

R
< / | o) (') | dz < 2R max | g} (z) | — 0
-R

|z|<R

Q.E.D.

Definice 22 Protoze plati

. olz) p(z)
51—1>I(I)1+/ TR dz = Fimp(0) JrPV/ . dz Voe 2

muzeme zavést zobecnéné funkce

1 . 1
pr LG
1 . 1
0= +imd(x) + PE

Pozndmka. Zejména pro Gcely cviceni je vhodné vyse uvedenou rovnost dokazat:
Protoze ¢(x) = 0 pro |z| > R, plati

+R .
lim / 4,0(33) dz = lim ugo(:z:) dz =

e—0+ | x+1€ e—0+ J_p x2 4+ &2
+R . +R .

. T —e . T — 1€ B

=(0) lim, g 242 dz + lim . o) —e0)]de =

+R _
e—0+ £ _R T T

Q.E.D.

2.3 Operace se zobecnénymi funkcemi

2.3.1 Zaména proménnych
f(x) lokélné integrabilni na R™, x = Ay + b, b € R™ A reguldrni matice na R™.

(g +0).0) = [ b+ ey = i [ Fao(h™ (@ = b)) da =

14



1 _
= m(fﬁﬂ(A 1(1’ - b)))
Muzeme tedy definovat:

Definice 23 Necht f € 2'(R™), b € R™, A reguldrni matice na R™.Pak plati:

1y _
b+ 0)9) = (1 222D v, e o

Rotace. A* = A1, b =0, detA = 1.
(fr0) = (f(Ay), @) = (f,(A"x))

Dilatace. A = diag (c,c,...), b= 0, |det A| = |¢|™.
1
(fley), ) = W(f,w(w/C))
Translace. A =1, b # 0.
(fy+0).¢0) = (fr0(z — b))
2.3.2 Nasobeni obycejnou funkci

Definice 24 Necht a(z) € C*(R"), f € 2'(R"). Potom definujeme zobrazeni
f(z) — a(z)f(x) takto:

+oo
(a(2)f (@), p(x)) =[ (a(2)f(2))p(x) =

Priklad. a(z)d(xz) = a(0)d(x)
(a(2)d(2), p(2)) = (8(2), a(z)p(z)) = a(0)p(0) = (a(0)d(x), p(z)) Yy € 2

Priklad. xPL =1

“+o0
(J:Pi,@(x)) = (Pi,xw(x)) = PV/_ m(pf:) de =

+oo
= /_ p(z)dz = (1,¢(z)) Vo2

Tvrzeni. Nelze definovat komutativni a asociativni souc¢in zobecnénych funkci.

Druikaz: Sporem.

0= 0P = (@())PL = (5()r)P = 6(x)(@P) = b(x)

T xT x

15



2.3.3 Derivace

(D°f(2). (@) = [ (D f))ea)do = |per partes] = (-1)* [ 1) D () ds
= (Df.p) = (-1)I(f. D)
Tvrzeni. Necht f € 2’. Potom derivace D*f € 2.

Dikaz:

1. Funkcional to je.
2. Je linedrni? \,u € C, o, € 9, f € 9’
(Dfodp + pp) = (=1 (f, DY) + u(=1)1* (£, D) =
= A(Df, ) +u(Df, )
3. Je spojity?
©r — soé (D*f, o) — (D*f, )
(D f,0x) = (=D)(f, DY) = (=1)I!(f, D*p1) — (=1)!*I(f, D*p) = (D[, )

Q.E.D.

Vlastnosti D f:

e m4 nekone¢né mnoho derivaci (protoze Df € 27, tedy D(Df) € @' atd.)
e derivace jsou zdménné, obecné D®( DA f) = DA (D)
e Plati Leibnizovo pravidlo: Necht f € 2/, a € C*, pak (af) = f'a+ fd'.

Dikaz: o(af) 5 3
a
( pr. ) = —(afvaTi) = —(f,aaf;i) =
_ dap)  Oa I(ap)
o _(f) 8%1 B 8.%1 Bxl
0 0 0 1o}
= (55 00) + (G f0) = (aped) + (e ff) =

af  Oa

= (aTm+Tmf’@)

0) =~ G + (7 me) =

Priklad. Necht f € C* pro z < xg a f € C! pro z > . Potom lze funkci f
prifadit zobecnénou funkci f a jeji derivace je potom:

(f',0)=—(f.¢) = —/f(x)go’(x) dx = |perpartes| =

= [f(zo+0) — f(zo — 0)]ep(zo) + / (' (@)}l da =

= ([flaed(z — zo) + {f'(2)}, )
kde {f’(x)} je derivace obycejné funkce f a [f]s, je velikost skoku v bodé xg.
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Kapitola 3

Direktni souc¢in a konvoluce

3.1 Direktni soucin zobecnénych funkci

Necht f, g jsou lokalné integrabilni v R™ resp. v R™.Potom je f(z)g(y) lokdlné
integrabilni v R"™™ a definuje reguldrni zobecnénou funkeci:

(f(2)g9(), ) = /f(w)g(y)w(x,y) drdy = /f(w)/g(y)tp(wyy) dydx =
= (f(2), (9(v), ¢(z,)))

Definice 25 Necht f(z) € 2'(R"), g(y) € Z'(R™). Potom direktni soucin
f(x) - g(y) definujeme

(f(@)-g),e) = (f(@), (g(y), e(z, 1)), € 2R"™™)

Lemma 4 Vg € 2'(R™) aV ¢ € R(R"™™) je ¢(z) = (9(y), ¢(z,y)) € 2(R")
D%)(x) = (9(y), De(z,y)) Vo
Ddle jestlize o, — 0 v 2(R™™™), potom ¥y, (z) = (9(y), er(z,y)) — 0 v Z(R™).

Diikaz: 0

Komutativita direktniho souéinu

Drikaz: Nejprve si komutatitivitu dokdzeme pro funkce tvaru

pla,y) =Y wl@uly), weIR"), vePR™) (3.1)
l
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Plati

(f(ﬂf) ~g(y),<,0) = (fazul(gyvl» = Z (f: Ul)(9>vl) =
l l
= (9.3 ulf,w)) = (9(y) - f(x), )

l

Q.E.D.
Platnost komutativity direktniho sou¢inu rozsifime na vSechny testovaci funkce
nésledujicim lemma:

Lemma 5 V p € 2(R"™) emistuje posloupnost funkci @y typu (3.1), kterd
konverguje k ¢.

Diikaz: 0

Spojitost direktniho soucinu

Necht ¢}, — 0, ¢ € Z(R"T™). Potom podle lemmatu 4 je ¢ = (g(y), ¢(z,y)) a
tedy
(fe(@) - 9(y). 0) = (fu(x), (9(),9)) = (filz),?) — 0

Q.E.D.

Asociativita direktniho soué¢inu

Necht f € 2'(R"), g€ 2'(R™), h € 2'(R¥), p € 2'(R"*™ k). Potom

(f(x) - lg(y) - h(2)],0) = (f(2), (9(v) - M(2),9)) = (f(2), (9(v), (h(2),9))) =

tedy

Q.E.D.

Derivace direktniho souc¢inu

Necht f € 2'(R™), g € 2'(R™), p € 2'(R"™™). Potom
(Delf(@) - 9 ¢) = (=) (f() - 9(y), D) =

= (=1)*l(g(y), (f(2), DIo(,9))) = (9(»). (D*f(x), ) = (D*f(2) - g(y), ©)
tedy

D2 [f(z) - g(y)] = D*f(z) - 9(y)
Q.E.D.
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Nasobeni direktniho souéinu

Necht f € 2'(R"), g € 2'(R™), p € 2'(R"™™), a € C°(R"). Potom
(a(@)[f(x) - 9], @) = (f(@) - 9(y),a0) = (f(2), (9(y), a(z)p(x,y))) =

= (f(x),a(x)(g9(y), o(2,9))) = (alx) f(x), (9(v), p(x, 1)) = (a(z)f(x)-g(y), »)
Tedy

a(x)[f(z) - 9(y)] = a(z)f(z) - 9(y)
Q.E.D.

Translace direktniho soucinu

Necht f e 2'(R™), g € Z'(R™), p € 2'(R"™™). Potom
((f-9)z+hy),e) = (f(z) - g(y), oz —hy) = (9(v), (f(x), p(z — h,y))) =

= (9(v), (fx+ 1), o(z,9)) = (flx+h) - g(y), )
Tedy
(f-9)(x+hy)=flz+h) g(y)
Q.E.D.

3.2 Konvoluce

3.2.1 Konvoluce obycejnych funkci
Definice 26 Necht f(x), g(x) jsou lokdlné integrabilng funkce na R™ takové, Ze

W)= [ o)t =)y

je také lokdlné integrabilni funkce na R™. Potom definujeme konvoluci funkct f,
g takto:

(Fro)a) = [ 1woe=ndy= [ a)f@=9)dy = Hia)

Tvrzeni. Konvoluce funkci f, g existuje v téchto pripadech:

1. f nebo g ma kompaktni nosic¢
2. n=1a f nebo g je rovna 0 pro x <0

3. f a g jsou integrabilni na R"
Daikaz: ()
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3.2.2 Konvoluce zobecnénych funkci

Definice 27 Necht ny(z) je posloupnost funkei z 2(R™). Rikdme, Ze ni, kon-
verguje k 1 na R™ prdvée kdyz pro vsechny kompaktni mnozZiny K C R™ existuje
N tak, ze (Vk > N)(Vz € K)ni(x) =1 a (Vo) (3Ca)| Dni(x) | < Ca.

Priklad. Existuje posloupnost nx(x) konvergujici k 1.

n = 1, n(z) = 1 na e-okoli (—1,1), n(x) = 0 mimo 3e-okoli (—1,1), jinde
0<n(x) <1, n(x) e C>.

i (x) = n(z/k)

Definice 28 Necht f,g € 2'(R"™), o(z +y) € 2(R") a nk(z,y) — 1. Ddle
necht limy_oo (f(2)g(y), mk(x,y)e(x + y)) nezdvisi na vjbéru posloupnosti ny,.
Potom definujeme konvoluci zobecnényjch funkci f, g takto:

(fx9,9) = (f(@) - 9(v), (e +y)) = lim (f(@)g(y),ne(z,y)¢(x +y))

Priklad.
fxd=dxf=f

Diikaz: Necht ¢ € 2(R™) a necht (1) je posloupnost funkei z 2(R?") konver-
gujici k 1 v 2(R?"). Potom 71 (x,0)p(x) — p(x) pro k — oo a potom

lim (f (@) - 3(y), me(@, ) +y)) = lim (f(@),m (@, 0)p(z)) = (f¢)

k—oo

Z definice pak plyne, ze f *¢§ a d * f existuji a jsou rovny f.
Q.E.D.

Véta 7 Nechl f je libovolnd a g md kompaktni nosic, p € 2(R"), ni(z,y) — 1.
Potom existuje konvoluce f x g a plati:

(f*g,0) = (f(x) - 9(w), ez, y)e(z +y))

Diikaz: 0

3.2.3 Vlastnosti konvoluce
Komutativita konvoluce

Komutativita konvoluce plyne z komutativity direktniho soucinu:

(f*g,) = lim (f(@)g(),me(z, y)p(x +y)) =

= lim (g(2)f(y),ne(z, y)p(z +y)) = (9% f,»)

k—o0
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Derivace konvoluce
Véta 8 Necht existuje f * g. Potom ezistuji Df x g a f x D% a plati:

DYfxg= D% fxg)=[fx D%

Diikaz: Staci vétu dokdzat pro viechny prvnf derivace. Plati, ze pokud 0 (z,y) —

1, potom i g (z,y) + g%’;(x,y) — 1. Z existence f * g dostaneme (¢ € Z(R")):
(Gl *08) = ~(U ). 50 =
== . (7(a) ) (o) P25 ) =
== i (1(0) - o(s). TG Do)
= lim. ((ff;[f(w) 9@ +y) + lm (f(@) - g(y), e + ZZ’;]@@ +y))-

= lim (f(z) - g(y), me(z +y)) =

k—oo

— lim (%f W), ez +y)) + (Fxg.0) — (f*g,0) = (aaj] *9,0)

Odtud plyne D*f % g = D(f % g). Z komutativity konvoluce dostaneme
D%(f+g) = D%(g*f) = D% * f = fx D%
Q.E.D.

Priklad. © % 1 neexistuje.
Oxl=6x1=1

Ox(1))=0%x0=0
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Kapitola 4

Funkce pomalého rustu

4.1 Rychle ubyvajici funkce

Definice 29 (Rychle ubyvajici funkce) Prostor .7 funkci ¢ € C*(R") ta-
kovych, Ze pro |x| — oo f(x) se vSemi svgmi derivacemi konverguje k nule rychleji
nez libovolnd mocnina |x|~t, nazveme prostorem rychle ubjvagjicich funkci.
Konvergenci na prostoru . definujeme takto:

O — P& x? D% (z) = 2P D%p(x)

pro Vo, € (2)g, -

Tvrzeni. ¥ C .¥.

Diikaz: Necht ¢ € 2. Pak ¢ € C*™ a 3R > 0 tak, ze Vm‘|:z:| >R:p(x) =0,

tedy pro || — oo je p(z) = 0, tedy urcité konverguje k 0 rychleji nez cokoliv.
Tvrzeni. Zobrazeni p — D%p je spojité.

Drikaz: Plyne rovnou z definice konvergence.

Tvrzeni. Zobrazeni p(r) — ¢((A)y + b) je spojité.

Diikaz: Plyne rovnou z definice konvergence.

4.2 Funkce pomalého rustu

Definice 30 (Funkce pomalého rustu) Prostor.?’ nazveme prostorem funkci
pomalého ristu.

fes < 1. f je funkciondl na .
2. f je linedrni, tedy Vo, € & YA\ € C (f, Ao+ pp) = A(f, @) + n(f.¥)
3. f je spojity, tedy o — ¢ = (f,0x) = (f,¢)
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Konvergence na .’ je definovdna takto:

fknfey/v @Eyi fk_)f<:>(fk7(p)_>(f7¢)

Definice 31 Zavedeme mnozinu funkci, kterymi se dd ndsobit funkce z & .
Oy = {a e cmlm — 00| D%(z)] < Ca(l + |z])™a Vm e N,Vae (Z)g+}

Pro tyto funkce plati ¢ € ¥ = ap € &

Tvrzeni. . C 9'.

Diikaz: Plyne z toho, ze 2 C . Kdyz f € .#’, je to funkciondl, ktery lze
aplikovat na funkci z ., tedy i na funkci z ¥ C .&.

Véta 9 (L. Schwartz) Aby funkciondl f na .7 byl spojity, je nutné a stact,
aby 3¢ >0 aIp € (Z)§ tak, 7eVp € S

| (fe) | <clell,

kde

lell,= sup (1+[z])’|D%(x)].
|a|<p,z€R"

Diikaz: 0

Direktni souéin na .’
fe s (R"), ge S (R™)

(f(x).9(9), p(x,9)) = (f(x), (9(), p(2,9))), Yo €7
Konvoluce na .7’

fes ge 2" a suppg je kompakt

frge " (Fxg.0) = (f2)9W).ne(x+y), Yees,

kde n € 2 je rovno 1 v okoli suppg.
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Kapitola 5

Fourierova transformace

5.1 Fourierova transformace na .

Definice 32 Necht ¢ € .. Potom Flg] je Fourierova transformace funkce .

Flel = [ ele)e)aa

Pozndmka. F : & — & je izomorfismus.

Pozndmka. Fourierovu transformaci neni mozné definovat pro funkce z &, protoze

wED=>Flpl ¢ 2.

Derivace FT:

D® Flg](€) = / () D (60 dz = / (i2)° () €D di = F(iz) ()] (€)

FT derivace:

FIDAE) = [ Dpl)e o = (~ie) Fel(e)

Derivace FT a mocnina:

DF(e)(§) = il FDA (2% p(2))] (€)
Protoze

[P FD @ p@))©)] < [ | D apta) |

je Fly] € <.
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Inverzni FT na .¥:

Definice 33 Zobrazeni F~! nazjvdme inverzni Fourierovou transformact. Plati
pro néj
p(z) = FHFll) = FIF el

a ma tvar
F () = ﬁ / B(E)e €M dg = @f{zﬂ(—x) -

1
(2m)"

1

W}-W(—f)]

[ uo-geenas -
Dusledek. Fourierova transformace F je bijekce na ..

Lemma 6 Zobrazeni F je spojité na ..

Drikaz: Necht ¢, — 0 pro k — co. Potom

[P FID*aa@))©) | < [ | Do) do <

dx
< sup | DB (app)|(1 + |a))™+! /

ceRn (14 fa )t
tedy
€ D Floi)| *= 0, k — oo,
a proto
Flor] — 0, k — oo.
Q.E.D.

5.2 Fourierova transformace na .’

Definice 34 Nechf ¢ € ., f € '. Potom definujeme Fourierovu transfor-
maci F : S — .S

Tvrzeni. F[f] € &’

Dikaz: F je funkciondl a zfejmé linedrni. Dokazeme spojitost:

Necht ¢, € ., or — 0 pro k — oo. Potom z pfedchoztho lemmatu Flpg] — 0
a protoze f € &, (f,Flg]) — 0.

Q.E.D.

Tvrzeni. Zobrazen{ F je spojité na ..

Diikaz: Necht fr € ., fi, — 0 pro k — oc. Pro Vo € . plati (F[f],¢) =

Q.E.D.
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Inverzni FT na .¥':

Definice 35 Zobrazeni F~! nazjvime inverzni Fourierovou transformaci. Md
tvar

Tvrzeni. 7! je inverzni k F, tedy

(‘7:71[‘7:[.]0“7‘10) = (f’f[fil[@”) = (fa(p)

Dikaz:
1 1 1 B
(FUFIS0) = e FIFN9:9) = 5 (P9 Fle) =
~ s FULFC9) = (FUL ) = (777 el

Dusledek. Fourierova transformace F je bijekce na .%’.

Definice 36 Necht f(z,y) € ' (R"™), kde x € R™ a y € R™. Potom zave-
deme Fourierovu transformaci vzhledem k x Fy[f] takto:

(fw[f}ﬂp) = (f’fﬁ[W])
pro Vo(€,y) € L (R"™™). Ddle plati

Felo] = / (€, y)e &) dg

Derivace FT:

DOFLf] = Fl(iw) f], f e
Dukaz:

(DFf], @) = (=1)1*N(F[f], D) = (1)l (f, F[Dp]) =
= (iz)* (f, Fle]) = (Fl(iz)"f], ¢)

FT derivace:
FID] = (=€) FIf], fes
FT translace:
Flf(x =) = e Ff], fes
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Translace FT:

FIE+ &) = Fle'©D f] fes

FT direktniho souéinu:

Flf(x)g(y)] = FI1Flgl = Felf (@) Flyl] = Fy[Fflg()], fe L (R"), g€ S (R™)

Véta 10 Necht [ je zobecnénd funkce, p(supp f) < oo. Potom F|[f] € O a
plati

FI11(©) = (F().n(x)e" @)
kde n(z) € @ an(x) =1 v okoli supp f.
Diikaz: 0
Priklad. Funkce §(z — xp) ma kompaktni nosi¢, tedy
Flo(x —w0)] = (6(x — x0), n(x)e" ")) = nag)e’&:0) = ¢HEw0)

Flo] =1

FT konvoluce

Véta 11 Necht f € .7, g€ P', u(suppg) < co. Pak plati:
F(f =g) = Flg|FIf]

Diikaz: Podle véty 7 konvoluce existuje a plati:

(fxg9.0) = (f@), (9)nw)e(x +v)), €7

Z toho plyne, ze

(FIfxgl, ) = (f*9. Flg]) = (f(:v),(g(y),n(y)/gsﬁ(&)ewww d¢)), ¢e.s

Z véty 10 vime, ze Fg] € O a muzeme psét

(FIf * gl.¢) = (f,/g(g,n(y)ei(g’y))ei(f’x) d¢) =

~ (f /g Flgl©)p(©)e'&) de) = (£, FIFlgel) =
(7

I, Flgle) = (FlglFIf], ¢)
Q.E.D.
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Kapitola 6

Linearni diferencialni
rovnice

Budeme se zabyvat rovnici

m

Y aa(@)Du() = f(z),

|a|=0

kde a, € C®, u € 2'. Je to linearni diferencidlni rovnice m-tého fadu. Za-
vedenim diferencidlniho operatoru L(z,D) = Z‘TZ‘ZO aq(2) D® muzeme tuto
rovnici zapsat takto:

L(z,D)u = f(x)

Tedy FeSenim je kazdd funkce u € 2’ spliujici rovnost

(L(z, D)u,¢) = (f,¢) (6.1)
pro Vo € 2.
Rovnice 6.1 je ekvivalentni rovnici

(u, L* (2, D)p) = (£, ¢),
kde L*(z, D)p = Y1 _y(~1)12 D% (aq )
Daéle budeme uvazovat pouze rovnice s konstatnimi koeficienty, tedy a, () = aq.
Operatory L, L* pak prejdou na tvar

L(D) = Em: 4, D, L*(D)=L(-D)
|a|=0
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6.1 Fundamentalni reSeni rovnice s konstatnimi
koeficienty

Zobecnéna funkce & € 2’ splaujici rovnici L(D)& = §(x) se nazyvd funda-
mentdlnim feSenim operatoru L(D).

Fundamentélni feSen{ & operdtoru L(D) nenf urcéeno jednoznacné. Je-li & fun-
damentéln{ fesent, pak je i (& + &) fundamentdlni feseni, kde & je libovolné
feseni homogenni rovnice L(D)é&, = 0.

Véta 12 Aby & € ' bylo fundamentdlnim tesenim operdtoru L(D), je nutné
a staci, aby

L(—i€)F[6] =1,
kde

m

L&) =) aat™
|a[=0
Diikaz: Necht & je fundamentdlnim feSenim operdtoru L(D), tedy plati
L(D)& = (x)
FIL(D)&] = Flé(x)] =1
Z predchoziho a z vlastnosti Fourierovy transformace:

1 = FIL(D)&] =f{ > aaDaf] = 3 auFIDee] =

|a|=0 |a]=0

= aa(—i&)*F[&)] = L(—i§) F[6]
|a|=0

Q.E.D.

Hledejme nynf fundamentaln{ feseni & € .. Z predchoziho lemmatu vyplyva,
Ze je tento problém ekvivalentn{ s hleddnim Feseni X € ./ rovnice

PHX =1 (6.2)
kde P je polynom. Oznacime si
Np = §|P(§) =0

mnozinu nulovych bodu polynomu. Mimo N,, je feSenim 1/P(§), pokud N, # 0,
feSeni neni jednoznacné a jednotlivé reSeni se od sebe liS{ o zobecnénou funkci,
jejiz nosic lezi v IN,,.

Priklad. Rovnice
EX =1
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mé TeSeni 1 ) 1
— . P
E+1i07 €440 £

kterd se od sebe lis{ o ndsobky d(¢).

Hoermander dokézal, ze rovnice 6.2 mé feseni pro libovolny nenulovy polynom.

Plati, ze

F(&) = regﬁ

a Teseni rovnice 6.2 je tedy dano vzorcem

(go:f_l[regL(iig)} = (271)”}"{7“@“1@]

6.2 Reseni rovnice s konstatnimi koeficienty a s
pravou stranou

Budeme fesit rovnici
L(Dyu = f(x) (6.3)

Véta 13 Necht f € 2/ a existuje konvoluce & x f v P'. Potom existuje reseni
rovnice 6.3 v 2’ a je rovno
u=2&x*f

Toto Tesend je jednoznacné ve tridé funkci z 2, pro které ewistuje konvoluce s

é.

Dukaz: Ze vztahu pro derivaci konvoluce a z toho, ze & je fundamentalnim
fesenim L(D) vyplyva:

L(D)(&xf) = i ao D¥(Ex f) = ( i aaDa5>*f:L(D)§*f:6*f: f
|| =0 ex|=0
Tedy u = & * f je FeSenim rovnice 6.3.
Jednoznacnost feseni rovnice 6.3 je ekvivalentni tomu, ze homogenni rovnice
L(D)u=0
maé pouze nulové feseni. Plati ovsem
u=uxd=uxL(D)&=L(D)ux& =0

Q.E.D.
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6.3 Spadova metoda

Resime linearni diferencidlni rovnici s konstatnimi koeficienty v proménnych

(z,t):
L(D, a)u = f@)8(0), fe DR

kde

Necht u(z,t) € 2'(R*"1), nie(t) € Z(R), ni(t) — 1.
Zavedeme prodlouzeni ug(xz) € 2'(R™) fedeni u:

(o, p(x)) = Him_ (u, p(a)nk(t))
Tato limita nezavisi na volbé posloupnosti 7.

Ukazme si nyni dva piiklady konstrukce prodlouzeni ug(x):

L [ | u(zx,t) | dt je lokalné¢ integrovatelng v R"™

Potom
Jim (w, p(@)m(t)) = lim [ u(z, t)p()ne(t) de dt =
+oo
z/u(x,t)go(x) dxdt:/go(x)/_ u(x,t) dt do
a tedy

+oo
up(x) = [ u(z,t)dt

2. u= f(x).9(¢), f € 2'(R")
Potom

(w0, 0) = Jim_ (s pw)me(t)) = Jim (F(2).5(), oz )me(t)) =

— 00

= lim (f(2),0(@)m(0)) = (f.¢) Ve e2'R")

k—oo
a tedy
ug = f

Véta 14 Jestlize tesend u rovnice (6.4) umoZniuje prodlouzent ug, plati

Lo(D)ug = f(x)
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Diikaz: Necht (77k (t)) je posloupnost funkef z Z(R) konvergujici k 1 v R. Potom

pro ¢ = 1,2, ... také posloupnost ny + U;Q) — 1 a tedy

Jim (w (@) () = T (u,o(@) " (@) + me(0)]) = lim (u,o@)n(t) =
(w0, ) = (uo, ) =0

Nyni ukézeme, ze ug spliiuje rovnici (6.5):

(Lo(D)uo, ) = (uo, Lo(—=D)yp) = klijgo (u, Lo(=D)p(x)nk(t)) =

= lim (u, Lo(—D)p(@)nk(t) + Y _(=1)7Lg(—D)p(z)n? (t)) =

k—o0
q=1

= i (o2 = D olwn(t) = fim (2D, 31 Julalon(t) =

k—oo

= lm_ (f(2).0(t), p(@)ne(t)) = lim (f(2), p(@)nk(0)) = (£,%)

k—oo

Q.E.D.

Spadovou metodu lze vyuzit zejména ke hledani fundamentalniho feseni. Pouzijeme-
li predchoz{ vétu a polozime-li f = §(x), muzeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 15 Je-li &(x,t) fundamentdlnim Fesenim operdtoru L(D,d/0t) a umoziiuje-
li prodlouzeni &, je zobecnénd funkce

(60, p(@)) = lim (&, p(x)m(1)), » € 2(R)

fundamentdlnim resenim operdtoru Lo(D); specidlné je-li &(x,t) takové, Ze fR | & (x,t) | dt
je lokdlné integrabilni v R™, plati
+oo
éo(z) = & (x,t)dt

— 00

6.4 Fundamentalni reSeni linearniho diferencialniho
operatoru s obycejnymi derivacemi
areg A1

L& =
an T g

D4 se ukazat, ze fundamentélni feseni je

+ ...+ a, & =0(t)

kde Z(t) splituje homogenni rovnici LZ = 0 a poc¢dtectn{ podminky

Z0)=2'0)=...=2"20)=0, z"V0)=1
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Dikaz:

Obdobné

&"(t) = (0(1)2(t)" =6()2"(t)

E"D(t) = (0()2(t) " =62 (1)
EMV () = (©0@#) 2"V (1) = 5(t) 2V () +0(t) 2™ (t) = 5(t)+0(t) 2"~ (1)
Po dosazeni do L& (t) = §(t) dostdvame rovnici LZ = 0, kterd je splnéna.

Priklad. Fundamentdlnim feSenim operatoru
d
L=—+a
dt +

je

Priklad. Fundamentdlnim feSenim operatoru

d2
T + a2
je

sin at

&(t) = O(t)

a

6.5 Fundamentalni feSeni operatoru vedeni tepla

%—f —a?V%8 = §(z,t) (6.6)
Resenim je o ,

E(x,t) = (2(1\/(%)7LGXP (— legt>
Dikaz: Sami.

K tomuto feSeni lze také dojit pomoci Fourierovy transformace. Na rovnici 6.6
aplikujeme Fourierovu transformaci F,:

0&
ot
Fuld(a,0)] = Fald(@). 5(0)] = FI8)(€)- (1) = 1(€).6(t) = 5(1)

Fol o] — *Fo[V2E) = Fold(x,1)]
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o0& 0

Fo V28] = — |6 Fo[4]

fw[

Tedy pro zobecnénou funkci & (&, t) = F,[&£](€,t) méme rovnici:

()

21¢12 @ —
o+ alEPE D = o)

Z piedchoziho odstavce oviem vime, ze dosazenim a?|¢|? za a je feSenim

E(€,1) = O(t)e ¥ 1€t

Pouzitim inverzni Fourierovy transformace Fe ! dostévéme

E(w,t) = FE(E )] = ((;)75';)" /e—a"‘\a?—i(&@) dé =

L0 ()
(2a+/mt)™ 4a?t
6.6 Fundamentalni reseni vilnového operatoru

0.8, = (. t)

kde
. O?
O,=2———-A
0%t

Aplikaci Fourierovy transformace F, dostdvame (viz predchozi odstavec):

825&71 gat o
TEED | 2iepdie.n) = ot

Z odstavce ovsem vime, ze dosazenim a¢| za a je feSenim

sin alg|t

al]

En(E,t) = O(1)

Pouzitim inverzni Fourierovy transformace fg ! dostévame

sina§|t}
al¢]

&@ﬂﬁﬂﬁﬁm@@ﬁ*[

Polozme n = 3. Potom

O () = D (a2 — |af)

= 4na’t 2ma

(opg(il,',t)
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Chceme-li ziskat &((z1,72),t) € #/(R3),pouzijeme spddovou metodu vzhle-
dem k proménné x3. Musime tedy ukdzat, ze &(z,z3,t) lze prodlouzit. Necht
Nk (z3) — 1. Potom

. 1 ™1
Jim (&5, (@, )i (ws)) = lim 4m2/0 t/sm (@, ) (w3) dS dt =

1

4ma?

/OOO % /S o, t)dS dt = (&, (@, 1).1(x3))

Tedy tato limita existuje a nezdvisi na ny(zs).

Pouzitim véty 15 dostaneme

(609) = (B0t 0160) = 1o [ 5 [ planyasar

Sférickou transformaci dostaneme

1 > t
() = 7/ / G NN
2ra Jo o Jigj<at \/a?t? — |z|?

1 t—
- Mgp(x,t) dx dt
2ma a2t? — |$‘2

(1) = O(at — |z|)

- 27an/a?t2 — ||

Podobné lze ziskat

1
& (x,t) = %@(at —|z|)
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Kapitola 7

Integralni rovnice

7.1 Uvod

Definice 37 Rovnici

/g H (2, y)p(y)dy = f(x)

nazyvdme Fredholmovou rovnict I.druhu s nezndmou funkci o, kde J¢ (x,y)
je jadro integralni rovnice.

Definice 38 Rovnici
o) = X /g K (@ 9oy + ()

nazgvdme Fredholmovou rovnici I1.druhu s nezndmou funkci o, kde A (x,y)
je jddro integrdlni rovnice a f(x) je nehomogenni clen.

Zavedeme integraln{ operdtor K s jddrem 7 (z,y) a plati:

(KD)@) = [ H )iy
G

Potom lze II. Fredholmovu rovnici zapsat ve tvaru

p=AKp+f
a k ni sdruzenou rovnici ve tvaru

=K +g
kde K* je sdruzeny integralni operdtor se sdruzenym jadrem ¢ *(z,y) = # (y, z).
Definice 39 Pokud 3\ # 0 tak, Ze existuje nenulovd funkce ¢ € £5(G), kterd

7esi rovnici ¢ = NK @, nazijvdme ¢islo A charakteristickou hodnotou jadra £ a
¢islo % vlastni hodnotou jddra J& .
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Umluva:

Déle se omezime na G omezenou oblast a # € C(G x G).

Norma funkce

151 = (/g|f(x)\2dw>é, f e %(0)
, feC@)

If e = max | f(z)
z€G

Lemma 7 Jestlize Vf € £(G) plati
(KD = [ H (o) f)dy =0
g
potom JE (z,y) = 0.

Diikaz: 0

Lemma 8 Integrdlni operdtor K se spojitym jddrem & (x,y) zobrazuje %2(G) —

2(G) a také C(G) — C(G) a navic plati:

LNKflle <MVV| I, fe(G)
2. | Kfle <MV fle feC(G)
SNKfI<MV|fl, fe-%(9)

kde M = max, g g |- (v,y)| a V = [, dz.
Dukaz:

1. (s pouzitim Cauchyho-Bunakovského nerovnosti)

11 N = max | (5 ) (@) | = max| [3 A (a9) )y | < max /g | (@) || f) | <

o ([1@npan)’ ([ 1ok’ <

<V ( [ 1rwPas)” =T

2. Sami.

3. Sami.
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7.2 Metoda postupnych aproximaci

7.2.1 Reseni rovnice se spojitym jadrem

Resfme rovnici
p=AKo+[f (%)
Zavedeme posloupnost ¢®) (z) takto:

pV(z) = f(x)

oV () = A / A (2, 9)e® D (y)dy + f(z)
g

Tvrzeni. Posloupnost ¢P) () lze vyjadiit ve tvaru p® (z) = S0_ AN KFf
Dikaz:

o = NK"f = f
Indukéni krok:

p p
Pt = |z definice] = AK@P) 4+ f = )‘K(Z)‘kka)+f _ Z/\k+1Kk+1f+f _

k=0 k=0
p+1 p+1
:Z)\kka+)\0KOf: Z/\kka
k=1 k=0
Q.E.D.
Tvrzeni.

K" flle < (MV)PI[ f e

Dikaz:
IKPflle = | KEP ) ||o < MV[[EP o <o < (MV)P] fle

Tvrzeni.
| gAkkal < Hfllcﬁvw pro MV|A| <1
Dikaz:
SRR < SOV Sl = Il S NMYYE =
k=0 k=0 k=0
= le=g7pmy o MVII<1

Yoo AFK* f nazveme Neumannovou fadou.

Ukézeme, ze Neumannova fada jednozna¢né fesi rovnici (x):

38



Véta 16 Rovnice ¢ = MKy + f se spojitym jadrem J¢ (z,y) a |A| < ﬁ md
jednoznacné reseni ve tride C(G) pro f € C(G).
Toto Tesent je ddno Neumannovou radou Zk:o NeECEf.

Diikaz: Z predchoziho tvrzeni vidime, Ze tato fada pro MV || < 1 stejnomérné
konverguje na G, tedy definuje spojitou funkci na G. Proto posloupnost aproxi-
maci ) stejnomérné konverguje na G.

Existence reseni:

p(x) = lim ZA’“K’“ (z) = lim ¢® = lim < /%/x )PV (y)dy+f (= ))

f)\/l/o:y hmgapl)derf )\/Ji/:ry y)dy + f(z)

Jednoznacénost:
Protoze K je linedrni, ma rovnice (%) pravé jedno feSeni pravé tehdy, ma-li
rovnice g = AK g pouze nulové feseni.
oo I = I MK @o || < MMV ][ o || < [l ol
Tedy || po || = 0 a rovnice ¢y = AK ¢y ma pouze nulové Feseni.

Q.E.D.

Pozndmka. Rovnici ¢ = AKp+ f lze prevést na tvar (I — AK)p = f. Jeji feSen{
pak odpovidd hledani (I — AK)~!

7.2.2 TIterované jadro a resolventa

Tvrzeni.
(Kf.g9) = (f,K"g)
Dikaz:
(r1.9) = [ Kpmio= [ [ / # e, ) 0 gl =
/f [/%my dm}dy—/fK*gdy—(f,K*)
Q.E.D

Lemma 9 Nechf K1, Ko jsou integrdlni operdtory se spojitymi jadry J;(x,y).

Potom K3 = K2 K je integrdlni operdtor se spojitym jddrem ¥ = fg Ho(z,y) (Y, y)dy'

a plati Ki = K1 K},
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Diikaz: Pro Vf € £(G) plati

mmm—mmmm—é%@wuymwmmﬁm—

:/g {/g%(x,y')%(y',y)dy/]f(y)dy

a tedy
Hy = / Ha(x,y) (Y y)dy'
g
Déle s vyuzitim pfedchoziho tvrzeni

(fa K;;g) = (KSfag) = (KZKlfag) = (Klfa K;g)

Definice 40 Iterovangm jadrem J¢,(x,y) nazjvdme jddro operdtoru KP o zavdd{

se takto:
H(z,y) = A (2,y)

%mwzéfmw%mwwwzéxnmw%wmw

Tvrzeni. | %, (z,y) | < MPVP~!
Dikaz:

| A(,y)| <M
Indukéni krok:

|yl | <M [ Hyeslaf )y’ < MVAPIVT2 = vy
g

Q.E.D.
Tvrzeni. Rada Y 5 [A[*. % (z,y) konverguje na G x G X (— 31, +1077)-

Diikaz: Y5 o [AF o (,y) < 0o IAFMFVE=L a ta konverguje pro |A| < 315
Definice 41 Resolventou Z(x,y; \) jddra J# (z,y) nazgvime funkci

%(1‘7 Y; )‘) = Z )‘k%+1(x7 y)

k=0

Pozndmka. Integrélni operator odpovidajici resolventé Z(x, y; A) budeme znacit
R.

Véta 17 Resend rovnice o = AK@ + [ se spojitym jadrem K (x,y) eristuje a
je jednoznaéné ve tridé C(G) pro || < 57w a pro Vf € C(G) jej lze vyjddrit ve
tvaru

ﬂ@=ﬂ@+AA%@wMﬁ@@
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Tuto rovnici lze zapsat také jako operdtorovou:

1

— _1:
(I=AK)'=T+AR, ]\ <3

Diikaz: Reseni ¢(z) je ddno Neumannovou fadou. Mizeme tedy psét:

Z)\’“Kk ZAk/% z,y)f
T 3 k T = f(x 3 k1 1(x =
)+ 302 /gm( W)y = £ H;f /g;m (2,9)F(w)dy

= 1)+ [ [N AHoaow)] 100 = 507 [ #0200y
Q.E.D.

Tvrzeni. Uvazujme iterovana jadra (£ *),(x,y) a resolventu Z.(z,y;\) her-
mitovsky sdruzeného jadra J£*(z,y). Plat{

('%/*)p(x7/y) = '%/p*(xvy)

Diikaz: Prvni tvrzenf plyne z toho, ze (K3K1)* = KT K5, tedy (KP)* = (K*)P.
Déle:

R (@, y; A) = Z)\k(f Jet1(2, y) Z (Hhot1)" (2, y) =
k=0 k=0
= Ny, ) =D Ny (y, ) = Z(y, ;N
k=0 k=0

Q.E.D.

7.2.3 Volterrovy rovnice

V této césti zavedeme nasledujici omezent:
n=1 G=(0,a)

H(r,y)=0prol<z<y<a

Pak Fredholmovy rovnice I. a II. druhu nazyvame Volterrovy rovnice.

Volterrova rovnice I. druhu:

/Ox H (x,y)p(y) dy = f(x)
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Volterrova rovnice II. druhu:

/Ji/xy y)dy + f(x)

Volterrovu rovnici I. druhu lze pfevést na Volterrovu rovnici II. druhu, pokud
jsou ' (x,y) a d%cjf/(x,y) spojité na 0 <y <z < a a J (z,x) # 0, derivaci
podle x:

A (wahola) + [ FOXEY) Ly dy = f(a)

0 ax
Opét definujeme posloupnost p(P):
P
(» — Z)\kka — \K (=D + f
k=0

Tvrzeni. Necht | # (z,y) | < M. Potom | (K?f)(z)| < | f & Mw)

Dikaz:
0
K1) | < )
(K F)@) | = | (K Kp‘lf))(w)|=‘ /;%(x,y)(w-lf)(y)dyg

T Mp—1)ylp— Mux
<l [ A= gy g B
Q.E.D.

Diisledek. Neumannova fada mé pro Volterrovy rovnice integrabilni majorantu:

o0 o0 Ma k .
SRR <l S AR e
k=0 k=0

Véta 18 Volterrova rovnice II. druhu se spojitym jddrem J¢ (x,y) md jedno-
znacné fesent ¢ ve tridé C([0,a]) pro kazdé X a kazdé f € C([0,a]). Toto FeSent
je ddno Neumannovou Tadou Z;OZO NeECRf.

Dikaz:

Jednoznacénost:

Protoze K je linedrni, ma rovnice pravé jedno feseni praveé tehdy, méa-li rovnice
wo = AK g pouze nulové feseni.

Yo = )\K()\K(,Do) =..= )\prgOo

42



Také plati:

(M)P
| eo(z) | < | APKPpo(z)| < ’/\|p||f||c )
V limité pro p — oo je || ¢o || = 0 a rovnice g = AK @y ma pouze nulové Feseni.

Q.E.D.

7.3 Fredholmovy véty

Budeme se zabyvat Fesitelnosti Fredholmovych rovnic se spojitym jadrem.

7.3.1 Rovnice s degenerovanym jadrem
Definice 42 Jddro tvaru
H(@,y) = ifi(x)gi(y) fiv9: € C(G)
i=1
se nazyvd degenerované.

Pozndmka. Bez ijmy na obecnosti muzeme piepokladat, ze funkce f;, g; jsou
linearné nezavislé. Kdyby totiz napiiklad platilo fy = vaz_ll ¢; fi, tak bychom
mohli jadro vyjadrit takto:

N-1 N-1

N—-1
H(x,y) =D [i(@)ai(y) +on(y) D eifile) = Y fil)gi(y)
i=1

i=1 =1

Uvazujme Fredholmovu rovnici s degenerovanym jadrem

N
Ple) =AY Aila) /g 6(@)e(y) dy + f(z) (7.1)

a sdruzenou rovnici

Pfepiseme rovnici (7.1) takto:

N
pla) =AY cifi(z) + f(z) (7.2)
i=1

kde
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Dosazenim (7.2) do (7.3) dostaneme soustavu linedrnich rovnic v proménnych
C;i:

N

=AY [ a@h@dr+ [ o)) de

i=1 g

Zavedenim koeficientu o = (fi,Gx) & a; = (f,gx) miZeme psat:

N
CrL = )\Zakiq +ax, k=1,2,..,.N

i=1
Nebo také v maticovém tvaru:
c=MNc+a

kde A = (Olki)7 a = (a,as,...,an), c= (c1,¢ca,...,CN)-

Uzitim Cramerova pravidla muzeme vypocitat koeficienty ¢; (symbolem D(X)
oznacujeme determinant soustavy, tedy det(I — AA)),

D)1
Cr — D(/\) —W;aﬂw]ﬂv\

takze feSeni rovnice (7.1) mizeme psit ve tvaru
v X
= — ; .
() DOy L%:lefz(w) L g1 f(y) dy + ()

Pro sdruzenou rovnici
J— N JR—
vla) =33 gila) [ Fily)oln)dy + (o)
i=1 g

muzeme pouZzit zcela analogicky postup a tak dostat
N J—
Y(x) = XY digi(x) + g(x)
i=1

N
Ay =X Bridi +be, k=1,2,.,N

i=1

Bri = (k. fi) = @i, be = (9, fi)
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d=)A"d+b
. —T
A* = (Bri) =A", b= (by,b,...,bx), d=(dy,ds,...,dN)

Pouzitim vztahu linedrni algebry dostavame

D*(\) = det(I — XA*) = det(I — NAT) =

= det(T— \AT) = det(I — AA) = D(\)

rank (I — AA*) = rank (I — AAT) = rank (I — M\A) = ¢
Nyni rozlisujeme dva piipady:

1. DN #0,¢=N

Rovnice (7.2) i rovnice sdruzend maji jednozna¢nd feseni pro Vf, g.

2. DIN)=0,g< N B
Rovnice ¢ = MK i rovnice sdruzend v = AK*1 maji N — q linedrné
nezavislych feseni.

Pro D(\) = 0 si feSeni soustavy ¢ = Ac a soustavy k nf sdruzené d = AA*d
oznacime:
o = (e, eV, )

d® = @d®,d .. dY), s=1,2,... . N—q

Z algebry dale vime, Ze soustava ¢ = AAc+ a ma feseni, pravé kdyz (a7 d(s)) =0
pro vSechna s =1,2,..., N.

Piejdeme nyni zpét k piivodnim rovnicim ¢ = MK, 1 = AK*):

N
P =X Z fict”

1=1
— N —_—

WO XS Tl =12 N
i=1

Tvrzeni. Pokud jsou ¢(*), resp. d®) linedrné nezavislé, potom jsou i (), resp.
() linedrné nezévislé.

Diikaz: Uvazujme linedarni kombinaci

N—-p N N—p
0= 7™ =23 fil) D i)
=1 i=1 s=1
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Protoze f;(x) jsou linedrné nezavisle, musi platit

N-p

(), _ -
¢ v =0 Vi=1,2,...,N

s=1

Reseni ¢(*) jsou ovsem linedrné nezévisld, musi tedy
=0 Vs=1,2,...,N—p

Tedy ¢(*) jsou linedrné nezévislé. Q.E.D.

Tvrzeni. ¢ = AKp + f ma teSeni, pravé kdyz (f,w(s)) = 0 pro vSechna s =
1,2,...,N.

Dikaz:

/f Yo (z d:c_)\Z{/f )gi(z dx] )\Z i = Aai,d)
a plati, ze ¢ = MAc + a mé feSeni, pravé kdyz (a,d(s)) = 0 pro vSechna s =
1,2,...,N.

Zjisténé skutecnosti nam umoznuji vyslovit Fredholmovy véty:

Véta 19 (Fredholmovy véty) Necht K je integrdlni operdtor s degenero-
vanym jadrem J (z,y). Potom

1. Je-li D()\) # 0, magi rovnice ¢ = AKp + f, ¢ = AK*9) + g jednoznacné
re§ent pro vsechna f, g

2. Je-li D(\) = 0, magi homogenni rovnice ¢ = AKp, 1 = AK* stejng
pocet linedrné nezdvislych reseni rovny N — q, kde q je hodnost matice
(I —XA).

3. Je-li D(\) = 0, rovnice ¢ = AK@ + [ md TeSeni prdavé tehdy, je-li
(f,w(s)) = 0 pro vsechna s = 1,2,...,N — q, kde ¥ jsou linedrné
nezdvisld Fesent rovnice ¥ = XK*q.

7.3.2 Rovnice se spojitym jadrem

Tvrzeni. Nech! 7 (z,y) je spojité. Potom

V5>03@(m,y): Z aaﬁxayﬁ : |Jf/(x,y)f@(x,y)|<€

la+BI<N

Diikaz: 0
Muzeme potom psét

H(2,y) = P(2,y) + 2(2,y),
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kde &Z(z,vy) je degenerované jadro integralniho operdtoru P a 2(x,y) je spojité
jadro integralniho operatoru Q.

V dalsfm se omezime na |A| < -, abychom mohli vyuzit zavéri oddflu 7.2.2,
zvlasté pak véty 17. Toto nam vsSak vlastné zadné skutecné omezeni nepiinési,
protoze s € muzeme jit libovolné blizko k nule.

Zavedeme novou funkci
P =p-AQy
Potom muzeme podle véty 17 psat
o=I-XQ) '®=(I+\R)®,
kde R je integralni operdtor s jddrem Z(x,y; \), resolventou jadra 2(z,y).
PrepiSeme rovnici ¢ = AK ¢ + f takto:
¢ =APp+AQp+f

P —=APp=XQp+ f

7 predchozich vztaht pro ® a ¢ vidime, ze
O =AP(I+AR)D+f
Oznaéime-li T' = P(I + AR), rovnice piejde v
O=)\TD+ f

To je ovsem opét Fredholmova rovnice II. druhu s jadrem
ey = P@y) + ) [ PR/ iy

Toto jadro je ale spojité a také degenerované.

Budeme nynf transformovat sdruzenou rovnici ¢ = AK*v + g.
Y =AK"Y+g = AP"Y+AQ ) +g
(I-XQ*)p = AK*Y+f = AP*p+g, (I-AQ*)™' = (I+AR")
Y= AT +AR*)(AP*Y+g) = X"+ (I+AR*)g
¥ = A"+,

kde g = (I + AR)g.

Nyni muzeme vyslovit sadu tvrzeni, které jsou obdobou Fredholmovych vét pro
rovnice s degenerovanym jadrem, znamou pod nazvem Fredholmovy alternativy.

Véta 20 (Fredholmovy alternativy) Nechtf K je integrdlni operdtor se spo-
jitym jadrem # (x,y). Potom
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1. Pokud md rovnice ¢ = AKp + [ Teseni pro Vf € C(G), md také rovnice
= AK*Y + g Teseni pro Vg € C(G) a tato Tesend jsou jednoznadnd.

2. Homogenni rovnice ¢ = NK¢ a v = NK* maji stejny (koneényj) pocet
linedrné nezdvislych resent.

3. Rouvnice ¢ = AKp + f md TeSeni prdvé tehdy, je-li (f,z/J(s)) = 0 pro

vSechna s = 1,2,..., N, kde ) jsou linedrné nezdvisld Feseni rovnice
= ANK*.
4. 'V kazdém kruhu |A| < R je jen konecény pocet vlastnich hodnot jddra
H(,y).
Dikaz:

1. Necht m4 rovnice ¢ = AK ¢+ f feseni pro Vf € C(G). Potom pro |A| < =
muzeme psat
P=p—-AQp, P=ITDP+f

Tato rovnice je také fesitelnd pro Vf € C(G), ma tedy D(A) # 0 a potom
U =AT"Y+7

mé jednoznacné teseni pro Vg € C(G). Diky jednoznacnosti transformact
m4 také rovnice p = AK*¢ + g feSen{ pro Vg € C(G). Q.E.D.

2. Sami.
3. Sami.

4. 0

Dusledky Fredholmovych alternativ

Uspordddme charakteristické hodnoty jadra ¢ (z,y) podle jejich absloutnich
hodnot (vicendsobné charakteristické hodnoty se v piislusném poétu opakuji):

A <A <o
Odpovidaji jim vlastni funkce @1, p2,.... Sdruzené jaédro md charakteristické
hodnoty A1, Ag, ... s odpovidajicimi vlastnimi funkcemi 1, %o, .. ..

Tvrzeni. \; # \; = (@kﬂ/’i) =0
Diikaz: Vyuzijeme toho, ze 1; = M K*; a MK = @y

(@kvwi) = (@kaxiK*wi) = /\z(KSOkv%) =

i
MK i i) = = (o, 1)

i
- Yk( Ak

48



Tedy pokud i—k # 1, potom (gok,wi) =0. Q.E.D.
Pozndmka. Necht charakteristické hodnoty jadra ¢ (x,y) jsou A1, Az, . . .. Potom
charakteristické hodnoty jadra 7, (x,y) jsou A{, N5, ...

Lemma 10 Necht ju je charakteristickd hodnota jadra J,(z,y) s viastni funkci
@ (tedy o = pKPy). Potom asport jeden z korent A1, ..., A, rovnice \P = p je
charakteristickou hodnotou jadra J¢ (x,vy).

Diikaz:
(WK? = I)p = (=1 (MK — DK — 1) (K — I =0
Potom bud ¢ = (MK —I)...(\,K —I)p # 0, tedy (MK — I)p =

je charakteristickou hodnotou jadra ¢ (z,y), anebo ¢ = (Ao K — I
I)p = 0. Déle pouzijeme obdobny postup. Q.E.D.

0
(AK —

Véta 21 (Fredholmovy alternativy - jind formulace) Nechf A1, \a, ... jsou
charakteristické hodnoty jadra J (x,y) a ri,ra, ... jejich ndsobnosti.

1. X\ # M\ Potom rovnice ¢ = NKop + f, ¢ = XK*1) + g maji jednoznacné
resent pro vSechna f, g.

2. A= Mg Potom rovnice p = AKp + f mda reSent, privé kdyz (f, ¢k+l) =0
prol=0,1,...,7 — 1.

7.3.3 Rovnice s hermitovskym spojitym jadrem

Hermitovské jadro je takové, pro které plati

H (w,y) = H " (x,y) = H (y,z)

Poznamka.

(Kf.g9) = (f.Kg)
() (2,y) = (H7)p(x,y) = Hp(z,y)

Lemma 11 Integrdlni operdtor K se spojitym jdadrem ;%/(x,y) zobrazuje ome-

zenou podmnoZinu £ (G) na omezenou podmnoZinu C(G), jejiz proky jsou stej-
nomérné spojité funkce.

Dikaz: 0

Lemma 12 (Arzela) Necht B je nekonecnd omezend podmnoZina C(K), kde
K je kompaktni a prvky B jsou funkce stejnomérné spojité na K. Potom lze
vybrat z B konvergentni posloupnost.
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Diikaz: 0

Véta 22 Kazdé hermitovské spojité jadro & (x,y) # 0 md aspon jednu charak-
teristickou hodnotu. A1 s nejmensi absolutni hodnotou spliuje variacni princip

L NELI

M jemi IS

Dikaz: Oznacime si
v=sup |KFf|.
1 £ll=1

Vime, ze | Kf || < MV atedy v < MV. Protoze £ (x,y) # 0, plati také v > 0.

Z definice suprema plyne existence posloupnosti fi takové, ze || K fi || — v pro
k — oo.

Dale také plati Vf € % (G)

sl = | () |1 s < s

Nyni dokdzeme, ze K2f, — v2fi — 0 pro k — oo.
12 fie = 2 i | = (K2 f =0 fios K2 f = v fi) =
= (K2 fr, K2 fi)) + v (fr, fi) — v° (i K2 1) — V2 (K2 fo, fi) =
= [| B2 S [P+t =22 K P <02 K fi P =22 K fi P = o= K P = 0
Podle lemmatu 11 tvoif posloupnost funkei K f; omezenou podmnozinu C(G)

a K fi jsou stejnomérné spojité. Tedy podle Arzelova lemmatu 12 lze vybrat
posloupnost ; = K f,, konvergujici k ¢ € C(G), tedy || ¢ — ;|| — 0 a plati:

1550 =24 [lo < (1@ =) [l + 121 =il + [ B = 4 | <
< MV E@ =) [l + 7210 =i o+ | KO i, = v fi) [ <

< (MPV2+ ) = il + MVV| K2 fi, —v —0

Tedy
K =12y

Protoze Ki;—v2fr, — 0all fr || = 1,je || Kt | — v2. Déle oviem || K1; || — || K¢ ||
a tedy || K| = v? > 0. Proto ¢ # 0 a % je charakteristickou hodnotou

jadra J#5(x, y) a alespon jedna z hodnot :I:% je charakteristickou hodnotou jadra
H (@,y).

Absolutn{ hodnota |\]| je tedy rovna % a spliiuje varia¢ni princip. Nakonec je
tfeba dokézat, ze A1 je charakteristickd hodnota s nejmensi absolutni hodnotou.

50



Tedy nechf A\¢ je charakteristickd hodnota a (g odpovidajici vlastni funkce.
Potom

= sup > =
Ml rez ISl ool [l

KIS [ Kol _ 1

a tedy |A1] < [Aol.

Q.E.D.

7.4 Hilbert-Schmidtova véta a jeji dasledky

7.4.1 Hilbert-Schmidtova véta pro hermitovské spojité jadro

Necht A\, Mg, ...jsou charakteristické hodnoty hermitovského spojitého jadra
H(x,y) # 0 uspoifddané podle jejich absolutni hodnoty, [A] < |X2] < ... a
necht 1, s, ...jsou odpovidajici ortonormalni vlastni funkce, (gp;w gpl) = Oky-

Vime, Ze charakteristické hodnoty Ay jsou redlné a vlastni funkce ¢y, jsou spojité
na G; mnozina {\;} je bud koneéna nebo spocetna (v tom piipadé |Ax| — oo
pro k — 00).

Zavedeme posloupnost hermitovskych spojitych jader
l/(p)(x y) = A (z,y) — zp: vi(2)%i(y) p=1,2
b ) ‘ AZ ) ) y*r

Odpovidajici hermitovské integralni operatory maji tvar

KW f=Kf- Z f"”)% f € 2(9)

Tvrzeni. \y11, A\pt2, ... 8 Ppt1, Ppt2, - - . jsou viechny charakteristické hodnoty
a funkce jadra # ) (z, y).

Pro k > p+1 plati

P ( ‘
@k,%pz) 1
KPy, = K _2:7:1( - —
Pk Pk £ X Pi Pk A 123
tedy Ax a @i jsou pro k < p + 1 charakteristické hodnoty a funkce jadra

H(P) (z,y). Déle necht \g je charakteristickd hodnota a oy odpovidajici viastni
funkee jadra # ) (z,y):

p
_ ., — _ (S"O, Sﬁi)
00 =K P g =AKpo— oY v

=1

Pi (7.4)
Odkud pro k =1,2,...,p dostavame

(¢0, k) = Ao (Ko, or) — " =

zp: (00, i) (0irx)



p
= o (o, Kpr) — Z %’%

A Ao
= TZ(‘POA%) N (<Pm<ﬂk) =0

Tedy z (7.4) dostaneme ¢g = AgK g, tj. Ao je charakteristickd hodnota a g
odpovidajici vlastni funkce jadra J# (z,y).

Protoze ¢q je ortogonalni ke vSem vlastnim funkcim @1, @2, ..., ¢k, je ziejmé,
ze je rovno jedné z charakteristickych hodnot A,41, Apt2, ... a tedy wo = @i
pro néjaké k < p+ 1.

Q.E.D.

Tedy Apy1 je charakteristickd hodnota jadra & (p)(:my) s nejmensi absolutni
hodnotou. Podle véty 22 aplikované na toto jadro plati

Jrn] = - 5
i=1

<AL e g0

|>‘p+1|

Necht m4 hermitovské spojité jadro # (z,y) koneény pocet charakteristickych
hodnot Ay, \g, ..., An. Jak bylo dokazano, # (M) (x,y) nem4 zidné vlastni hod-
noty, tedy podle véty 22 je # (N)(z,5) = 0, coz oviem znamend, 7e

H (o, y) = Z pi(2)Pi(y) (75)

neboli jddro J# (x,y) je degenerované.

Dusledek. Hermitovské spojité jadro je degenerované, pravé kdyz maé konecny
pocet charakteristickych hodnot.

Pozndmka. Rikédme, ze funkce f(x) je vyjadiitelnd pomoci jadra 7 (z,y), jestli
ze existuje funkce h € 2 (G) takovd, ze

/:%/xy y)dy, z€G

Véta 23 (Hilbert-Schmidtova) Je-li funkce f(x) vyjddritelnd pomoci hermi-
tovského spojitého jddra JH (z,y), konverguje jeji Fourieriv rozvoj do vlastnich
funket jadra A (x,y) requldrné (tj. absolutné a stejnomérné) na G k funkci

oo

=" (fren)pl) = h;pk
k=1 k=1

Diikaz: Protoze f = Kh, podle lemmatu je f € C(G) a plati, ze

(hv SOk)
Ak

(f.0) = (Kh,or) = (h, Kgy) =
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M&-1i 2 (x,y) koneény pocet charakteristickych hodnot, pak podle (7.5) je

— Kh= Z a‘Pk

a véta je dokazana.

Nyni necht mé ¢ (z,y) charakteristickych hodnot nekoneény pocet. Potom
|[Ak| — oo pro k — oco. Plati:

B Z” h, ) _ x|
- Spk 4 07 p — 0
h—1 |>‘p+1|

p

Hf—Z(mk)sak

k=1

Pottebujeme jesté dokazat reguldrni konvergenci. Pouzitim Cauchyho-Bunakovského
nerovnosti dostaneme:

015 [ [ 35 2800

k=p k=p

m P firent] -

<M\F[Z| ] reg (7.6)

Podle Besselovy nerovnosti

Sl (hen) [P < linIP

k=1

konverguje prava strana nerovnosti (7.6) k 0 pro p — oo, ¢ — 00, tedy Fourierova
tfada konverguje regulérné.
Q.E.D.

7.4.2 Bilinearni rozvoj iterovaného jadra

Tvrzeni. Iterované jidro %, (z,y) hermitovského spojitého jadra J# (z,y) lze
rozvinout do tady

y);w, p=23,... (7.7)

a tato fada konverguje reguldrné na G x G.

Diikaz: Protoze % (x, y) fg Y ) Hp—1(y',y) Ay, je jddro A, (x, y) vyjadiitelné
pomoci jadra 2 (x y) a lze na neJ aphkovat Hilbert-Schmidtovu vétu:

= (A (x,), 0k) pr(x)

k=1
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a tato fada konverguje reguldrné na G. Vypoéteme (%(m, Y), gok):

(%mmMmzé%um%mmzé%wmw@w=

T PrlY
= @) = Tz
k
Spojenim téchto vyrazi dostdvame tvrzeni véty.
Q.E.D.

Dusledek. Pro z = y a p = 2 dostdvame:

Jifz(x,x):/g%(x,y’)%(y',x)dy’=/g%(x7y’)<%/(w,y’):/glf(w,y)fdy

R — 0o 2
Ho(x,7) = Z @k(m))\s;k(x) _ Z ’gpk)g) |
k=1 k k=1 k

= /g’f%/(ac,y)fdy:;w’i?' (7.8)

Integraci rovnice (7.8) podle x dostaneme

7.4.3 Bilinearni rozvoj hermitovského spojitého jadra

Budeme zkoumat konvergenci fady (7.7) pro p = 1, tedy dokazovat toto tvrzent:

Tvrzeni. Hermitovské spojité jadro ¢ (x,y) lze rozvinout do fady
o0 —_
Pk (2)Pr(y)
(o) = 3 L)
k
k=1
a tato fada je reguldrné konvergentni v y v .%5(G) ve smyslu normy, tj.

|V%w_iw@?@
k=1

|—>O, p — 00

Diikaz: 7 dukazu predchoziho tvrzeni dostdvdme, Ze (%f (:my),go;c) = W(‘y).
Potom plati:

p — 2 p 2 _
H%(x’y)_;%( i;ok(y) :/g|%(x7y)| dz_; IsOkA(iy)l . yeT

Z toho ovSem diky reguldrni konvergenci rady (7.7) plyne konvergence zkou-
maného vyrazu.
Q.E.D.
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Tvrzeni. Nech! K je hermitovsky spojity operdtor, f,g € £(G).

Kf, i f?%pk )

k=1

Druikaz: Podle Hilbert-Schmidtovy véty

a tato fada reguldrné konverguje na %(G). Vyndsobme tento vyraz funkei g a
integrujme ho:

(K/.9) / Kfgio =3 (f’*"’“) /g ou(@)g(x) dr =

Q.E.D.
Dusledek. Polozme f = g:

(Kfvf):ZW7 fefg(g)

7.4.4 Reseni nehomogenni integralni rovnice s hermitovskym
spojitym jadrem

Chceme fesit rovnici

p=AKpo+ f (7.9)
s hermitovskym spojitym jadrem J¢ (x,y).

Véta 24 Necht A # M\, k=1,2,...a f € g(?) Potom (jednoznacéné) teseni
lze vyjadrit Tadou requldrné konvergentni na G:

fAZ f*"’“ 2)+ f(z)

Diikaz: Podle Hilbert-Schmidtovy véty muzeme funkci K¢ vyjadiit pomoci re-
gularné konvergentni fady, tedy

80 ‘Pk)

p=AKp+[= AZ okt f
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Vypoctéme Fourierovy koeficienty (go, cpk):

(¢, 01) = MEp,0) + (f,06) = Mo, Kor) + (f.0x) = %(%wk) + (f, %)

Tedy
Ak
= — k=1,2,...
(‘pv@k) Ak _)\(fagok)a ) 4y
a odtud jiz primo plyne tvrzeni véty.
Q.E.D.

Pozndmka. Pokud A = Aj, odpovidd na otdzku Fesitelnosti rovnice (7.9) IIL.
Fredholmova véta (véta 20).

Tvrzeni. Resolventu #Z(z, y; \) hermitovského spojitého jadra .2 (x, y) 1ze vyjadiit

Bl ) = H () + A Y ST 5 eI
k=1 k=1

Diikaz: Podle Hilbert-Schmidtovy véty

CHICES SRS
k=1
Dale
@ =AMy s ) i) -
w\r) = 2 A Pk k:1’\k(/\k )\)on =
_ ax~_ (fren)
= [ A )@+ N Y R ) + 1)
konecéné

o [ [ 2 52 £2(005E0) .
oty <A [ | A3 SEE | sy + )

Uzitim véty 17 dostavame dokazované tvrzeni.
Q.E.D.

7.4.5 Pozitivni jadra

Definice 43 Hermitovské spojité jadro # (z,y) je pozitivni, pravé kdyz (K f, f) >
0 proVf € %(G).

Tvrzeni. Pozitivni jéddro J¢ (z,y) ma kladné charakteristické hodnoty.
Diikaz: Necht )\ je charakteristickd hodnota jidra J# (x,y). Potom

MoK g = @o
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Ao (Ko, ¢0) = (o, ¢0)
—_——  ——
>0 >0
Q.E.D.

Véta 25 Vsechny charakteristické hodnoty Ai, k = 1,2,... pozitivniho jddra
H (x,y) spliugé variaéni princip

1 Kf, )
" = sup (”J{J;),few%(g), (f,goi) =0proi=1,...,k—1

Dikaz:
Nejprve si ukazme:

Kf, f) [ i
( = 2Z| #) -

T
| f7<pt 1 > 239999[ 1
S N fa SDZ =
||f||22 Ai ||f|| A Zk A
Déle polozime f = ¢ a dostaneme
Ik |12 Ak

Q.E.D.

7.4.6 Symetricka jadra

Definice 44 Jddro % (x,y) nazgvdme symetrické, je-li rediné a plati # (z,y) =
H (y, ).

Lemma 13 Viastni funkce symetrického jadra # (x,y) lze vybrat redlné.

Diikaz: Necht oo = @1 + ips je vlastni funkce jddra # (x,y) odpovidajici cha-
rakteristické hodnoté \g,tedy
wo = p1tip2 = AKpo = MoK p1 + iAo Kpa

Potom protoze % (x,y) a také (protoze £ (z,y) je hermitovské) Ag jsou redlné,
pak také (redlné) funkce o1, @2 jsou vlastnimi funkcemi jadra ¢ (z,y) od-
povidajici charakteristické hodnoté A\g. Q.E.D.

Definice 45 Jddro # (x,y) nazgvdme kladného typu, je-li symetrické a plati
H(x,y) > 0.
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Véta 26 (Jentschova) Necht jdadro . (x,y) je kladného typu. Potom jeho
charakteristickd hodnota A1 (s nejmensi absolutni hodnotou) je kladnd a ne-
degenerovand a navic odpovidagjici vlastni funkce o1 je kladnd.

Diikaz: Plati, 7e A} je nejmens{ charakteristickd hodnota pozitivniho jadra %5 (z, y)
a 1 je odpovidajici vlastn{ funkce, tedy ¢1 = A\ K2p;.
Chceme dokézat, ze ¢1(z) neméni na G znaménko, tedy ze

’ e1(2)e1(y) ‘ = p1(z)p1(y)

pro Vz,y € G. Dukaz provedeme sporem. Pokud nékde znaménko méni, existuji
okoli U(z',r) a U(y, 0) takové, ze

| o1(z) || 1(y) > 1(@)er(y) |, €U r),yeUy, o)

Potom plati (protoze #5(x,y) > 0)

K2|e1], |en 1
( o) [ [ Al o) || o) | drdy >
TP eI Jo s
1 K2S017301 1
> A [ [ e pa@ew sy = L0020 L
el I Vg Jg ] |l 1

coZ je ve sporu s variaénim principem z véty .

Dokéazeme, ze vlastni funkce o1 je kladnéa. Kdyby nebyla, existoval by bod =’ € G
tak, ze

p1(2) :A?/g%’z(x’»y)sm(y) dy =0

odkud z toho, ze 5 (x,y) plyne spor: ¢1(y) = 0. Z kladnosti 1 az # (x,y) > 0
plyne A; > 0, protoze A\ = K¢1/¢1.

Koneéné dokazeme, ze A\; je nedegenerovana. Kdyby existovala realna vlastni
funkce @9 linedrné nezdvisld s 1 a odpovidajici A1, linedrni kombinace @o + cpo
by také byla redlnou vlastni funkef odpovidajici A; pro Ve € R a musela by (z
predchozi ¢dsti dukazu) byt nenulovd na G, coz je spor s libovolnost{ c.
Q.E.D.
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Kapitola 8

Eliptické rovnice

8.1 Problém vlastnich hodnot

8.1.1 Uvod

Necht G je omezend oblast, S je hranice G.
Budeme uvazovat eliptickou rovnici
—div (p gradu) + qu = Au (8.1)
s okrajovymi podminkami
au—l—ﬁ% . =0 (82)
za téchto podminek:

peCYG),p(x) >0,z€G

1€ C(9)q(r) =2 0,x€G
a € C(9),8eC(S)
alz) > 0,8(z) > 0,a(x)+8(z) >0,z€ S
Necht Sy je ta ¢dst S, kde zdroven a(x) > 0i (z) > 0.

Hleddme Feseni u rovnice (8.1) s okrajovymi podminkami (8.1.3) v t¥ide C*G N

CL(G).

Tento problém je vlastné hledani vlastnich ¢isel a funkei operatoru
L=—div(p grad) +¢

Vsechny funkce f(z) tiidy C?G N C(G) spliujici okrajové podminky (8.1.3) a

podminku Lf € %(G) tvoii definiéni obor .4}, operatoru L.
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8.1.2 Greenovy formule

Véta 27 (1. Greenova formule) Pro u € C%(G)NCY(G), v € CHG) plati

ov Ou ou
Ludx = dx — —d d
/gvux /pzaxﬁa:z /Spvan S-i—/gquvm

Dikaz:
/ vLudz = / v[—div (p gradu) + qu]dx =
g g

/dlv(pv grad u) dz+/ ng 86‘“ der/quvd:E
T; OT; G

Z Gaussovy véty dostaneme

/vLudx— / v—dS—&—/ ng gg dx—!—/quvdx
i 0T, g

Q.E.D.

Véta 28 (2. Greenova formule) Pro u,v € C*(G) N CY(G) plati

/g(vLu—uLv)dx:/Sp(ug;—ngDdS

Diikaz: Plyne piimo z 1. Greenovy formule dosazenim za oba Cleny na levé
straneé.

Q.E.D.

8.1.3 Vlastnosti operatoru L

Véta 29 Operdtor L je hermitovsky, tedy

(Lfag):(vag)v fage'%L

Diikaz: Protoze f,€ .41, plati Lf € % (G) a plati také Lg = Lg. Prou = f a
v =g ma 2. Greenova formule tvar

I (0o
[ @Ls = 1Tg) e = (£1.9) - (1.L9) = [ (15 ~a5)as

Dale f a g splnuji okrajové podminky (8.1.3):

of 4050 =0 ag+sgl| =0

S
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Tyto okrajové podminky tvoii soustavu linedrnich rovnic pro «, § a protoze
a+ £ > 0na S, mé tato stoustava nenulové fesen{ («, 3) a proto je determinant
soustavy nulovy.

_J0f

L —
s gan

S

foel  Log
Tm| -

S

Dosazenim tohoto vztahu do ziskaného tvaru 2. Greenovy formule dostdvame
tvrzeni véty. Q.E.D.

on

Tvrzeni. Operator L je pozitivni, tedy

(Lf, f) >0, fe.ur

Druikaz: 7 1. Greenovy formule plati

_ . 29 —=0f 2
(Lfyf)—/QPIg ad f|° dz /Spf8 dS+/gq|f dx

mn

Z okrajovych podminek () plyne:
%z—%fkdyzﬁ(x) >0,z€e8
f=0kdyz f(z) =0,z € S
Odtud dostaneme

(Lf.f) = /g (vl grac 2+ ol %) o+

So

!
p|f?dS (8.3)
B
Vypusténim druhého a ttretiho ¢lenu pravé strany ziskdame
(L1.5) = [ plerad 2 do > minp(o) [ |grad 2 do
G zeG g

(Lf, f) > poll | grad f] || (8.4)

Protoze p(z) je spojité a kladnd na G, je po > 0. Tedy (Lf, f) > 0.
Q.E.D.

Duisledek.

e vlastni hodnoty operatoru L jsou nezaporné

e vlastni funkce operatoru L odpovidajici ruznym vlastnim hodnotam jsou
ortogonalni

e vlastni funkce operatoru L mohou byt vybréany kladné

Diikaz: Plyne rovnou z realnosti a hermitovskosti operatoru L.

Lemma 14 X\ = 0 je vlastni hodnotou operdtoru L prdvée tehdy, kdyz q = 0 a
a = 0. Potom A\ = 0 je nedegenerovand a odpovidajici vlastni funkce je ug =
konst.
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Dikaz:
=: Necht A = 0 je vlastni hodnotou operatoru L a ug odpovidajici vlastni
funkce, tedy Lug = 0, ug € .#1. Pouzitim vztahu (8.3) dostaneme:

0= (Luo,uo)/(p|gradu0\2+q|uo|2)dx+/ p%|uo|2d5
g So

Odkud z podminek pro rovnici dostaneme
p gradug =0, quo =0

tedy ug = konst. 20 a ¢ = 0.
«<: Pokud ¢ = 0 a a = 0, je z podminek pro rovnici 8 > 0 a rovnice dostava
tvar

—div (p gradu) = I, g—z . =0

a je vidét, ze ug = konst. je vlastni funkci odpovidajici vlastni hodnoté A = 0.
Q.E.D.

Véta 30 Mnozina vlastnich hodnot operdtoru L je spocetnd, kazdd vlastni hod-
nota md konecnou ndsobnost a mnozina nemd konecné hromadné body. KaZdou
funkci f € My lze rozvinout do requldrné konvergentni Fourierovy rady ve
vlastnich funkcich ug operdtoru L:

=Y (frue)u
k=1

Diikaz: Pro n =1 se jedna o Sturm-Liouvilleuv problém, dikaz viz déle.

Dusledek. Z neexistence kone¢nych hromadnych bodu plyne rovnou diskrétnost
mnoziny vlastnich hodnot.

Poznamka.

(LFF) = (Fwun) =D (Fouw) (Lfun) =D M| (f,us)
k=1 k=1 k=1

Tvrzeni. Plati varia¢ni princip

L (Lf ) N B
/\k—ll}f ||f||2’ fE//L,(f,uz)—O,Z—l,...,k 1
Dukaz:
Lf7 E:A| fﬂh ZZE:AA(fﬂM)f;EAkE:’(fﬂM) 2:
i=k i=k

=X > | (fru) =Nl 1P
=1
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a pro f = ug nastava rovnost. Q.E.D.

Tvrzeni. Plati
o0

grad f(z) = Z (f,ur) gradug(z)

k=1

a tato fada konverguje ve smyslu normy v % (G).

Dikaz: Zavedeme funkce
p
T’p:f_Z(faui)u% p:1727
i=1

pro které plati

p 0 k=1,2,...,
(Up,uk) = (f—Z(f,ui)ui,uk) :{ (f,uk) k:p+1,...p

i=1

a aplikujeme na né vztah z predchozi poznamky:

anvnp = Z )\k‘ fyuk
k=p+1
Odtud plyne
(ananp) —0, p—oo

Pouzitim nerovnosti (8.4) pro funkce 71, pro p — oo dostaneme

2
1
— (an, 77;0) —0

I grad??p|” H| grad f(z) = > (f,ux) gradug () | p
k=1

Q.E.D.

8.2 Sturm-Liouvilletiv problém

8.2.1 Uvod

Rovnice (8.1) s okrajovymi podminkami (8.1.3) se pro n = 1 nazyva Storm-
Liouvilleuv problém. M4 tento tvar:

Lu = —(pu') + qu = Au, 0<z<l (8.5)

s okrajovymi podminkami
hiu(0) — hou'(0) =0 (8.6)
Hiu(l) + Hau'(1) = 0 (8.7)

Podminky pro rovnici jsou:

p e C'((0,1)),q € C((0,1)), p(x) > 0,q(x) >0,
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hi1>0,hy >0,H >0,Hy >0,hy +ho >0,H; + Hy >0

Defini¢éni obor operatoru L je

My, = C%0,1) N CL((0,1))

8.2.2 Greenova funkce

Predpoklddejme, ze A = 0 neni vlastni hodnota operdtoru L, to podle lemmatu
14 znamend, ze g # 0 nebo h; # 0 nebo Hy # 0.

Uvazujme rovnici
Lu=—(pu) + qu = f(x), u € My (8.8)

s prislusnymi okrajovymi podminkami (8.6) a (8.7), kde f € C(0,1) U %(0,1).
Protoze A = 0 neni vlastni hodnota operatoru L, je feseni této rovnice jedno-
znac¢né. To budeme nyni hledat.

Vezmémé dvé nenulova redlna feSeni v, vo homogenni rovnice Lv = 0 s okra-
jovymi podminkami

hlvl(O) — th’l(O) =0, Hﬂ)g(l) + Hgvé(l) =0 (89)

Tato TeSeni jsou linedrné nezdvisla; kdyby nebyla, platilo by v (z) = cva(z)
z podminek (8.9) by plynulo, ze vy spliuje okrajové podminky (8.6) a (8.7)
tedy A = 0 je vlastni hodnota operatoru L, coz je spor s predpoklady.

a
a

7Z linedrni nezavislosti vy, vy plyne, ze Wronskian

T
T

v2()
o () ‘;éo, x e<0,l >

a dale plati
p(@)W(z) =p(0)W(0), =x€<0,l>

Budeme hledat Feseni nehomogenni rovnice (8.8) metodou variace konstant:
u(z) = Ci(z)vi(z) + Ca(z)v2(2)
Dojdeme k soustaveé
Clvr +Chvy =0 (8.10)

il + oy = _£ (8.11)

Tuto soustavu budeme fesit Cramerovym pravidlem a dostaneme

o = 1’ 0 v ‘ _ f(@)va(a)
LW =L vy | T po)w(0)
T R ‘ __[f@)u()
N T A p(0O)W(0

64



Nyni je potfeba splnit okrajové podminky (8.6) a (8.7):

0 = h1u(0) — hou'(0) = h1[C1(0)v1(0) + C2(0)v2(0)]—
—h2[C1(0)v1(0) + C1(0)v}(0) 4 C5(0)v2(0) + C2(0)v5(0)] =
C1(0)[h1v1(0) = hav(0)] 4 C2(0)[h1v2(0) — havs(0)]

= CQ(O) =0
0= Hlu(l) — hgul(l) = Hl[Cl(l)Ul(Z) + CQ(Z)"UQ(Z)]*
—H[C1(Dv1 (1) + Cr(D)vy (1) + Co(Dva(l) + Co (w3 (D)] =
C1()[Hyv1 (1) — Havi(1)] + Co(1)[Hyv2(l) — Havh(1)]
= Cl(l) =0

(pouzili jsme (8.10), (8.9))

Integraci C, Co s podminkami C4 (1) = C2(0) = 0 dostaneme

1 l
Ci(z) = ~ 200 /., f(y)va(y) dy
Calo) =~ | Fomt dy
a konecné
1 T l
u(z) = 7p(0)W(0) lw(?ﬂ)/o f(y)vi(y) dy + vi(z) i fy)va(y) dy]

kde

je Greenova funkce operatoru L.

Muzeme tedy vyslovit néasledujici lemma;

Lemma 15 Jestlize A = 0 neni vlastni hodnota operdtoru L, reseni rovnice
(8 8) s okmjovymz podmz’nkami (8.6) a (8.7) je jednoznaéné a je ddno vztahem

fo y)dy, kde 4 je Greenova funkce operdtoru L.
Greenova funkce ¢ ma z definice nésledujici vlastnosti (Il =< 0,1 > x < 0,1 >):
1. ¢ je redlnd a spojita na II
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2. ¢ je symetrickd na II, tj. ¥ (z,y) = 9 (y,z) na Il
3. na diagondle x = y ma derivace ¥, skok —1/p(y), tj.
Hy+0y) -0y 1

Ox Ox p(y)
4. mimo diagonélu z = y spliiuje ¢4 na Il homogenni rovnici

ng(l’,y) =0, z#y

5. na hranici IT spliuje ¢4 okrajové podminky

09(0,y)
Ox

29 (l,y)

h19(0,y) — hs o

= H9(l,y) + Ho =0

6. plati
L9 (x,y) =6(xz—y), (z,y)ell

Priklad. Vypocttéme Greenovu funkci pro rovnici

—u" = f(z)
s okrajovymi podminkami
u(0) =u(l) =0
Homogenni rovnice je
_u// -0

v (z) = =z, va(z)=1—=x
Greenova funkce je
_ 1 vi(T)va(y) 0<z<y<
Y(w) = p(0)W(0) { va(z)v1(y) 0<y<az<

V feSené rovnici je p = 1,

W(z) =

vi() va(®) | o e 1 dr e —
e U,Q(x)‘—m.( - (l—a)l=—a—14az=—1

Dostaneme tedy

[ z(l-y) 0<a<y<l
g(m)_{(l—m)y 0<y<az<l
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8.2.3 Prevedeni Sturm-Liouvilleova problému na integralni
rovnici
Véta 31 Okrajovd uloha
Lu=XMu+f, we.#, [feC(0,1)n2(0,1) (8.12)

je ekvivalentni integrdlni rovnici

l !
u(z) = A / 9 (z,y)u(y) dy + / G ) ) dy, weC(0.0)  (813)

kde 9 (x,y) je Greenova funkce operdtoru L za predpokladu, Ze X = 0 neni vlastnid
hodnota operdtoru L.

Diikaz:
=: Necht u(z) fesi okrajovou tlohu (8.12). Potom z lemmatu 15, kam dosadime
Au + f misto f, dostaneme

l
ulz) = / (2, y)Nu(y) + F()] dy

tedy u(z) spliiuje integréln{ rovnici (8.13).
<«: Nechf funkce ug spliiuje rovnici (8.13). UvaZujme okrajovou tilohu

Lu:)\uo+f, UG%L

Podle lemmatu 15 je jediné feSeni této rovnice ddno vzorcem

l
ulz) = / (. y)uo(y) + 1(9)] dy = uolx)

Tedy ug € A, a spliiuje rovnici
L’LLO = )\’LLO + f

tedy je Fesenim okrajové tulohy (8.12).
Q.E.D.

Pokud f = 0, je okrajova tloha (8.12) Sturm-Liouvilleuv problém a tedy Sturm-
Liouvilleuv problém je ekvivalentni homogenni integralni rovnici

l
u(w) = [ 9@9)ulw)dy
0
za predpokladu, ze A = 0 neni vlastni hodnota operatoru L.

Odstranime nynéd omezeni, ze A = 0 neni vlastni hodnota operatoru L. Podle
lemmatu 14 neni p = 0 vlastni hodnota rovnice

Liu=—(pu') + (g + 1)u = pu

a tato rovnice je ekvivalentni{ okrajové tloze (8.12) a p = A + 1. Konetné
dostdvame tvrzeni:
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Tvrzeni. Sturm-Liouvilleav problém je ekvivalentni integralni rovnici

!
wm:wx+n[}%uwm@nm

kde ¢ (x,y) je Greenova funkce operdtoru L.
Sturm-Liouvilleav problém m4 (jako kazda okrajova tdloha) tyto vlastnosti:

Mnozina vlastnich hodnotéisel operatoru L je neprazdnd. Mnozina vlastnich
hodnot operatoru L je nejvysSe spocetnd a nema zadné koneé¢né hromadné body.
Vlastni hodnoty operatoru L jsou realné a maji kone¢nou nasobnost.

Tvrzeni. Vlastni hodnoty operatoru L jsou nedegenerované.

Diikaz: Necht X, X, jsou vlastni funkce odpovidajici vlastni hodnoté \g. Tedy
tyto funkce spliiuji rovnici (8.5) a okrajové podminky (8.6), (8.7) pro A = X\g. Z
prvni okrajové podminky plyne

hy X1(0) — ha X1(0) =0, h1X5(0) — haX5(0) =0
Protoze hy + he > 0, mé soustava netrividlni feSeni a jeji determinant je nula:

X1(0)  —X;7(0) ‘:_ Xi(0) X1(0) | _

/
1
X5(0) —X5(0) X5(0)  X5(0)
tedy Wronskian feseni X1, Xo je v bodé 0 nulovy a tedy tato feseni jsou linedrné
zavisla.

Q.E.D.

Véta 32 (Steklov) KaZdou funkci f € M1, lze vyjddrit jako regquldrné koncer-
gentni Fourierovu radu ve vlastnich funkcich Xy Sturm-Liouvilleova problému

fla) =" (f: Xu) X

k=1

Diikaz: Protoze f € .41, muzeme psét
Lif=Lf+ f=heC(0,1)N%(0,])

Ale protoze 11 = M1, je také f € M11. Potom f je FfeSenim okrajové tlohy
Lif = h, f € A1 a A = 0 neni vlastni hodnotou operdtoru L. MuZzeme
psat

l
@)= [ %iw)nts) ay
0
a tedy f je vyjadfitelné pomoci hermitovského spojitého jadra % (x, y). Aplikaci

Hilbert-Schmidtovy véty (véta 23) dostdvdme tvrzeni véty.
Q.E.D.
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8.2.4 Postup hledani vlastnich hodnot a funkci Sturm-
Liouvilleova problému

Necht uy, us jsou feseni rovnice (8.5) a splitujici poédteéni podminky
ur(0;0) =1, uy(0;0) =0
u2(0; A) =0, uh(0;0) =1

Potom funkce
u(w; A) = hauy (w5 X) + hyua(w; \)

splituje rovnici (8.5) a prvni okrajovou podminku (8.6).
Aby byla splnéna i druhd okrajovd podminka (8.7), musi platit
Hihouq (l, )\) + H1h1UQ(l; )\) + thgull (l, )\) + thlué(l; )\) =0

Kofeny A1, Ag,... této (slozité) rovnice jsou vSechny vlastni hodnoty Sturm-
Liouvilleova problému. Odpovidajici vlastni funkce jsou

Xi(x) = u(z; M) = hauy (x5 M) + haua(z; Ag), k=1,2,...

8.3 Fourierova metoda - separace proménnych

Uvazujme oblast Q = (z1,...,2,) X (Y1,---,Ym) = G X D. Ozna¢me S = 9G a
I'=0D. L
Potom 09 = (S x D)U (G x I).

Déle uvazujme operator L zavisejici pouze na z1, ..., z, a operator M zavisejici
pouze na yi, ..., Ym-

V oblasti 2 uvazujme nésledujici eliptickou rovnici:

Lu+ Mu = \u
s okrajovymi podminkami
ou ou
au+ B =0,vu+0-— =0
on SxD on GxT
kde «, 0 zavisi pouze na x1,...,T, a7y, 0 zadvisi pouze na yi, ..., Ym-

Vlastni funkce této rovnice budeme hledat ve tvaru
u(z,y) = X(2)Y (y)
Dosazenim do rovnice dostaneme
Y(y)LX (z) + X (2)MY (y) = AX ()Y (y)

a plati
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Leva strana nezavisi na y a prava na z, ale jsou si rovny, tedy obé strany jsou
nezavislé na x a y a rovné stejné konstanté u. Polozime-li v = A — u dostaneme

LX =uX
MY =vY
a problém jsme tedy separovali.
Priklad. Mé&jme rovnici
%u  9%u
- - == =u
ox?  Oy?
s okrajovou podminkou
ulyo =0

na oblasti Q = (0,1) x (0,m).
Separaci proménnych podle uvedeného postupu dostaneme
X" = pX, X0)=X(1)=0

-Y" =y, Y(0)=Y(m)=0

Resenfm téchto rovnic (bylo provedeno jiz mnohokrat v rtznych fyzikalnich
predmétech) dostaneme

k2 2k
uk(;) , Xﬂl
. 2 .
2
W:(”) R R L
m m m

a navratem k puvodni tloze méme

K 42 2 kmx Iy
_ .2 B . ,
Akj =T (l2 +W , ui(z,y) = —sm—smﬁ
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Kapitola 9
Smisené ulohy

9.1 Fourierova metoda

9.1.1 Uvod

Necht operator L je definovan takto:
Lu = —div (p gradu) + qu
a okrajova podmnka je

o

aquﬁan =
S

kde na funkce p(z), ¢(x), a(z), 5(z) jsou kladeny pozadavky z odstavce 8.1.1.

Budeme predpokladat, ze vSechna vlastni hodnoty Ax operdtoru L jsou kladné,
tedy 0 < A1 < Ao < ... a odpovidajici vlastni funkce

LXk = )\kQXk

jsou redlné a jsou prvky prostoru % (G; o) se skaldrnim sou¢inem ( 1, g) 0 = | fog
s vahovou funkei o(z) > 0, 2 € G, o € C(G).

9.1.2 Homogenni hyperbolické rovnice

Homogenni hyperbolickou rovnici oznacujeme problém

o%u
9
ulimo = uo(x), ai; - ui (2) (9.2)
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au—i—ﬁ% =0, t>0 (9.3)
s

Budeme hledat feseni rovnice (9.1) spliujici okrajovou podminku (9.3) a se-
stavime jejich linedrni kombinaci tak, ze

Resen{ budeme hledat ve tvaru
u(z,t) =T )X (x)
Dosazenim do rovnice 9.1 a upravami ziskame

() LX(z)

T(t)  e(z)X(2)

Leva strana nezavisi na x a prava na t, tedy obé strany jsou rovny téze konstanté
—\. Problém lze tedy separovat do téchto rovnic:

T + 2T =0
LX = \oX

Prvni z téchto rovnic mé obecné feseni pro A = A > 0 ve tvaru

Ti(t) = ag cos v/ At + by sin /Mgt

kde ar a by jsou libovolné konstanty. Sestrojili jsme tedy linedrné nezavisly
soubor feseni rovnice (9.1)

T (6) X (x) = (ag cos \/ Apt + b sin / A\pt) Xi(2), k=1,2,...
spliujici okrajovou podminku (9.3).

Sestrojime radu

[ee}

Z T (t) Xk (z) = Z(ak cos V/ Akt + b sin \/ Apt) X (x), k=1,2,...
k=1 k

=1

a zvolime konstanty ax a by tak, aby tato fada spliovala poc¢atetni podminky
(9.2):

i apXp(z) = ug(a), i VAR Xk () = ui ()
k=1 k=1

tedy z ortonormality systému { X} v %(G; 0) méme

1
ap = (uoan)g = / oup Xy, dz, br = W(Uka)g
g k

Konec¢né jsme pro fesenf u(x,t) smiSeného problému (9.1)-(9.3) dostali formaln{
vyjadieni ve vlastnich funkcich X operatoru L:

u(zx,t) = Z(ak cos mt + by, sin mt)Xk (x)

k=1
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9.1.3 Nehomogenni hyperbolické rovnice

Budeme se nyni zabyvat nehomogenni hyperbolickou rovnici

0%u

se stejnymi okrajovymi a poc¢dtetnimi podminkami (9.2), (9.3) jako u homogenn{
rovnice.

Pro kazdé t > 0 vyjddiime FeSenf u(x,t) tohoto problému Fourierovou radou ve
vlastnich funkcich X operatoru L:

u(z,t) = iTk(t)Xk@c), Ti(t) = (u, X),
k=1

Neznamé funkce T} musi tedy spliiovat poc¢ateéni podminky

T:(0) = /gg(z)u(:v,O)Xk(z) dz = (uO,Xk)Q = ay (9.5)

TL(0) = /g o(x) (u(x,0), 1) Xp(z) dz = (u1, X) , = VAkak (9.6)

Zkonstruujeme diferencidlni rovnici pro Tj. Skaldrnim vyndsobenim rovnice
(9.4) funkei X}, a tpravami dostaneme

0?%u 0? 9?

= —(Lu,Xk) + (F,X}C) = —(u,LXk) + (F,X + k}) = —)\k(u,Xk)Q + (F,Xk)
tedy funkce T} sponuji nasledujici rovnici
T]g+/\ka:Ck(t), k=1,2,...

ar(t) = (F, Xi) = /gF(ac,t)Xk(:v) dz

a FeSenim této rovnice s poc¢atetnimi podminkami (9.5), (9.6) dostaneme

1 t
Ti(t) = ag cos \/ At + by sin / A\t + W / cr(T)sin/ Ag(t — 1) dr
k Jo

Dosazenim dostaneme tvar fesen{ u(z,t) celého problému:

[eS) t
u(z,t) = Z [ak cos v/ At + by sin v/ A\t + \/% / cr(T)sin VA (t — 7)dr | Xg(x)
k=1 k70
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9.1.4 Parabolické rovnice

Uvazujme smiSeny problém s parabolickou rovnici:

ou
=0 = up(x) (9.8)
ou
- = > .
au—i—ﬁans 0, t>0 (9.9)

Pro jeho feseni opét pouzijeme Fourierovu metodu. Resenf u(z, t) budeme hledat
ve tvaru fady

u(l’,t) = iTk(t)Xk(x)7 Tk(t) = (U,Xk)g
k=1

Pro funkce T}, obdrzime rovnici
Té—F/\kT:Ck(t), Tk(O):ak, k=1,2,...

Kde
ar(t) = (F, Xi) = /gF(x,t)Xk(x) dz

ar = /g o(@)u(e,0)X(x) de = (uo, X1),

Tuto rovnici vyfesime metodou variace konstant a dostaneme

t
Ti(t) = age Mt —l—/ ck(T)e_A’“(t_T) dr
0

Potom formélni feseni problému (9.7)-(9.9) je

o0 t
u(z,t) = Z [ake_’\’“t +/ cr(r)e T dr| Xy (z)
k=1 0
Priklad. Schrédingerova rovnice.
L oY h?
Yli=0 = o(z)
oy + ﬁa—w =0, t>0
on|g

Rovnice pro T}, je

WDy — T =0, Ti(0) = ar, = (o, X)
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a tedy
Ti(t) = ak(ii%)\ktxk(di)

Resenfm Schrédingerovy rovnice je tedy
& .
Pla,t) =Y are” WM Xy ()
k=1

kde X jsou vlastni funkce operatoru L pro p = %, g=Vap=1l

9.1.5 Eliptické rovnice

Nakonec uvazujme smiSeny problém s parabolickou rovnici:

0%u
- —Lu+ F
05 = Lu+ F(z,t)
uli—o = uo(x), ult= = w(x)
out 2t Z0 0<t<
on

(9.10)
(9.11)

(9.12)

Pro jeho feseni opét pouzijeme Fourierovu metodu. Resen{ u(x, t) budeme hledat

ve tvaru fady

u(z,t) = iTk(t)Xk(x), Ti(t) = (u, Xx),
k=1

Pro funkce T} obdrzime rovnici
Ty — \T = cx(t), k=12,...
kde
eu(t) = (F. X)) = /g Fla, ) Xa(2) dz
s okrajovymi podminkami

Ti(0) = (uo, Xi),, = ar,  Ti(l) = (w, X)), = by

Funkce

o) = To(t) — o VMU= 1) ) sinh At

sinh /Al P sinh v/Apl

splituje rovnici (9.13) a okrajové podminky vy (0) = vi (1) = 0.

(9.13)

Ale hledédni této funkce je feSeni Sturm-Liouvilleova problému a muzeme tedy

psat

l
vg(t) = —/0 G (t, T)eg(T)dr
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kde 9 je Greenova funkce pro problém —v” + A\yv = —¢i(t), v(0) = v(l) = 0,

Dk = L[ sinhAtsinh VAl —7) 0<t<7<I
= mSlnhml Sinh\/E(l—t)Sinh\/ET 0<r<t<l

Nakonec tedy

sinh v Ag (I —t) b sinh /Mgt
sinh /Al ¥ sinh v/Agl

a obecné feSeni muzeme psat

() = Z o smh' VARl —1) b s%nh VARt
sinh v/ Al sinh v/ Azl

l
To(t) = a - /O Gu(t, T)ex(r) dr

_/0 G (t, 7)er (1) dT] X (x)

k=1
9.2 SmiSena uloha pro hyperbolickou rovnici

9.2.1 Uvod

2

Q% = div (pgradu) — qu + F(x,t) = —Lu + F(x,t) (9.14)
(z,t) € Iy =G % (0, 00)

Ju

ot

=u(z), z€g (9.15)
t=0

u|t:o = Uo(fﬂ),

au—i—ﬁ% =0, t>0 (9.16)
S

kde p, q, a, (3 spliuji podminky odstavce 8.1.1.

9.2.2 Klasické teSeni a integral energie

Funkce u(x,t) spliujici rovnici (9.14) s pocdteén{ podminkou (9.15) a okrajo-
vou podminkou (9.16) se nazyvé klasickym fesenim smiSeného problému (9.14)-
(9.16).

Podminky B B
FeC(ly), uoe€CHG), wu €C(G)

jsou nutné pro existenci klasického feseni.

Pii studiu feseni tohoto smiSeného problému je vyhodné pouzit integralu ener-
gie.

Necht u(z,t) je klasické feseni. Potom veli€ina

2 1 ou\’ 2 2
J(t):§ ; 0 5 + plgrad u|® + qu

se nazyva integral energie.

2

dx+1/ pguzdS
s, B
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Lemma 16 Necht u(x,t) je klasické reseni smiseného problému (9.14)-(9.16)
a F e C(lly). Potom

2 2 ! xT@u(w,T) .
J(t)—J<o>+/0/gF<, )T dr, >0

Diikaz: Vezméme libovolné ¢ > 0 a G’ C G s hranici S’. Vyndsobime rovnici
(9.14) derivaci %7; a integrujeme pies G’ x (g,T):

2
/ F%dxdtz/ au<ag+Lu> dzdt =
g/X(E,T) at g/X(E7T) 8t 8t

Ou 0% T ou
= —_— 7L
//9/5 ot Ot2 dtdz +/ ot ude dt

Dale s pouzitim Greenovy formule

/ P2 dpar =
"% (e, T) ot

1 ou\2 " T ou Ou Ou - ou
_Q/Q/Q((“)t) Eda:—i—/g [//p(gradu, grada)da:— P, 45+ //q“mdx] dt =

1 ou\” 9 9 r T oudu |,
_2/g/ [Q<5‘t> + p|grad u|” 4 qu de—/s // aa—ds dt

Limitnim pfechodem ¢ — 0 a G’ — G dostaneme (u a F jsou spojité):

1 ou\? 9 9 r r Ou Ou ou
Q/Q[Q(Gt) + p|lgrad u|* + qu de—/o / Ea—ndet /HT dedt

Z okrajové podminky (9.16) plyne ze % = —ou/p na S kdyz § > 0; pokud

b=0, je u=0. Tedy

T
Oou Ou / / a Ou 1/ a o7
— ——dSdt = u— dsdT = —u ds
/0/ Pt on s 2 /o, VB ‘o

a to spole¢né s predchozim vztahem, pokud zaménime T za ¢, dava tvrzeni véty.
Q.E.D.

Disledek. Pro F' = 0 dostavame

J2(t) = J*(0)

Poznamka. Tento dusledek je de facto zdkonem zachovani energie kmitajici sou-
stavy v neptitomnosti vnéjsi sily.

7



9.2.3 Jednoznacnost a spojita zavislost klasického teSeni
Pokud derivujeme tvrzeni predchoziho lemmatu podle ¢, dostaneme

dx

t>0

)

27(1)T(t) = / F(x,t)augi’t)

g

Pouzitim Cauchy-Bunakovského nerovnosti na pravou stranu dojdeme k nerov-
nosti

(9.17)

ou 2
H ot < \/;J(t) (9.18)
nmwmm§%1m> 9.19)

kde g9 < o(), po = minp(z).

ou
2JJ < || F ||| =
<171 %

D4 se ukazat, ze plati

Dosazenim (9.18) do (9.17) ziskdame

J'(t) t>0

1
< ——||F|,
_m\l I

Integraci vyjde
1 t
J(t) < J(0 +7/ Fldr
(t) < J(0) \/%OII |

Z toho po pouziti (9.18), resp. (9.19) plynou odhady

2 1/t
g,/—J(OH——/ |Fldr, t>0 9.20)
0o %0 Jo

2 1 ¢
[lgradul [| < 4/—J(0) + 7/ | F [ dr, t>0 (9.21)
Po D000 Jo

Odhadneme nyni || ||. Derivovdnim

|wféﬁwwm

du
at

vzhledem k proménné ¢ a pouzitim Cauchy-Bunakovského nerovnosti a odhadu

(9.20) dostaneme
ou 2 1 /t }
— | <2|lu —JO) + — Flldr
| <[y 2o e

, 2 1/t
ul” < *J(O)Jr*/ | £ dr
00 00 Jo
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a integraci

9 1 st ot

/

lull < ully /2 a@t+ o [ [P ara
2o Qo Jo Jo

kde || u ||, je hodnota || || pro t =0, tedy
lully= [ w.0)do = [ wde)do = fuol?
g g

Zaménou poradi integrace nakonec dostaneme

2 1 [

full <llullp+4/—JO)+— [ (t=7)[Fldr, t=0 (9.22)

Qo Qo Jo
Véta 33 Klasické Tesend smiseného problému (9.14)-(9.16) je jednoznacéné a
spojité zdvisi na ug, uy a F takto: Pokud F € C(Il7), F € C(Ilt) a

HF—ﬁng, 0<t<T; | uo —uo || < €0

| lgraduo — grad ol | <ehy  flur — @ llg < &1
potom odpovidajict (klasickd) teseni u(x,t) a u(x,t) spliugi pro 0 < t < T
ndsledujict nerovnosti:

~ T2
|u—a| §C<50+T€0—|—T€6+T81+25)

|| grad ,u — grad ,ul|| < C (g0 +&( + &1 + T€)
lur —ur || < C(eo+ey+er+Te)

kde C nezdvisi na ug, uy, F, t, T.

Diikaz: Abychom dokézali jednoznaénost, staci ukédzat, ze jedinym feSenim ho-
mogenniho (tedy up = w1 = a F = 0) smiSeného problému (9.14)-(9.16) je
nulové feseni. To ovsem plyne piimo z odhadu (9.22).

Pro dikaz dalsi ¢ésti véty budeme zkoumat 7 = u — u. Funkce 7 je klasickym
fesenim s F'— F, ug—ug a u; —up namisto F', ug a u;. Z predpokladi odhadneme
integral energie pro n:

2./]3(0) = /[g(ul —up)? + p|grad ug — grad ug|? + q(ug — %)2] dz+
g

+/ P2 (up — )2 dS <
se B

< Vmaxo(w)e} + V maxp(x)(eh)® + [V maxq(x) + oV maxp% (2))e <
z€G z€eG xeg z€So ﬁ

< C3eg+eh+61)?
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kde V je mira G, o mira Sy a C; dostate¢né velkd konstanta. Ziskali jsme tedy
odhad

V2J(0) < Ci(eo + ) +€1)

Pouzitim odhadu (9.22) pro feseni 7, predpoklada véty a posledné ziskaného
odhadu dostdavame pro 0 <t < T

N 1 e [t
Nl < VV|uo— o —&——Clso—l—sl—f—elt—i——/ t—7)dr <
7]l | e N ( 0t+e1) % 0( )

T €
<eVV + —Ci(eo+eh+e1) + —T% <
Q0 200

T2
<C (50 +Teg +Tey + Tey + 25)

Dalsi nerovnosti se dokazi analogicky.

Q.E.D.

9.2.4 Funkce spojité na %(G)

Definice 46 Nechf V t €< a,b > funkce u(x,t) € £ (G). Potom funkce u(z,t)
je spojitd na £5(G) v proménné t na < a,b >, jestlize

w(x,t') — u(z,t) prot’ —t

proVte<a,b>.

Norma || u || je také spojité, plyne to z nerovnosti
Wula, ) [ = u@, ) [l < llu(z, ') —ulz,t) |
plynouci z trojihelnikové nerovnosti.

Spojitost (u, F ) plyne z Cauchy-Bunakovského nerovnosti

[(u(@,t), f) = (u(@,t), F)| < [|u(@,t’) —u(@, ) ||| F|

Definice 47 Posloupnost funkci ug(x,t) konverguje k funkci u(z,t) v %2(G)
stejnomérné vt na < a,b >, jestlize

te<a,b>
Juk(z,t) —u(z,t)[| = 0, k—o0

Lemma 17 Jestlize posloupnost funkci ug(x,t) spojitych na £ (G) vt na <
a,b > konverguje k funkci v £ (G) stejnomérné v t na < a,b >, je u(z,t)
spojitd na Z2(G) vt na < a,b>.
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To, ze u € % (GX < a,b >) plyne z omezenosti < a,b >, spojitosti (a tedy na
uzavieném intervalu omezenosti) || u || a z rovnosti

b b
[ teoPazde= [ jute.o)®ar
a g a

Druikaz: Vezméme libovolné € > 0. Potom existuje m = m. takové, ze
|t (2, 8) — u(z, t) || < % te<ab>
Protoze u.,(x,t) je spojitd, existuje 6 = J. tak, ze
|t (2, ') — um (1) || < g it—t| <6, t te<ab>
Potom z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

e, t) = w(z, t) | < lul@,t') = wm (@, ) [+l v (2,) = wm (@, 8) [+ v (2,) = uz, ) | <

€ €, €
< §‘+E§+'§<—E
pro vSechna [t — /| < 0, t, t' €< a,b>.
Q.E.D.

Definice 48 Posloupnost funkci uy(z,t) je cauchyovskd stejnomérné na Z2(G)
vt na <a,b>, pravé kdyz

te<a,b>
up—up, = 0, k, p—oona %(9)

Lemma 18 Jestlize posloupnost funkci ux(x,t) je cauchyovskd na £ (G) vt na
< a,b >, potom existuje funkce u(x,t) spojitd na £(G) vt na < a,b > takovd,
= te<a,b>

up, = u, k— oo na %(G)

Diikaz: 07

9.2.5 Zobecnéné reseni

Necht Fj, € C(Ily), uko € C1(G) a uyy € C(G) takové, Ze pro k — oo plati

t€<0,7>
F, = Fna%(G)VT>0

ugo — ug na C(G), gradugy — gradug na Z(G), up1 — uy na Z2(G)

a pro kazdé k = 1,2,... existuje klasické feseni uy(z,t) smiseného problému
62uk
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U lt=0 = uko(x), Uklt=0 = up1(z) (9.24)

9
auy, + B% —0 (9.25)
S

Chceme ukazat, ze existuje funkce u(z,t) spojitd na % (G) v ¢ na (0, 0o) takova,
ze pro vSechna T > 0 plati
te(0,T)
up = u, k—oona%(G) (9.26)

Tato funkce u(z,t) se bude nazyvat zobecnénym Fesenim smiSeného problému
(9.23)-(9.25).

Pokud na rozdil u, —u, aplikujeme prvni nerovnost z tvrzeni véty 33, dostaneme
prot€(0,T)aT >0
Jue —up || < C[(L+T)| uro — upo || o + T|| | grad ugo — graduyo | ||+
T2
T s g ||+ - x| i = By

odkud plyne, ze posloupnost ug(x,t) je cauchyovskd na % (G) v t na (a,b).
Podle piedchoziho lemmatu potom existuje funkece u(z,t) spojitd v % (G) v t
tak, ze vztah (9.26) plati.

Tvrzeni. Zobecnéné feseni u(z,t) problému (9.14)-(9.16) spliiuje rovnici (9.14)
ve zobecnéném smyslu, tj. pro kazdé ¢ € Z(Il,) plati vztah

D%
/u(x,t) gw—l—Lgo dxdt:/F(x,t)godacdt

Diikaz: Vyjdu z rovnice (9.23)
82uk
o2

vynasobim ji ¢ a integruji pres Ilp

div (pgrad ug) + qug = Fi(x,t)

2
/ [gal;k — div (pgrad uy) + quk:| pdrdt = / Fy(z,t)pdxdt
np | Ot b

T

Per partes a druha Greenova formule daji

2
/ ug, ga—gp — div(pgrad ¢) + qp| dxdt = / Fy(x,t)pdxdt
Iy ot I

T

Limitnim pfechodem k — oo dostaneme hledané tvrzeni. Q.E.D.
Tvrzeni. Zobecnéné fesen{ u(z, t) méd prvni derivace u; a grad u spojité v %2 (G)
v t na (0,00) a pro T > 0 plat{

Ouy, te(0,T) Oy

- j _

ot ot

te(0,T)
graduy = gradu

ve zobecnéném smyslu.

Diikaz: 0
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Jednoznacnost a spojita zavislost zobecnéného reseni

Necht uy(z,t) je posloupnost klasickych feSeni konvergentni ke zobecnénému
Fesenf u(x,t). Pouzijeme-li odhad (9.22) na uy, dostanu

2 1/t
IIUkIISllukol\ﬂ/ka(OHf/(t—T)HFkIIdn t>0
00 00 Jo

kde
1 2 1 o
Ji(0) = */(QUit +p| gradugo | + quiy) + */ p—up dS
2 J; 2 /o, 1B

Limitnim pfechodem se d& ukézat, ze odhad (9.22) plati i pro zobecnéné fesent
u(z,t). Mozno dokézat i platnost odhadu (9.20) a (9.21). Z toho déle, stejné
jako pro klasické feSeni, plyne jednozna¢nost a spojitd zavislost zobecnéného
feseni.

9.2.6 Existence zobecnéného reSeni

Diive jsme sestrojili forméln{ feseni problému (9.14)-(9.16) ve tvaru Fourierova
rozvoje ve vlastnich funkcich {X,;} operdtoru L:

u(e.t) = 310X, ()
j=1
kde

1 gt
T;(t) = aj cos VAt + by sin VAt + —— / ¢;7)sin VAj(t — 1) dr

VA Jo
L
vy

Nyni chceme Fourierovu metodu rozsitit pro zobecnéné reseni, tedy dokazat, ze
rada konverguje.

aj = (u0,X;),, by =—=(u1,X;), ¢;(t) = (F. X;)

Predpoklddejme ug € A1, u1 € %(G) a F je spojitd v %(G) v t na (0,T).

Rozvineme

OEDIL )
ur(e) =Y VAb;X;(x)
j=1

Da se dokéazat, Ze posledni rada konverguj stejnomérné v ¢ na (0,7) a z toho
vSeho je vidét, ze za danych podminek se skute¢né Fourierova metoda dé pouzit
i pro hledéni zobecnéného teseni.
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Véta 34 Necht ug € M1, u1 € £(G) a F je spojitd v £(G) vt na {0,T).
Potom existuje zobecnéné tesend problému (9.14)-(9.16) a je dané Fourierovgm
rozvojem.

9.2.7 Existence klasického reSeni

Pokusime se zodpovédét, kdy zobecnéné teseni splyva s klasickym.
Omezime se na problém se dvémq proménnymi x, ¢ na

I = (0,1) x (0,00)

Ou 9 Ju\
otn oz \Por) 1

ou
uli=0 = uo(x), Bt li—o =ui(z), 0<z<lI
15 0
hlu—hga—u :H1u+H2(,7“ —0, t>0
z z=0 Tzt

Predpokladejme \g. Vlastni funkce lze psat ve tvaru
l
2= [ Ge0)Xu0) dy
0

Véta 35 (Mercer)
[ XK@ | _
> @)

k=1
Diikaz: 0

Dokazme stejnomérnou konvergenci na (0,1) fad

pIET Sl

k=1
Vyjdeme z feSeni l
Xula) = N [ Gla) Xilo) dy

Derivujeme podle x:

X/

/ Go (2, y) X () dy = (Ga Xi)

Parsevalova rovnost dava

e
Z’ gwaxk - Hgm ||2
k=1
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00 " 2 l
IR
k=1

Integral na pravé strané je spojitd funkce v x a protoze jsme na kompaktu, musi
byt fada na levé strané stejnomérné konvergentni.

Konvergence druhé rady se dé taky (néjak) dokédzat.

Véta 36 Necht ug, Lug,uy € #1. Potom existuje klasické veseni problému
(9.14)-(9.16) a je dané Fourierovym rozvojem.
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