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1 Veéty o zaméné v Lebegueové integralu
Véta 1 (Levi). Bud {pn}52; C A, 00 20,0 ~ > oy Pak ¢ € A a
Iy = Zzozl L,

Véta 2 (Lebesgue). Bud {¢,}5°, C L, pn — ¢ a (Fpo € L)(Vn € N)(Jpn| <
o). Pak p € L a
Io= lim Iy,.
n— oo

Posloupnost integrabilnich funkci je integrabilni, jestlize existuje integrabiln{
majoranta.

Véta 3 (o limité). Bud M C R", (P,p) metricky prostor, A C P, ap € A4,
f:M x A R a necht plati:

1. Pro skoro vSechna x € M

Jim f(z.) = p(a),
acA

2. (Va € A\ {ao})(f(,a) je méfitelnd na M),

3. (3g € L(M))(pro skoro viechna z € M)(Va € A\ ao)(|f(z,a)] < g(z)).
Potom

1. p € L(M),

2.

/M 7o O}LIEO /M f@, ).

a€cA

Véta 4 (o derivaci). Bud M méfitelnd mnozina, M C R™ a necht 7 =7° C R.
Necht f: M x Z + R je realnd funkce a plati:

1. Existuje ag € T takové, ze f( ,ap) € L(M),

2. pro kazdé a € T plati, ze f( ,«) je méfitelnd na M,



3. jeli N ¢ M, u(N) = 0, pak f(x, ) je diferencovatelnd na Z pro kazdé
r€M\N,

4. existuje g € L(M) tak, ze
Of(z, )

(67

(Ve e M\ N)(Va € 1) (‘

< g(ﬂﬂ)) :

Potom
1. f(,a) € L(M) pro kazdé a € Z,
2. Zf(,a) € L(M) pro kazdé o € T,

3. a plati

d 0
i f S = [ g sas

2 Skalarni soucin
Véta 5.

o= te
je skaldrn{ souc¢in na Cfa,b] x C|a,b]

Dikaz. 1. linearita:

b - b
(af+h.g) = / (o f (2)+h(x))g(@)dz = / (of (2)9(@) +h(z)g(@))da =

/ f(2)g@)dz + / ho)g@)dz = a(f.9) + (hg) (1)

2. hermitovskost:

/ e / s @)z = [ @7 = / ' (@) F @ = .7

3. Pozitivni definitnost:

b
Pa > 0 = / Pads > 0 ()

/a b Odx = 0 (4)



sporem:

b
/ F2(@)dz = 0A(3o)(f(w0) # 0) = (s, C [a,b])(Va € Uz, )(f(2) #0) =

b
2 = 2Z X 21’ X
| Paaa= [ P /[a’b]wmf (w)dz £0 (5)

, COZ je spor
]

3 spojitost f

Véta 6. g € C(R?); A C R omezena, pak

f(x) = [, 9(x,y)dy je spojitd na R

1. Diikaz. (V(JU y) € RQ)(V&) > 0)(3d0 > 0)(lg(x + 0,y) — g(x, y)| < eo)

[f(z+0) = ()| = | [, 9(x+6,9)dy — [y g(z,9)dy| < |[,19(z +6,y) — g(z,y)dy|| <
|fA€0‘—€0u(A)<6 O

2. Dikaz. g je spojtd, na A nabyva svého maxima M, g m4 integrabilni
majorantu M:

lim f(z) = lim [ g(z,y)dy = / lim g(z, y)dy = / 9(wo, y)dy = f(xo)
Tr—xQ Tr—xQ A A Tr—x0 A
(6)
O

4 derivace fce
1. ag=0,f(,a0) € L, [, cos(—mz)dx existuje

2. (Ve > 0)(Va € (e, +0))

’— /000 xQe_‘”zcos((a —m)x) — we = sin((a —m)z)| <

, coZ je integrabilni majoranta

Va € (g,00)

f(a) = 4 /00 e—ae” cos((a — m)x)dx = / —a2® cos ((a —m)z)dx =
0

—/0 g2’ cos((a —m)x) — ze —ax® sin((a — m)x)dz  (8)



