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1 Věty o záměně v Lebegueově integrálu

Věta 1 (Levi). Bud’ {ϕn}∞n=1 ⊂ Λ, ϕn & 0, ϕ ∼
∑∞
n=1 ϕn. Pak ϕ ∈ Λ a

Iϕ =
∑∞
n=1 Iϕn.

Věta 2 (Lebesgue). Bud’ {ϕn}∞n=1 ⊂ L, ϕn → ϕ a (∃ϕ0 ∈ L)(∀n ∈ N)(|ϕn| .
ϕ0). Pak ϕ ∈ L a

Iϕ = lim
n→∞

Iϕn.

Posloupnost integrabilńıch funkćı je integrabilńı, jestliže existuje integrabilńı
majoranta.

Věta 3 (o limitě). Bud’ M ⊂ Rn, (P, ρ) metrický prostor, A ⊂ P , α0 ∈ A′,
f : M ×A 7→ R a necht’ plat́ı:

1. Pro skoro všechna x ∈M

lim
α→α0
α∈A

f(x, α) = ϕ(x),

2. (∀α ∈ A \ {α0})(f( , α) je měřitelná na M),

3. (∃g ∈ L(M))(pro skoro všechna x ∈M)(∀α ∈ A \ α0)(|f(x, α)| ≤ g(x)).

Potom

1. ϕ ∈ L(M),

2. ∫
M

ϕ = lim
α→α0
α∈A

∫
M

f(x, α).

Věta 4 (o derivaci). Bud’ M měřitelná množina, M ⊂ Rn a necht’ I = I◦ ⊂ R.
Necht’ f : M × I 7→ R je reálná funkce a plat́ı:

1. Existuje α0 ∈ I takové, že f( , α0) ∈ L(M),

2. pro každé α ∈ I plat́ı, že f( , α) je měřitelná na M ,
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3. je-li N ⊂ M , µ(N) = 0, pak f(x, ) je diferencovatelná na I pro každé
x ∈M \N ,

4. existuje g ∈ L(M) tak, že

(∀x ∈M \N)(∀α ∈ I)

(∣∣∣∣∂f(x, α)

∂α

∣∣∣∣ ≤ g(x)

)
.

Potom

1. f( , α) ∈ L(M) pro každé α ∈ I,

2. ∂
∂αf( , α) ∈ L(M) pro každé α ∈ I,

3. a plat́ı
d

dα

∫
M

f(x, α) dx =

∫
M

∂

∂α
f(x, α) dx.

2 Skalárńı součin

Věta 5.

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

je skalárńı součin na C[a, b]× C[a, b]

D̊ukaz. 1. linearita:

(αf+h, g) =

∫ b

a

(αf(x)+h(x))g(x)dx =

∫ b

a

(αf(x)g(x)+h(x)g(x))dx =

α

∫ b

a

f(x)g(x)dx+

∫ b

a

h(x)g(x))dx = α(f, g) + (h, g) (1)

2. hermitovskost:

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx =

∫ b

a

g(x)f(x)dx =

∫ b

a

g(x)f(x) =

∫ b

a

g(x)f(x)dx = (g, f)

(2)

3. Pozitivńı definitnost:

f2(x) ≥ 0 ⇒
∫ b

a

f2(x)dx ≥ 0 (3)

∫ b

a

0dx = 0 (4)
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sporem:∫ b

a

f2(x)dx = 0∧(∃x0)(f(x0) 6= 0)⇒ (∃Ux0
⊂ [a, b])(∀x ∈ Ux0

)(f(x) 6= 0)⇒∫ b

a

f2(x)dx =

∫
Ux0

f2(x)dx+

∫
[a,b]\Ux0

f2(x)dx 6= 0 (5)

, což je spor

3 spojitost f

Věta 6. g ∈ C(R2);A ⊂ R omezená, pak
f(x) =

∫
A
g(x, y)dy je spojitá na R

1. D̊ukaz. (∀(x, y) ∈ R2)(∀ε0 > 0)(∃δ0 > 0)(|g(x+ δ, y)− g(x, y)| < ε0)
|f(x+ δ)− f(x)| =

∣∣∫
A
g(x+ δ, y)dy −

∫
A
g(x, y)dy

∣∣ ≤ ∣∣∫
A
|g(x+ δ, y)− g(x, y)dy|

∣∣ ≤∣∣∫
A
ε0
∣∣ = ε0µ(A) < ε

2. D̊ukaz. g je spojtá, na Ā nabývá svého maxima M, g má integrabilńı
majorantu M:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

∫
A

g(x, y)dy =

∫
A

lim
x→x0

g(x, y)dy =

∫
A

g(x0, y)dy = f(x0)

(6)

4 derivace fce

1. a0 = 0, f(, a0) ∈ L,
∫∞
0
cos(−πx)dx existuje

2. (∀ε > 0)(∀a ∈ (ε,+∞))∣∣∣∣−∫ ∞
0

x2e−ax
2

cos((a− π)x)− xe−ax
2

sin((a− π)x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣(−x2 − x)e−ax
2
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(−x2 − x)e−εx

2
∣∣∣
(7)

, což je integrabilńı majoranta

∀a ∈ (ε,∞)

f ′(a) =
d

da

∫ ∞
0

e−ax
2

cos((a− π)x)dx =

∫ ∞
0

∂

∂a
e−ax

2

cos((a− π)x)dx =

−
∫ ∞
0

x2e−ax
2

cos((a− π)x)− xe−ax
2

sin((a− π)x)dx (8)
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