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2. Parcialni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty a resitelné substituci

Priklad 2.1 Naleznéte obecné tesent rovnice

9%u 1 Ou

dxdy 2y Oz

v (0,2) x (0, )

Reseni. Zavedeme substituci v(y) = g—”;:

dv v

dy 2y

Integrujme podle z:

u(z,y) f/

u(z,y) =y (f(z) + h(y))
u(z,y) = Vyf(z) +9(y)

Priklad 2.2 Naleznéte obecné tesend rovnice
0%u  Ou B
oy Oy

Ay:

ResSeni. Hledejme feseni ve tvaru u = e

A2eM — N\ =0

AN—1)=0
= u(z,y) = f(z)e'? + g(x)e%
u(z,y) = f(x)e? + g(z)

0%u 9
= xr° —
0x0y Y
Reseni. Integrujme podle x
ou 3
— =z’ — h
5o = 3~ h(y)



a podle y: . .
u(w,y) = o’y — Say’ + /h(y)

1

u(z,y) = gmgy — %xzf + f(y) + g(x)

Priklad 2.4 Naleznéte obecné tesent rovnice

9%u ou
—2y— =0
0xdy or

Integrujeme podle x:
u(z,y) = e’ /b(m)
u(z,y) = ¥ (f(x) + h(y)
u(z,y) = e f(z) + g(y)

Priklad 2.5 Naleznéte obecné tesend rovnice

9%u

A znovu podle y:

u(z,y) = x%yz + %y?’ +yf(x) + g(x)

Priklad 2.6 Do rovnice

O O 0 o
922 T Ta Tas T

dosad’te vztah f(z,y,2) = e**g(x,y,2) a urcete p tak, aby byl vysledek co nej-
jednodusst.



Reseni.

P _ g .
2% 9a2°¢
Pf _ 9
oyz  Oy?
z z
82f nz nz 89 nz 8,9 nz 829
A A =R M

2

3] 0%g 3]
Hz ag +e“za 2+ue’”g+e“z 89 +et* g =10

0? 0%g 13
J ey 26"Z+u e“zg+,ue“zag

02¢ Tay the

82g 0%g 0%g dg
9,99, 99 9ut1
922 T o2 T 022 7t )5,

Pokud zvolime pu = —5, dostaneme

+ (P +p+1)g=0

@+ﬁ+i+3 0
9z2 " By 922 " 49

Priklad 2.7 Preved'te rovnici

62

E) +2Dzy —4Dxz — 6Dyz — Dzz =0

na kanonicky tvar.
Reseni. Odpovidajici kvadratickd forma mé tvar
h(z,y,2) = 2% + 2xy + 4oz — 6yz + 2% = (v +y — 22)* — (y + 2)* — (22)?

Matice pro hledéni polarni béze je

1 1 =2
A=10 1 1
0 0 2
Inverzni matice je
1 -1 2
at=(o 1 -1
0 0 ;

Odtud odecteme po sloupcich bazické vektory a hledana substituce je

(==

n=—z+y
3 1 3

Ne Syt 2
5% T g¥tg®



Kanonicky tvar je pak

Piiklad 2.8 Naleznéte kanonicky tvar rovnice

Pu | (Ou O, 0 0 Ou, du
ox? Oy? Oy? Oxdy

8y6z+8z+6y:0

Reseni. Odpovidajici kvadratickd forma mé tvar
h(z,y,2) = 2% + 2% + 52° + 22y + dyz = (z +y)* + (y + 22)% + 22

Matice pro hledani polarni baze je

1 10
A=10 1 2
0 0 1
Inverzni matice je
1 -1 2
ATt=10 1 -2
0 0 1

Odtud odec¢teme po sloupcich bazické vektory a hledand substituce je

E=x
n=-—z+y
A=2r—-2y+z

Vypocteme derivace
Ou _ Ou B Ju ou
oxr  0¢  On o\
ou_ou_,ou
dy  On o\
Kanonicky tvar je pak

Pu Pu Pu ou_
a2 o2 T oxz T ae



3. Parcialni diferencialni rovnice druhého radu

Piiklad 3.1 Substituujte rovnici

o
O0x? y8y2

vztahy € = x + 2/—y an =2 —2y/—y v oblasti y < 0.

Reseni. Vypocteme derivace

=0

ou_ou ou
oxr  0¢  On

Pu_ P Pu Pu Ou_Pu Pu P
0x2 02 0cdn  ondE  on  9g2 | " otom  on?

ou
ay y( )
() (-
6y 2) —yv/—y on  0¢
Y R x)
V=y \V=y \on?  0¢on) /=y \ono§ o€
(o (e P ou )
—2yy=y \On 0¢) —y\on* 0n Ond§  O¢
(e (e
—2yy/=y \On 0¢) y\ 0%n 09¢& O
Dosadime do rovnice

2 2,, 2 2 2 2
0%u 28 8u 1 (8u 5‘u> <28u 0*u 811,)0

oe2 “agon "o " 2=y \on o€

o&on  0&%  On?

482 1 ou Ou
oton 2=y (35>

Po pouziti transformacéniho vztahu

275 = 5(6 )

0%u B 1 <8u B 6u>
ocon — 2(6—n) \on  O¢

Piiklad 3.2 Substituujte rovnici

d%u B 1 (8u B E)u)
ocon — 2(6—n) \on  O¢

vztahy E=x+y an=x—y.

ziskame




Reseni. Vypocteme nejprve zpétnou transformaci

x:%@+m

y=%@—m

a poté derivace

ou_1(0u o
o6 2\ox Oy

ou_1 (00 ou
on  2\ox Oy
o 1 (0o
oton 4 \0x2  Oy?

Dosadime do rovnice a dostaneme

1(%u_ 8w\ _ 1 ( Ou
4\0x2 oy2) 2.2y Oy

Priklad 3.3 Rovnici

preved’te na kanonicky tvar v oblastech, v nichZ zachovdvd typ.
Reseni. Vypocteme diskriminant
D = 4z%y?

Protoze D > 0, jedna se o hyperbolickou rovnici. Aby se zachoval typ, musf
platit pfinejmensim x # 0, y # 0. Jeji kofeny jsou

\— +2|zy| :i’g‘ :ig
272 T T
Resime tedy rovnici
dy_ v
dz T
dy  do
y oz

Iny=—-Inz+ K
Iny+hnzx=K
Inzy =InC
xy=C



dy _y
de =z
Ay _ds
y oz
Iny=Inx+ K
Iny=InCxzx
v_ .

T

Odkud dostavame substituce

=y
oy
n=1Y
X

Vypocteme derivace

ou ou y Ou

or ~og T 2oy

Pu_ (Fu_y Pu) [ Pu oy 2 0n

o2 Y y6§2 2 0nos) x? yagan 2 On? x30n

5 0%u y? 0%u  y? 0%u 2 Ou
a2

“Voe " 2 aeon o vy
ou Ou  10u

oy~ "og Taom

Pu_ (P 1P 1[0 15

oy 02 x Ondé x \"0ton  xom?)
—xQ@_’_Qﬂ_’_i@
T oeR 0c0n  x2 On?

a dosadime do rovnice

2 2 52 2 52 2 2
$2<28u oY *u  y? *u 28u>_y2(x28u+28u

Voez " “uZogan T aion Viioy ez " “ean

0%u 0%u 2 0%u Ju 0%u 0%u
x2y2—2— y? +%72+ g——x2y2—2— y?

¢ 0&0n  x2 On x dn ¢ 0&0n

2

Ou  oy0u _
&0 x On
2 0%u 1y ou
Y aean

—4y2

2:17877:
0%u 11 0u

ooy 2aydn
d%u 1 ou

gy 260y

1 0%u
2 On?

y? 0%u B

x2 02

)



Priklad 3.4 Rovnici

xQ@ 2y 0%u 5, 0%u
0x?

ozy YV oy

0

prevedte na kanonicky tvar v oblastech, v nich# zachovdvd typ.

Reseni. Vypocteme diskriminant

D =42%y* —42%y* =0

Protoze D = 0, jedna se o parabolickou rovnici. Jeji koten je

—2xy Y
lambda = ==
ambda 972 -

dy _y
dz =z
dy_d=z
Y oz

Inly| =ln|z|+ K
In|y| —Injz| = K
|| = K

x

4-
x

Nyni si feseni tilohy rozdélime na 2 piipady podle znaménka £:

1. £>0:
Substituce je

a druhou si libovolné (reguldrné) zvolime
n=x
Vypocteme derivace

Ou Ou y Ou

dx  on a2 0¢
0%u 32u7 y 0%u 2ydu vy ((’92u

922~ o 220¢on 1308 22
@_2731 v y? 0%u

- o2 2200 + 24 9¢2

ou_ 10u
oy  x O¢

_y Pu
omos  x2 02 )

2
x3 O



a dosadime do rovnice:

(P 2
on?  x2 9an

z* 062 a3 0

2
20

on?

2
Fu _
on?

292 2y 0
+ L0 yu)—i—wa (:c

%u 1 0%u
2 2208
0%u 10u 1/[ 0% y 0%u
0zdy ~ 20¢ @ (anag - xag> -
10u 1 0% y 0%u
T T20¢ T zonpe o7 o
a dosadime do rovnice:
%u 2y 9%u 20%u 2y ou 10u 1 0%u 0%u
ﬁ@w‘ﬁ%w+i%ﬂ#%0“wGﬂ%+wm{é%@
20 _
on?
0%u
a7 _
<o
Substituce je
- ¥
x
a druhou si libovolné (reguldrné) zvolime
n=ux
Vypocteme derivace
ou Ou y Ou
dr  on ' 2?9
3%:%qyyujMMy(Wu+yWﬂ:
0x2  On? x220£0n 23 0& x2 \ono& w2 02
0%u 2y 0%u y? 0%u 2y Ou
T o2 " 220ton | 1102 2P oE
Ju 1 0u
dy  woe
%u 1 0%u
2 2208
0%u 10u 1/[ 0% y 0%u
g = 0~ (o * 2568 ) =
10u 1 0% y 0%u
T 220 wondE a3 og?

)+

2i82u

2ogz 0

5 1 0%u

Vo =0

22 Q&2



Kanonicky tvar rovnice je tedy
0%u
= = 0
on
a dospéjeme k nému pomoci substituci
Y
e=[3
T
n=x

Piiklad 3.5 Pro x > 0 a y > 0 preved’te rovnici

0%u 0%u

z = =0
e +y8y2

na kanonicky tvar. Diskutujte pak jeji typ.
Reseni. Vypocteme diskriminant
D = —4zxy
Protoze D < 0, jedna se o eliptickou rovnici. Vybereme si jeji kofen
N WP WY
2z VT
a budeme fesit diferencidlni rovnici

dy _
de
dy _ vy

de  x

_;dy_ d=
N
—iJy+c=\x

c=Vr+iy

-

Tedy zavedeme substituci
E=Re=Va
n=Yc=4y

Vypocteme derivace

ou_ 1o
or  2y/x O¢

Pu_ 1 1 P 1w (@ 1o
022 2/x2x 02 dax 06 4x \ 02 Jx O¢

10



Ou 1 Ou
dy 2y
62u_ 1 1 0%u 1 Ou 1 0%u 1 Ou
8@/2_2\/@2\/@5772_41/\/@317_4@/(3772_\/?377)

a dosadime do rovnice:

Pu ou low 1ou_
o2 o2 €96 nom

11



4. Distribuce

Piiklad 4.3 Urcete derivaci Heavisideovy funkce ©(z)
Reseni. Uzijeme vysledku pifkladu 4.2:
=11 @)} + [flee0(z — x0)

Skok je v bodé xy = 0, velikost skoku je [f]., = 0 a funkce je jinde konstantni,
takze {f'(x)} = 0.
O(z) =0+ 15(x — zo) = §(x)

Piiklad 4.4a Dokaste, Ze a(z)d(z) = a(0)d(x)

ResSeni.

Piiklad 4.4b Dokazte, Ze 06(x) =0
Resen.

(00(x), p(2)) = (6(2), 0p(2)) = (8(x),0) = 0 = (0, p(x)) = (a(0)d(z), p(x))

Piiklad 4.5 Dokazte, 7e 2PL =1

Reseni.
1 1 T ro(x oo
(P2 00)) = (Prooeta)) = v [ 22— [0 = (gt
x x e T e
Piiklad 4.6 Nechf je ddna funkce
1 z—2knw

fw) = 2 or

pro x € (2km,2m(k + 1)),kde k € Z. Urcete jeji derivaci.

Reseni. Uzijeme vysledku piikladu 4.2. Funkce mé nekoneéné mnoho skokt v
bodech 2k7w. Vypocteme jejich velikost:

1 _2k7r—2k:7r 1

a:~1>121’1£l7r+f(m> - 5 271' - 5
1 2km—2(k—1
lm  fa) = Lo Zhm= k=D 3
z—2km— 2 2T 2
tedy
1 3
== ——=—1
[ @)lotr = 5 —
V ostatnich bodech je derivace
1
/ e
(@)Y =5



Tedy derivace je

Priklad 4.12 Vypoctéte

< (na)
Reseni.
(45 (nlel) @) ) = = (el /() = = (1 Inloly () =
o LG R i A B
= —PV]p(z) In|z]]*X 4+ PV /:O “’f) = P;,s&)
protoze

PV[p(x) In |2[]73 = ¢(0) lim (In| —e| —Inle))T3 =0

lim
e—0+
Piiklad 4.13 Dokazte, Ze v 2'(R) plati:

1)’ 1
o
x x

(pLs) v [0,

oo x

kde

Reseni. Nejprve vypocteme

(7)) - (1) =orr [252-

[ [0

IS
Il
8l
<
I

<.
Il
|
w"_'
<
Il
SRS
&

Dale si spoc¢itame

+o0 —€ +oo
v [T (H o[ )
o T e—0+ T]_ T,

13



Nyni vyjadiime

2] T () ) (2

oo €

= lim (SD(O) - cp(())) = —2p(0) lim L —p(0)PV /+00 1

e—0+ \ —¢ € e—0+ € x2

— 00

a nakonec dostaneme

((P;)/,@> = - <—<p(0)PV/_:O ;) — PV /f: “"g) -

oy [0 (L)

2

Priklad 4.16 Vypoctéte

d ) 1
— | lim -
dx \e—0+ x £ ic
Reseni. Podle Sochoského vzorei a pifkladu 4.13

d . 1 d . 1
T (&%ﬂ m) KT (W‘“”) * 7’9@> =

1
22

= Find' (z) — P
Priklad 4.17 V R wypoctéte derivace zobecnéné funkce
f(x) = |x|sinz
do c¢turtého Tddu véetné.
Reseni. Plat{ (|z|)’ = sgnx, podle pitkladu 4.2 (sgnz) = 26(x). Potom

f'(z) = sgnzsinz + |x|cosz

" (x) = d(z)sinz + sgnxcosw + sgnxcosw — |z|sinx = 2sgnx cosz — |z|sinw

(protoze §(z) sinz = §(x) sin0 = 0)
1" (x) = 2(26(x) cosz— sgn x sin x)—( sgn x sin z+|x| cos x) = 46(x)—3 sgn x sin x—|z| cos x
(protoze d(x) cosz = §(x) cos0 = §(x))

" (z) = 46'(x)—3(5(x) sin x+ sgn x cos ) —(sgn x cos z—|x| sin x) = 48’ (x)—4 sgn z cos z+|z| sin z

14



5. Konvoluce, Fourierova transformace

Jon )e'er) da

. [ @))(€) = (2 W)"f‘ [f(m](=¢)
o F[Df(x)] = (=i)*F[f(z)]

o D*F[f(z)] = Fl(iz)* f(z)]

o Flf xg] =F[fFlg]

o Flf(z — )] = e F[f]

()] =
)

o FlOt)e ] = Z¢

o Fl6(z — a)] = e’
Casto také vyuzijeme faktu, ze

0(2)f(x) + O(o)gle) = o) [ £y
(podrobneé viz 5.1)
Piiklad 5.1 Vypoctéte konvoluci
O(x)e™ x O(x)e’®
Reseni.
—+o0

—+oo
@(w)e‘”*@(x)ebm = @(y)e“y@(x—y)eb(w_y) dy = / eay*@(a:—y)eb(“g_y) =
0

— 00

+oo
= ebz/ O(x — y)ela=y
0

Pro z < 0 je O(z)e™ * O(x)e’™ = 0, jinak

T b ela—0)T _q £aT _ b
_ e = a#b
:ebr/ ela—b)y dy = . a—b a—b #
0 €T

a=">

Celkovy vysledek muzeme pséat ve tvaru

ax bx
ar br _ @(x)e a:g a 7& b
@)™ » Bla)e { O(x)xe® a="0

Piiklad 5.3 Vypoctéte konvoluci
O(z) * O(x)
v 2'(R).

15



Reseni.

O(z) * O(x) = O(x) /Ox dy = O(z)x

Piiklad 5.4 Vypoctéte konvoluci

17l 4 ol
v 2'(R).
Reseni.
o0
o1zl otz _ / el 4 e—la=3l gy
— 00
Pro z > 0:

+oo 0 x (e’
/ e Wlhxeleylqy = / eYe— Tty _|_/ e Ve~ Tty +/ e VetV —
—00 —00 0 T
1 —x —x 1 T —2z —x
= 5€ (1-0)+e (as—())fie (0—e ") =(1+ux)e
Pro z < 0:
“+o0 x 0 oo
/ e Wlselrylqy = / eYe Y 4 / eYerY 4 / e VetV —
—00 —00 T 0
1 —x( 2x x 1 T x
= 5e (e —0)—|—6(0—17)—§6 0-1)=(1—=a)

Dohromady je tedy
el s eIl = (1 + |z])e I

Priklad 5.5 V R" urcete

Flo(x — )]
Reseni. Z definice
“+o0o
Flo(x —z0)] = / o(x — ajo)ei@@) dx = (&%)
Priklad 5.6 Urcete .
Fle )

je-li a > 0.

Reseni. Z definice



je-lia > 0.

Reseni. Z definice

+oo

Fle )= [ e dn = [ ooy -
oo 0
1 0] 1 1
— (—a+i&)z _ _ —
“a+if {e } —a—i—zf(O 1 a—if

Priklady 5.84-5.10 Vypoctéte
Flsinaz], Flcosax]
kde a € R
Reseni. Nejprve vypoéitame:
Fle'*] = (2n) F e (=n) = 2n6(—n — a) = 216(n + a)

Flemae] = (2m)F e "€](—n) = 278(—1n — (—a)) = 216(n — a)

Nyni rozepiSeme sinus a cosinus

) etar _ piaxw

smar = ——————
24

eiam + eiaz

cosar = ————
2

a ted uz vime, Ze

Flsinazx] = 2%_27r(6(77 +a)—0(n—a))=ir(6(n—a) —6(n+a))

Flcosax] = %2#(5(77 +a)+d(n—a))=n(d(n—a)+d(n+a))

Piiklad 5.9 Vypoctéte konvoluci

O(x) sin(z) * O(z) sin(z)
Upravte na jednoduchy tvar.
Resen.

O(x) sin(z) * O(zx) sin(z) = O(x) /Ox sinysin(z — y)dy =

x
29(:10)/ sinzsiny cosy — cos zsin? ydy =
0

2

1 1
= O(z)sinx— sin“ x — cos xi(x —sinzcosz) =

O(z)

== (sinzsin®z — x cosz + sin z cos ) =

17



O(z)
2

(sinx — x cos x)

Piiklad 5.11 V .#’(R) naleznéte Fourieruv obraz funkce

2
72 + a2

kde a > 0.

Reseni. Z piikladu (1.6) vime, ze
/+°° CosaT W iy
=—e
0 1 + 372 2

2 +o0 ixé +o0 o3
.7-‘[70{ | = 2a/ £ 5 dr = 2a/ cosz€ +isinag dx
o

z2 + a? oo X2+ . 22 4 o2

Protoze sinus je lichd funkce a cosinus sudad, je

+oo +oo
_ 4a/ cos x& do — é/ cos x& de —
0 o

2 2 2
T4+ o « g) +1

cos alt
t2+1

+o0 T
r=at, dr= ozdt’ = 4/ dr = 4§e_|a5‘ = 2reClél
0

Priklad 5.12 Pro

1 o
fe= e @70
vypoctéte P, * Pg.
Reseni.
1 2a
C T 2ma? 42
a z predchoziho piikladu vime
1 2a
FlP] = = Fl5——] = ek
[Fo] 2 [x2+a2] €

F|Py % Pg] = F[P,)F|Ps) = e—alélg=BIEl = o—(at+B)IE] — FlPusp)
Pa * Pﬁ = Pa—i—ﬁ

Piiklad 5.14 Podle definice urcete Fourieruv obraz funkce 1 v prostoru R™.

Reseni.

Fl1] = @m)" F11)(=€) = (2m)"6(=¢) = (2m)"5(¢)

18



6. Laplaceova transformace

Lf'()] = pLIf] - £(04)

£ fy f(ryar| = Leir)]
c%ﬂ:ﬁMNMMq
S22 F(r) dr = limyo LIF(4)] ()
o LIE"f(t)] = (1) L[f]

o L[O(t)e ] = -1

p+a

o LIO(W)t"e ] = ey

e L[O(t)sinft] = ﬁ

o LIO(t)cosfBt] = zh5m

Vétsinou budeme pouzivat toto znaceni:

pro a,b € RT.
Reseni.

c[eﬂl = [ gl e g =

=/ ( )d = [Infg+a] —In|g+b[];°
, \g+ta q+

q
b
[ q+al] 1t o et
g+ p+ 0| p+a

A nyni pouzijeme vzorce pro vypocet integralu:

oo —at __ ,—bt b b b
/ e G m PO b
0 3 p—0  |[p+al |al a

Piiklad 6.6 Reste diferencidlni rovnici
y/ 4 Y= t267t

za podminky y(04) = a.

19



Reseni. Prejdeme ke zobecnéné tloze
y +y =0t
a provedeme Laplaceovu transformaci:
2
(p+1)°
2

(p+1)?
a 2 1

= + = a
p+1 (p+1)* p+1

kde jiz vidime znamé Laplaceovy obrazy a tedy

y=0(t)(a+ %t?’)e_t

(pF—a)+F =

(p+1)F =a+

1 3
3(p+1)*

_|_

Piiklad 6.7 Reste soustavu obycejnijch diferencidlnich rovnic

Yy = Tyr — 18yy + 127

yh =3y — 8ys + He '

za podminek y1(04) = 2, y2(04) = 1.

Reseni. Nejprve podrobime soustavu Laplaceové transformaci (L[yi] = Fi,

Llys] = F3): 9
pF1—2:7F1—18F2+ﬁ

5
F—1—=3F —8F, + >
pla 3 82+p+1

Nyni potiebujeme slusné vyjadrit F; a Fy. Nejprve vyjadiime F; pomoci Fs z
prvni rovnice
1 12
Fp=——1(2-18F, + —
Fp-T ( e 1)
a dosadime do druhé rovnice:
3 12 5
+8) =14+ — |2—-18F0 + —— | + ——
(P +8)F p—7< ’ p+1> p+1
(P+8)(p=T)(p+1)F2 = (p=7)(p+1)+32(p+1) - 18(p+1)F2+12) +5(p—7)
P+ 1)F(p*+p—T78+318)=(p—-T)(p+1)+32(p+1)+12)+5(p —7)
(p+1Dp—1)(p+2)F> =p* +5p
p* +5p
p+DE-1P+2)
Potom vyjadiime z druhé rovnice F5 pomoci Fj

Fy=

1 5
F=—— (143 +——
? p+8< ' p+1>
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a dosadime do prvni rovnice:

18 5 12
-""Vh=2——(14+3Fi+ —— |+ —
(p JFi p+8( ! p+1> p+1

(p—7)(p+8)p+1)F1 =2(p+1)(p+8) —18(p+1+3(p+1)Fy +5) +12(p+8)
(p+1)Fi(p*+p—78+183)=2(p+1)(p+8) —18(p+1+5) +12(p +8)
(p+1p-1)p+2)F =2p" +12p+4

22 +12p+4
(p+1L(-1p@+2)

Ted’ provedeme rozklad na parcidlni zlomky:
_ 3 .3
p+1 p—1 p+2

1=

Iy

2 N 1 +-4
Tp+1l p—1 " p+2

Zde uz vidime znamy Laplacetv obraz a muzeme psat

)

y1 = O(z)(3e" + 3¢t — de™?t)

Yo = O(x)(2et + e — 272
Piiklad 6.8 Vypoctéte integral

e~ cos bt sin ct
B —— |
0

t
kde a € RT a ddle b,c € R(c # +b).
Reseni.

—at cos bt sin ct
[: |:e ; 111 C

1 o0
] = 7/ L [e”" cosbtsinct] dg =
2Jp

;Lwﬁkz”@m@+cﬁﬂmbdﬂhm

1 [ b+c b—rc
:ZQL (@+ay+awcy‘xq+@2+@cy>dq:

1 1 q+a 1 g+al™
=—1( t —(b— t =
2{( +C)b+camgb+c ( C)b—cangb—cL

1
—2[arctgcl])—a th—i_] =
p
—1 T_.T_ arct m—alrtp—i_ =
“2\2 2 htec —c))~
*1 arct mfarct pra
T\ b



A nyni pouzijeme vzorce pro vypocet integralu:

/OO e~ % cos bt sin ct
0 t

1
dt = zl)ii% 3 (arctg % — arctg i::) =

1 ¢ a ¢ a
= — | arctg —— — arctg ——
2 gb—c gb—l—c

Priklad 6.9 Uzitim Laplaceovy transformace naleznéte funkci u = u(t), vyho-
vugici rovnici
u” +u +u=e'(3cost+ 2sint)

a podminkdm u(0) =0, v/ (0) = 1.
Reseni. Provedeme Laplaceovu transformaci:

Llu] =F

Lu] =pF

L] =pL]—1=p*—-1
a rovnice prejde na tvar
p—1 1

2
FipF+F—-1=3 2
e (17—1)2+14r (p—1)2+1

_3p—3+4+24+(p—-1)°+1

2
+p+1)F =
(»*+p+1) PRSI
2
2 p°+p+1
tp+NF =2 T80T
1
in
(p—1)2+1

u(t) = O(t)e'sin(t)
Piiklad 6.13 Reste integrodiferencidlnd rovnici
t
y + 2y + / f(r)dr =sint
0

za podminky y(04) = 0.

Reseni. Piejdeme ke zobecnéné iloze

¢
y' 42y +/0 f(r)dr =©(¢)sint

Laplaceovou transformaci:

1 1
F —0)+2F +-F =
(pF = 0) PR
p*F +2pF + F = L
p*+1
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p
(P* +1(p+1)?

Rozkladem na parcialni zlomky

=2 (- )
S 2\p?+1 (p+1)?

a rozpoznanim Laplaceovych obrazu na pravé strané

y = %@(t)(sint —te™")

Piiklad 6.14 Vypoctete integrdl

/°° cos bt — cos at
0 t

dt

kde a,b € R —{0}.

Reseni. ;
t — cos at o0
E[Costcosa} :/ L[cos bt — cos at](q) dg =
P
L h q d 1 2 2 2 2|100
_2/;0 <q2+b2q2+a2) dq:§[1n|q +b|*ln|q +CLHp =
L, e+ 0]~ P02 1 |p*+d?
=35 s 5| =sghl-lh——> =-h——0H0

A nyni pouzijeme vzorce pro vypocet integrélu:

°° cosbt — cosat 1 [p?+ad? la?| a
——dt=lim-In+—5——% =ln—+ :ln‘f’
0 t p—02 " |p? + b2 62| b

Piiklad 6.15 Uzitim Laplaceovy transformace teste rovnici

"

y" + y/ — 62t
za podminek y(04+) = y'(04) =y”(04) =0.

Reseni. Provedeme Laplaceovu transformaci:
3 1
p°’F 4+ pF = ——
p—2
1
F=—u
p(p—2)(p* +1)

Rozlozime na parcialni zlomky:

11 1 1 2 p 1 1
F=—Z-4_— z S
2p  10p—2 5p>+1 5p2+1

kde jiz vidime znamé Laplaceovy obrazy a tedy

1 1 2 1
y = 0(t) (2 + l—oezt + £ cost — 3 sint>
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Piiklad 6.17 Reste integrodiferencidlni rovnici

t
y’+2y+2/ f(r)ydr=1
0
s danou pocédtecni podminkou y(04) = 0.
Reseni. Prejdeme ke zobecnéné tloze
t
Y+ 2+ 2/ F(r)dr = 6(1)
0
Laplaceovou transformaci:
1 1
(pF—0)+2F+2-F = —
p p

(P*+2p+2)F =1
B 1 B 1
PP+ 2p+2 (p+1)2+1

odkud jiz vidime
y = O(t)e 'sint

Piiklad 6.18 Naleznéte partikuldrnd Teseni diferencidlni rovnice
4ty" + (4t +8)y + (t+4)y =0

kde y(04) = a.

Reseni. Nejprve si vypocteme nékteré Laplaceovy transformace:

Lyl =F

n o _ i no_ /
Lly'] = pF —a, dpc[y]_pF +F

d
Lly"] = p(pF —a) — a = p*F — pa — a, dfpﬁ[y”] =2pF +p*F —a

Nyni transformujme rovnici:
aty” + 4ty' + 8y +ty+4y =0

) + A= L) + Sl + (<F) 4 4F =0
—4(2pF + p°F’ —a) — 4(pF' + F) + 8(pF —a) + (—F') +4F =0
—8pF — 4p*F' + da — ApF’ — AF + 8pF — 8a — F' +4F = 0
—4p*F' —4a —4pF' — F' =0
, 4a 4a

__4p2—|—4p—|—1 :_(2p—|—1)2

A(—

Integraci
a

:74—0
p+1/2)
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Odtud je patrno
y = O(t)ae ™ 4 ¢i(t)

Z podminky je a = ae’ + ¢, tedy ¢ = 0 a proto

y = O(t)ae V/*
Priklad 6.19 Vypoctéte integrdl

—+o00
/ e~ cos 3t cos 4t dt
0

ResSeni. Vypocteme si Laplacetv obraz integrandu (upravime si podle vzorce
pro souéin kosint)

1
L[e 3" cos 3t cos 4t] = L[e 3! (cost+cos Tt)] = 3 (

p+3 p+3
(p+3)2+1 (p+3)2+49

A nyni pouzijeme vzorce pro vypocet integralu:

°° cos bt — cos at o1 p+3 p+3
————————dt = lim = + =
B t p—02 \(p+3)2+1 (p+3)2+49

_1(_3 8 y_1(3 3)_51
T 2\3241 32449/ 2\10 58/ 290
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7. Fundamentalni feseni operatort

Hledéni fundamentélniho feSeni operatoru L je vlastné nalezeni takové funkce
E(t), kterd splituje rovnici

Piiklad 7.1 Naleznéte fundamentdlni feseni operdtoru

L= % +a
kde a > 0
Reseni. 4
& +a& =4(t)

Aplikujeme Fourierovu transformaci
(—i§)E+aE =1

1
a—1i€

£=0(t)e

Piiklad 7.2 Naleznéte fundamentdlni feseni operdtoru

d? d
L=2—+42——-12
dz? + dx
uZitim Fourierovy transformace.
Reseni. e e
2—— +2— — 128 = 0(t
da? + dx ®)

Aplikujeme Fourierovu transformaci
2(—i€)*E + 2(—i§)E - 12E =1

—2¢62F — 2i¢F — 12E =1
_ 1t
262406 +6
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Rozkladem na parcialni zlomky

s 11 1 1)1 1 1
__25i<£—2i_§+3i>_10(—i)(f—?i_€+3i)

a tedy

_OM), o
5—1—0(62 —e 3)

Piiklad 7.4 Naleznéte fundamentdini veseni operdtoru

d? d
L=—s+3+2
Reseni. 26 4
—_— — +26 =9
12 +3 P +2& (z)

Aplikujeme Fourierovu transformaci:
(—i€)?’E +3(—i§)E+2E =1

—&?E - 3iEE+2E =1
B 1 B -1
€24 3i€ —2  (xi414)(€ + 20)

Rozkladem na parcialni zlomky:

E =

_1
T 10

. 1 1 1 1
E:Z(£+i_£+2i):1—i£_2—if
Tedy
E=0(x)(e ™ —e %)

27
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8. Cauchyova tloha pro vlnovou rovnici, pro rov-
nici vedeni tepla a pro rovnici s obycejnymi deri-
vacemi

Rovnice vedeni tepla

5 a’*Au= f(x,t), u(z,04)=uo(z)

Zobecnéna prava strana je

O(t) f (x,t) + uo(2)d(t)

a fundamentilni fesen{ v R1+1:

Vlnova rovnice

2
O _ a’*Au= f(x,t), u(z,04)=uo(z), %(

52 x,04) = uy(x)

Zobecnéna prava strana je
O(t) f (@, 1) + uo()d(t) + ua ()6(t)

a fundamentélni fesen{ v R+

E(x,t) = %?@(at — |z])

Reseni tlohy je ddno vzorcem

r+at zta(t—T)
u(x,t) = %[uo(x—at)—&—uo(x—l—at)]—ki/ d§—|—2a / / ,7)dédr

r—at a(t—)

Piiklad 8.1 Reste rovnici

d2y dy
a1z 2+3df+2yfe

uzitim fundamentdlniho reseni prislusného operdtoru. Naleznéte takové Tesent,
pro které y(04+) = y'(04+) = 0.

Reseni. Fundamentaln{ fesent je (z piikladu 7.4)

E(w) = O(x)(e™ — ™)



Reseni rovnice ziskame konvoluci

ymeef= [ B r—eB—y)e I dy = () /Om(e””y—e””?’y) dy =
= @(x)e” [_16—21; 4 le—Sy}m — @(m)ez <1€—Bac _ }e—% + 1) _
2 3 o 2 2 6
= 0O(z) (;e% - %efz + é€x>
Piiklad 8.2 Reste rovnici
% + 3% +2y=¢€"

s podminkami y(04) =2, y'(04) = 1.
Reseni. Fundamentaln{ fesen je (z piikladu 7.4)
E(z) = O(z)(e™® — ™)
Ptejdeme ke zobecnéné tloze, od klasického feSeni y ke zobecnénému feSeni y:
Y=y
Aby mélo feseni v bodé 0 skok, musime derivaci ¢ doplnit o ¢len s d:
7 =y +26(x)

Aby méla derivace feseni v bodé 0 skok, musime druhou derivaci 3" doplnit o
¢len s 6:

7' =y +28(z)+6(x)
Zpétné vyjadiime klasické feseni
y=y
y =y —24(z)
y' =y"—20'(x) - d(x)
a dosadime do rovnice
(¥" =28 (z) — 6(x)) + 3§ —26(z)) + 2y = O(x)e”
¥+ 3y + 2y = O(x)e” + 75(x) + 25 (v)

ResSeni rovnice ziskdme konvoluci

U(z) = E(z) * (O(x)e” + T0(x) + 28 (z))



E(@)* 8 (z) = (E(x) x6(x)) =& (x) =
=0(2)(—e "+ 27 + 5(z) (e — e ) = O(x)(2e7 — e )

Piiklad 8.3 V R'*! feste rovnici
0*u  9%*u e
gu_9uv., .,
ot? 0z?

s pocdtecnimi podminkami u(z,04) = sinz, %% (2,04) = = + cos .

ResSeni. Jednd se o vlnovou rovnici, tedy uzijeme k feSeni vyse uvedeného

vzoree:
1 1 z+at z+a(t— 7—)
u(z,t) = i[uo(m—at)—&—uo(sc—i—at)]—i—% /x_at df—i—za/ /x e ,7)dédr =
1 1 x4+ z+(t—7)
:§[Sin(x—t)+sin(ﬂc—|—t)]+§/ (E+cos&)dE+ = / / ( et d¢dr =
r—1 t—7)

- %[sin(m —t) +sin(z +t)] + 2[522 +sin )24 + ; /o e 5}?:87:; -
=sin(z +t) + zt + %(—ezH[e_T]f) — " eT]h) =
= sin(x—l—t)—i—xt—i—%(—e””+e’+t—e“’+ew_t) = Sin(x—&—t)—l—mt—ec”—i—%ei(et—i-e_t) =
=gin(x +t) + 2t — e” + €” cosht = sin(x + t) + at + €”(cosht — 1)
Piiklad 8.5 Reste smisenou tlohu pro rovnici vedend tepla

ou  O%u

ot 9
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pri x > 0 s pocdtecni podminkou u(x,04) = cosbx, b > 0 a s okrajovou
podminkou %(O,t) =0.

ResSeni. Zobecnéna uloha je

ou 0*u
Fria i 0(t) cos bz
Fundamentalni feseni je
) a2
E(x,t) = () e 4t

Reseni ulohy ziskame konvoluci

u(x,t) = E(x,t) x 6(t) cosbx =

+o0 2
26\/(%/00 e%cosb(a:—f)dgz

+o0o .2
2@\/(% /_DO eTgt(cosbxcosbf+sinbxsinb§)d§:

o)

cos bx\/47rte*b2t = O(t) cos bxe*b%
2yt ( )

+oo .2
() / e cos b cos bEd¢ =
2Vt J_ oo

Priklad 8.8 Metodami matematické fyziky teste rovnici

d2
52 Z —u=4e""
x

Naleznéte takové resent, pro néz plati y(04) =0, y'(04) = 0.
Reseni. Pouzijeme Laplaceovu transformaci:

4
2
F-F=_—"—_
p )
4
e -
(p—1(p+1)?

Rozkladem na parcidlni zlomky:

1 1 2
F= - -
p—1 p+1 (p+1)2
A tedy
u=0(x)(e"—e *—2xe™") = 6(m)(2i—2m6_”) = 20(x)(sinhz—ze™")

Piiklad 8.11 Reste Cauchyovu tlohu pro rovnici vedend tepla v R

@—4@+t+ ¢
ot 0x? ¢

za podminky u(x,04) = 2.
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ResSeni. Zobecnéna iloha je

ou  0%u ¢
Fundamentalni feseni je
O(t) =s?
E(z,t) = 16t
(@) 44/ 7rt6

Reseni ulohy ziskame konvoluci

u(@,t) = E(x,) * (O(t)(t + €") + 24(t))

E(z,t) * Ot)(t + €') /m /+OO ewv@( m(t—n+e'e) =

t +OO 1 752 "
:6t)/ dn/ d¢ etor (t—n+ee ) =
_ 4./
V16m(t —n+ele™)dn =

o0

t
= @(t)/ (t—n+ele M) dn = O(t)[tn — %772 - etefn]g =
0

= 6(t)(%t2 +et—1)

+oo .2
E(,t) * 28(¢) = f\%/_ e T df =
_ 5,00 _
=2~ —V/16nt = 20(1)

(e, t) = 9(15)(%152 Fet 1)

Piiklad 8.12 Reste Cauchyovu ilohu pro rovnici vedend tepla v R**1

ou  u
a = %—i—e CcOS &

za podminky u(x,04) = cosx.

ResSeni. Zobecnéna loha je

ou  9%*u ¢
T i (©(t)e " +4(t)) cosz
Fundamentalni feseni je
O(t) =s?
E(z,t) = a
(%) 2\/7rte



Reseni tlohy ziskdme konvoluci

u(z,t) = E(z,t) * (O(t)e " +6(t)) cosx

—+oo +oo 2
E(x,t)*@(t)e*tcosx:[m df[m dn;z/(%efn@(tn)e(t”) cos(x—¢&) =

=0(1) ! t ! =+ ( )
=0O(t)e / d§/ dn e e"(cosxcosé + sinxsin€
2,/
o) 0

Clen nésobeny sin & vypadne, protoze se integruje pies celé R a sinus je lichy:

= coszO(t)e t/JrOO df/

Vyintegrujeme pfes & (viz piiklad (1.5)):

e 4n e cos&

¢ ¢
= cos x@(t)e*t/ dn72,/ ne e = O(t)e " cosx/ dn = O(t)te ' cos
0o 2JT 0

E(x,t) x6(t) cosx = 2@\/(%

+oo )
= 26\/%/_00 dfeTgt)cosxcosfz

+oo _e2
/ dée™ ) cos(z — &) =

= 0O(t)e tcosx

u(z,t) = O(t)e ' cosx(1+1t)

Piiklad 8.14 Naleznéte funkciu € @' spliujici rovnost

d?u du
——4—+4 = ze® 4 §'(x) — 2
= U = Te 8" (z) — 20(x)

Reseni. Nejprve nalezneme fundamentalni feseni operatoru na levé strané Fou-

rierovou transformaci:
d2E dE

(—i€)*E + 42£E +4E =1
1
e
£ = O(x)ze?

Partikularni feSeni ziskame konvoluci

u=0(z)(ze® + §'(x) — 20(x)) * (O(z)xe*”) =
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= (0(x)2e*™) * (O(2)2e®) + O(x)d' (z) * (O(z)xe®™) — 20 (z)xe®®

(O(x)xe®™) x (O(x)ze*™) = O(x) /Of £e®(x — 5)62(””—5) =

1 1

= @(f)eh[il‘fz - 553]3 = 6@(35)62%3
O(x)d' (x) * (O(x)ze®®) = (%(@(:c)d(x)) * (O(z)ze®) =

= %@(fﬂ) /O'L 56255(x — f) = (@(x)xe2w)/ _ @(.T)(ZT@QI n e2$)

1 1
u= 6@(36)62”%3 + O(x)e** (22 + 1) — 220 (x)e** = @(x)ezw(gxg’ +1)

Piiklad 8.15 Reste Cauchyovu ilohu pro rovnici vedend tepla v R**1

u _ 6@ +t+e
ot Ox?
za podminky u(xz,04) = 10.
Reseni. Zobecnénd tloha je
ou 0%
— —6—— = O(t)(t+e") + 105(t
=60y = Ot + ') + 105(1)
Fundamentalni feseni je
O(t) =2
E(x,t) = e 21t
(%) 267t

Reseni tlohy ziskdame konvoluci

u(z,t) = E(xz,t) % (O(t)(t + ') +105(t))

+o00 +oo 5
E(z,t) * O(t)(t + ) 2[ dn[ d§2(:)/(677?)negiv@(t—n)(t—n+ete”) =
t oo 1 e
= @(t)/o dn[ d§2 ﬁﬁﬂneﬁ(t —n+ee ) =

=0(t) /0 ﬁv?@w(t —n+ee M) dny =
= 0(0) [ (t=n+e'e) dn = O(b)ltn - 507 —c'e =
= @(t)(%tz +et—1)
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o(t) /+°° 2
E(x,t) x106(t) = 10 7t € =
(@,t) * 106() N A 3

_ 10 00 _
_102\/%\/2%15_10@@)

() = @(t)(%tQ +et 49)

Piiklad 8.16 Naleznéte funkci u(z,t) takovou, aby vyhovovala rovnici

Pu_ou,
o2 Ox? ¢

s poédteénimi podminkami u(x,04) = sin x,%(az, 04) =+ cosz.

Reseni. Jednd se o pifklad (8.3), viz téz.
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