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1. Zakladni mnozinové operace

Pro libovolné podmnoziny A, B, C' mnoziny X plati
(L.1) AUB=BUA,

(I.2) ANB=BNA,

(1.3) AUu(BUC)=(AUuB)U

(L.4) N(BNC)=(ANB)N

(L5) N(BUC)=(ANB)U @MWC)
(1.6) U(BNC)=(AUB)N(AUC),
(L7)  C\(AUB)=(C\4)N(C\B),
(L8)  C\(ANB)=(C\A)U(C\B),
(19)  A\B=AnN(X\B),

(L10)  (A\B)\C =4\ (BUO),
(L11) X\ (A\B)=BU(X\A).

Vztahy (1.7) a (1.8) se nazyvaji de Morganova pravidla.
Bud'te (A,).cr, (Bx)rek systémy podmnozin mnoziny X . Plat{

(1.12) (U A)n (U By) = L{ (A4,NB,),

(1.13) ( A U ( ) A UB,),
(L14) X\ (U A4)=N X\A
(L15) X\ (ﬂAL) = X\A

Vztahy (I.14) a (I1.15) se nazyvaji de Morganova pravidla (pro systémy mnozin).

Budte X, Y mnoziny, X x Y jejich soué¢in, tj. mnoZina vSech uspofddanych dvojic
(z,y), kde x € X, y € Y; pojem usporddané dvojice je zde chapan jako primitivni. Pro
libovolné mnoziny Uy, Uy C X, Vi, Vo C Y plati

(1.16) (Ul X Vl) N (U2 X VQ) = (Ul N UQ) X (V1 N Vg),
(1.17) (Ul X Vl) U (Ug X Vg) C (Ul U UQ) X (Vl U VQ) .

Mnozina f C X X Y se nazyva funkciondlni graf nebo také zobrazeni X do Y, jestlize
ke kazdému z € X existuje pravé jeden element y € Y tak, ze (z,y) € f; prvek y se
pak nazyva hodnota nebo funkéni hodnota zobrazeni f v bodé = a oznacuje f(x) nebo f,.
Samotné zobrazeni f oznac¢ujeme symboly f = (fi)zex, f: X =Y, f={(z,y) € X XY |
y=f(2)}

Bud f: X — Y zobrazeni. Obraz f(A) mnoziny A C X je definovdn jako mnozina
vSech bodu y € Y spliujicich podminku “existuje bod = € A tak, ze y = f(z)”. Vzor
f71(A4) mnoziny A’ C Y je definovan jako mmozina vSech bodi x € X takovych, 7e
f(z) € AL f se nazyvd surjektivni, jestlize f(X) = Y; f se nazyva injektivni, jestlize z
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podminky f(z1) = f(z2) vyplyvad x1 = x9; f se nazyva bijektivni, jestlize je surjektivni a
injektivni.

Bud f: X — Y bijektivn{ zobrazeni. Podle definice ke kazdému y € Y existuje prave
jeden element x € X tak, ze y = f(z). Mnozina f~! = {(y,z) € Y x X |y = f(z)} je
tedy zobrazeni Y do X; nazyva se inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Bud f : X — Y zobrazeni. Piedpoklddejme, Ze existuji zobrazeni g, h : ¥ — X
takova, ze g(f(x)) = = pro kazdé = € X a f(h(y)) =y pro kazdé y € Y. Pak f je bijekce
ag=h=f"1l

Bud f : X — Y zobrazeni. Pro libovolné mnoziny A, B C X a libovolny systém mnoZin
(A),er> kde A, C X, plati vztahy

(118)  f(AUB) = f(A)U f(B),
(119)  f(AnB)cC f(A)n f(B),
(120)  f(A\f(B) C f(A\B),
(1.21) = f(A),

(L22)  f ﬂA) cNf(A

(123)  fHAUB) =AY UFUB),
(L24)  fHANB) = AN B,
(L25)  fHANB) = AN fUB),
(126)  f(F71(A) = A" N f(X),

wen) A UA) =Urt(4),

(129)  AcC f(f(A)),
(130)  FA)NA = f(ANFA(A)).

Je-li f injektivni, pak

(L31)  FFA) = A

Je-li f surjektivni, pak

(L32)  f(f7H(A) =4
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I1. Usporadani

Binérni relace < na nepriazdné mnoziné X se nazyva uspordddni, jestlize jsou splnény
tyto podminky:

(1) Plati pro elementy z,y,z € X z <y, y < z, pak x < z.

(2) Pro kazdé = € X plati z < x.

(3) Plati-li pro elementy x,y € X x <y ay < x, pak = y. Bindrni relace < se nazyva
uplné usporddani, je-li kromé podminek (1), (2), (3) splnéna jesté tato podminka:

(4) Pro libovolné dva elementy z, y € X plati bud = < y nebo y < .

Mnozina X spolu s danym uspoirdddanim (resp. uplnym uspofdddnim) se nazyvé
usporddand (resp. uplné usporddand) mnozina.

Vsimnéme si, ze podminka (2) vyplyvéd z podminky (4).

Bindrni relaci = < y, x # y, oznacujeme symbolem = < y. Plati-li x <y (resp. z < y),
piSeme také y > = (resp. y > x).

Usporadani (resp. uplné usporddéni) na mnoziné X prirozenym zpusobem definujeme
usporadéanim (resp. uplné usporddédni) na libovolné neprdzdné mnoziné X.

Bud X uspofddand mnoZina s uspoiadanim <. Elementy x, y € X se nazyvaji srovna-
telné, plati-li bud = < y nebo y < . Uspotfddani < je tiplné usporadani tehdy a jen tehdy,
jsou-li libovolné dva elementy z, y € X srovnatelné.

Bud X tiplné uspoifddand mnozina. Pro libovolna a, b € X, a < b, klademe [a,b] =
{reXla<z<b} (g, ={reX|a<z<b},[a,b)={reX|a<z<D, (a,b) =
{z € X|a < x < b}. Mnozina [a, b] (resp. (a,b], resp. [a, b), resp. (a, b)) se nazyva uzavreny
interval (resp. zleva otevreny zprava uzavieny interval, resp. zleva uzavieny zprava otevieny
interval, resp. otevieny interval) s levym koncem a a pravym koncem b.

Bod zy usporddané mnoziny X se nazyva minimdlni (resp. mazimdlni), jestlize z
podminky x < z¢ (resp. x > xy) vyplyvd & = x(. Uspfddand mnozina nemusi mit zadny
miniméln{ ¢i maximalni element nebo jich muze mit vice. Bod z( se nazyva horni (resp.
dolni) zdvora mnoziny A C X, plati-li x < z¢ (resp. x > x) pro kazdé x € A. Existuje-li
horni (resp. dolni) zdvora mnoziny A, A se nazyva shora (resp. zdola) omezend. Mnozina
A se nazyva omezend, je-li shora omezend i zdola omezen4.

Bud A podmnozina uspoptddané mnoziny X, B4 mnozina vSech hornich (resp. dolnich)
zévor A. Plati-li By # 0, element yg € By pro ktery yo < y (resp. yo > y) pro kazdé
y € By, se nazyva supremum (resp. infimum) mnoziny A nemusi vzdy existovat.

Uplné uspporaddni na mnoziné X se nazyva dobré uspordaddni, obsahuje-li kazda
neprazdnd podmnozina A mnoziny X minimélni element. Mnozina X spolu s dobrym
usporadanim se nazyvé dobre usporddand mnozina.

Kazdd neprazdnd podmnozina dobfe uspordadané mnoziny je dobfe usporadana mno-
zina a obsahuje pravé jeden minimalni element.

Usekem dobfe usporddané mnoziny X rozumime podmnozinu A mnoziny X spolu s
dobrym usporddanim definovanym z X takovo, ze pro kazdé xg € A a x € X pro které
x < xo plati z € A. Pro libovolné y € X mnozina X, = {z € X |z < y} je usek X; X,
se nazyva usek urceny prvkem y. Evidentné X, # X. Na druhé strané je-li A C X tsek
takovy, ze A # X, pak A = {z € X |z < y}, kde y je minimaln{ element mnoziny X\ A4;
plati tedy A = X,,. Je-li y miniméln{ element X, pak X, = 0.

III. Axiom vybéru
Bud’ X uspofddand mnozina. Mnozina vSech iplné uspoiddanych podmnozin mnoziny

X spolu s mnozinovou inkluzi C je usporddand mnozina; kazdy jeji maximalni element se
nazyva maximalni uplnée usporadand podmnoZina mnoziny X.
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Budeme tikat, ze systém mnozin o mé konecny charakter, jsou-li splnény tyto pod-
minky:

(1) Pro libovolnou mnozinu A C o a libovolnou koneénou podmnozinu B C A plati
Beo.

(2) Je-li A mnozina takovd, ze libovolnd koneénd podmnozina B C A patif systému o,
pak A € o.

Véta 1. Nasledugici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Pro libovolnou neprazdnou mnozinu X a libovolny systém (A,).cr meprazdnijch
podmnozin mnoziny X existuje funkce f: 1 — X takovd, Ze f(1) € A, pro kazdé . € I.

(2) Na kazdé mnoziné existuje dobré uspordddni.

(3) Kazdd tuplné usporadand podmnozina uspordadané mnoziny je obsaZena v néjaké ma-
rimdlni uplné usporddané podmnoziné.

(4) Ma-li systém mnozin konecny charakter, pak kaZdy jeho element je osazen v jistém
maximdlnim elementu.

(5) Je-li kazdd iplné usporddand podmnozina uspordadané mnoziny X shora omezend,
pak kaZdy element x € X je srovnatelny s néjakym mazximdlnim elementem.

Duikaz. Ukézeme, Ze z podminky (1) vyplyvéd podminka (2). Bud X libovolnd ne-
prazdnd mnozina. Predpokladejme, ze je ddno zobrazeni f piifazujici kazdé neprézdné
mnoziné A C X bod f(A) € A. Reknéme, ze mnozina A je oznacend, jsou-li splnény tyto
podminky: (a) Na A existuje dobré uspofadani; (b) pro kazda a € A plati f(X\A.){a},
kde A, oznacuje usek mnoziny A (s timto dobrym usporddanim) uréenym bodem a (viz
odst. IT). Oznac¢ené mnoziny existuji: vezmeme-li napt. A{a}, kde {a} = f(X), pak A, =0
a f(X\A,) = f(X) = {a}.

Méjme dvé oznacené mnoziny A, B C X. Ukdzeme, Ze bud A je tisekem B nebo B
je usekem A. Spoleéngm iusekem oznatenych mnozin A, B budeme rozumét podmnozinu
C C AN B takovou, ze C je usek A i B. Ozna¢me a (resp. b) minimélni prvek A (resp.
B). Pak A, = 0, By = 0 a tedy f(X\Aq) = {a}f(X) = f(X\By) = {b}. f(X) je tedy
minimélni prvek Ai B. {f(X)} je ovSem tsek A iusek B, takze mnozina vSech spole¢nych
useku A a B je neprazdné. Oznac¢me C’ sjednoceni vSech spole¢nych tiseku A a B. C' je
ziejmé také spoletny usek A a B; je to tedy nejvétsi ze vSech spoleénych iseku A a B.
Predpokladejme, ze C' # A, B. Pak C" = A, = B, projisté y € A, z € B a jelikoz mnoziny
A, B jsou oznacené, plati f(X\A4y) = {y}, f(X\B:) = {z}, t.j. {y} = {z} = fF(X\C).
To ovSem znamend, ze C = C" U {f(X\C")} je také spolecny tsek A a B, coz je spor s
definici C’ jako nejvétsiho spolecného tiseku A a B. Alespon jedna z mnozin A, B musi
byt tedy rovna C’, t.j. bud A je tisekem B nebo B je tsekem A.

Nyni ukazeme, ze sjednoceni Y vSech oznac¢enych mnozin je ozna¢end mnozina.

Pro libovolné dva body a, b € Y klademe a < b tehdy a jen tehdy kdyz existuje oznacend
mnozina A tak, ze a, b€ Aaa <bv A. Relace a < bnaY je definovina korektné: plati-li
totiz, ze a, b € A, a, b < B, kde B je dels{ oznacend mnozina, pak bud A je usek B nebo
B jetusek A a tedy a < b v A tehdy a jen tehdy kdyz a < b v B. Z definice piimo vyplyva,
7e tato relace je uplné usporadéani na Y.

UkéZeme, 7e Y je dobfe uspofddand mnoZina. Bud Yy C Y libovolnd neprizdna
mnozina. Kazdému z € Yj pfifadime oznacenou mnozinu A(z) C Y tak, ze z € A(z).
Zvolme bod zy € Y. Jeli zp minimalni, neni co dokazovat. Ptredpoklddejme, ze 2z
neni minimdalni bod. Existuji tedy body z € Yy pro které z < zp, 2z # 29 ( v Yp).
Pro kazdé takové z A(z) musi byt usekem A(zg) nebo A(zp) musi byt usekem A(z).
V obou piipadech podminka z < zj, neqzy zarucuje, ze z € A(zp). Uvazujme tsek
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{z € Yo|lz < 20,2 # 20} C A(z0) a oznaéme w jeji minimalni element ( v mnoziné
A(29)). Bud u € Yj libovolny element pro ktery v < w ( v Yp). Pak u € A(z) a v < w
v A(zp) a z minimélnosti w vyplyva, ze u = w. w je tedy minimélni element Yy a Y je
dobfe usporadand mnozina.

Bud a € Y libovolny bod, A libovolnd ozna¢end mnozina obsahujici a, Y, = {2z €
Y|z<a,z+#a} (resp. Ay = {7 € A|Z < a,z’ # a}) tsek vY (resp. A) urceny bodem
a. Bod z € Y, padne do jisté oznacené mnoziny B a bud B je tsek A nebo A je tisek B;
v obou pfipadech podminka z < a, z # a zarucuje, ze z € A, a obrdcené podminka z € A,
zarucuje, ze z € Y,. Plati tedy Y, = A,. Odtud f(X\Y,) = f(X\4.) = {a}.

Mnozina Y je tedy oznacend a je to ziejmé nejvétsi oznacend mnozina v X. Predpo-
kladdme-li, ze Y # X, t.j. X\Y # 0, pak podle predpokladu f(X\Y) = {2z} € X\Y
a mnozina Y’ = Y U {29} je oznacend. Skutecné, polozime-li zg > z pro kazdé = € Y,
dostaneme dobré usporadani na Y’. V tomto uspordddni tsek urcéeny bodem zy splyva
sY, tj. Y] =Y. Odtud f(X\Y]) = {z}. Déle pro libovolné a € Y’, a # z, plati
Y, =Y, atedy f(X\Y)) = f(X\Ya) = {a} jelikoz Y je oznaCend mnozina. Na zdkladé
piedpokladu, Ze Y # X jsme tedy zkonstruovali ozna¢enou mnozinu Y’ vétsi nez Y. To je
ovSem spor, ktery ukazuje, ze Y = X.

2. Ukdzeme, ze z podminky (2) vyplyva podminka (3). Bud X uspofddand mnozina,
A C X jeji uplné usporddand podmnozina. Plati-i A = X, podminka (3) je splnéna.
Predpokladejme, ze A # X. Z (2) vyplyva, ze na B = X\ A existuje dobré usporadéani <.
Vyuzijeme tohoto dobrého usporadani ke konstrukei jisté podmnoziny C'4 C B.

Bud x € B libovolny bod. Oznaéme B, mnozinu viech 2’ € B, 2’ < x, srovnatelnych s
kazdym bodem a € A is bodem z (v uspofddani mnoziny X ). Neni-li bod x srovnatelny s
kazdym bodem a € A is bodem x (v usporddéni mnoziny X ). Neni-li bod z srovnatelny s
néjakym bodem a € A, pak B, = (; je-li srovnatelny s kazdym bodem a € A, pak x € B,
a B, # (. Z tranzitivity uspordddni vyplyvd, ze kazdé dva body z1, o € A U B, jsou
srovnatelné; mnozina AU B, je tedy uplné uspofadana podmnozina mnoziny X. Klademe
Ca = Ugep(A U By). Pak libovolné dva body x1, x2 € C4 jsou evidentné srovnatelné,
takze C4 je uplné usporddand podmnozina mnoziny X.

Je-li C4 = X, pak je podminka (3) splnéna. Predpoklddejme, ze Cy # X. Bud y €
X\C bod. Pak B, = 0, t.j. existuje element a € A takovy, Ze y a a nejsou srovnatelné.
Mnozina C'4U{y} jiz tedy neni iplné usporadana. C'4 je tudiz maximélni iplné usporddand
podmnozina v X obsahujici A.

3. Ukdzeme, Ze z podminky (3) vyplyvd podminka (4). Bud o systém podmnozin
mnoziny X. Piedpoklddejme, Ze ¢ md koneény charakter. Nechf v je libovolnd tiplné
usporddand mnozina v o (vzhledem k mnozinové inkluzi C). Podle predpokladu existuje
maximalni iplné usporddand mnozina vy C o tak, ze v C 1y. Oznatme Ay sjednoceni
vSech elementu vy.

Ukézeme, ze Ay € o. Pro libovolnou koneénou podmnozinu B C A plati B = By U
-+ U By, pro jisté k, kde kazdd z mnozin B; lezi v jisté mnoziné A; patiici vg. Jelikoz vy
je uplné uspofadand, koneény systém mnozin {Aj,..., Ax} C vy ma nejvétsi element A;.
Kazda z mnozin B; je obsazena v A,. Plati tedy B C A,. Podle definice systému mnozin
koneéného charakteru z toho, ze B C Ay, vyplyvé, ze B € ¢ a z libovolnosti B vyplyva,
ze Ag € 0.

Ovsem 1vyU{Ap} je uplné usporddand podmnozina o, takze z maximalnosti vy vyplyvé,
ze Ag € 1.

Bud C € o libovolny element. Klademe v = {C}. Pak C' C Ap. Existuje-li D € o
tak, ze Ay C D, systém vy U {D} je iplné usporddany, takze z maximality vy dostdvame
Ag = D. Aj je tedy maximalni element systému o obsahujici element C systému o.
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4. Ukdzeme, 7Ze z podminky (4) vyplyvd podminka (5). Bud X uspofddand mnozina,
< jeji uspoiadani. Bud o systém vsech 1iplné usporddanych podmnozin mnoziny X. o je
evidentné kone¢ného charakteru; je-li mnozina A C X tplné usporadand, pak libovolna jeji
konetna podmnozina je tplné usporadana; je-li libovolnd koneénad podmnozina mnoziny
A 1plné usporadédna, pak A je také tplné usporddand. Z podminky (4) tedy vyplyva, ze
kazda uplné usporadand mnozina A lezi v maximalni iplné uspopiddané mnoziné Ag.

Bud z € X libovolny bod. Klademe A = {z}. Podle predpokladu tiplné usporddand
mnozina Ag je shora omezend. Existuje tedy bod xg € X tk, ze y < x¢ pro kazdé y € Ap.
Tvrdime, Ze ¢ je maximdlni element X . Pfedpoklddejme, Ze pro bod v’ € X plati g < v/.

Pak Ap U {y'} je uplné usporddand mnozina; ovSem z maximalnosti Ay vyplyvd, ze
y' = . To dokazuje, Ze x(y je maximélni bod.

5. Nakonec ukdzeme, Ze z podminky (5) vyplyvd podminka (1). Bud (X,),es systém
neprazdnych mnozin. Ozna¢me P mnozinu vSech dvojic (J, f),kdeJ C Ta f:J — U, X,
je zobrazeni takové, ze f(1) € X, pro kazdé ¢ € J. Relace “ (Ji, f1) < (Ja2, f2) tehdy a jen
tehdy, kdyz J1 C Jo a f1(t) = fo(t) pro kazdé ¢ € J; ” je uspoidddni na P. Bud Q =
((Jx, fx))rex uplné uspordadand podmnozina P. Klademe Jy = | Jy, fo(t) = fx(t),t € Jx.
Dvojice (Jo, fo) je element P a pro kazdé x € K plati (Jx, fx) < (Jo, fo)- Uplné uspoiddand
mnozina () C P m4 tedy horni zdvoru. Z podminky (5) vyplyva, ze v P existuji maximalni
elementy:.

Bud (J, f) maximalni element. Abychom ukdzali, Ze je splnéna podminka (1), staci
ukazat, ze J = I. Predpoklddejme, ze J # I. Pak existuje index ¢y € I\J; zvolime
xo € X,, a polozime J' = JU{w}, f'(t) = f(¢) prot € I a f'(1¢) = xg. Dostaneme dvojici
(J, f) € P pro kterou (J, f) < (J', "), (J, f) # (J', '), coz je spor s maximélnosti (J, f).

Tim je dikaz véty ukoncen.

Podminka (1) (resp. (2), resp. (3), resp. (4), resp. (5) ) z vySe uvedené véty se nazyva
aziom vybéru (resp. Zermelova podminka, resp. Hausdorffova podminka, resp. Tukeyho
podminka, resp. Kuratowského—Zornova podminka).

Podminky (2)—(5) jsou tedy ekvivalentni s axiomem vybéru. V tomto skriptu budeme
predpokladat, ze je splnéna kazdé z (ekvivalentnich) podminek (1)—(5).

IV. Realna cisla

Mnozina P spolu se zobrazenimi Px P 3 (z,y) - x+y € P, PxP > (x,y) > x-y € P

se nazyva pole, jestlize jsou splnény tyto podminky:

1) Pro kazdé =z, y, z€ Pplati z + (y + 2) = (z + y) + =.

) Pro kazdé x, y € P plati z +y = y + x.

) Existuje prvek 0 € P takovy, ze 0 + z = x pro kazdé x € P.

) Ke kazdému z € P existuje prvek —z € P takovy, ze = + (—z) = 0.

) Prokazdé z,y, z€ Pplatix- (y-2) = (x - y) - 2.

) Prokazdé x,y€ Pplatiz-y =y - x.

) Existuje prvek 1 € P ruzny od 0 takovy, ze 1 -z = x pro kazdé x € P.

) Ke kazdému = € P, x # 0, existuje prvek 2! € P takovy, ze - 2~ ! = 1.
) Prokazdé x,y, z€ Pplatiz- (y+2)=x-y+x- 2.

Zobrazeni (z,y) — x + y (rersp. (x,y) — z -y) se nazyva scitdni (resp. ndsobeni);
prvek x 4+ y (resp. = - y) se nazyva soucet (resp. soucin) prvku z, y. Podminka (1) (resp.
(2)) se nazyva asociativa (resp. komutativita) s¢itdni. Podminka (5) (resp. (6)) se nazyva
asociativita (resp. komutativita) ndsobeni a podminka (9) se nazyva distributivita scitani

(
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
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a ndsobeni. Prvek 0 (resp. 1) spliujici podminku (3) (resp. (7)) je urcen jednoznacné a
nazyva se nula (resp. jednicka) pole P. Prvek —x (resp. 2~ 1) splitujici podminku (4) (resp.
(8)) je také urcen jednoznacné; nazyva se opacny k prvku z (resp. prevrdcend hodnota
prvku x).

Pro jednoduchost budeme soucin x -y prvka x, y € P oznacovat také zy.

Pro kazdé z, y € P klademe x — y = x + (—y). Zobrazeni P x P > (z,y) > x —y € P
se nazyva odcitant, element x — y se nazyva rozdil elementu x, y. Podobné pro kazdé x,
xr € P,y # 0, klademe z/y = x-y~!. Zobrazeni P x (P\{0} 3 (z,y) — z/y € P se nazyva
délent; element x/y se nazyva podil elementu z, y.

Bud' P pole. ijlné uspoiradani < na P se nazyva kompatibilnis polem P, jsou-li splnény
tyto podminky:

(1) Plati-li pro elementy z,y € P, x < y, pak pro libovolny element z € P plati
r+x<y+z.

(2) Plati-li pro elementy z, y € P, 0 <z, 0 <y, pak 0 <z -y.

Pole P ns kterém je dano uplné usporadani kompatibilni s P, se nazyva usporddané
pole. Elementy usporddaného pole P se nazyvaji éisla (usporadaného pole P).

Bud’ P uspoiadané pole, < jeho tiplné usporddéni. Element x € P se nazyva kladny
(resp. nezdporny, resp. zdporny), plati-i x > 0 (resp. = > 0, resp. x < 0).

Mnozina A C P se nazyva induktivni, obsahuje-li s kazdym éislem x také ¢islo x + 1.
Prunik vsech induktivnich mnozin obsahujicich ¢islo 1 oznacujeme Np. Je ziejmé, ze 1 €
Np. Klademe 2 =1+1,3=2+1,4=3+41, ...; evidentné opét 2, 3, 4, ... € Np. Plati
tedy {1,2,3,4,...} C Np a jelikoz mnozina Np je sama induktivni a obsahuje jednicku,
musi platit Np = {1,2,3,4,...}. Elementy mnoziny Np se nazyva prirozend ¢isla (pole
P).
Cislo z € P se nazyva celé, plati-li bud & = 0 nebo z € Np nebo —z € Np. Mnozinu
viech celych éisel oznacujeme Zp. Cislo © € P se nazyvé raciondlni, existuje-li element
p € Zpaq€ Np tak, ze x = p/q.

Bud z € P libovolné éislo. Klademe 2° = 1, 2! = ¢, 22 = -2, 23 = - 22, ...
Pro libovolné n € Np tedy 2" = z - 2" . Cislo 27! je jiz definovéno. Dale klademe
v 2=tz =1/2% 23 =271 272 =1/23, .... Pro libovolné celé &islo m € Zp je

tak definovéno ¢islo ™ € P, které nazyvame mitd mnoZina ¢isla x € P.

Véta 2. Bud P usporddané pole, < jeho tiplné uspordddni. Ndsledujici dvé podminky
jsou ekvivalentni:

(1) Mnozina vsech hornich zdvor libovolné podmnoZiny A C P je bud prdzdnd nebo
obsahuje nejmensi element.

(2) (a) Mnozina Np prirozenych éisel uspordadaného pole P nend shora ohranicena. (b)
Pro libovolny systém (I;)ien, uzavienych intervali v P takovy, Ze I; O I11 pro kaZdé
i € Np mnozina () I; je neprdzdnd.

Dikaz. 1. Ukdzeme, ze z podminky (1) vyplyva (2)(a). Pfedpoklddejme, ze Np ma
horni zavoru. Pak podle (1) existuje nejmensi horni zédvora a. Existuje tedy pfirozené ¢islo
n > a — 1, jinak by totiz a — 1 byla horni zdvora mensi nez a. Pro toto n plati n +1 > a,
coz je spor s tim, ze a je horni zavora Np.

Ukézeme, ze z (1) vyplyva (2)(b). Ozna¢me I; = [a;, b;]. Mnozina A = {a1,a9,as,...}
je shora omezend. Podle predpokladu tedy existuje jeji nejmensi horni zdvora ¢ = sup A.
Kazdy z elementu by, bg, b3, ... je horni zdvora mnoziny A, takze ¢ < b; pro kazdé i.
Ovsem a; < ¢ pro kazdé i, takze ¢ € I; pro kazdé i a tedy N I; # 0.
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2. Ukézeme, ze z podminky (2) vyplyva podminka (1). Oznaé¢me B mnozinu vSech
hornich zédvor mnoziny A a predpoklddejme, Ze B # (). Zvolme a € A, b € B an € Np.
Podle (2)(a) existuje m € Np tak, ze 2" - (b—a) <m, t.j. b<a+m-27";a+m- 27" je
tedy hornf zdvora A. Cislaa+m-27" a+(m—1)-27", ..., a+27", a, a — 2" spliujici
podminkua+m-27" >a+(m—1)27" > ... >a+2"" >a > a—2"", pficemz a+m-27"
je horni zavora A a a — 27" nenf horni zdvora A. Ozna¢me p,, nejmensi z ¢isel m, m — 1,
..., 1, 0 pro kterd a + p, - 27" je horni zévora A. Pak a + (p, — 1) - 27" jiz neni horni
zévora A. Klademe I, = [a+ (p, — 1) - 27", a + p,, - 27"]; pak I, N A # 0.

Uk4zeme, 7e I, 11 C I,. Podle definice I, = [a +2- (p, — 1)- 27" L a+2-p,- 27771,
L =[a+(pn+1)-27"" Y a+puyq - 27" 1] Pritom p,11 je nejmensi z éisel m, m—1, ...,
1, 0 pro kterd a+p,41-27" "1 je horni zdvora a+2-p,, -2~ ! musf tedy platit p"*! < 2p,,.
Cislaa+ (pn—1)-2"=a+2 - (pp —1)-27""1, a+ (ppy1 — 1) - 27771 jiz nejsou horni
zavory A, pricemz p,4+1— 1 a 2(p, — 1) jsou celd ¢isla. Z definice p,+1 vyplyvé, Ze ppy1 —1
je nejvétst z ¢isel m, m — 1, ..., 1, 0 pro kterd a + (pn1 — 1 -27""! neni hornf zavora A.
Musi tedy platit p,r1 —1 > 2+ (p, — 1). Odvozené nerovnosti ukazuji, ze I,,11 C I,.

Systém uzavienych intervalu (I,,)nen, tedy splituje podminku (2)(b). Klademe J =
() I; mnozina J je neprazdna. Ukazeme, ze J je jednoprvkova mnozina. Pfedpokladejme,
ze a, B € J, a < (3. Pak uzavieny interval [a, 3] je obsazen v kazdém I,,. Plati tedy pro
kazdé n € Npa+ (p, —1)- 27" <a<f<a+p,- 27" O0dtud f—a<a+p, 27" —a<
a+pn-2"t—a—(p,—1)-27" =277 = 27" tj. 2" 1/(8 — a). Ovéem n < 2" pro
kazdé n € Np, takze n < 1/(8 — «) pro kazdé n € Np, t.j. 1/(8 — «) je horni zdvora Np.
Dochézi tedy ke sporu s podminkou (2)(a) a musi platit « = 3, t.j. J = ()1, je mnozina
jednoprvkova.

Necht a € J. Ukdzeme, ze o € B, t.j. a je horni zdvora A. Predpokladejme, 7e a ¢
B. Pak existuje element ¢ € A takovy, ze ¢ > a. Podle (2)(a) existuje pfirozené ¢islo
n € Np takové, ze 1/(c —a) < n < 2". Z toho, ze a € I, dostavame, ze musi platit
a+ (pp—1)-27" < a<a+p,- 27" Dostdvame tedy c —a > 27", tj. 27"+ a < ca
a+ (pn—1)-27"<a Odtud a+ (p, —1)- 27" 4+27" < a+2"<c¢ tja+p,- 27" <ec
To je ovSem spor, jelikoz a + p,, - 27" je horni zavora A. Plat{ tedy « € B.

Zbyva ukazat, ze pro kazdé y € B plati a < y. Predpokladejme, Ze pro jisty element
y € B plati y < a. Pak podle (2)(a) existuje prirozené ¢islo n € Np takové, ze 1/(a—y) <
n<2"tj.27"+y < a Oviem « € I, takze a < a+ py, - 27". Celkové 27" +y < a <
a+p,-27"tjy<a+p,-2"—-2"=a+ (p, — 1) 27" Pritom na pravé strané
vystupuje levy konec intervalu I,,, obsahujictho body mnoziny A. Plati tedy y < «, y
neni horni zdvora mnoziny A a dostdvame spor. Musi tedy platit o < y, coz jsme chtéli
dokézat.

n
n

Usporadané pole splnujici podminku (1) a s ni ekvivalentni podminku (2) z vyse uve-
dené véty se nazyva pole redlnych cisel a oznacuje se symbolem R; jeho elementy se
nazgyvaji redlnd ¢isla.

Mnozinu prirozengch (resp. celyjch, resp. raciondlnich) ¢isel patiicich poli redlnych ¢isel
oznacujeme N (resp. Z, resp. Q).

Existence pole realnych ¢isel R patii mezi zdkladni matematické piredpoklady; v tomto
skriptu také vychéazime z tohoto piedpokladu.



Topologické prostory

V této tvodni kapitole zavadime zdkladni pojmy mnozinové topologie. Studujeme
mnoziny, na kterych je ddna topologicka struktura (= topologie), t.j. systém jejich pod-
mnozin, spliujicich urcité podminky (axiomy topologie). Tyto podminky axiomatizuji
nejzakladnéjsi vlastnosti tzv. “otevienych” mnozin v ¢&iselnych prostorech, znamé z ele-
mentarni matematické analyzy funkci jedné a vice redlnych proménnych, a tykaji se sjed-
noceni a pruniku systému téchto mnozin. Je-li na mnoziné X déna topologie, pak kazdé
jeji podmnoziné A lze piirozenym zpusobem piiradit nové podmnoziny - vnitiek, vnéjsek,
hranici a uzdvér mnoziny A, které konstruujeme pomoci dané topologie a které na této topo-
logii zaviseji; vySetfujeme vlastnosti téchto novych podmnozin. Déale diskutujeme zpusoby
topologizace mnozin, t.j. zpusoby zavadéni topologie na mnozinach pomoci baze, systému
generatori a pomoci Kuratowského operatoru uzavéru. V zavéretnych odstavcich zavadime
nékteré zakladni typy topologickych prostortu - prostory prvniho a druhého typu spocetnosti,
separabilni prostory a Hausdorffovy prostory.

1.1. Topologické struktury

Topologickou strukturou na mnoziné X rozumime systém 7 podmnozin mnoziny X

splnujici tyto podminky:

(1) Mnozina prézdné () a mnozina X patif systému .

(2) Sjednoceni libovolného systému mnozin z 7 patii systému 7.

(3) Prunik libovolnych dvou mnozin z 7 patii systému 7.
Topologickou strukturu na mnoziné X také nazyvame topologii na X. Podminky (1) — (3)
se nazyvaji axtomy topologie.

Mnozina X na niz je ddna topologie T se nazyva topologicky prostor a oznacuje (X, 7);
je-li v8ak zfejmé, o jakou topologii 7 se jednd, misto symbolu (X, 7) pouzivdme symbol X.
Prvky topologie T se nazyvaji otevirené mnozZiny. Oteviend mnozina, obsahujici mnozinu
A C X, se nazyva okoli mnoziny A. Okolim bodu x € X rozumime okoli mnoziny {x}.
Mnozina A C X se nazyvé uzavriend, je-li jeji doplnék X \ A mnozina oteviena.

Pomoci axiomii %? topologie # lze snadno 22X zjistit, jaké .#? vlastnosti €7 m4
systém .1 véech Pomoci axiomu Z topologie # lze snadno 22X zjistit, jaké & vlastnosti
% ma systém . vSech uzaviengch podmnozin daného.7 topologického prostoru. Systémy
podmnozin dané mnoziny, které maji tyto vlastnosti, 1ze rovnéz pouzit k zavedeni topologie
na této mnoziné
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Pomoci axiomu topologie lze snadno zjistit, jaké vlastnosti ma systém vsech uzavienych
podmnozin daného topologického prostoru. Systémy podmnozin dané mnoziny, které maji
tyto vlastnosti, lze rovnéz pouzit k zavedeni topologie na této mnoziné.

Véta 1. (a) Bud X topologicky prostor. Systém o vsech uzaviengch podmnozin X
splnuje tyto podminky:

(1) 0, X €.

(2) Prunik libovolného systému mnozin ze systému o patii systému o.

(3) Sjednocent libovolnych dvou mnozin ze systému o patii systému o.

(b) Bud’ X mnoZina, o systém jejich podmnozin spliugici podminky (1) — (3). Pak systém
mnozin T ={U C X |U = X\ A, A € g}, je topologie na X. Systém vsech uzavienych
mnozin v topologii T splyvd se systémem o.

Diikaz. 1. Dokdzeme tvrzeni (a). Podminka (1) vyplyvéa pifmo z definice. Dale bud
(A,).er systém uzavienych podmnozin X. Pak X \ (N A4,) = U(X \ 4,), coz je mnozina
oteviend; | A, musi tedy byt mnozina uzaviend. To dokazuje podminku (2). Nakonec pro
libovolné uzaviené mnoziny A, B C X mnozina X \ (AU B) = (X \ 4) N (X \ B) je
oteviend; AU B je tedy mnozina uzaviend a je tedy splnéna také podminka (3).

2. Dokazeme (b). Z axiomu topologie piimo vyplyva, ze 7 je topologie na X. Déle
je ziejmé, Ze kazdd mnozina, patifici o, je uzaviend v topologii 7. Obricené nechf A je
uzaviend mnozina. Existuje oteviend mnozina U tak, ze A = X \ U. Podle predpokladu
ovsem U = X \ B, kde Be€o;odtud B=X\U=A4,tj. Aco.

1.2. Vnitrek, vnéjsek, hranice

Uvazujeme libovolnou mnozinu A v topologickém prostoru X. Bod x € X spliiuje praveé
jednu z téchto tii podminek:

(1) Existuje okoli U bodu z tak, ze U C A.

(2) Existuje okoli U bodu z tak, ze U C X \ A.

(3) Kazdé okoli U bodu x mé neprazdny prunik s mnozinou A i s jejim doplikem X \ A.

Spliuje-li bod x prvni (resp. druhou, resp. tieti) podminku, nazyvé se vnitini (resp.
vnéjsi, resp. hraniéni?) bod mnoziny A. Mnozina vSech vnitinich (resp. vnéjsich, resp.
hrani¢nich) bodu mnoziny A se nazyva wvnitrek (resp. vnéjsek, resp. hranice) mnoziny A
a oznacuje se int A (resp. ext A, resp. fr A).

Z definice ihned vyplyva, ze int() = 0, fr) = (), ext ) = X.

Véta 2. Bud X topologicky prostor.

(a) Pro libovolnou mnozinu A C X mnoZiny int A, ext A, fr A jsou disjunkini a plati
X =intAUext AUfr A. Ddle ext A = int(X \ A), mnoZiny int A, ext A jsou oteviené a
mnozina fr A je uzaviend.

(b) Pro libovolnou mnozinu A C X mnoZina int A je nejvétsi oteviend mnozina lezici
vA
Mnozina A C X je otevrend prdvé kdyZ A = int A.

Plati-li pro mnoziny A, B C X, e B C A, pak int B Cint A, ext A C ext B.

¢)
d)
e) Pro libovolné mnoziny A, B C X plati int(AN B) = int AN int B.
f)
)
)

(
(
(
(f) Pro libovolnou mnozinu A C X plati fr A = fr(X \ A).

Pro libovolnou mnozinu A C X plati AUfr A =int AU fr A.

(g
(h) Pro libovolné mnoziny A, B C X plati fr AUfr B = fr(AUB)Ufr(ANB)U(fr ANfr B).
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Dikaz. (a) Tvrzen{ je pfimym dusledkem definice.

(b) Evidentné kazda oteviend mnozina lezici v A lezi v int A; sjednoceni vSech otevienych
mnozin lezicich v A je tedy rovno int A.

(c¢) Tvrzeni je ziejmé.

(d) Plati-li B C A, pak int B C A; int B je ovSem mnozina oteviend, z tvrzeni (b) tedy
vyplyvé, ze int B C int A. Déle ext A = int(X \ A) C int(X \ B) = ext B.

(e) Z definice vnitiniho bodu vyplyva, ze int(A N B) C int AN int B. Necht x € int A N
int B. Pak existuje okoli U (resp. V') bodu « tak, ze U C A (resp. V C B). Pro okoli UNV
plati z € UNV C AN B, takze x € int(ANB). Odtud dostavéame int ANint B C int(ANB)
a tvrzeni (e) je dokazéno.

(f) Tvrzeni je ziejmé.

(g) Staci ukazat, ze AUfr A C int AU fr A. Pro bod z € AU fr A takovy, 7e x € fr A,
plati z € int AU fr A. Necht x € AU fr A je bod takovy, ze = ¢ fr A. Pak x ¢ X \ A, t.j.
xé¢extAC X\ Aazrozkladu X =int AUext AU fr A vyplyva, ze x € int A. Plati tedy
opét, ze x € int AU fr A a pozadovand inkluze je dokdzana.

(h) Oznaéme Y = fr(AU B) Ufr(AN B) U (fr AN fr B). Necht z € fr AU fr B; z je tedy
prvkem alespon jedné z mnozin fr A, fr B. Predpoklddejme, ze = € fr A. Bod « spliiuje
pravé jednu z téchto tif podminek: (1) z € fr B, (2) = € int B, (3) = € ext B.

Je-li splnéna podminka (1), pak z € frANfrB, t.j. x € Y.

Predpokladejme, Ze je splnéna podminka (2). Ukazeme, ze pak x € fr(A N B), t.j.
opét z € Y. Bud U libovolné okoli bodu x. Plat{ U N (AN B) D U Nint B N A; oviem
UnNintB je okoli z a x € frA, takze (UNintB)NA # 0, UN (AN B) # (. Déle
UN(X\(ANB))DUN(X\A) # 0 jelikoz z € fr A. Bod z tedy pati{ mnoziné fr(AN B).

Necht je splnéna podminka (3). Ukdzeme, Ze pak z € fr(A U B), t.j. opét = € Y.
Bud U libovolné okoli bodu z. Plati UN (AU B) D U N A # 0, jelikoz x € fr A. Déle
UN(X\(AUB)) = UN((X\A)N(X\B)) D UN(X\A)NX\(int BUfr B) = UN(X\A)Next B.
Ovsem UNext B je okoli bodu x a = € fr A, takze UNext BN(X\ A) # 0. Odtud dostédvame
UN(X\ (AUB)) #0. Plati tedy, ze x € fr(AU B), t.j. x € Y.

Dokézali jsme tedy, ze plati fr AUfr B C Y. Nyni ukdzeme, zZe plati také fr AUfr B D Y.

Predpokladejme, ze y € X je bod, ktery nepatii mnoziné fr A U fr B, t.j. y ¢ fr A,
y ¢ fr B. Bod y spliiuje pravé jednu z téchto ¢tyf podminek: (1) y € int A Nint B, (2)
yeintANextB, (3) y € ext ANint B, (4) y € ext ANext B.

Vysetiime podminku (1). Plati int A Nint B = int(A N B), takze y ¢ fr(A N B); déle
int(AN B) C int A, int B, takze y ¢ fr AN fr B. Podobné int(A N B) C int(A U B), takze
y € int(A U B). Celkové tedy vidime, ze y ¢ Y.

Vysetiime podminku (2). Plati int ANext B =int ANint(X \ B) = int(AN (X \ B)) C
int A C int(AUB), intANextB C int(X \ B) = ext B C ext(AN B). V tomto pfipadé
tedy také y ¢ Y.

Podminka (3) se vySetfuje stejné.

Nakonec vySetiime podminku (4). Plati ext A Next B = int(X \ A) Nint(X \ B) =
int(X\A)N(X\B)) Cint(X\ A) = ext A. Analogicky ext ANext B = int(X \ (AUB)) =
ext(AU B) C ext(AN B). V tomto piipadé tedy rovnéz y ¢ Y.

Ukézali jsme tedy, ze plati-li y ¢ fr AU fr B, pak y ¢ Y. Patii-li tedy bod = mnoziné
Y, musi patfit také mnoziné fr A U fr B. Inkluze Y C fr AU fr B je tedy dokdzana.

Celkoveé dostavame, ze plati Y = fr AU fr B a dukaz tvrzeni (h) je ukoncen.

1.3. Uzavér mnoziny

Uzdvérem mnoziny A v topologickém prostoru X rozumime mnozinu cl A = int AUfr A.
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Veéta 3. Uzdvér mnoziny A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnoZinu A.

Diikaz. Jelikoz cl A = X \ ext A, mnozina cl A je uzaviend. Necht déle B je uzaviend
mnozina takova, ze A C B; ukdzeme, ze cl A C B. Staci ukazat, ze kazdy bod = € fr A patii
mnoziné B. Necht y ¢ B, t.j. y € X\ B. X\ B je mnozina oteviena. Pritom X\ B C X\ 4,
bod y tedy patii mnoziné ext A, t.j. X \ B C ext A. Bod z € fr A ovSem nepatii mnoziné
ext A, plati tedy = € B, t.j. clA C B.

Mnozina cl A je tedy prunikem vSech uzavienych mnozin obsahujicich A a tvrzeni je
dokézano.

Véta 4. Bud X topologicky prostor.

(a) Pro prdazdnou mnozinu O C X plati cl() = 0.

(b) Pro libovolnou mnozZinu A C X plati A C cl A.

(c) Pro libovolnou mnozinu A C X plati cl(cl A) = cl A.

(d) Pro libovolné dvé mnoziny A, B C X plati (AU B) =clAUclB.

Dikaz. (a) Podle definice clf) = int @ U fr ) = .

(b) Tvrzeni vyplyvé z definice uzédvéru mnoziny.

(c) Z Véty 3. odst. 1.3 str. 4 vyplyvd, ze cl(cl A) je nejmensi uzaviend mnozina v X
obsahujici cl A; musi tedy platit cl(cl A) = cl A.

(d) cl(A U B) je uzaviend mnozina pro kterou A,B C AU B C cl(AU B). Z Véty 3.
odst. 1.3 str. 4 vyplyva, ze pak clA, ¢l B C cl(AU B), t.j. ccAUclB C cl(AU B). Na
druhé strané podle Véty 2. (g), (h) odst. 1.2 str. 2 cl(AUB) = int(AUB)Ufr(AUB) =
AUBUfr(AUB) C AUBUfr AUfr B = cl AUcl B. Musi tedy platit cl(AUB) = cl AUcl B.

Oznacme 22X mnozinu vSech podmnozin topologického prostoru X s topologii 7. Zob-
razenicl : X — P X pritazujici mnoziné A jeji uzaveér cl A, se nazyva topologicky uzdvér
na X asociovany s topologii 7.

Zakladni vlastnosti topologického uzavéru na X jsou charakterizoviany ve Vété 4. odst.
1.3 str. 4. Ukdzeme, Ze tyto vlastnosti plné charakterizuji samotnou topologickou strukturu

X.

Véta 5. Bud X mnozina a f: X — PX zobrazend, spliujici tyto podminky:
(1) f(0) =0.
(2) Pro libovolnou mnozinu A C X plati A C f(A).
(3) Pro libovolnou mnozinu A C X plati f(f(A)) = f(A).
(4) Pro libovolné dvé mnoziny A, B C X plati f(AU B) = f(A) U f(B).

Pak na X existuje jedind topologie T takovd, Ze pro kaZdou mnoZinu A C X plati
f(A) =cl A, kde cl je topologicky uzdvér na X asociovany s .

Dikaz. Oznac¢me o systém vSech podmnozin A mnoziny X takovych, ze f(A) = A a
7 systém mnozin {B C X | B = X \ A, A € o}. Ukdzeme, ze 7 je topologie na X a pro
libovolnou mnozinu A C X je f(A) uzévér cl A mnoziny A v této topologii.

Ukézeme nejdifve, ze systém o ma tyto vlastnosti: (a) (), X € o, (b) prunik libovolného
neprazdného podsystému o je prvkem o, (c) sjednoceni libovolnych dvou mnozin systému
o patii systému o.

Z podminky (1) vyplyvd, ze () € o; vezmeme-li v podmince (2) A = X, dostaneme
X C f(X), tj. X = f(X) atedy X € 0. 0 ma tedy prvni z pozadovanych vlastnosti.

Déle ukazeme, ze z A C B vyplyva f(A) C f(B). Skutetné, v tomto piipadé podminka
(4) déva f(AUB) = f(B) = f(A)U f(B), takze f(A) C f(B).
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Necht nyni A = N B,, kde (B,),es je systém podmnozin systému o. Plati f(B,) = B,
pro kazdé ¢ a A C B,, plati také f(A) C f(B,) = B,, t.j. f(A) C N B, = A. Podminka (2)
nyni davd f(A) = A, t.j. A € o a systém o m4 vlastnost (b).

Z podminky (4) ihned vyplyva, ze systém o mé vlastnost (c).

Z Veéty 1. (b) odst. 1.1 str. 2 nyni okamzité vyplyva, ze 7 je topologie na X.

Bud A C X libovolnd mnozina. Zbyva ukazat, ze clA = f(A), kde cl je topolo-
gicky uzavér na X asociovany s touto topologii. ¢ je systém vSech uzavienych mnozin
v topologii 7, mnozina cl A tedy patii systému o. f(A) také patii systému o, jelikoz
podle podminky (3) f(f(A)) = f(A). Dile A C cl A, f(A) (podminka (2)); cl A je ovSem
nejmensi uzaviena mnozina obsahujici A (Véta 3. odst. 1.3 str. 4), takze cl A C f(A). Na
druhé strané A C clA a tedy f(A) C f(cl A) jak bylo dokézano vyse. Ovsem cl A € o,
takze f(clA) = clA a tedy f(A) C cl A. Celkem dostavame cl A = f(A), coz jsme chtéli
dokézat.

Jednoznacénost topologie 7 je evidentni. Tim je ukonéen dikaz Véty 5..

Z Veéty 5. vyplyvé, ze zobrazeni f : 22X — 2X spliujici podminky (1) — (4), lze
pouzit k zavedeni topologie na mnoziné X. Tento zpusob zavedeni topologie byl objeven
Kuratowskim; podminky (1) — (4) se nazyvaji Kuratowského axiomy uzdvéru.

Shrneme nékteré dalsi vlastnosti topologického uzavéru.

Véta 6. Bud X topologicky prostor, cl topologicky uzdvér na X asociovany s jeho
topologii.

(a) Mnozina A C X je uzaviend tehdy a jen tehdy kdyz A = cl A.

(b) Pro libovolnou mnozinu A C X plati clA = AUfr A.

(¢) Pro libovolné dveé mnoziny A, B C X takové, Ze A C B, plati cl A C cl B.

(d) Pro libovolné dvé mnoziny A,B C X plati cl(ANB) C clANclB.

Dikaz. (a) Tvrzeni je dusledkem Véty 3. odst. 1.3 str. 4.

(b) Podle Véty 2. (g) odst. 1.2 str. 2 AUfrA=int AUfr A =cl A.

(c) Plati-li A C B, pak A C cl B a nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A je nutné
podmnozinou cl B; odtud cl A C cl B (porov. Véta 3. odst. 1.3 str. 4).

(d) Podle (c) cl(ANB) C cl A,cl B, takze cl(ANB) C clANclB.

1.4. Lokalni baze, baze, systémy generatoru

Pod konecénym prinikem mnozin budeme rozumét prunik libovolného koneéného sys-
tému mnozin.

Bud X topologicky prostor, T jeho topologie. Lokdlni bdzi topologie T v bodé x €
X rozumime systém o, okoli bodu z takovy, ze ke kazdému okoli U bodu z existuje
element V € o, tak, ze V C U. Bdzi topologie T rozumime podsystém o systému 7
takovy, ze kazda neprazdna mnozina z 7 je sjednocenim néjakych mnozin ze systému o.
Systémem generdtort topologie T rozumime podsystém o systému 7 takovy, ze systém
vSech kone¢nych priuniki mnozin ze o je baze topologie 7.

Topologie se tedy vytvari ze své baze pomoci operace sjednoceni mnozin; ze svého
systému generatort se vytvari pomoci operace konet¢ného pruniku a operace sjednoceni
mnozin.

Maji-li dvé topologie na mnoziné X stejnou bézi (resp. systém generdtoru), pak jsou
totozné. Topologie 7, kterd ma bazi (resp. systém generdtoru) o, se nazyva generovand
bazi (resp. systémem generdtoru) o.
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Véta 7. Bud X topologicky prostor, T jeho topologie. K tomu, aby systém o C T byl
bazi topologie T je nutné a staci, aby pro kazZdé x € X systém o, vSech mnozin U € o
obsahugjicich x byl lokdlni bdzi topologie T v bodé x.

Diukaz. 1. Je-li 0 baze topologie 7 a V je okoli bodu x € X, pak podle definice baze
existuje U € o tak, ze x € U C V; U je tedy prvkem o, a o, je lokdlni baze topologie 7
v bodé z.

2. Necht pro kazdé z € X systém o, je lokélni bdze topologie 7 v bodé z. Pak pro
libovolné U € 7 a libovolny bod = € U existuje element V, € o, tak, ze V, C U. OvSem
Ve€oalJV, =U, takze o je baze .

Rikdme, ze systém (B,),e; podmnozin mnoziny X pokrgvd mnozinu A C X, plati-li
A C UB,; v tomto pfipadé také tikame, ze (B,),er je pokryti mnozZiny A. Podpokrytim
pokryti (B,),er mnoziny A nazyvame libovolny podsystém (Bj)xex systému (B,),cr, kde
K C I, ktery je sdm pokrytim A. Je-li X topologicky prostor a kazdd z mnozin B, je
oteviend (resp. uzaviend), iikdme, ze pokryti (B,),cs je oteviené (resp. uzaviené).

Libovolné zadany systém podmnozin mnoziny X nemusi jesté tvorit béazi néjaké topo-
logie na sjednoceni svych elementit; lokalni baze také nelze zadavat libovolné.

Véta 8. (a) Systém o podmnozin mnozZiny X je bazi néjaké topologie na X tehdy a jen
tehdy, kdyz jsou splnény tyto podminky:

(1) o pokryva X.

(2) K libovolngm dvéma mnozindm U, V € o a libovolnému bodu x € U NV existuje
element W € o tak, Zex e W CUNV.

(b) Necht X je mnoZina a necht ke kazdému x € X je ddn systém o, podmnoZin mnoZiny
X. Systém o, je lokdlni bdze né&jaké topologie na X v bodé x pro kazdé x € X tehdy a jen
tehdy, kdyz jsou splnény tyto podminky:

(1) Pro kazdé U € o plati x € U.

(2) K libovolngm dvéma mnozinam U, V € o, existuje element W € o, takovy, Ze
WcunvV.

(3) Ke kazdému bodu y € U, kde U € oy, existuje mnozina V € o, takovd, ze V C U.

(¢) K tomu, aby systém o podmnozin mnoziny X byl systémem generdtori néjaké topo-
logie na X je nutné a staci, aby pokryval mnoZinu X.

Dukaz. (a) Predpokladejme, Ze o je béze topologie topologického prostoru X. Pak
je evidentné splnéna podminka (1). Déle pro libovolné oteviené mnoziny U, V mnozina
U NV je oteviend, je tedy splnéna také podminka (2).

Obricené necht o je systém podmnozin mnoziny X spliujici podminky (1), (2).
Oznactme 7 systém vSech podmnozin X, vznikajicich jako sjednoceni mnozin ze o, do-
plnény o prazdnou mnozinu. Jelikoz o C 7, stac¢i dokazat, ze 7 je topologie na X. Prvni
axiom topologie je evidentné splnén. Déle sjednoceni libovolnych mnozin z 7 je sjedno-
cenim jistych mnozin systému o; patii tedy systému 7 a je splnén také druhy axiom.
Nakonec necht U,V € 7 jsou libovolné mnoziny; zbyva provéfit, ze U NV € 7. Plati-li
UNV =0, pak UNV € 7. Necht UNV # () a necht x € U NV je libovolny bod. Podle
definice systému 7 existuji mnoziny U,V € o tak, ze x € U C U, x € V C V. Déle podle
predpokladu existuje mnozina W, € o tak, 7e x € W, CUNV. Piitom UNV CcUNV a
UNV =JW,, coz znamend, Ze je splnén také tieti axiom topologie a dukaz tvrzeni (a)
je ukoncen.

(b) Je-li pro kazdé x € X systém o, lokdlni baze topologie 7 na X v bodé x, pak zifejmé
plati podminky (1) — (3) uvedené v tvrzeni (b).
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Obrécené predpoklddejme, ze jsou splnény tyto podminky. Klademe o = (04)zex. Z jiz
dokdzaného tvrzeni (a) této véty vyplyva, ze o je baze néjaké topologie na X; ozna¢me
tuto topologii 7. Bud z € X libovolny bod, W jeho libovolné okoli v topologii 7. Z definice
béaze topologie plyne, ze existuje mnozina U € ¢ obsahujici bod x a lezici v mnoziné W.
Pak oviem U € oy pro néjaké y € W a z podminky (3) vyplyvd, ze existuje mnozina
V € o, lezici v U. Celkové V. C U C W a je dokézano, ze o, je lokalni baze topologie T
v bodé x.

(c) Je-li o systém generdtoru topologie 7 topologického prostoru X, pak systém x vSech
koneénych prinikii mnozin ze o je baze topologie 7; x tedy pokryva X. Bud z € X bod,
U € k mnozina takova, ze x € U. U je koneénym priunikem mnozin ze systému o; existuje
tedy V € o tak, ze x € V. o tedy pokryva X.

Obracené necht o pokryvd X. Pak systém x vSech kone¢nych prunikt mnozin ze o také
pokryva X. Déle pro libovolné mnoziny U, V € x mnozina U NV je koneénym prinikem
mnozin ze o, patii tedy systému k. Podle jiz dokdzaného tvrzeni (a) této véty je tedy w
baze néjaké topologie na X.

Véta 9. Necht X je topologicky prostor, T jeho topologie. Systém o podmnoZin mno-
zZiny X je bdze topologie T tehdy a jen tehdy, kdyz o C T a pro libovolny bod x € X a
libovolné jeho okoli U existuje mnoZina V € o tak, Ze x € V C U.

Dikaz. Je-li 0 baze topologie 7, pak ma evidentné pozadované vlastnosti.

DokéZeme opak. Nechf o je systém podmnozin X s vySe uvedenymi vlastnostmi.
Uké4zeme nejdiive, Ze o je baze (ngjaké) topologie na X. o je evidentné pokryti X. Necht
Vi, Vo € o, necht Vi N Vy # (0, a necht z € Vi N V. Z podminky o C 7 plyne, ze Vi, V3
jsou oteviené mnoziny v topologii 7 a tedy Vi N V5 je okoli bodu x. Podle pfedpokladu
tedy existuje mnozina V' € o tak, ze x € V. C V; N V,. Podle Véty 8. (a) odst. 1.4 str. 6
je o baze topologie na X. Déle je tieba dokézat, Ze tato topologie splyva s 7. Bud U € 1
libovolnd mnozina. Oznaé¢me W sjednoceni vSech mnozin ze o, které lezi v U. Ziejmé
W C U. Zvolme x € U libovolné. Existuje mnozinaV, € o obsahujici z tak, ze V, C U.
Musi tedy platit W = U. o je tedy baze topologie 7.

1.5. Topologické prostory prvniho a druhého typu spocetnosti

Rikéme, ze topologicky prostor X je proniho (resp. druhého) typu spocetnosti, mé-li
v kazdém bodeé spocetnou lokélni bazi topologie (resp. mé-li spocetnou bazi topologie).
Topologicky prostor druhého typu spocetnosti je zarovenn prvniho typu spocetnosti.

Véta 10. Necht X je topologicky prostor pruniho typu spocetnosti. Pak pro libovolniy
bod x € X existuje lokdlni bdaze topologie v bodé x tvaru (U;)ien, kde U; D Uiy1 pro kazdé
i€ N.

Dikaz. Pro libovolnou spocetnou bézi topologie (V;);en v bodé x klademe Uy = Vi,
Uy =UNVay ..., U = Ui—1 NV, .... Pak systém mnozin (U;);en ma pozadované
vlastnosti.

Véta 11. (Lindel6fav teorém) Kazdé oteviené pokryti topologického prostoru druhého
typu spocetnosti obsahuje spocetné podpokryti.
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Diuikaz. Bud X topologicky prostor druhého typu spocetnosti, (U,),cs oteviené pokry-
t1 X, o spocetnd baze topologie X. Kazdd z mnozin U, je sjednocenim elementu béze o.
Necht k C o je podsystém s témito vlastnostmi: (a) kazdy element V' € k je podmnozinou
nékteré z mnozin U, (b) k je pokryti X. Ke kazdému elementu V' € k zvolme index (V)
tak, ze V' C Uy,yy. Systém mnozin (U,(y))ves je spocetny podsystém systému (U,).er-
Tento podsystém je ovSsem pokrytim X.

Topologicky prostor se nazyva Lindeldfuv, jestlize kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje
spocetné podpokryti.

1.6. Husté mnoziny a separabilni prostory

Rekneme, ze podmnozina A topologického prostoru X je hustd v X, jestlize cl A = X.

Véta 12. Bud X topologicky prostor, A mnoZina hustd v X. Pak pro libovolnou otevre-
nou mnozinu U C X plati clU = cl(U N A).

Diikaz. Bud = € clU bod. Pro libovolné okoli W, bodu z plati W, N U # (). Z toho,
ze A je hustd v X, vyplyva, ze oteviend mmnozina W, N U musi obsahovat body A, t.j.
W,NUNA # (. Z libovolnosti W, nyni vyplyva, ze x € cl(U N A). Plati tedy clU C
c(UnA).

Na druhé strane UNA C U, t.j. cl(UNA) C clU (Véta 4. (c) odst. 1.3 str. 4). Celkové
tedy clU = cl(U N A).

Topologicky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje nejvyse spocetna
hustd mnozina.

Véta 13. Topologicky prostor druhého typu spocetnosti je separabilni.

Diikaz. Bud' o spocetnd baze topologie topologického prostoru X. Ke kazdému U € o
vybereme x € U. Dostaneme spocetnou mnozinu A C X. Mnozina X \ cl A je otevien4;
neobsahuje ovsem zadny element baze o, takze musf platit X \clA=0a clA = X.

1.7. Hausdorffovy prostory

Topologicky prostor X se nazyva Hausdorffiv nebo také oddélitelny, jestlize pro kazdé
dva ruzné body z, y € X existuje okoli U bodu z a okoli V' bodu y tak, ze U NV = ().

A7 na malé vyjimky vétSina topologickych prostoru, které se vyskytuji v geometrii a
v analyze, je Hausdorffovych.

Véta 14. V Hausdorffové topologickém prostoru je kaZdd konecnd mnoZina uzaviend.

Dikaz. Pro libovolny bod = Hausdorffova topologického prostoru X je mnozina X \{z}
evidentné oteviend. Bud A = {z1,29,...,7;} libovolnd koneénd podmnozina X. Plati
A = H{z;} (sjednoceni jednoprvkovych mnozin {x1},...,{zx}), takze mnozina X \ A =
N(X \ {z;}) je oteviend; mnozina A je tedy uzaviena.
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1.8. Piiklady

(1) Trividlni topologie. Bud X libovolnd mnozina. Klademe 77 = {0, X }. 77 spliuje
axiomy topologie; nazyva se trividlni topologie na mnoziné X. Mnozina X spolu s trivialni
topologii se nazyva trividlni topologicky prostor.

Za systém generdtoru trividlni topologie 7 lze vzit jednoprvkovou mnozinu {X} nebo
dvouprvkovou mnozinu {@), X'}; tyto systémy generatoru jsou zdroven baze topologie 7r.

Trividlni topologicky prostor je druhého typu spocetnosti; je tedy také prvniho typu
spocetnosti a je separabilni; neni Hausdorffav.

(2) Diskrétni topologie. Bud X mnozina. Klademe 7p = 22X, t.j. Tp je systém vSech
podmnozin mnoziny X. 7p je topologie na X; nazyva se diskrétni topologie na X. Mnozina
X spolu s diskrétni topologii se nazyva diskréini topologicky prostor .

Za systém generatoru a zaroven za bdazi diskrétniho topologického prostoru lze vzit
systém vSech jednoprvkovych podmnozin mnoziny X.

Diskrétni topologie méa i jiné systémy generatori. Obsahuje-li diskrétni topologicky
prostor X tfi navzdjem ruzné elementy, pak systém vsech dvouprvkovych mnozin {z,y},
kde z, y € X, je systémem generatoru topologie 7p.

Diskrétni topologicky prostor je prvniho typu spocetnosti; je druhého typu spocetnosti,
pravé kdyz je mnozina X spocetnd. Je-li X nespoCetnd mnozina, pak (X,7p) neni se-
parabilni, nebot pro libovolnou mnozinu A C X plati cl A = A.

Topologicky prostor (X, 7p) je Hausdorffuv.

(8) Prirozend topologie na mnoziné redlnijch ¢isel. Systém vSech otevienych intervalu
v mnoziné redlnych ¢isel R je bazi topologie na R, kterou nazyvame prirozenou nebo také
Euklidovou.

Ukézeme, ze R s touto topologii je druhého typu spocetnosti. Uvazujme mnozinu
viech intervalu (x — %, T+ %), kde z probihd mnozinu racionalnich ¢isel Q a n mnozinu
prirozenych ¢isel N. Bud y € R libovolny bod, I otevieny interval obsahujici y. Existuje
e > 0 tak, ze (y — e,y +¢) C I. Zvolme m € N tak, aby platilo % < 5 ax € Q tak, aby
ze(y—Ly+L)Pakye(x—L o+21)C(y—ey+e) I Podle Véty 9. odst. 1.4
str. 7 je uvazovany systém intervalii bazi pfirozené topologie na R. Protoze mnoziny Q,
N jsou spocetné, je tato baze spocetnd; R je tedy druhého typu spocetnosti.

Z Véty 13. odst. 1.6 str. 8 vyplyvé, ze R je separabilni topologicky prostor.

Lokalni bézi pfirozené topologie v bodé = € R lze vybrat ve tvaru systému intervala
(x — e,z + ¢€), kde £ > 0; spocetnou lokalni bdzi v bodé z lze vybrat ve tvaru systému
intervalit (z — 2,2+ ), n € N.

Snadno lze ukézat, ze topologicky prostor R je Hausdorffiiv. Necht z, y € R jsou dva
ruzné body; predpokladejme, ze x < y. Existuji redlnd ¢isla a, b, ¢ tak, ze a < x < b <
y < c. Interval (a,b) (resp. (b,c)) je okoli bodu x (resp. y), pricemz tyto intervaly nemaji
spoleény bod. Topologicky prostor R je tedy Hausdorfftuv.

(4) Topologie konecnijch dopliiki. Necht 7k je systém podmnozin mnoziny R redlnych
¢isel, tvoieny dopliky vSech koneénych mnozin a mnozinami () a R. 7x je topologie na R;
nazyva se topologie konecnijch dopliikai.

Ukézeme, ze (R,7x) neni prvniho typu spocetnosti. Predpoklddejme, zZe existuje
spocetny systém kone¢nych mnozin A;, i € N, takovy, ze systém (R \ A4;)ien je lokalni
béaze topologie 7 v bodé x. Pak pro libovolnou koneénou mnozinu B neobsahujici = exis-
tuje index n tak, ze R\ 4, C R\ B, t.j. B C A,,. Mnozina |J A; je spocetnd a neobsahuje
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bod z. Mnozina (R\|J 4;) \{z} je neprazdna. Zvolme y € (R\J 4;) \ {z}. R\ {y} je okoli
bodu z ay ¢ A; pro zddné i € N, neexistuje tedy index m € N tak, ze R\ 4,, C R\ {y}.
Tr tedy neni prvniho typu spocetnosti.

Topologicky prostor (R, 7x) je separabilni, nebof mnozina racionélnich ¢isel Q je
spocetnd a plati frQ = R, t.j. c1Q = R.

(R, 7x) neni Hausdorffiv. Ukdzeme to. Bud'te =, y € R dva ruzné body, U okoli x, V
okoli y. Podle definice je U = R\ A, V =R\ B, kde A, B jsou konetné mnoziny. Plati
UNV =R\ (AU B); AU B je ovéem mnozina koneénd, takze U NV # ().

(5) Sorgenfreyova topologie. Zleva uzaviené zprava oteviené intervaly v mnoziné R

realnych ¢isel tvoii bazi topologie na R, kterou nazyvame Sorgenfreyova a oznacujeme 7g.

Ukézeme, ze (R, 7g) je prvniho typu spocetnosti. Sta¢i ukdzat, ze pro libovolny bod

x € R systém intervalu [z, z + %), n € N, tvoii spocetnou lokalni bazi topologie 7¢ v bodé

x. Bud U libovolné okoli x. U obsahuje element baze [z, x + €) pro jisté € > 0; pro n > %

dostavame [z,x + %) C [z,x + ¢€), takze uvazovany systém intervalu je lokélni baze 7g
v bodé x. Tento systém je evidentné spocetny.

(R, 7g) neni druhého typu spocetnosti, t.j. nema spocetnou bézi topologie. Libovolné
okoli libovolného bodu x € R v topologii 75 totiz obsahuje interval [x,z + ¢) pro jisté
€ > 0. Podle Véty 9. odst. 1.4 str. 7 tedy kazda baze topologie 7¢ musi obsahovat mnoziny
tvaru [z, a,), kde a; > x. Mnozina R je ovSem nespocetnd, takze kazda béze topologie 7g
musi byt také nespocetna.

(R, 7s) je separabilni, nebot obsahuje mnozinu Q, kterd je spocetné a husta v (R, 7s).

Podobné jako v piipadé prirozené topologie na R (viz (3)) se ukaze, ze (R,7g) je
Hausdorffuv topologicky prostor.

Vsimnéme si, ze pro libovolné a, b € R, a < b, plati [a,b) = R\ ((—o0,a) U [b,00));
znamend to, ze interval [a, b) je mnozina uzaviend. Z definice Sorgenfreyovy topologie tedy
vyplyva, ze [a,b) je mnozina oteviend i uzaviena.

Kazda mnozina oteviend v pfirozené topologii na R je oteviena i v Sorgenfreyoveé
topologii, nebot kazdy otevieny interval (a,b) lze vyjadiit jako sjednoceni otevienych
mnozin [z,b) € 75, kde a < z < b.

(6) Topologie bodové konvergence. Oznacme Y X systém vsech zobrazeni z mnoziny X
do topologického prostoru (Y, 7). Pro kazdé x € X a kazdé U € 7 klademe W (z,U) =
{f eYX | f(x) € U}. Systém (W (z,U))zex.ver pokryvd mnozinu Y. Podle Véty 8. (c)
odst. 1.4 str. 6 je tedy systémem generatorii néjaké topologie na YX. Tato topologie se
nazyva topologie bodové konvergence nebo také bodové-oteviend topologie .

Béze této topologie je tvofena mnozinami typu V = {f € YX | f(z1) € Uy,..., f(zx) €
Uk}, kde x1,...,xk jsou libovolné body z X, Uy,..., Uy jsou libovolné elementy z 7 a k
probiha mnozinu prirozenych ¢isel IN.

Okoli bodu g € YX v topologii bodové konvergence je tedy tvofeno viemi zobrazenimi
f € YX, kterd jsou “blizkd” ke g v koneéné mnoha bodech, t.j. funkéni hodnoty g i f
v téchto bodech lezi v predepsanych otevienych podmnozinach topologického prostoru Y
(viz obr. 1).
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Obr. 1

Cviceni
Topologické struktury

1. (a) Naleznéte vSechny topologie, které existuji na jednoprvkové mnoziné.

(b) Naleznéte vsechny topologie na dvouprvkové mnoziné.

(¢) Kolik ruznych topologii existuje na t¥iprvkové mnoziné?

(d) Ukazte, ze systém mnozin {a,b}, {b, c}, {a,c} je systém generdtoru diskrétni topologie na
mnoziné {a,b, c}. !

Reseni. (a) X = {a},7 = {0,{a}}. (b) X = {a,b},71 = {0,{a,b}}, o = {0, {a,b},{a}},
73 = {0,{a,b},{b}}, 4 = {0, {a, b}, {a}, {b}}. (c) 29. (d) Evidentné baze diskrétni topologie {a},
{b}, {c} na X vznikd pomoci kone¢nych prunika mnozin systému {a, b}, {b, c}, {a, c}.

2. Rozhodnéte, zda nédsledujici systém podmnozin mnoziny X je topologie na X: (a) X =
{a,b,c}, 7= {0, X,{a,b},{b,c},{a}}. (b) X =R, 7= {0, (—a,a)}, kde a € R, a > 0. (c) X =R,
7=10,(a,b]}, kde a, b€ R, a < b. (d) X =R? 7=U x V, kde U, V probiha viechny mnoziny
oteviené v prirozené topologii na R. Rozhodnéte, zda néktery ze systému (a) — (d) je béze topologie,
urcete tuto topologii.

Reseni. (a) 7 nenf topologie na X, nebot nepokryva X. (b) 7 je topologie na R; neni to oviem
topologie pfirozend, nebot mnozina (0,1) neni v této topologii oteviend. (c) 7 neni topologie
na X, nebof napi. (a,b] U (¢c,d] ¢ 7 pro b < c. (d) 7 neni topologie na R?, nebot mnozina
(Uy x V1) U (U2 x V) obecné neni prvkem 7.

(a) 7 nenf bdze 7za4dné topologie na X, nebot {a,b} N{b,c} ¢ 7. (b) T je baze topologie, tvorené
mnozinami §) a (—a,a), kde a > 0. (¢) T je bdze topologie; tuto topologii vytvorime tak, ze k 7
pfiddme vSechna mozna sjednoceni mnozin z 7. (d) 7 je béze topologie na R?; tuto topologii
ziskdme uzavienim systému 7 na vSechna sjednocenti.

3. (a) Ukazte, ze systém o7 (resp. 02), tvofeny mnozinami tvaru U, = {x € R |z > a,a € R}
(resp. Vo, = {z € R | z < a,a € R}), je baze topologie na R.
(b) Ukazte, Ze systém o = o1 U 02 je systém generatoru topologie na R. Urcete tuto topologii.

Misto pojmu systém generdtorti se ¢tendi ¢asto setkava v literatuie s pojmem subbdze topologie; cv.
1 (d) ukazuje, Ze termin subbdze neni vhodny.
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Reseni. Systémy oy, oo spliji predpoklady Véty 8. (a) odst. 1.4 str. 6, jsou to tedy baze
néjakych topologii na R. ¢ je systém generdtori podle Véty 8. (¢) odst. 1.4 str. 6; baze topologie,
generované timto systémem generatoru, je tvofend otevienymi intervaly, o tedy generuje pfirozenou
topologii.

4. Bud X topologicky prostor, 7 jeho topologie, Y C X podmnozina. Dokazte, Ze systém Ty
mnozin tvaru UNY', kde U probihd viechny oteviené mnoziny v X, je topologie na Y (indukovand
topologie). Topologicky prostor (X, 7y) se nazyva (topologicky) podprostor topologického prostoru
(X, 7).

Reseni. Pifmo provéiime, ze 7y spliuje axiomy topologie. Plati # = 0 NY, Y = X NY,
takze 0, Y € 7y. Pro systém (U,),c; mnozin z 7y plati U, = V, NY, kde V, € 7; odtud U, =
Uv.nY)=(UJV.)NY z toho, ze | JV, € 7, dostdvdame, ze |JU, € 1v. Podobné pro Uy, Us € 1y
platf U1 :VerY, U2 :VQQY, kde Vl, VQ ET; odtud UlﬁUQ = (VlﬂVQ)ﬂY, tJ UlﬂUg € Ty.
Axiomy topologie jsou tedy splnény.

5. Necht 71, 72 jsou dvé topologie na mnoziné X. Ukazte, ze 71 N 72 je rovnéz topologie na X.
Plati analogické tvrzeni i pro sjednoceni?

Reseni. Snadno se provéii, ze 71 N 72 je topologie. Sjednoceni
71 U 75 neni topologie; pro mnoziny U € 11, V € 79 totiz mnozina U NV nemusi patfit ani do
71 ani do 7». Pfikladem jsou topologie na R, generované bazemi o1, o2 ze cv. 3 (a).

Podmnoziny topologickych prostori

6. (a) Uved'te piiklad topologického prostoru X a nekone¢ného systému otevienych podmno-
zin X, jejichz prunik neni mnoZzina oteviena.
(b) Uved'te ptiklad topologického prostoru X a nekoneéného systému uzavienych podmnozin
X, jejichz sjednoceni neni uzaviend mnozina.

Reseni. (a) Uvazujme R s piirozenou topologii a spocetny systém otevienych intervali
(=1,1) kde n € N. Necht J je primik tohoto systému intervalii. Plat{ J # § nebot 0 € J.
Predpokladejme, ze J obsahuje dva ruzné body «, (3, pficemz o < 3. Porovnanim délek intervalu
(—%, %) a [a, ] dostaneme nerovnost % > 8 — a, kterd je splnéna pro kazdé n. Odtud 0 = 5 — «,
coz je spor s piredpokladem, ze J obsahuje dva ruzné body. Plati tedy J = {0}, coz je mnoZzina
uzaviena.

(b) Uvazujeme mnozinu R s pfirozenou topologii a systém jednoprvkovych mnozin {z}, kde
2 probihd mnozinu raciondlnich ¢isel Q. Kazdd z mnozin {z} je uzaviend, jejich sjednoceni, t.j.
mnoZina @, viak neni mnoZina uzaviena; mnozina R \ Q totiZ nen{ oteviend, nebot v libovolném
okoli iracionélniho ¢isla vzdy lezi alespon jedno racionalni ¢islo.

7. Bud X topologicky prostor. Ukazte, Ze plati: Je-li U C X mmno#Zina oteviend a A C X
mnozina uzaviend, pak U \ A (resp. A\ U) je mnozina oteviend (resp. uzaviend).

Reseni. Jelikoz U\ A=UN(X\A), A\U = AN (X \U), mnozina U \ A (resp. A\ U) je

oteviend (resp. uzaviend).

8. Rozhodnéte, zda mnoziny (0, 1), [0,1), (0,1], [0,1], N, Q, {z} C R jsou oteviené nebo
uzaviené (a) v prirozené topologii, (b) v Sorgenfreyové topologii, (¢) v topologii kone¢nych dopliku,
(d) v diskrétni topologii. Urcete vnitiek, vnéjsek, hranici a uzdvér kazdé z téchto mnozin v topo-
logiich (a) — (d).

Reseni. (a) V piirozené topologii mnozina (0,1) je oteviend, mnoziny [0,1], N, {z} jsou
0

uzaviené, zbyvajici mnoziny nejsou ani oteviené ani uzaviené. Déle int(0, 1) = int[0,1) = int(0, 1
int[0,1] = (0,1), int N = int Q = int{z} = 0, ext(0, 1) = ext[0, 1) = ext(0, 1] = ext[0, 1] = R\ [0, 1],
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extN = R\ N, extQ = 0, ext{z} = R\ {z}, fr(0,1) = r[0,1) = fr(0,1]
frN = N, rQ = R, fr{z} = {2}, cl(0,1) = ¢l[0,1) = ¢l(0,1] = cl]0,1]
cdQ =R, cl{z} = {z}.

(b) V Sorgenfreyové topologii jsou mnoziny (0, 1), [0,1) oteviené, mnoziny [0, 1), [0, 1],
jsou uzavtené, zbyvajici mnoziny nejsou ani oteviené ani uzaviené. Dale int(0,1) = (0, 1), int
[0,1), int(0,1] = (0,1), int[0,1] = [0,1), intN = int Q = int{z} = 0, ext(0,1) = ext]
R\[0,1), ext(0,1] = ext[0,1] = R\[0,1], ext N = R\N, ext Q = ), ext{z} = R\{z}, fr(0,1)
fr[0,1) = 0, fr(0,1] = {0,1}, fr[0,1] = {1}, r N = N, frQ = R, fr{z} = {z}, c1(0,1) = cl]
[0,1), c1(0,1] = ¢l[0,1] = [0,1], N =N, c1Q = R, cl{z} = {z}.

(c) Zadna z uvedenych mnozin neni oteviend; mnozina {z} je uzaviens, zbyvajici mnoziny
nejsou uzaviené. Ddle int(0,1) = int[0,1) = int(0,1] = int[0,1] = it N = int Q = int{z} = 0,
ext(0,1) = ext[0,1) = ext(0,1] = ext[0,1] = ext N = ext Q = 0, ext{z} = R\ {z}, fr(0,1) =
fr[0,1) = fr(0,1] = fr[0,1] = rf N = frQ = R, fr{z} = {z}, c1(0,1) = ¢l[0,1) = cl(0,1] = cl[0,1] =
cIN=clQ=R, cl{z} = {z}.

(d) V diskrétni topologii je kazd4 z uvedenych mnozin oteviend i uzaviend a je tedy rovna svému
vnitiku a svému uzavéru. Vnéjsek kazdé z téchto mnozin je roven jejimu dopliku v R a hranice je
prazdna mnozina.

fr[0,1] = {0,1},
0,1], N = N,

[

Z

X

—

A
’1)
71)
{0
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e

9. Plat{ tvrzeni analogické Vété 2. (e) odst. 1.2 str. 2 pro mnoziny int(A U B), ext(A N B),
ext(AU B)?

Reseni. Ukdzeme, ze plati int(AUB) D int AUint B, ext(ANB) D ext AUext B, ext(AUB) =
ext ANext B, a ze v téchto vztazich inkluze nelze nahradit rovnostmi.

Mnozina int(A U B) je nejvétsi oteviend mnozina obsazend v A U B. Mnozina int A U int B je
oteviend podmnozina AU B, nebot int A C A, int B C B. Odtud dostdvéame int AUint B C int(AU
B). Na piikladé ukdzeme, Ze v tomto vztahu obecné neplati rovnost. Necht R je mnozina redlnych
¢isel s prirozenou topologii, A = [0,1], B = [1,2]. Pak int AUint B = (0,1) U (1,2) = (0,2) \ {1},
ale int(AU B) = (0, 2).

Z Véty 2. (a) odst. 1.2 str. 2 a vyse dokdzaného vztahu plyne ext(AN B) = int(X \ (ANB)) =
nt((X\A)U(X\B)) Dint(X \ 4A) Uint(X \ B) = ext AUext B. V tomto vztahu obecné neplati
rovnost. Zvolme napf. X = R a uvazujme pfirozenou topologii na R. Pro podmnoziny A = (0, 1),
B = (1,2) pak dostaneme ext(AN B) = ext) = R, ale ext AUext B= (R \ [0,1]) U (R \ U[1,2]) =
R\ {1}.

Analogicky dostaneme z Véty 2. (a), (e) odst. 1.2 str. 2, 7ze ext(A U B) = ext ANext B.

Posledni dvé z vyse uvedenych tii tvrzeni lze dokédzat také pomoci vztahu X =clAUext A a
Véty 4. (d) odst. 1.3 str. 4, 6. (d) odst. 1.3 str. 5.

10. Bud X topologicky prostor, 7 jeho topologie. Charakterizujte mnoziny A, pro které plati
frA=0.

Reseni. Nechf frA = . Ze vztahu clA = A U fr A pak dostdvame, ze A = clA. Déle
intA=clA\frA atedy A= int A. Znamend to, ze mnozina A je oteviend i uzaviend. Obrdcené
predpoklddejme, ze mnozina A C X je oteviend i uzaviend. Pak fr A = X \ (int AU int(X \ 4)) =
X\(AUX\4)=0.

11. Necht A je koneénd mnoZzina realnych &isel, uvazovana s pfirozenou topologii. Uréete fr A.

Reseni. R je Hausdorffiv prostor (pf. (3) odst. 1.8 str. 9). Podle Véty 14. odst. 1.7 str. 8 je
tedy mnozina A uzaviend. Plati tedy fr A C A. Na druhé strané kazdy bod = € A je evidentné
hrani¢nim bodem, t.j. A C fr A. Celkové dostavame fr A = A.

12. Bud (4,).es systém podmnozin topologického prostoru X.
(a) Dokazte, ze plati cl(|JA,) D JclA,. Uvedte piiklady, kdy plati rovnost, a piiklady, kdy
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rovnost neplati.

(b) Kritizujte ndsledujici “dikaz”, ze cl(|J A,) C Jcl A,: Necht z € cl({J A4,). Pak kazdé okoli U
bodu z protind |J A,. U tedy musi protinat nékterou z mnozin A,, t.j.  musi patfit uzdvéru této
mnoziny. To ovSem znamend, ze x € | Jcl 4,.

Reseni. (a) Prokazdé. € I plati A, C |J Ay, takze cl A, C cl({J Ax) atedy Jcl A, C cl(J Ay),
coz jsme chtéli ukazat.

Ukézeme, Ze v tomto vztahu plati rovnost pravé kdyz |Jcl A, je uzaviend mnozina. Necht
cl(UA,) = UclA,; pak [Jcl A, je mnozina uzaviend. Obrécené predpoklddejme, ze |Jcl A, je
uzaviend mnozina. Ukdzeme, ze pak |Jcl A, D cl(JA,). Pro kazdé ¢ € T plati A, C cl A,, odtud
UA, cJcl A, a tedy také cl(lJ A,) C cl(UclA,) = JclA,, coz jsme chtéli ukdzat.

Podle Veéty 4. (a) odst. 1.3 str. 4 a praveé dokdzaného tvrzeni pro kazdy kone¢ny systém mnozin
{A1,As,..., A} plati cl(A4 U A2 U---UA,) =clA; UclAs U---UclA,. Dokazte tento vztah
rovnéz pomoci Véty 4. (d) odst. 1.3 str. 4.

Druhym pifkladem systému mnozin (A,),cr, pro ktery plati cl((JA,) = UclA,, je lokdiné
koneény systém mmnozin , t.j. takovy systém mnozin, ze kazdy bod x € X md okoli, které ma
neprazdny prunik s nejvyse konetnym poctem mnozin tohoto systému.

Dokézeme to. Mé&jme lokélné konecny systém podmnozin (A,),cs. Jelikoz inkluze |Jcl A, C
cl(lJ A4,) plati pro libovolny systém podmnozin X, staéi ukdzat, ze z podminky lokdln{ konecnosti
vyplyva obracens inkluze. Nechf = € cl(|J A4,) je libovolny bod. Z definice uzavéru vyplyvd, ze
pro kazdé okoli U bodu z plati U N (|JA,) # 0. Systém (A4,),er je ovéem lokdlné konecny, takze
existuje okoli V bodu z a &fslon € N tak, ze VN A, # () pouze pro n indexti ¢; oznaéme tyto indexy
1,2,...,n. Plati tedy VN (A1 UA2U---UA,) #0aVNA, =0 pro viechny ostatni indexy ¢.
Uvazujme nyn{ libovolné okoli U bodu z. Je-li U D V, pak zifejmé plati UN (A3 UAsU---UA,,) # 0.
Je-liU C V,pak UNA, = 0 pro kazdé « € I, v # 1,2,...,n. Podle pfedpokladu ovsem plati
Un(JA,) # 0. Odtud dostdvéame, ze U N (A1 U Ay U --- U A,,) # 0. Ukdzali jsme tedy, ze
libovolné okoli bodu z € cl(|J A,) mé neprdzdny prunik s mnozinou Ay U Ay U---UA,, t.j. ze plati
x€cl(AUAyU---UA,). Ovsem cl(A; UA2U---UA,) =clAy UAyU---UclA, C JclA, a
tedy = € [Jcl A,. Odtud vyplyvd, ze plati cl(J A,) C Jcl A,.

Tim je diikaz rovnosti cl(|J A,) = |Jcl A, pro lokdlné koneény systém mnozin ukonéen.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni nalezne ¢tenaf v odst. 6.3

Nyni uvedeme piiklady, kdy rovnost ve vztahu cl(|J A,) D |Jcl A, neplati.

Uvazujme mnozinu R realnych &isel s pfirozenou topologii. Necht (A, )nen je systém jednobo-
dovych podmnozin mnoziny R, A, = {x,}, kde x,, probihd mnozinu raciondlnich ¢isel Q. Plat{
c(U{zn}) = c1Q = R. Na druhé strané J(cl{z,}) = [J{zn} = Q, nebot podle Véty 14. odst. 1.7
str. 8 je kazda jednobodova mnozina v R uzaviena.

Analogickd situace nastava v ptipadé, kdy za systém (A,),c; bereme vSechna iraciondln{ ¢isla
v R.

(b) Uvedeny dukaz je nespravny. Proting-li kazdé okoli U bodu z mnozinu | J A4,, neznamend
to jesté, ze existuje index ¢ tak, ze kazdé okoli bodu x protind mnozinu A,: neexistuje raciondlni
¢islo a, které by lezelo v kaZdém okoli bodu .

Hausdorffovy prostory

13. Topologii konecnich dopliki na mnoziné X rozumime systém 7x podmnozin mnoziny X
obsahujici ), X a ty z podmnozin X, jejichz dopliiky jsou koneéné mnoziny (porov. pi. (4) odst.
1.8 str. 9).

(a) Ukazte, ze topologicky prostor (X, 7x) je Hausdorffuv pravé kdyz X je koneénd mnozina.
(b) Nechf X je koneéna mnozina. Se kterou znamou topologii splyva topologie 7x?

Reseni. (a) Nechf X je konecnd mnozina, z, y € X dva rizné body. Polozme U = {z},
V ={y}. Mnoziny X \ U, X \ V jsou konecné, takze U je okoli bodu z a V je okoli bodu y. Plat{
UNV =0, takze (X, 7x) je Hausdorffuv topologicky prostor.
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Obrécené predpokladejme, Ze (X, Tx) je Hausdorffav. Bud'te z, y € X dva rizné body, U okoli
bodu z, V okolf bodu y. Piedpoklddejme, ze U NV = ). Podle definice topologie 7x U = X \ A,
V = X\ B, kde A, B jsou konetné mnoziny. Plati tedy UNV = (X\ A)N(X\B) = X\ (AUB) = 0,
t.j. AUB = X a X musi byt koneé¢nd mnozina.

(b) Je-li X koneéna mnozina, pak kazdd podmnozina mnoziny X je doplitkem kone¢né mnoziny
a je tedy oteviend v topologii 7x. To ovSem znamend, ze Tk splyva s diskrétni topologii na X.

14. Uved'te piiklady topologickych prostorti, které nejsou Hausdorffovy.

Reseni. Trividlni topologicky prostor; topologie 7 na R tvofend mnozinami 0, (—a,a),a >0,
topologie 7 na R, generovand bazi o1 = (Uy)acr, kde U, = (a, 00), topologie 72 na R, generovand
bézi o2 = (Uy)aer, kde U, = (—00,a) (viz cv. 3); topologie koneénych dopliki na nekoneéné
mnozing; topologie 7 = {0, X, {a, b}, {b, c}, {0}} na mnoziné¢ X = {a,b,c}.

15. Podprostor Hausdorffova topologického prostoru je Hausdorffiv topologicky prostor. Na
druhé strané topologicky prostor, ktery neni Hausdorffiv, muze mit topologicky podprostor, ktery
je Hausdorffuv. Ukazte.

Reseni. Necht (X, 7) je Hausdorffitv prostor, (Y, 7y ) jeho podprostor (cv. 4). Zvolme dva riizné
body z1, 2 € Y. Existuje okoli U; bodu z; a okoli Uz bodu z2 v topologii T tak, ze Uy N Us = 0.
Klademe V; = U NY, Vo = UaNY. Podle definice Vi, Vo € 7y adéle ViNVy = (U1 NUz)NX = 0.
Topologicky prostor (Y, 7y) je tedy Hausdorffav.

Uvazujme mnozinu R s topologii kone¢énych dopliku 7x a jeji podmnozinu Y = {1,2,...,k},
kde k je néjaké piirozené ¢islo. Topologie indukovand na Y je zfejmé Hausdorffova, pficemz (R, 7 )
neni Hausdorffav.

16. Necht (Xi,71), (X2,72) jsou dva topologické prostory. Uvazujme topologicky prostor
(X,7), kde X = X3 x X3 a 7 je topologie, generovand bézi o = {Uy x Uy € X1 x Xo | Uy €
71,Us € 1o }. Predpoklddejme, zZe topologické prostory (X1, 71), (X2, 72) jsou Hausdorffovy. Je také
(X, 7) Hausdorffuv?

Reseni. Zvolme dva rizné body (a1,az), (b1,b2) € X1 x Xs. Plati bud ay # by nebo as # bs.
V prvnim piipadé okoli U; bodu a; a okoli V; bodu by tak, ze Uy N Vi = (). Zvolme okoli Us bodu
as a okoli V4 bodu by libovolné. Pak (Uy x Us) N (Vi x Vo) = (U1 NVy) x (U3 NVa) = (0. Analogicky
vySetiime druhy piipad. Topologicky prostor (X, 7) je tedy Hausdorffuv.

Hromadné body

Bud X topologicky prostor, A podmnozina X. Reknéme, ze bod x € X je hromadny bod
mnoziny A, jestlize libovolné jeho okoli obsahuje bod mnoziny A rizny od x. Mnozinu hromadnych
bodii mnoziny A oznatujeme ac A. Z definice vyplyva, ze ac = ().

17. (a) Naleznéte viechny hromadné body libovolné neprazdné mnoziny v trividlnim topolo-
gickém prostoru.
(b) Naleznéte vsechny hromadné body libovolné neprazdné mnoziny v diskrétnim topologickém
prostoru.
(¢) Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii. Uréete hromadné body nésle-
dujicich mnozin v R: (0,1], [0,1], (0,1), {£ e R|n e N}, {0} U(1,2), Q,N, {z e R |z > 0}.

Reseni. (a) Je-li X jednobodova mnozina, pak ac X = (). Nechf X obsahuje alespoii dva riizné
body. Pak pro kazdou mnozinu A C X, A # 0, {z} plati ac A = X; déle ac{z} = X \ {z}.

Vsimnéme si, ze mnoziny A a ac A nemusi mit zadny spole¢ny bod.

(b) Pro kazdou mnozinu A C X plati ac A = ().

(c) ac(0,1] = ac[0,1] = ac(0,1) = [0,1], ac{1 € R | n € N} = {0}, ac({0} U (1,2)) = [1,2],
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acQ=R,acN=0,ac{fzre R |2z >0} ={zeR |z >0}

18. Bud X topologicky prostor, A C X mnozina. Rozhodnéte, zda plati
(a) acA C fr A,
(b) fr A C ac A,
(c) acA Ccl A,
(d) cl A C ac A,
(e) clA=acAUA.

Reseni. Protipitkladem dokazeme, ze tvrzenf (a), (b), (d) neplati. Uvazujme mnozinu redlnych
¢isel R s prirozenou topologii a vezméme A = (0,1). Pak acA = [0,1], frA = {0,1}, a tedy
acA ¢ fr A. Dale necht A = N. Pak z toho, ze acN = (), frN = N, cIN = N dostavame, Ze
frA¢ acA, clA ¢ acA.

Ukézeme, ze plati tvrzeni (c) a (e). Necht x € ac A. Pak pro kazdé okoli U bodu x mnozina
U N A obsahuje bod y # z, t.j. UN A # () a tedy x € cl A; jinymi slovy acA C cl A. Déle plati
ACclA, t.j. acAUA C cl A. Dokdzeme, Ze plati i obrdcend inkluze. Nechf x € cl A. Padne-li bod
x do A, pak také padne do mnoziny A U ac A. Predpokladejme, 7ze © ¢ A. Pak x € fr A a kazdé
okoli U bodu z mé neprazdny prunik s A. Existuje tedy bod y € UN A, y # z, coz znamen4, ze
x € ac A. Plati tedy cl A C AUac A a dukaz rovnosti (e) je ukoncen.

19. Ukazte, ze mnozina A v topologickém prostoru X je uzaviend tehdy a jen tehdy, kdyz
ac A C A. Uvedte piiklad uzaviené mnoziny A, pro kterou ac A # A.

Reseni. Je-li mnozina A C X uzaviend, pak A = cl A a podle cv. 18 (c) ac A C A. Obracené
plati-li ac A C A, pak podle cv. 18 (e) cl A = A.
Neprazdna podmnozina A diskrétniho topologického prostoru X je uzaviend a pritom ac A =

0+ A (cv. 17 (b)).

20. Bud A neprazdnd podmnozina Hausdorffova topologického prostoru X. Bod z € X je
hromadny bod mnoziny A tehdy a jen tehdy, kdyz libovolné jeho okoli obsahuje nekoneé¢né mnoho
bodu mnoziny A. Ukazte.

Reseni. Necht z € X je hromadny bod A a predpoklédejme, ze existuje jeho okoli U takové, ze
UNA je koneénd mnozina {x1, 2, . . ., 2 }. Podle Véty 14. odst. 1.7 str. 8 je mnozina {1, x2, ..., Ty }
uzaviend. Necht z ¢ A. Pak UN (X \ {z1,22,...,7x}) je okoli bodu z, které nemd zadny spole¢ny
bod s mnozinou A, coZ je spor s pfedpokladem, ze = € ac A. Nechf z € A. Pak z je jeden z bodi z1,
Z9, ..., Tk, napi. rg. Plati UN(A\ {z}) = {x1, 22, ..., 2k—1}. Mnozina UN(X\ {x1,z2,...,2k-1})
je okoli bodu z, které nemé zadny spoletny bod s mnozinou A\ {z}, a tedy = ¢ ac A. Mnozina A
tedy nemuze byt konecn4.

Obsahuje-li kazdé okoli bodu x nekonetné mnoho bodi mnoziny A, pak ziejmé x € ac A.



Spojita zobrazeni

Mezi vsemi zobrazenimi jednoho topologického prostoru do druhého se pfirozené
vyéleniuje mnozina téch zobrazeni, kterd ur¢itym zpusobem odrazeji topologickou struk-
Zavadime je v uvodnim odstavci, kde také formulujeme nékolik podminek, ekvivalentnich se
spojitosti. Spojité bijekce, které maji spojité inverzni zobrazeni, se nazyvaji homeomorfismy.
Tato zobrazeni pfenéseji topologickou strukturu jednoho topologického prostoru na druhy a
jsou v tomto smyslu topologickymi ekvivalencemi. Patii do tiidy otevienych zobrazeni, ktera
jsou také tzce svazana s topologii definicntho oboru i oboru hodnot. Ve druhém odstavci
studujeme situaci, kdy jsou na dané mnoziné zadiany dvé topologie. Definujeme srovna-
telné topologie a ukazujeme, Ze tento pojem uzce souvisi se spojitosti identického zobrazeni
dané mnoziny. Posledni dva odstavce jsou vénovany problému topologizace mnoziny pomoci
systému zobrazeni. Je-li zaddn systém zobrazeni mnoziny do topologickych prostori, vznika
na této mnoziné pfirozenym zpusobem (t.j. z pozadavku spojitosti téchto zobrazeni) tzv.
inicidlni topologie. V jiné situaci, kdy je zadan systém zobrazeni topologickych prostoru do
dané mnoziny, vznika na ni tzv. finalni topologie. Obé tyto topologie maji efektivni aplikaci,
se kterymi se ¢tenaf seznami ve tieti kapitole.

2.1. Spojita zobrazeni, homeomorfismy

Zobrazeni f : X — T topologického prostoru X do topologického prostoru Y se nazyva
spojité v bodé x € X, existuje-li ke kazdému okoli U bodu f(z) okoli V bodu x tak, ze
f(V) CU. f senazyva spojité, je-li spojité v kazdém bodé.

Véta 1. (a) K tomu, aby zobrazeni topologickiyjch prostori f : X — Y bylo spojité
v bodé x € X, je nutné a staci, aby pro kaZdou mnoZinu U patiici néjaké lokdlni bdzi
topologie v bodé f(x) mnozina f~1(U) obsahovala okoli bodu .

(b) Budte f : X — Y, g:Y — Z zobrazeni topologickych prostori. Predpoklddejme, Ze f
je spojité v bodé x € X a g je spojité v bodé f(x) € Y. Pak slozené zobrazeni gof : X — Z
je spojité v bodé x.

Dukaz. (a) Je-li f spojité v x, pak pro libovolny element U jisté lokélni béze topologie
v bodé f(x) existuje okoli V bodu x tak, ze f(V) C U; plati tedy V C f~1(U). Obrécené
predpokladejme, ze pro kazdy element U lokdlni baze topologie v bodé f(x) mnozina
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f~1(U) obsahuje okoli bodu x. Bud W libovolné okoli bodu f(z), U takovy element
lokalni béze v bodé f(z), ze U C W. Pak f~1(U) obsahuje okoli V bodu z a pro toto okoli
plati f(V) Cc U C W3 f je tedy spojité v x.

(b) Bud U okoli bodu g o f(x). Podle predpokladu existuje okoli V bodu f(x) tak, ze
g(V) C U, a okoli W bodu z tak, ze f(W) C V. Pro okoli W plati go f(W) C U; go f je
tedy spojité v bodé .

Véta 2. Bud f: X — Y zobrazeni topologickijch prostori. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(1) f je spojité.

(2) Pro libovolnou mnozinu A C X plati f(clA) C cl f(A).

(3) Vzor libovolné uzaviené mnoziny v'Y je uzaviend mnoZina v X.

(4) Vzor libovolné oteviené mnoziny v'Y je oteviend mnoZina v X .

(5) Vzor libovolné oteviené mnoziny, patiici systému generdtori topologie Y je oteviend
mnozina v X.

Diikaz. 1. Ukéazeme, Ze z podminky (1) vyplyvd podminka (2). Bud A C X mnozina,
y € f(cl A) libovolny bod, U jeho okoli. Existuje bod x € cl A a jeho okoli V' tak, ze
y = f(x), V. C f~YU). = patii mnoziné clA = int AU fr A, takze VN A # () a tedy
ANf~YU) # 0 a existuje bod 2’ € AN f~Y(U). Pro tento bod f(2') € f(A)NU a mnozina
f(A)NU je neprédzdnd. Znamena to, ze y ¢ ext f(A), t.j. y € int f(A) Ufr f(A) = cl f(A).

2. Ukézeme, 7ze z (2) vyplyva (3). Bud B C Y uzaviend mmnozina, A = f~(B).
Podle predpokladu f(cl A) C cl f(A) = cl f(f~1(B)) = cl(BnN f(X)) C cl B = B. Odtud
cddA C fYf(c1A)) Cc f71(B) = A C cl A, coz je mozné jen kdyz clA = A. f~1(B) je
tedy mnozina uzaviena.

3. Pro libovolnou mnozinu B C Y platif X \ f~1(B) = f~}(Y \ B). Predpokladejme,
ze plati podminka (3). Pak pro libovolnou otevienou mnozinu B C Y mnozina Y \ B je
uzaviend a tedy f~1(Y \ B) = X \ f~1(B) je uzaviend v X; f~}(B) je tedy mnozina
oteviena.

4. 7Z podminky (4) evidentné vyplyva (5).

5. Piedpoklddejme, Ze je splnéna podminka (5). Bud z € X libovolny bod, U okoli
bodu f(x). Nechf W je element baze topologie Y takovy, ze f(z) € W C U. Pak W =
Vin-- NV pro jisté mnoziny Vi, ..., Vi patfici systému generatoru topologie Y. Jelikoz
YW = )N f~Y Vi), 71 (W) C X je mnozina oteviend. Pfitom x € f~1(W)
af(f~Y(W))=Wnf(X)CW CU,takze f je spojité v bodé = a z libovolnosti = vyplyva,
Ze je spojité. Z podminky (5) tedy vyplyvé (1) a dukaz je ukonéen.

Zobrazeni f : X — Y topologickych prostoru se nazyva otevrené, je-li obraz f(U)
libovolné oteviené mnoziny U C X mnozina oteviena.

Véta 3. (a) K tomu, aby zobrazeni f : X — Y topologickijch prostori bylo oteviené,
stact, aby obraz f(U) libovolného elementu U bdze topologie topologického prostoru X byl
mnozina oteviend v'Y .

(b) Kompozice dvou oteviengjch zobrazeni je oteviend zobrazent.

Dikaz. (a) Pro obraz sjednoceni |J U, systému mnozin (U,),cr plati f(JU,) = U f(U,);
odsud ihned plyne tvrzeni.
(b) Tvrzeni je ziejmé.

Zobrazeni topologickych prostoru f : X — Y se nazyva homeomorfismus, je-li bijektivni
a obé zobrazeni f, f~! jsou spojita. Topologické prostory X, Y se nazyvaji homeomorfni,
existuje-li homeomorfismus f: X — Y.



2.2. Srovnatelné topologie 19

Véta 4. K tomu, aby bijekce topologickijch prostoru byla homeomorfismus, je nutné a
stact, aby byla spojitd a oteviend.

Diikaz. Bud f: X — Y bijekce topologickych prostori. Je-li f homeomorfismus, pak
je spojité a oteviené. Predpokladejme, Ze f je spojité a oteviené. Oznaéme g = f~!. Pro
otevienou mnozinu U C X dostavame g~ '(U) = f(U), coz je mnozina oteviend, takze
zobrazeni g musi byt spojité (Véta 2. odst. 2.1 str. 18).

2.2. Srovnatelné topologie

Bud X mnozina, 71, 7 dvé topologie na X. Rikdme, Ze topologie 71 je slabsi (resp.
silnéjsi) nez 1o , jestlize 71 C 5 (resp. 71 D 7). Rikdme, ze 71, 15 jsou srovnatelné, je-li
jedna z nich slabsi nez druhd; v opa¢ném piipadé fikame, ze jsou nesrovnatelné.

Snadno lze odvodit kriterium srovnatelnosti topologii.

Véta 5. Bud X mnoZina, 11, T2 dvé topologie na X, X1 (resp. Xo) mnoZina X s to-
pologii T (resp. T2). Nasledugict tri podminky jsou ekvivalentni:

(1) Identické zobrazend idx : X1 — Xao je spojité.

(2) Topologie 11 je silnéjsi nez To.

(3) Libovolnd mnozina, patiici systému generdtoru topologie To, je prvkem Ti.

Dikaz. Tvrzeni vyplyvé z ekvivalentnich podminek (1), (4), (5) Véty 2. odst. 2.1 str.
18.

Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickych prostori. Zeslabime-li (resp. zesilime-
li) topologii na mnoziné Y (resp. X), spojitost f se tim nenarusi. Ukazeme to.

Véta 6. (a) Bud X topologicky prostor, Y mnozina, f : X — Y zobrazeni. Necht T,
To jsou dvé srovnatelné topologie na'Y , Ty C mo. Pak je-li f spojité v topologii T2, je spojité
1 v topologii Ty .

(b) Bud' Y topologicky prostor, X mnozina, f : X — Y zobrazeni. Necht o1, oo jsou
dvé srovnatelné topologie na X, o1 C o9. Pak je-li f spojité v topologii o1, je spojité 4
v topologii oo.

Dikaz. Obé tvrzeni ihned vyplyvaji z podminek (1), (4) Véty 2. odst. 2.1 str. 18.

2.3. Inicialni topologie

Ukéazeme, ze systém zobrazeni dané mnoziny do topologickych prostori definuje na této
mnoziné jistou topologii.

Véta 7. Bud X mnozina, (Y,).cr systém topologickych prostori a predpoklddejme, Ze
ke kazdému 1 € I je ddno zobrazeni f, : X — Y,. Pak systém mnozin f7Y(U,), kde 1 € I a U,
probihd otevirené mnoziny v'Y,, je systém generdtori topologie na X . Topologie, generovand
timto systémem generdtori, je nejslabsi ze vsech topologii, pro kterd jsou vSechna zobrazend
f. spojitd.
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Diikaz. Systém o vSech mnozin tvaru f,"1(U,) pokryva X a je tedy systémem genera-
toru jisté topologie na X (Véta 8. (c) odst. 1.4 str. 6). Uvazujeme-li X s touto topologii,
je evidentné kazdé zobrazeni f, spojité: vzory otevienych mnozin jsou oteviené mnoziny
(Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Oznacme 7 topologii, generovanou systémem o, a uvazujme
libovolnou dalsi topologii 7/ na X takovou, Ze vSechna zobrazeni f, : X — Y jsou spojita
vzhledem k 7. Bud' V' C X mmnoZina, patiici 7. V' je sjednocenf jistého systému koneénych
prunikt mnozin ze systému o; ze spojitosti zobrazeni f, vSak vyplyvd, ze kazd4 z mnozin
systému o je oteviend v topologii 7. Podle definice topologie koneéné pruniky mnozin ze
o musi také patfit systému 7’ a jejich sjednocenim dostaneme opét elementy 7/. Tim je
ukézdno, ze 7 C 7’ a dukaz je ukoncen.

Bud X mnozina, (Y,),cs systém topologickych prostort, f, : X — Y, ¢ € I, zobrazeni.
Nejslabsi z topologii na X, pro které jsou vsechna zobrazeni f, spojita, se nazyva inicidlni
topologie, asociovand se systémem zobrazeni (f,),c;s.

Véta 8. Bud X topologickyj prostor s inicidlni topologii, asociovanou se systémem zob-
razeni (f,).cr, kde f, je zobrazeni X do topologického prostoru Y,, Z topologicky pro-
stor. Zobrazeni g : Z — X je spojité tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé v € I zobrazent
foog: Z =Y, je spojité.

Dikaz. Predpokladejme, zZe g je spojité. Pak f,og je spojité pro kazdé ¢ jako kompozice
spojitych zobrazeni (Véta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Obréacené piedpokladejme, ze f, o g je spojité pro kazdé ¢. Bud z € Z libovolny bod, U
okoli bodu ¢(z). Z definice inicidlni topologie vyplyvd, Ze existuje kone¢nd mnozina J C I
tak, ze pro kazdé ¢ € J lze najit otevienou mnozinu V, C Y, tak, Ze g(z) € N,c;s f~1(V,) C
U. Oviem ¢ 1 (U) D g7 (Nes FEHV)) = Niey 971 £71 (VL) a podle predpokladu kazda z
mnozin g~!f,1(V,) je okolf bodu z. Koneény priinik W = N,c; g7 £, 1(V,) je tedy také
okoli bodu z. Pfitom g(W) C U, takze zobrazeni g je spojité v bodé z. Jeho spojitost nyn{
vyplyvéa z libovolnosti bodu z.

Pripomenme si, ze systém (Y;),c; podmnozin mnoziny Y takovy, ze Y, N Y, = 0 pro
kazdé 1, k € I a|JY, =Y, se nazyva rozklad mnoziny Y.
Dokazeme nyni vétu o tranzitivité inicialni topologie.

Veéta 9. Bud X mnozina, (Z,).cr systém topologickych prostori, (Yi)xex systém
mnoZin. Predpoklddejme, Ze je ddn rozklad (Ji)wer indexové mmoziny I. Necht pro
kazdé k € K je ddino zobrazeni h, : X — Y. a pro kaidé xk € K, + € J, zobra-
zent g+ Yu — Z,. UvazZujme na kaZdé z mnozin Y, inicidlni topologii, asociovanou se
systémem zobrazeni (g,x).e., - Pak inicialnd topologie na X , asociovand se systémem zobra-
zent (Gux © hi) ek e, je totoznd s inicidlnd topologit, asociovanou se systémem zobrazeni

(hR)HEK'

Dikaz. Ke kazdému ¢ € I existuje jediné k € K tak, ze ¢ € J;. Oznatme f, = g,x 0 hy;
vznikd komutativni diagram

X———Z

'
YK
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Déle oznaéme o (resp. 02) systém generatort topologie na X, tvofeny mnozinami f,~*(U,),
kde U, probih4 oteviené mnoziny v Z, (resp. mnozinami h!(V,), kde V probih4 oteviené
mnoziny v Y;). Necht 71 (resp. 72) je topologie, generovand systémem generdtoru oy (resp.
03). Cheeme ukézat, 7e 71 = 9. Pro kazdou otevienou mnozinu U, C Z, plati f1(U,) =
h;(g1(U,)); pritom g;;}(U,) je oteviend mnozina v Y. Plat{ tedy o1 C 02 a 71 C .

DokéZeme, Ze 71 D 79. K tomu staéi ukazat, ze kazdy element o9 patii 71. Bud V,, C Y,
oteviend mnozina. V se dé vyjadiit ve tvaru sjednoceni koneénych prunikii mnozin tvaru
9. 1(U,), v € Jy, kde U, probih4 oteviené mnoziny v Z,. h;1 (V) se tedy d4 vyjadiit jako
sjednoceni kone¢nych prinikt mnozin tvaru k7 lg 1 (U,) = f71(U,) a musi patiit topologii
T1.

Celkové tedy 11 = 79, coz jsme chtéli dokazat.

2.4. Finalni topologie

Systém topologickych prostoru spolu s jejich zobrazenimi do dané mnoziny definuje
jistou topologii na této mnoziné. Konstrukce této topologie je obsazena v nasledujici véte.

Véta 10. Bud X mnozina, (Y,),er systém topologickijch prostori a predpoklddejme, Ze
pro kazdé v € I je ddano zobrazeni f, : Y, — X. Systém vsSech mnozin U C X takovych,
ze f7YU) C Y, je oteviend mnozina pro kazdé 1 € I, je topologie na X. Tato topologie je
nejsilnéjsi ze vsech topologii, pro které jsou vSechna zobrazeni f, spojitd.

Diikaz. Oznaéme 7 systém vsech mnozin U C X takovych, ze f,1(U) C Y, je mnozina
oteviena pro kazdé ¢ € I. Evidentné (), X € 7. Déle pro libovolny systém mnozin (U )xek
v X aprokazdé . € I plati 71 (JU,) = U f, *(U,) a pro libovolné dvé mnoziny U, V C X
a libovolné ¢ € I plati £, 1 (UNV) = f71U) N f71(V). Z téchto vztaht ihned vyplyva, ze
T je topologie na X. Bud' 7’ jina topologie na X a piedpoklddejme, ze kazdé ze zobrazeni
f. : Y, — X je vzhledem k této topologii spojité. Nech{ W € 7/. Pak f 1 (W) C Y, je
mnoZina oteviend pro kazdé . € I, W tedy musi patfit topologii 7; plati tedy 7/ C 7 a
dikaz je ukoncen.

Bud X mnozina, (Y,),es systém topologickych prostorti. Necht je pro kazdé ¢ € I ddno
zobrazeni f, : Y, — X. Nejsilnéjsi z topologii na X, pro které jsou vSechna zobrazeni f,
Spojitd, se nazyva findlni topologie asociovand se systémem zobrazeni (f,).cr.

Véta 11. Bud X topologicky prostor s findlni topologii, asociovanou se sytémem zob-
razent (f,)er, f.:Y, — X, Z topologicky prostor. K tomu, aby zobrazeni g : X — Z bylo
spojité, je nutné a staci, aby pro kazdé v € I zobrazeni go f, : Y, — Z bylo spojité.

Dikaz. Je-li g spojité, pak slozené zobrazeni g o f, je také spojité (Véta 1. (b) odst.
2.1 str. 17). Obrécené predpokladejme, Ze zobrazeni g o f, je spojité pro kazdé « € I. Bud
U C Z oteviena mnozina. Podle piedpokladu mnozina (go f,)~1(U) = f7 (g7 (U)) C Y,
je oteviend pro kazdé ¢ € I (Véta 2. odst. 2.1 str. 18). ¢~ (U) C X je tedy mnozina
oteviena ve findlni topologii na X a zobrazeni g musi byt spojité (Véta 2. odst. 2.1 str.
18).

Vlastnost tranzitivity findlni topologie je vyjadiena touto vétou.
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Véta 12. Bud X mnoZina, (Z,),e1 systém topologickijch prostori, (Yi)xex systém
mnoZin. Predpoklddejme, Ze je ddn rozklad (J.)rex indexové mnoziny I. Necht pro kazdé
Kk € K je dano zobrazeni hy : Y, — X a pro kaZdé k € K, 1 € J,; zobrazent gx, : Z, — Y.
Uvazugme kazdé Y, s findlni topologii, asociovanou se systémem zobrazeni (gy,).cJ,.. Pak
findIng topologie, asociovand se systémem zobrazeni (hy o gu.)rek e, . je totoznd s findind
topologii, asociovanou se systémem zobrazeni (h)xck -

Dikaz. Pro kazdé ¢ € I oznac¢me f, = h, o gx,, kde index x je definovdn z pozadavku
t € Ji. Dostavame komutativni diagram

8w

L—7Y,
AN
X

Ozna¢me 71 (resp. 72) findlni topologii na X, asociovanou se systémem zobrazeni (f,),cs
(resp. (hy)rek)- Bud U C X element 79; pak ze spojitosti slozeného zobrazeni f, = hyogy,
vyplyvé, ze f-Y(U) C Z, je mnozina oteviens. U tedy patif 71 a mame 7o C 7. Obrécené
necht U € 1. Pak f,1(U) C Z, je mnozina oteviend. Déle f,1(U) = g}(h1(U)), takze
podle definice findlni topologie h'(U) C Y, je mnozina oteviend a U musi byt prvkem

T9. Celkové 11 = 79, coz jsme chtéli dokazat.

2.5. Piiklady

(1) Kazdé zobrazeni diskrétniho topologického prostoru do libovolného topologického
prostoru je spojité.

(2) Kazdé zobrazeni libovolného topologického prostoru do trividlniho topologického
prostoru je spojité.

(3) Bud'te X, Y mnoziny. Zobrazeni f : X — Y tvaru f(z) = yo, kde y9 € Y je pevny
bod, se nazyva konstantni. Kazdé konstantni zobrazen{ topologickych prostor je spojité.

(4) Spojité redlné funkce redlné proménné. Uvazujme mnozinu redlnlych ¢isel R
s pfirozenou topologii (pf. (3) odst. 1.8 str. 9). Ukdzeme, ze zobrazeni f : R — R je
spojité tehdy a jen tehdy, kdyz je splnéna tato podminka: Ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 takové, ze ze vztahu |z — zo| < § vyplyva |f(z) — f(x0)| < e.

Necht f je spojité v xg, necht € > 0 je libovolné. Pak I = (f(zo) — &, f(xo) + €) je okoli
bodu f(zg) a tedy existuje okoli V' bodu z tak, ze f(V') C I. Jelikoz pfirozend topologie
R je generovand otevienymi intervaly, existuje otevieny interval J C V obsahujici xg;
mozno pritom piedpokladat, ze J = (zg — J, 29 + 0) pro jisté § > 0. Existuje tedy 6 > 0
tak, ze z podminky |z — zg| < & vyplyvd f(z) € I, t.j. |f(z) — f(x0)] < e.

Obréacené piedpokladejme, Ze je splnéna vyse uvedend podminka. Necht U je libovolné
okoli bodu f(x). Z definice ptirozené topologie vyplyvd, ze existuje otevieny interval I
obsahujici f(xg) tak, ze I C U; po ptipadném zmensSeni tohoto intervalu lze predpokladat,
ze I = (f(zo)—e, f(zo)+e) pro jisté € > 0. Najdeme § > 0 tak, ze z podminky |z — x| < §
vyplyvé |f(z) — f(xo)| < €, a polozime J = (xg — §, 9 + §). J je okoli bodu xy a plati
f(J) C I C U,z libovolnosti U nyni vyplyva spojitost zobrazeni f v bodé xy.
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(5) Uvedeme dva piiklady nespojitych zobrazeni. V obou piikladech R oznacuje
mnozinu redlnych ¢isel s pfirozenou topologii.
Funkce f: R — R, definovand vztahem

0, x<0,
-

1, >0,

neni spojitd v bodé z = 0. Ve vSech ostatnich bodech je spojita.
Funkce f: R — R, definovand vztahem

1, xEQ’
f(x):{o, rE€R\Q,

neni spojita v zadném bodé. Tato funkce se nazyva Dirichletova funkce.

UkéZzeme, Ze Dirichletova funkce nenf spojitd v zdédném bodé. Necht napi. x € Q. Pak

f(z) =1 a zvolme okolf U bodu 1 ve tvaru U = (1, 2). Bud V libovolné okolf bodu z. V
zfejmé obsahuje iraciondlni ¢islo y a plati f(y) =0 ¢ U, takze f(V) ¢ U. Funkce f tedy
neni spojitd v bodé = € Q. Analogicky se vySetii piipad x € R\ Q.

(6) Trivialni (resp. diskrétni) topologie na mnoziné X je nejslabsi (resp. nejsilnéjsi) ze
vSech topologii na X. Jinymi slovy 7p C 7 C 7p pro libovolnou topologii 7, kde 7 (resp.
Tp)je trividlni (resp. diskrétni) topologie na X.

Pro topologii trivialni 77, koneénych dopliku 7x, pfirozenou 7, Sorgenfreyovou 7g a
diskrétni 7p na mnoziné realnych c¢isel R plati 70 C 7 C 7 C 79 C 7p.

(7) Vzor topologie, obraz topologie. Bud X mmozina, Y topologicky prostor s topolo-
gii 7v, f: X — Y zobrazeni. Inicialni topologie na X, asociovand se systémem zobrazeni
{f}, se nazyva vzor topologie Ty vzhledem k zobrazeni f. V tomto odstavci budeme vzor
topologie 1y vzhledem k f oznacovat f~'ry.

Podle definice inicidlni topologie systém mnozin f~!(V), kde V probiha 7, je systém
generatort topologie f~17y. Ze vztahti pro vzor sjednoceni systému mnozin a vzor pruniku
dvou mnozin vzhledem k zobrazeni f je ihned vidét, Ze tento systém generatoru splyva s
toplogii f~17y.

Bud nyni X topologicky prostor s topologii 7x, ¥ mnozina, f : X — Y zobrazeni.
Findlni topologie na Y, asociovand se systémem zobrazeni {f}, se nazyva obraz topologie
7x vzhledem k zobrazeni f. Obraz topologie 7x vzhledem k f oznacujeme frx.

Podle definice topologie f7x je tvofena véemi mnozinami V C Y, pro které f~1(V) €
TX.
Bud X mnozina, Y topologicky prostor s topologii 7y, f : X — Y zobrazeni. Pak
ff 'y je dalsf topologie na Y. Necht V € 7y. Jelikoz f je spojité vzhledem k topologii
[ty na X, f~1(V) € f~'7v a tedy podle definice obrazu topologie V € ff~lry. Plati
tedy 7v C ff l1y.

Podobné necht X je topologicky prostor s topologif 7x, Y mnozina, f : X — Y zobra-
zeni. Pak f~!frx je dalsf topologie na X. Pro mnozinu U € f~! frx dostédvame z definice
vzoru topologie, ze U = f~1(V) pro jisté V € frx a ze spojitosti f pak vyplyvd, ze
fﬁl(V) € 7x, t.j. fflfTX CT71x.

Nyni necht X (resp. Y) je topologicky prostor s topologii 7x (resp. 7v), f: X — Y
spojité zobrazeni. Ukézali jsme, ze plati v C ff 'ry, f~'frx C 7x. Déle f~lry je
nejslabsi z topologii na X, pro které je zobrazeni f spojité (pro pevné 7y), t.j. f~lry C
Tx. Podobné frx je nejsilngjsi z topologii na Y, pro které je zobrazeni f spojité, takze
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Ty C frx. Ze vatahu f~'1y C 7x oviem vyplyva ff 'ry C frx a ze vatahu v C frx
vyplyva f~lry C f~1frx. Celkové tedy plati

v C ff vy C frx,  fTlry C f M frx CoTx.

Ukéazeme, ze

FU =y

Podle definice zobrazeni f : (X, f~'ry) — (Y,7v), f : (X, f~'ry) — (Y, ff 'ry) jsou
spojitd a topologie f~!ff~!ry je nejslabsi z topologii 7 na X, pro které f : (X,7) —
(Y, ff~'7y) je zobrazeni spojité; plati tedy f~'ff~'ry C f~'7y. Na druhé strané jsme
jiz ukazali, ze 7y C ff 'ry. Zeslabime-li topologii ff~!7y, dostaneme spojité zobrazeni
[ (X, [~ ffry) — (Y, 1y). Pritom f~'7y je nejslabsi z topologii o, pro které f :
(X,0) — (Y,7y) je zobrazeni spojité. Plati tedy f~'ry C f~1ff lry. Spojenim vyse
uvedenych inkluzi dostavame pozadovanou rovnost.
Podobné se ukéze, ze

ff ' frx = frx.

Z definice vyplyva, ze zobrazeni f : (X, 7x) — (Y, frx), f: (X, f~ 1 frx) — (Y, frx) jsou
spojitd a topologie ff~!fTx je nejsilngjsi z topologii 7 na Y, pro které f: (X, f~1frx) —
(Y, 7) je zobrazeni spojité; plati tedy ff~'frx D frx. Na druhé strané jsme ukdzali, Ze
f1frx C 7x. Zesilime-li topologii f~!f7x, dostaneme spojité zobrazeni f : (X,7x) —
(Y, ff~ ' frx). Piitom frx je nejsilngjsi z topologii o, pro které f : (X,7x) — (Y,0) je
zobrazeni spojité. Plati tedy frx O ff~'frx. Spojenim odvozenych inkluzi dostaneme
pozadovanou rovnost.

Cviceni

Spojita zobrazeni

1. Bud R mnozina redlnych &isel s pfirozenou topologii. Ukdzeme, ze nésledujici zobrazeni
f: R — R jsou spojita: (a) f(x) =22, (b) f(x) = z.

Reseni. Vyuzijeme pi. (4) odst. 2.5 str. 22. K ditkazu spojitosti v bodé zo k danému & > 0

zvolime (a) 0 = /f(xo) + € — |zo], (b) 6 =e.

2. Vysetfete znovu spojitost zobrazeni (a), (b) ze cv. 1, jestlize f je zobrazeni mnoziny R
s prirozenou topologii do mnoziny R s topologii (a) Sorgenfreyovou, (b) koneénych dopliku, (c)
trividlni, (d) diskrétni, (e) tvofenou mnozinami @, {zr € R |z > a,a € R}.

Reseni. Z Véty 6. (a) odst. 2.2 str. 19 a pf. (6) odst. 2.5 str. 23 dostaneme, ze obé zobrazen{

jsou spojitd v topologii (b), (c), (e). Z Véty 2. odst. 2.1 str. 18 plyne, Ze tato zobrazeni nejsou
spojitd v zddné z topologii (a), (d).

3. Uvazujme mnozinu realnych ¢&isel s piirozenou topologii a Dirichletovu funkci f : R — R
(pf. (4) odst. 2.5 str. 22). Ukazte, ze funkce g : R — R, definovand vztahem g(x) = z - f(z), je
spojitd pravé v jednom bodé.

Resenfi. Plati g(z) = x pro « racionalni a g(x) = 0 pro z iraciondlni. Nechf x = 0. Pak g(x) = 0
a pro kazdé e > 0 je mnozina V = (—¢, ¢) okoli bodu ¢(0). Zvolme § < e. Pak g((—4,4)) C V, t.j.
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g je spojita v bodé 0. Je-li x # 0 raciondlni, pak g neni spojitd v bodé x; staci zvolit okoli V' bodu
g(x) tak, ze 0 ¢ V. Podobné ukdzeme, ze g neni spojitd v zddném iraciondlnim bodé x: zvolime-li
V = (—¢,¢), kde & < x, pak pro ziddné okoli U bodu z neplati g(U) C V.

4. Uvazujte mnozinu X = {1,2,3,4,5} a systém jejich podmnozin o = {0, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3},
{1,2,4},{1,5}}. Dokazte, Ze tento systém tvoii bdzi topologie, a uréete tuto topologii. Necht
f,9,h: X — X jsou zobrazeni, definovand vztahy

f)=1, f2)=1, f(3)=2, f(4)=4, f(5) =05,
g(1)=3, ¢g(2)=1, ¢g(3)=2, g(4)=5, g(5)=1,
h(1)=3, h(2)=2, h(3)=3, h(4)=4, h(5)=A4.

Urcete, zda zobrazeni f, g, h jsou spojita; neni-li nékteré z nich spojité, urcete jeho body nespoji-
tosti.

Reseni. Aplikujeme Vétu 8. odst. 1.4 str. 6. Jelikoz ) € o, sjednoceni mnozin ze o je rovno
X a prunik libovolnych dvou mnozin ze o je opét prvek o, systém podmnozin o je baze topo-
logie na X. Tuto topologii dostaneme ze o pomoci operace sjednoceni. Vznika topologie 7 =
{0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,5},{1,2,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}}.

Zobrazeni f je spojité, nebotf vzorem kazdé oteviené mnoziny je mnozina oteviend. Zobrazeni
¢ neni spojité: vzorem oteviené mnoziny {1}, {1,2},{1,2,4},{1,5},{1,2,5},{1,2,4,5} je po fade
mnozina {2,5},{2,3,5},{2,3,5},{2,3,4,5},{2,3,4,5}, kterd neni oteviend. Body nespojitosti g
nyni uréime z definice; dostaneme body 2, 3, 4, 5. Analogicky zjistime, Ze zobrazeni h neni spojité
a jeho body nespojitosti jsou 2, 4, 5.

5. Zobrazeni topologickych prostoru f : X — Y je homeomorfismus tehdy a jen tehdy, kdyz
je bijekce a pro kazdou mnozinu A C X plati f(cl A) = cl f(A). Dokazte.

Reseni. Bud f homeomorfismus. Pak f je spojitd bijekce a tedy f(clA) C cl f(A) (Véta 2.
odst. 2.1 str. 18). Staéf tedy ukazat, ze cl f(A) C f(cl A). Ze spojitosti zobrazeni f~! vyplyva
Ficl f(A) C el f7H(f(A)) = cl A odkud cl f(A) C f(cl A).

Obréacené bud’ f bijekce takovd, Ze pro libovolnou mnozinu A C X plati f(cl A) = cl f(A). Pak
f je spojité (Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Ukézeme, ze f~! je zobrazeni spojité. Bud A C X libovolna
uzavfend mnozina. Pak jejim vzorem je mnozina (f~!)71(A) = f(A4) C Y. Podle piedpokladu
oviem f(A) = f(clA) = cl f(A), takze f(A) je mnozina uzaviend. Nyni aplikujeme podminku (3)
Véty 2. odst. 2.1 str. 18.

6. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii, jeji podmnoziny s topologii
indukovanou (cv. 4, kap. 1).
Ukazte, ze nasledujici topologické prostory jsou homeomorfni:
(a) neprdzdné omezené oteviené intervaly (a,b), (¢,d) C R,
(b) uzaviené intervaly [a,b], [c,d] C R, kde a < b, ¢ < d,
(c) otevieny interval (a,b) C R (ne nutné omezeny), R,
(d) intervaly [a,b), [c,d), kde a < b, ¢ < d.

Reseni. (a) Homeomorfismus intervalu (a,b) na interval (c,d) lze vybrat ve tvaru

c—d ad — be

f(x):afb.x—i_ a—b "

(b) Vyse uvedené zobrazeni f je homeomorfismem také v tomto piipadé.
(c) Zobrazeni f(x) = tgx je homeomorfismus intervali (=7, %), R, homeomorfismus intervali
(=%,0), (—00,0), a homeomorfismus intervalt (0, %), (0,00). Zbytek plyne z (a).

(d) Zobrazeni f, definované v (a), je homeomorfismus také v tomto piipade.
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7. Mnoziny racionalnich a iracionédlnich ¢isel nemohou byt homeomorfni v zddnych topologiich.
Ukazte.

Reseni. Uvedené mnoziny maji ruzné mohutnosti, neexistuje tedy mezi nimi bijekce.

Uzaviena zobrazeni

Zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y se nazyva uzavrené, jestlize
pro kazdou uzavienou mnozinu A C X mnozina f(A4) CY je uzaviena.

8. Uved'te pifklad spojitého zobrazeni, které (a) neni oteviené, je uzaviené, (b) nenf uzaviené,
je oteviené, (c) neni oteviené ani uzaviené.

Reseni. (a) Uvazujme R s pfirozenou topologii. Zobrazeni f : R — R, definované vztahem
f(x) = 22, je spojité, je uzaviené, ale nenf oteviené, nebot f((—1,1) = [0,1). Jinym pifkladem je
zobrazeni f : A — B, kde A =1[0,1]U[2,3], B = [0, 2], definované vztahem f(z) =z pro = € [0, 1]
a f(z) =z — 1 pro z € [2,3], uvazujeme-li A a B jako topologické podprostory R. Plat{ totiz
f£([0,1]) = [0,1], coz neni mnozina oteviena v B. Nakonec konstantni zobrazeni f : R — R je
Spojité a uzaviené a neni oteviené.

(b) Zobrazeni X — arctgx je spojité a oteviené zobrazeni mnoziny redlnych ¢isel, uvazované s
piirozenou topologii, do sebe; toto zobrazeni neni uzaviené, nebot obrazem R je otevieny interval
( Y

22/
(c) Pro # < 1 klademe f(z) = 22, pro > 1 klademe f(z) = 1. Funkce f : R — R je spojitd a
neni ani oteviend ani uzaviend v prirozené topologii na R.

9. Musi byt zobrazeni topologickych prostoru, které je oteviené i uzaviené, spojité?

Reseni. Kazdé zobrazeni f topologického prostoru X do diskrétniho topologického prostoru
Y je oteviené a uzaviené. Pfitom f nemusi byt spojité: jako piiklad muzeme vzit X =Y s topologii
slabsi nez diskrétni a f = idy.

10. Rozhodnéte, zda plati nésledujici tvrzeni: Bijekce f topologického prostoru X na topolo-
gicky prostor Y je homeomorfismus tehdy a jen tehdy, kdyz je spojita a uzaviena.

Reseni. Tvrzeni plati, dikaz je stejny jako dikaz Véty 4. odst. 2.1 str. 19.

Srovnani topologii

11. Uvazujme mnozinu 2 viech posloupnosti x = (1, 22,3, ...) redlnych éisel takovych, ze
S™(2:)? < oo, spolu s jeji pfirozenou strukturou redlného vektorového prostoru a se skaldrnim
soucinem (z,y) = > x;y; (porov. cviceni ke kap. 6). Polozme ||z|| = /(z, ). Silnou topologii na
¢? definujeme jako topologii, jejiz lokalni baze v bodé xo € £? je tvoiena mnozinami U (zg, &) =
{x € 2| ||z — xo|| <&, >0} (tzv. bdze silngch okoli bodu z¢). Slabou topologii na ¢* definujeme
jako topologii, jejiz lokaln{ baze v bodé zq je tvofena mnozinami V (x, (a1,...,ax)) = {z € £* |
sup{|(z —xo,a;)|} <1, a; € £2, 1 < j <k}, ve kterych k probih4 ptirozend ¢isla (tzv. bdze slabijch
okoli bodu zg) (porov. Véta 8. odst. 1.4 str. 6).

Ukazte, Ze slabé topologie na £? je slabsf nez silné a ze tyto topologie nejsou totozné.

Reseni. Ukdzeme, ze ke kazdému slabému okoli W libovolného bodu zy € £? existuje element

U béze silnych okoli bodu zq tak, ze U C W. Sta¢i vzit W =V, kde V = V(xo, (a1,...,ax)).
Ozna¢me p = sup{|lai|,...,|lax||} a polozme ¢ = i, U = U(xg,e). Pak z podminky « € U

plyne |(z — z0,q;)|] < ||z — zol| - ||la;]] < (%) - =1 pro kazdé j = 1,2,...,k, kde jsme pouzili

Cauchyho—Bunjakovského nerovnost. Plati tedy U C V a slaba topologie je slabsi nez silna.
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Tyto topologie oviem nejsou totozné. Bud U = U(xg, ) element baze silnych okoli bodu zo,
V = V(xo,(a,...,ax)) libovolny element bdze slabych okoli bodu zy. Z definice vyplyvd, ze
V obsahuje viechny body y € ¢?, pro které (y — wg,a;) = 0, j = 1,2,...,k. £% je oviem ne-
koneénérozmérny vektorovy prostor; z toho, ze jeho vektorovy podprostor, generovany vektory
ai,...,ax, je konetnérozmérny, vyplyvd, ze existuje vektor & € £2, £ # 0, tak, ze (£,a;) = 0 pro
kazdé j. Pak ovéem (A-&, a;) = 0 pro kazdé A € R akazdé j. Zvolime A = H2§_EH Body = (I%l)f—i—xo
evidentné patif mnoziné V a ||y — zo|| = 26 > ¢, takze y ¢ U a V ¢ U. Ukdzali jsme tedy, ze silné
okoli bodu xg neobsahuje slabé okoli xg.

12. Uvedte piiklady nesrovnatelnych topologii.

Reéenf' (1) X = {avb}a T1 = {(Z)aXa {a}}v T2 = {(Z)aXa {b}} (2) X = {a’abv C}a T1 = {®7X7 {b}}a
{0, X,{a,b}}, 3 = {0, X, {a},{b,c}}. (3) X = R, 7 pfirozend topologie, T2 topologie tvofend
mnozinami (), A, kde A D N, 73 topologie, tvofend mnozinami ), A, kde bud A > {0,1} nebo
A ¢ {0,1}.

13. Bud X mnoZina, 7, T topologie na X, 71 C 7. Je-li topologicky prostor (X, )
Hausdorffuv, pak také (X, 72) je Hausdorffuv. Ukazte.

Reseni. Tvrzeni vyplyva z toho, Ze libovolnd mnozina ze systému mnozin 7 patii systému
T2.

14. Mégjme dvé topologie 71, o na mnoziné X . Necht 7 je slabsi nez 75, necht A je podmnoZzina
X. Je-li A uzaviena v topologii 71, je uzaviend také v topologii 727 Naleznéte vztah mezi vnitikem
(vnéjskem, hranici, uzédvérem, mnozinou hromadnych bodu) mnoziny A v topologii 71 a To.

Reseni. Je-li A uzaviens v Ty, je uzaviend také v 7s.
Necht int(1) A (resp. int(s) A) oznacuje vnitiek mnoziny A v topologii 71 (resp. 72) a analogicky
zaved me symboly pro vnéjsek, hranici, uzdvér a mnozinu hromadnych bodi. Plati

int(l) AC int(g) A, ext(l) AC ext(g) A, fI‘(l) > fI‘(g) A,
Cl(l) AD Cl(g) A, ac(1) D ac(g) A.

Ukézeme to. Jelikoz int(;) A C A a podle pfedpokladu int(;y A € 72, z toho, Ze int(3) A je nejvetsi
oteviend mnozina v topologii 72, obsazend v A, vyplyvd, ze int(;) A C int(2) A. Druhy vztah plyne z
rovnosti int(X \ A) = ext A. Déle plati fr(;) A = X\ (int(;) AUext(;) A) D X\ (int(2) AUext() A) =
fr(s) A. Piedposledn{ vztah vyplyvd z definice uzdvéru a ze vztahu fr;) A O fr(s) A. Nakonec
posledni vztah dostaneme z definice hromadného bodu.

Inicialni a finalni topologie

15. (a) Bud X mnoZina, Y topologicky prostor, f : X — Y zobrazeni. Pfedpoklddejme, ze Y
je Hausdorffuv. Je mnozina X se vzorem topologie topologického prostoru Y vzhledem k zobrazeni
f Hausdorffuv topologicky prostor?

(b) Bud X topologicky prostor, Y mnozina, f : X — Y zobrazeni. Predpoklddejme, ze X je
Hausdorffuv. Je mnozina Y s obrazem topologie topologického prostoru X vzhledem k zobrazeni
f Hausdorffuv topologicky prostor?

Reseni. (a) X se vzorem topologie vzhledem k f obecné nemusi byt Hausdorffiv topologicky
prostor. Existuji-li dva ruzné body x1,x2 € X tak, ze f(z1) = f(x2), pak X neni Hausdorffiv.

Piedpoklddejme navic, ze zobrazeni f je injektivni. Pak f(z1) # f(z2) a lze najit okoli V;
(resp. V2) bodu z; (resp. x2) tak, ze Vi N Vo = 0. Pak 21 € Uy = f~1(V4), 22 € Uz = f~1(V2) a
Ui NUs = . V tomto piipadé tedy X je Hausdorffuv.

(b) Na ptikladé ukdzeme, ze mnozina Y s obrazem topologie X vzhledem k f nemusi byt
Hausdorffuv topologicky prostor. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii,
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mnozinu X = {a,b}, kde a,b € R, a < b, a zobrazeni f : R — X, definované vztahem f(z) = a
proxz < 0a f(x) =bproz > 0. Na X vznika topologie f7{0,{b},{a,b}}, kterd nen{ Hausdorffova.

16. Urcete, kterd topologie je (a) vzorem trividlni topologie, (b) obrazem diskrétni topologie.

Reseni. Vzorem trividln{ topologie je trividlni topologie. Obrazem diskrétni topologie je to-
pologie diskrétni: Bud f : X — Y zobrazen{ topologického prostoru X do mmnoziny Y, y € Y
libovolny bod. Mnozina f~'({y}) je oteviend, takze mnozina {y} musi byt oteviend v obrazu
topologie topologického prostoru X vzhledem k f.

17. Oznaéme f~ 17 vzor topologie T vzhledem k zobrazeni f.
(a) Bud f: X — Y konstantn{ zobrazen{ mnoziny X do topologického prostoru Y s topologif
7. Pak f~17 je trividlni topologie. Obracené necht Y je Hausdorffitv topologicky prostor a necht
f~ 17 je trividlni topologie. Pak zobrazeni f je konstantni. Ukazte.
(b) Necht f je surjektivni zobrazeni mnoziny X na topologicky prostor Y s topologii 7. Je-li
topologie f~'7 diskrétni, pak 7 je diskrétni. Ukazte.
(c) Uved'te pifklad zobrazeni f mmnoziny X do topologického prostoru Y s topologif 7, kterd
neni diskrétni, a pfitom topologie f~!7 je diskrétni.

Reseni. (a) Z definice vzoru topologie ihned vyplyvé, Ze je-li f konstantni zobrazeni, pak
f~ 17 je trividlni topologie.

Na druhé strané predpokladejme, ze Y je Hausdorffitv topologicky prostor a f=17 = {0, X}.
Necht V € 7, V # 0, Y. Pak f~1(V) € f~i7, tj. f7YV) = X, a tedy f(X) = VN f(X),
t.j. VO f(X). Je-li f(X) jednoprvkovd mnozina, pak f je konstantni. Pfredpoklddejme, ze f(X)
obsahuje dva rtizné body yi, y2. Pak tyto body maji disjunktni okoli, coz neni mozné, nebot
kazdé okoli y; je zdroven okolim f(X). f(X) tedy nemuze obsahovat dva ruzné body a f je opét
konstantni.

(b) Podle predpokladu {z} € f~17 pro kazdé x € X. K bodu = € X existuje bod y € Y tak, 7e
x € f~(y) a tedy {y} je mnozina oteviend v Y. Evidentné y = f(x) a ze surjektivity f vyplyvd,
ze kazda jednoprvkova podmnozina Y je oteviend; Y je tedy diskrétni topologicky prostor.

(¢) Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s prirozenou topologii a pro kazdé n € N polozme
f(n) = n; dostdvame zobrazen{ f : N — R. Pro kazdé n plati f~*((n — 3,n + 1)) = {n}. Vzor
prirozené toppologie je tedy v tomto piipadé diskrétni topologie na N.

18. Pro topologicky prostor X s topologii 7 a zobrazeni f, g, h : X — X, definovana ve cv. 4
kap. 2, naleznéte (a) vzory topologie T vzhledem k zobrazenim f, g, h, (b) inicidlni{ topologie na
X vzhledem k systému zobrazeni {f, g, h}.

Reseni. Podle cv. 4 X = {1,2,3,4,5} a 7 = {0, {1}, {1,2},{1,2,3},{1,2,4}, {1,5}, {1, 2,5},
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}}. Podle definice vzoru topologie tedy f~'r = {0,
{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,5},{1,2,3,5}, X}, g~'7 = {0,{2,5},{2,3,5},{1,2,3,5},{2,4,5},
{2,3,4,5}, X}, h=tr = {0,{2},{1,2,3},{2,4,5}, X }.

Systémem  generdtori inicidlni topologie na X vzhledem k systému zobrazeni
{f,g9,h} je systém mnozin f~lr Ug trUh~tr = {0,{2},{1,2},{2,5},{1,2,3},{1,2,5},{2,3,5},
{2,4,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5}, X }. Bdzi topologie dostaneme doplnénim tohoto systému o viechny
mozné pruniky jeho elementti, samotnou inicidlni topologii pak doplnénim béze o vSechna mozna
sjednoceni elementu baze.

19. Uvazujte zobrazen{ f : R — R, definované vztahem f(z) = 23 (resp. Dirichletovu funkci
f (pt. (5) odst. 2.5 str. 23)). Urcete
(a) vzor prirozené topologie vzhledem k f,
(b) obraz pfirozené topologie vzhledem k f.
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Reseni. (a) Pfirozend topologie (resp. topologie tvofend mnozinami (), Q, R\ Q,R),
(b) Ptirozena topologie (resp. topologie tvofena mnozinami A C R takovymi, ze bud {0,1} C A
nebo {0,1} ¢ A).

20. Uvazujte trojprvkovou mnozinu A = {a,b,c}, mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou
topologii a zobrazeni f : R — A, definované vztahem f(x) = a pro x < 0, f(z) =bproz >0 a
f(z) = ¢ pro & = 0. Urcete obraz pfirozené topologie vzhledem k zobrazenf f.

Reseni. Nalezneme vzory viech podmnozin mnoziny A vzhledem k zobrazeni f. Dostaneme
FH0) = 0, F1({a}) = (—00,0), FH{BY) = (0,00), f~'({e}) = {0}, f({a,b}) = R\ {0},
F1({b,c}) = [0,00), f~1({a,c}) = (—00,0], f~1(A) = R. Hledana topologie je tedy tvoiena
mnozinami (), {a}, {b}, {a,b}, A.

21. Ukazte, ze obraz libovolné topologie vzhledem ke konstantnimu zobrazeni je topologie
diskrétni.

Redeni. Je-li zobrazeni f : X — Y konstantni, pak vzor libovolné mnoziny V C Y je bud 0
nebo X. Je-li 7 topologie X, pak tedy f~1(V) € 7 a f7 musi byt diskrétni topologie.

22. Bud (Y,),es systém topologickych prostort, (f,).er systém zobrazeni definujici findln{
topologii na mnoziné X . Ukazte, ze mnozinu A C X je uzaviend praveé tehdy, kdyz kazdd z mnozin
f7HA) je uzaviena.

Reseni. Bud A C X uzaviens. Pak podle definice finalni topologie kazd4 z mnozin f,1(X \ A)
je oteviend. Ze vztahu f1(X \ A) = X \ f71(A) tedy vyplyva, ze f1(A) je mnoZina uzaviens.
Opak dokazeme analogicky.

23. (a) Bud X (resp. Y) topologicky prostor s topologii Tx (resp.
7y), f + X — Y spojité surjektivni zobrazeni. Pfedpoklddejme, Ze f je bud oteviené nebo
uzaviené. Ukazte, ze pak frx = 7y.
(b) Bud X topologicky prostor s topologi{ 7, Y mnozina, f : X — Y surjektivn{ zobrazeni. Mus{
byt f oteviené nebo uzaviené vzhledem k obrazu fr topologie 77

Reseni. (a) Bud U € frx libovolnd mnozina. Podle definice obrazu topologie f~1(U) €
Tx. Piedpoklddejme, 7e f je oteviené. Pak f(f~1(U)) je mnozina oteviend a ze surjektivity f
dostavame f(f~1(U)) = U. Odtud frx C 7y. Na druhé strané 7y C frx (pf. (7) odst. 2.5 str.
23), takze celkové frx = 7y.

Je-li f uzaviené, pak pro libovolné V € fry mnozina f~1(Y \ V) = X \ f~%(V) je mnozina
uzaviend a f(f~1(Y \ V)) je také mnozina uzaviend; oviem ze surjektivity f vyplyva f(f~1(Y \
V) =Y \V, takze V € 7y a tedy frx C 7y. Opét podle pf. (7) odst. 2.5 str. 23 7v C frx, takze
celkoveé frx = 1y.

(b) Na ptikladé ukdzeme, zZe f nemusi byt ani oteviené ani uzaviené. Uvazujme mnozinu redlnych
¢isel R s prirozenou topologii, t¥iprvkovou mnozinu Y = {a, b, ¢} a zobrazeni f : R — Y, definované
vztahem f(z) = aprox > 1, f(x) =bproax < —1 a f(z) = ¢ pro x € [—1,1]. Podle definice je
f spojité vzhledem k obrazu pfirozené topologie na Y. Uréime obraz pifirozené topologie. Jelikoz
71 ({a}) = (1,00), f1({b}) = (=00, ~1), 1 ({eh) = [~1,1], F~({a,b}) = (1,00) U (—o0, 1),
F1({b,c}) = (=0, 1], f~1({a,c}) = [~1,00), vidime, Ze je tvoien mnozinami @, {a}, {b}, {a, b},
Y. Ovsem f((—1,1)) = {c}, takze f neni oteviené, a f([2,3]) = {a}, takze f neni uzaviené.






Podprostory, souciny, faktorové prostory

Tato kapitola je vénovana studiu topologii, které vznikaji pfirozenym zpusobem na
podmnozinach topologickych prostort, na soucinech systémiu mnozin, na nichz je déna
topologicka struktura, a na faktorovych mmnozinach topologickych prostoru. Na podmno-
ziné topologického prostoru vznika tak vzor topologie vzhledem ke kanonickému vlozeni
podmnoziny do tohoto topologického prostoru, tzv. topologie podprostoru; tuto topologii
studujeme v odst. 3.1. Na souc¢inu topologickych prostoru vznika inicidlni topologie, aso-
ciovana se systémem projekci souc¢inu na jednotlivé faktory, tzv. topologie sou¢inu. Soucin
topologickych prostoru lze ovsem topologizovat i jinak. Obecné silngjsi topologie je topologie
silného soucinu, kterou dostaneme, vezmeme-li za bazi vSechny souciny otevienych mnozin
z jednotlivych faktori. Topologie soucinu a topologie silného souc¢inu je studovéna v odst.
3.2, 3.3 a ve cvicteni. Zbyvajici ¢ast kapitoly je vénovana ekvivalencim na topologickych
prostorech. Je-li ddna takovéa ekvivalence, piislusnou faktorovou mnozinu lze topologizo-
vat pomoci findlni topologie, asociované s kanonickou faktorovou projekci; dochdzime tak
k pojmu faktorové topologie. Diilezitym specidlnim piipadem, kterému vénujeme pozornost,
je ekvivalence, asociovand se spojitym zobrazenim.

Ukazuje se, ze topologie podprostoru, topologie sou¢inu a faktorova topologie do znaéné
miry odrazeji vlastnosti topologii, ze kterych vznikly; na druhé strané vsak nékteré vlastnosti
puvodnich topologii ztréceji (napf. faktorové topologie Hausdorffovy topologie nemusi byt
Hausdorffova).

3.1. Podprostory topologického prostoru

Bud A podmnozina mnoziny X. Zobrazeni A 3> z — 1(z) = € X se nazyva kanonické
vioZeni A do X.

Bud A podmnozina topologického prostoru X. Vzor topologie topologického prostoru
X vzhledem ke kanonickému vlozeni A do X se nazyva indukovand topologie. Mnozina A
s indukovanou topologii se nazyva topologicky podprostor, nebo struéné podprostor topolo-
gického prostoru X.

Pfipomenime si, ze V C A je oteviend v indukované topologii tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje oteviend mnozina U C X tak, ze V = ANU (porov. pi. (7) odst. 2.5 str. 23, cv.
4 kap. 1).

Nasledujici tvrzeni vyjadiuje vlastnost tranzitivity indukované topologie.
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Véta 1. Bud A topologicky podprostor topologického prostoru X, B podmmnoZina A.
Topologie, indukovand na B topologii A, splyjvd s topologit, indukovanou na B topologii X .

Duikaz. Bud 7 (resp. o) topologie na B indukovand topologii X (resp. A). Ukézeme,
7¢ 0 = 7. Necht U € o. Existuje V € 7 tak, ze U = V N B, a tedy existuje oteviend
mnozina W C X tak,ze V=WnNA U=WnNANB=WnNB; U tedy patii 7. Obracené
necht U € 7. Pak existuje oteviend mnozina W C X tak, 22 U =W NB =W NANB.
Klademe V = W N A; evidentné mnozina V patii 7 a U = V N B, tkaze U € o. Topologie
o a 7T tedy splyvaji.

Véta 2. (a) Topologicky podprostor oddélitelného topologického prostoru je oddélitelny.
(b) Topologicky podprostor topologického prostoru prvniho (resp. druhého) typu spo-
¢etnosti je proniho (resp. druhého) typu spocetnosti.

Diukaz. Tvrzeni vyplyvaji piimo z definice.

Bud'te X, Y mnoziny, A C X podmnozina, f : A — Y, ¢g: X — Y zobrazeni. Rekneme,
ze zobrazeni g je rozsiteni zobrazeni f na mnozinu X (resp. f je zuZeni zobrazeni g na
mnozinu A), jestlize pro kazdé = € A plati f(z) = g(x). V tomto pfipadé oznacujeme
f=gla.

Bud X mnozina, Y, Z mnoZiny takové, e Y C Z, f : X — Y, g: X — Z zobra-
zeni. Rekneme, Ze zobrazeni f (resp. g) vznikd ze zobrazeni g (resp. f) ziZenim (resp.
rozsirenim) oboru hodnot, jestlize pro kazdé x € X plati f(z) = g(x). Pro zobrazeni, vzni-
kajici zizenim ev. rozsifenim oboru hodnot, nezavddime samostatné oznaceni, nemuzeme-
li dojit k nedorozuméni.

Véta 3. (a) Zuzeni spojitého zobrazeni na topologicky podprostor je spojité zobrazend.

(b) Bud' f: X — Y spojité zobrazeni topologickijch prostori, Y1 C'Y topologicky pod-
prostor takovy, Ze f(X) C Yi. Pak zobrazeni g : X — Y7, vznikajici z f ziZenim oboru
hodnot, je spojité.

(¢) Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickijch prostori a predpoklddejme, Ze Y je
podprostor topologického prostoru Ys. Pak zobrazeni g : X — Ya, vznikajici z f rozsirenim
oboru hodnot, je spojité.

Diukaz. Tvrzeni (a) a (b) jsou ziejmé. Tvrzeni (¢) vyplyva z toho, ze g je kompozice
f a kanonického vlozeni Y do Y3 a je tedy spojité (Véta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Bud X topologicky prostor, Y jeho topologicky podprostor. Pro mnozinu A C Y
oznacime inty A (resp. exty A, resp. fry A, resp. cly A) vnitfek (resp. vnéjsek, resp.
hranici, resp. uzévér) mnoziny A v Y. Pfi tomto oznaceni evidentné int A = inty A,

ext A=extx A, frA=1rx A, clA = clx A.

Véta 4. Bud' X topologicky prostor, Y jeho topologicksj podprostor.
(a) Pro libovolnou mnozinu A CY plati
int A=inty ANintY, fry AC (frd)nY,
cly A= (clA)NnY.
(b) Je-li mnozina A C'Y otevrend (resp. uzaviend) v X, je oteviend (resp. uzaviend)
vY.

(c) Je-li mnozina Y oteviend (resp. uzaviend) v X, pak kaZdd mnoZina oteviend (resp.
uzavrend) v'Y je oteviend (resp. uzaviend) v X.
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Dukaz. (a) Dokdzeme prvni vztah. Necht x € inty A NintY. Jelikoz x € inty A,
existuje okoli V bodu x v Y takové, ze V C A; existuje tedy také okoli Wi bodu z v X
tak, ze V. =WiNY. Oviem x € int Y, existuje tedy okoli W5 bodu = v X tak, ze Wy C Y.
Klademe U = W1 N Ws. U je okoli bodu z v X. Ddle U ¢ WoNY =V C A. Bod z tedy
lezi v int A a plati inty ANintY C int A.

Obracené ukazeme, ze int A C inty A NintY. Jelikoz A C Y, plati int A C intY
(Véta 2. (d) odst. 1.2 str. 2). Ukazeme, ze int A C inty A. Plati int A C A C Y, takze
intANY = int A a int A musi byt mnozina oteviend v Y. Jelikoz inty A je nejvétsi
oteviend mnozina (v topologii prostoru Y') obsazend v A a plati int A C A, musi zdroven
platit int A C inty A, coz jsme chtéli dokazat. Celkové tedy int A = inty ANintY a prvni
vztah je dokazan.

Dokazeme druhy vztah. Bud z € fry A libovolny bod, U jeho okoli v X. Pak UNY je
okolf z v Y. Plat{ tedy podle predpokladu (UNY)N A # 0, t.j. U N A # 0. Analogicky
(UNA)N(Y\A) £ atedy UN(X\A) DUN((Y\A) # 0. Bod z tedy patii mnoziné fr A.
Jelikoz evidentné patii také mnoziné Y, plati z € fr ANY, coz jsme chtéli dokazat.

Nakonec dokazeme treti vztah. Z prvniho a druhého jiz dokazaného vztahu vyplyva,
ze plati cly A = inty AUfry A Cinty AU (frANY) = (inty AUfrA) N (inty AUY) =
(inty AUrA)NY = (inty AUrA) NintY NY = ((inty ANt Y) U (frANintY)) N
Y C intAUfrA)NY = clANY. Obriacené opét s pouzitim prvniho a druhého jiz
dokdzaného vztahu dostdvame clANY = (int AUfrA)NY = (int ANY)U (frAnY) =
(inty ANint Y NY)Ufry A = (inty ANintY)Ufry A = (inty AUfry A)N(int Y Ufry A) =
cly AN (intY Ufry A) C cly A. Tim je dokédzan také tieti ze vztahu (a).

(b) Prvni tvrzeni vyplyvéd ze vztahu A =Y N A, druhé ze vztahu Y N (X\A4) = (Y N
XN\Y NA) =Y\A.

(c) Je-li Y C X mnozina oteviend a A C Y mnozina oteviend v indukované topologii,
pak A =Y NU pro jistou otevienou mnozinu U v X a A je oteviend jako prunik dvou
otevienych mnozin.

Bud Y C X mnoZina uzaviend a A C Y mnoZina uzaviend v indukované topologii.
Plati tedy cl A C clY (Véta 6. (c) odst. 1.3 str. 5). Zaroven cly A=A =clANY a tedy
celkové A = cl A.

Véta 5. Bud X topologicky prostor, o bdze topologie, Y podmnoZina X. Systém
mnozin oy ={W CY | W =UNY, U € o} je baze indukované topologie na Y.

Dikaz. Je zirejmé, ze kazdd z mnozin patiicich oy je oteviena v indukované topologii.
Provéifme, Ze oy spliuje predpoklady Véty 9. odst. 1.4 str. 7. Bud y € Y libovolny bod,
V' jeho okoli v indukované topologii. Podle definice V' =Y NU, kde U je oteviend mnozina
v X. U je ovSem sjednoceni mnozin ze o, existuje tedy element U’ € o takovy, ze U’ C U,
yeU'. Klademe W =Y NU'. Pak W € oy aziegmé y € W C V.

Nasledujici tvrzeni vyjadiuje tranzitivnost pojmu hustd mnozina.

Véta 6. Bud X topologicky prostor, A, B C X mnoZiny takové, e B C A. Pred-
pokladejme, Ze mmnoZina B je hustd v topologickém podprostoru A C X a mnoZina A je
hustd v X. Pak B je hustd v X.

Dikaz. Podle predpokladu plati cly B = A, clA = X. Ze vztahu cly B = clBN A
(Véta 4. (a) odst. 3.1 str. 32) dostavame A = cl BN A. Déle podle Véty 6. (d) odst. 1.3
str. 5clACcBnNclA, tj. X Cc BN X amusi platit c1 B = X.
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3.2. Soucin dvou topologickych prostoru

Bud'te X, Y neprdzdné mnoziny, X x Y jejich soucin. Zobrazeni pr; : X xY — X (resp.
pry : X xY — YY), definované vztahem pry(z,y) = = (resp. pry(z,y) = y), se nazyva proni
(resp. druha) kanonickd projekce souc¢inu X x Y. Kazdé ze zobrazeni pry, pry je surjektivni.

Bud'te nyni{ X, Y topologické prostory, X x Y sou¢in mnozin X, Y. Inicidln{ topologie
na X x Y, asociovand se systémem zobrazeni {pr;, pry}, se nazyva soucin topologii topo-
logickych prostoru X, Y. Mnozina X X Y s touto topologii se nazyva soucin topologickych
prostoru X, Y.

Soucin topologii topologickych prostori je generovan systémem generdtoru tvaru
pryH(U) = U xY, pry (V) = X x V, kde U (resp. V) probihd oteviené mnoziny v X
(resp. Y). Jelikoz pr; ' (U) Npry (V) = U x V, tato topologie je generovana bézi, tvorenou
mnozinami tvaru W =U x V.

Véta 7. (a) Pruni a druhd kanonickd projekce soucinu topologickych prostori jsou spo-
Jitd otevrend zobrazend.

(b) Budte X, Y topologické prostory. Pro kaidé x € X zobrazeni Y > y — (x,y) €
{z} x Y je homeomorfismus Y na topologicky podprostor {x} x Y topologického prostoru
XxY.

(¢) Budte X, Y, Z topologické prostory, X x Y soucin topologickych prostori X, Y,
f: X XY — Z zobrazeni, spojité v bodé (xg,y9) € X x Y. Pak zobrazeni ¥ > y —
f(zo,y) € Z je spojité v bodé yo.

(d) Zobrazeni X xY > (z,y) — (y,x) 2 Y x X soucinu topologickych prostoru X, Y je
homeomorfismus.

Dukaz. (a) Element baze topologie souc¢inu topologickych prostoru X, Y tvaru U x V,
kde U (resp. V) je oteviend mnozina v X (resp. Y), se pii prvni kanonické projekci zobrazi
na U; pry je tedy zobrazeni oteviené (Véta 3. (a) odst. 2.1 str. 18). Spojitost pr; vyplyva
z toho, ze topologie soucinu je inicidlni topologie.

(b) Provérime spojitost zobrazeni y — (zg,y) v bodé yo. Bud U okoli bodu (xg,yo)
v {zo} xY. Existuje oteviend mnozina V C X xY tak, ze VN({zo} xY) = U. Déle existuje
okoli bodu (zg,yo) tvaru Vi x Vo, kde V; (resp. V2) je okoli zg (resp. yo) a Vi x Vo C V.
Pritom (V7 x Va) N ({zo} x Y) C U, takze mnozina V5 se zobrazenim y — (z¢,y) zobrazi
na {xo} x Vo = (Vi x Vo) N ({xo} X Y) C U. Zobrazeni y — (z¢,y) je tedy spojité v bodé
Yo-

Toto zobrazeni je ovSem evidentné bijekce a k nému inverzni zobrazeni je zizeni kano-
nické projekce pry na topologicky podprostor {zg} x Y C X X Y inverzni zobrazeni je
tedy také spojité.

(c) Zobrazeni y — f(zg,y) vznikd slozenim zobrazeni y — (xo,y), (z,y) — f(x,y).
Prvni z téchto zobrazeni je spojité v bodé yo podle jiz dokdzaného tvrzeni (b), druhé je
podle predpokladu spojité v (zg, yo). Tvrzeni tedy vyplyva z Véty 1. (b) odst. 2.1 str. 17.

(d) Tvrzeni ihned vyplyva z Véty 2. odst. 2.1 str. 18.

Pojem sou¢inu topologickych prostori umoznuje zformulovat jednoduché kriterium
oddélitelnosti topologického prostoru. Uvedeme toto kriterium a nékteré jeho dusledky.

Bud X mnozina a ozna¢me Ay = {(z,y) € X x X | = y}. Mnozina Ay se nazyva
diagondla sou¢inu mnozin X x X.

Veéta 8. Topologicky prostor X je Hausdorffuv tehdy a jen tehdy, kdyz diagondla Ax
je uzavrend mnozZina v soucinu X x X.
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Dikaz. Piedpokldadejme, ze X je Hausdorffuv a zvolme bod (z,y) € (X x X)\Ax. Plat{
x # y a podle piedpokladu existuje okol{ U (resp. V') bodu z (resp. y) tak, ze UNV = ().
Pak pro okoli U x V bodu (x,y) plati (U x V)N Ax =0, tj. U xV C (X x X)\Ax a
(X x X)\Ax je mnozina oteviend. Diagondla Ax je tedy uzaviend.

Obrécené je-li Ax mnozina uzaviend, k libovolnym dvéma riznym bodim z, y € X
1ze najit okoli bodu (z,y) € (X x X)\ Ax tvaru U x V lezici celé v (X x X)\Ax. Mnoziny
U, V tedy nemohou mit spole¢ny bod.

Disledek 1. Bud'te f, g spojita zobrazeni topologického prostoru X do Hausdorffova
topologického prostoru Y.

(a) Mnozina {z € X | f(z) = g(z)} C X je uzavfena.

(b) Plati-li f(x) = g(x) v kazdém bodé néjaké mnoziny husté v X, pak f = g.

(c) Funkcionalni graf {(z,y) € X x Y | f(x) = y} je uzaviend mnozina.

Dikaz. (a) Mnozina {x € X | f(z) = g(x)} je vzor uzaviené mnoziny Ay vzhledem
ke spojitému zobrazeni X > x — (f(x),g(z)) € Y x Y. Muzeme tedy aplikovat Vétu 2.
odst. 2.1 str. 18.

(b) Plati-li f(z) = g(x) na n¢jaké mnoziné A C X, pak podle jiz dokdzané ¢asti (a)
tohoto dusledku f(z) = g(x) na nejmensi uzaviené mnoziné obsahujici A, t.j. na cl A.
Odtud dostavame (b).

(¢c) Zobrazeni X XY 3 (z,y) —y €Y, X XY 3 (z,y) — f(z) €Y jsou spojitd, takze
(c) vyplyva z (a).

Dusledek 2. Existuje-li spojité rozsifeni g : X — Y zobrazeni f : A — Y, kde A je
mnozina hustd v X a Y je Hausdorffuv topologicky prostor, pak je jediné.

Dukaz. Tvrzeni vyplyva z ¢asti (b) Dusledku 1.

3.3. Soucin systému topologickych prostoru

Souc¢inem systému neprazdnych mnozin (X,),e; rozumime mnozinu vsech zobrazeni
x: I — JX, takovych, ze (1) € X, pro kazdé ¢ € I. Piseme také x(1) =z, a v = (,),e1-
Soucin systému mnozin (X, ),cr oznacujeme [ X nebo [], X, nebo také [],c; X,, je-li tfeba
explicitné vyznacit indexovou mnozinu. Pro libovolné x € I je kazdému elementu x € [ X,
pritazen bod z, € X,. Klademe z,, = pr,.(z) a bod x,, nazyvame k-komponenta nebo k-
projekce elementu = € [[ X,. Zobrazeni x — pr,(z) je surjektivni; nazyva se rk-kanonickd
projekce nebo k-projekce soucinu [ X,.

Je-li mnozina I konecnd, I = {1,2,...,k}, pak element x = (z,),e; soucinu [] X,
oznacujeme také symbolem (z1,x2,...,zx). Dile oznacujeme [[ X, = X X Xo x -+ X Xj.

IPlati—li pro kazdé ¢ € I rovnost X, = X, kde X je ngjakd mnozina, oznacujeme [[ X, =
X+,

Méjme systém topologickych prostoru (X,),cs. Inicidlni topologie na sou¢inu [] X, aso-
ciovand se systémem zobrazeni (pr,),c;, se nazyva soucin topologii topologickych prostoru
X,. Mnozina [] X, s touto topologii se nazyva soucin systému topologickych prostoru
(XL)LGI-

Z definice inicialni topologie vyplyva, Ze soucin topologii topologickych prostoru X, je
generovan systémem generatori tvaru pr; 1 (U,), kde U, probih4 oteviené mnoziny v X, t.j.
bézi, tvofenou vsemi koneénymi priniky mnozin tvaru pr; !(U,). Kazdy takovy koneény
prunik ma tvar sou¢inu [[U,, kde kazda z mnozin U, je oteviend v X, a U, = X, az na
kone¢nou mnozinu indexu ¢.
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Véta 9. (a) Soucin X1 x -+ x Xy, topologickijch prostori X1, ..., Xy je homeomorfni
se soucinem (X1 X -+ X Xp_1) X Xp.

(b) Bud (X,).cr systém topologickyjch prstoru, J C I podmnozina. Bud z € [],c; X,
z = (2.)ier, libovolny bod, X j(z) topologicky podprostor soucinu [],c; X,, tvoreny vsemi
body x = (x,),e1 takovymi, Ze x, = z, pro kazdé v ¢ J. Pak soucin topologickych prostori
[Les X, je homeomorfni s X j(z).

Dukaz. (a) Stac¢i ukdzat, ze zobrazeni Xy X -+ X X 2 (x1,...,25) — ((x1,...,
Tp—1),2k) € (X1 X -+ X Xp_1) X X} je homeomorfismus. Toto zobrazeni je ovSem evi-
dentné bijektivni a jeho spojitost a spojitost inverzniho zobrazeni vyplyva z Véty 2. odst.
2.1 str. 18.

(b) Uvazujme zobrazeni [],c; X, 3 (z,)eq — f(®)es) = (W)er € [1,e; X., definované
vztahem y, = x, prot € J ay, =z, pro ¢ ¢ J. Pro kazdé x € J (pr,of)((x,).cs) = xx,
plati-li k € J, a (pr,of)((x,).cs = zx, plati-li k ¢ J; kazdé ze zobrazeni pr, of je tedy
spojité a z Véty 8. odst. 2.3 str. 20 vyplyvd, Ze f je spojité. Déale oznacme g, : [[,c; X, —
X j(2) zobrazeni, definované zizenim oboru hodnot f. Toto zobrazeni je evidentné bijek-
tivnf a podle Véty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 je také spojité. Inverzni zobrazeni g, ! vznikd
zizenim defini¢niho oboru spojitého zobrazeni [[,c; X, 2 (.).er — (2.).es € [1,c7 X, na
topologicky podprostor X ;(z) a je tedy také spojité (Véta 3. (a) odst. 3.1 str. 32). g, je
tedy homeomorfismus.

Bud' f zobrazeni mnoziny Y do sou¢inu [] X, systému mnozin (X,),c;. Pro kazdé « € T
klademe f, = pr,of; f, je zobrazeni mnoziny Y do X, nazyvané t-slozka zobrazeni f.
Piseme f = (f,).,er. Obrécené predpokladejme, ze je dan systém zobrazeni (f,),er, kde f,
je zobrazeni Y do X,. Pak ke kazdému y € Y je definovéno zobrazeni I 5 k — fx(y) € UX,
takové, ze f.(y) € Xx; toto zobrazeni je elementem sou¢inu mnozin [[ X, a je oznacovano
f(y). Vyse uvedenym zpusobem lze zadavat zobrazeni mnozin do sou¢ini mnozin pomoci
jejich slozek.

Bud (f.).er systém zobrazeni f, : X, — Y,. Pro kazdé = € [[ X,, z = (z,).e1, klademe
(ITf)(x) = y, kde y = (f.(z,)).,er. Zobrazeni []f, : [IX, — [1Y,, definované timto
vztahem, se nazyva soucin systému zobrazeni (f,),cs. Je-li indexovd mnozina kone¢n4,
I={1,2,...,k}, sou¢in systému zobrazeni (f;);c; ozna¢ujeme f; X -+- X fi.

Véta 10. (a) k-projekce soucinu systému topologickych prostori (X,).cr je spojité
otevrené zobrazen.

(b) Zobrazeni f topologického prostoru Y do soucinu [] X, systému topologickijch pro-
storu (X,),er je spojité tehdy a jen tehdy, kdyz kazdd jeho slozka je spojitd.

(¢) Bud (f,).er systém zobrazeni topologickych prostori. Soucin [] f, je spojité zobrazeni
tehdy a jen tehdy, je-li kazZdé ze zobrazeni f, spojité.

(d) Soucin konecného systému otevienich zobrazeni topologickych prostori je oteviené
zobrazent.

Dikaz. (a) Spojitost pr, vyplyva piimo z definice souc¢inu topologii. Ukazeme, zZe pr,,
je oteviené zobrazeni. Element béze souc¢inu [[ X, ma tvar [[U,, kde U, C X, je mnozina
oteviend a U, = X, pro kazdé ¢ € I\J, kde J C I je jistd konetnd mnozina; pr, (ITU,) = Uy
je tedy vzdy oteviend mnozina v X, a pr, musi byt oteviené zobrazeni (Véta 3. (a) odst.
2.1 str. 18).

(b) Tvrzeni vyplyva z Véty 8. odst. 2.3 str. 20.
(c) Necht ke kazdému ¢ z indexové mnoziny I je dano zobrazeni topologickych prostoru

fo : X, — Y,. Pak pro kazdé (zx)aer € [1X.(pry o IT1/)((@r)rer) = pri((ful@))er) =
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fe(@) = feopr.((z)er), t.. plati prl.o[] f. = f« o pr,, pro kazdé k € I; zde pr,, (resp.
pr).) oznacuje s-projekei souéinu [ X, (resp. [1Y,). Je-li tedy kazdé ze zobrazeni f, spojité,
pak pr, o] f, je spojité pro kazdé x a [] f, musi byt spojité podle jiz dokdzaného tvrzen{
(b).

Dokézeme opak. Predpoklddejme, ze [] f, je zobrazeni spojité. Pak ze vztahu pr) o
[1f. = fxcopr, vyplyva, Ze f. o pr, je zobrazeni spojité pro kazdé k. Bud V C Y
oteviend mnozina. Pak s vyuzitim surjektivity zobrazeni pr,, a vztahu (1.32) dostaneme
pr.((f o pr) 2(V)) = propr.tof Y(V) = f-1(V). Tato mnozina je oviem oteviend
podle jiz dokézaného tvrzeni (a); nyni aplikujeme Vétu 2. odst. 2.1 str. 18.

(d) Uvazujme bézi topologie sou¢inu topologickych prostoru X; x --- x Xj, tvorenou
mnozinami U; X --- X Uy, kde U; C X; je oteviend mnozina. SouCinem f; X --- X fi
zobrazeni topologickych prostoru f; : X; — Y; se soucin mnozin Uy X --- x Uy zobrazi
na mnozinu f1(Uy) x --- X fr(Ug); predpokladame-li, ze zobrazeni f; jsou oteviend, je
mnozina f1(Uy) X - - - X fr(Uy) oteviend. Podle Véty 3. (a) odst. 2.1 str. 18 je tedy zobrazeni
f1 X -+ X fr oteviené.

Poznamenavéme, Ze tvrzeni (d) se zfejmé nedd zobecnit na sou¢in nekoneéného systému
zobrazeni: za protipiiklad staci vzit systém zobrazeni, kterd nejsou surjektivni.

Véta 11. Bud (X,).,er systém topologickych prostori. Pro kazdé v € I necht A, C X,
je topologicky podprostor. Pak topologie indukovand na mnoziné [[ A, topologii soucinu
[1 X, je totoind se soucinem topologii topologickiyjch prostori A,.

Dikaz. Ozna¢me A mnozinu [[ 4,, A; (resp. A2) mnozinu A s topologii podprostoru to-
pologického prostoru X = [] X, (resp. s topologii sou¢inu systému topologickych prostoru
(A,)ie1). Déle oznacme pr (resp. prd) s-projekci soucinu [] X, (resp. [T A4,). Ukazeme,
ze idy : A1 — As je homeomorfismus.

Uvazujme diagram mnozin a jejich zobrazeni

A—2 L x
prﬁl lprf
A— ,y

V tomto diagramu ¢ : A — X, ¢, : Ay — X, jsou kanonickd vloZeni a evidentné
P op = @ 0 pryl.

Polozme A = A; a uvazujme X, A,, X, jako topologické prostory. Pak ¢ je spojité
zobrazeni, takze prx op je také spojité a tedy ¢, opr;? = pry oy je také spojité. Oviem je
definovana kompozice ¢ ' o, oprd = prd = ot oprX op piicemz ¢! : o (A.) — Ay je
spojité zobrazeni; pr? : A1 — Ag je tedy spojité zobrazeni. Z definice inicidlni topologie
tedy vyplyvd, ze topologie Ay je silngj$i nez topologie As, t.j. id4 : A1 — As je spojité
zobrazeni.

Polozme A = Ay a opét uvazujme X, A,, X, jako topologické prostory. Pak prd je
spojité zobrazeni, takze prX op = p, o prﬁ1 je spojité zobrazeni a tedy ¢ je spojité (Véta
10. (b) odst. 3.3 str. 36). Topologie A; (t.j. inicidlni topologie asociovand s {¢}) je tedy
slabsi nez topologie As a zobrazeni id4 : As — A1 je spojité.

Véta 12. Bud' (X,).er systém topologickijch prostori. Predpoklddejme, Ze pro kazdé
L € I je ddna neprdzdnd mnozina A, C X,. Pak cl[[A, =] cl A,.
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Dukaz. Ukéazeme, ze cl[[A, C [[cld,. Bud z € cl[[A, bod, x = (z,)er-
Predpokladejme, ze existuje index x € I tak, ze x,, ¢ cl A,. Pak z, € ext A,. Klademe
V., = X, pro ¢ # k a V;, = ext A,. Mnozina [[V, obsahuje bod x, patii bazi topologie
[T X, a nemé spoleény bod s mnozinou [] 4,, jelikoz V, N A, = (). Nemuze tedy platit
x € cl[[ A,, coz je spor. Pro kazdé « € I tedy xz, € cl A, odkud dostavame, ze x € [ cl A,.

Obracen¢ ukdzeme, ze [[cl A, C cl[[A,. Bud = € [[cl A, bod, x = (x,),c;. Pro kazdé
¢ € I podle predpokladu plati z, € cl A,. Pfedpokladejme, ze = ¢ cl[] A,. Pak x ma okoli
V =TIV, takové, ze VN ][ A, = 0, a musi existovat index x € I tak, ze V,, N A, = 0.
Znamena to, ze x ¢ cl Ay, coz je spor. Plati tedy = € cl[] A,, coz jsme chtéli ukazat.

Dusledek 1. Bud (X,),e; systém topologickych prostorii a predpoklddejme, Ze pro
kazdé ¢ € I je déna neprazdna mnozina A, C X,. Pak mnozina [[ A, C [[ X, je uzaviena
tehdy a jen tehdy, kdyz kazd4 z mnozin A, je uzavien4.

Dikaz. Tvrzeni ihned vyplyva z Véty 12. odst. 3.3 str. 37.

Véta 13. Soucin [ X, systému topologickych prostori (X,),cr je Hausdorffuv tehdy a
jen tehdy, kdyz pro kazdé v € I topologicky prostor X, je Hausdorffuv.

Dukaz. Pro libovolné k € I klademe J = {k}. Podle Véty 9. (b) odst. 3.3 str. 36 je
topologicky prostor X, homeomorfni s topologickym podprostorem X (z) sou¢inu [] X,.
Je-li soucin [] X, Hausdorffuv, je také X ;(z) Hausdorffuv (cv. 15 kap. 1) a s nim homeo-
morfni topologicky prostor X, musi byt také Hausdorffuv.

Obrécené predpokladejme, ze pro kazdé ¢ € I je topologicky prostor X, Hausdorffiv.
Bud'te z, y € [] X, dva rizné body. Pak existuje index r € I tak, ze pr,(z) # pr,.(y). Lze
tedy najit okoli U bodu pr,(z) a okoli V bodu pr,(y) tak, ze U NV = (. Ze spojitosti
projekei sou¢inu vyplyva, ze pr, 1 (U) je okoli bodu x a pr; (V) je okoli bodu y. Piitom
pr Y (U) Npr (V) = prl(UN V) = (. Soucin [[ X, je tedy Hausdorffiiv topologicky
prostor.

3.4. Ekvivalence a faktorové prostory

Bud X mnozina, % ekvivalence na X, X/# faktorovd mnozina. Oznacme [z] t¥idu
ekvivalence podle ekvivalence %, obsahujici bod x € X. Surjektivni zobrazeni 7 : X —
X/ %, pritazujici bodu x jeho tfidu ekvivalence [z], se nazyva faktorovd projekce mnoziny
X na faktorovou mnozinu X/%.

Bud X; (resp. X2) mnozina, %1 (resp. %Z2) ekvivalence na X; (resp. X3), bud'te
m 2 X1 — X1/ %1, 7o 2 Xo — Xo/ Ry prislusné faktorové projekce. Rekneme, 7e zobrazeni
f: X1 — Xo je kompatibilni s ekvivalencemi %1, %5, existuje-li zobrazeni g : X1/ %1 —
Xo/ %4 tak, ze mo o f = g omy, t.j. diagram

f

nll lnz
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je komutativni. Existuje-li zobrazeni g, je evidentné jediné a nazyva se faktorovd projekce
zobrazeni f.

Piijpad X; = Xy = X, f = idx (identické zobrazeni mnoziny X na sebe) ukazuje,
ze poradi ekvivalenci 21, #Z2 v definici kompatibilniho zobrazeni nelze obecné zaménit.
Uvazujme tento piipad a ozna¢me [z]; (resp. [z]2) tiidu ekvivalence prvku z € X podle
ekvivalence % (resp. #2). Rekneme, 7e ekvivalence %1 (resp. #2) na X je silnéjsi (vesp.
slabsi) nez %o (resp. #1), je-li identické zobrazeni idx kompatibilni s #1, #Z5. K tomu je
ziejmé nutné a staci, aby kazda t¥ida ekvivalence [z]; lezela ve tfidé ekvivalence [z]o, t.].
[z]1 C [z]2.

Bud'te #1, %2 dvé ekvivalence na mnoziné X . Piedpoklddejme, Ze %1 je silnéjsi nez #s.
Oznacme 71 : X — X/ %1, ma : X — X/ % piislusné faktorové projekce. Na faktorové
mnoziné X/ %1 je definovédna ekvivalence “ y; je ekvivalentni s yo tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje reprezentant x; tfidy y; a reprezentant xo tiidy yo tak, ze mo(x1) = ma(z2)” .
Tato ekvivalence se nazyva faktorovd ekvivalence ekvivalence %Z5 podle ekvivalence #Z a
oznacuje se #o/ X1 .

Oznacme w3 : X/ %1 — (X/%1)/(%2/%#1) faktorovou projekci. Ukdzeme, Ze zobra-
zeni 71 je kompatibilni s ekvivalencemi %o, #Z2/ %1, t.j. existuje zobrazeni v : X/ %9 —
(X/%1)] (%2 %) tak, ze vomy = m3omy. Jinymi slovy to znamena, Ze existuje zobrazeni
v tak, ze diagram

T
X L X/

.

X7, —2> (XI.2)I(2) ;)

komutuje. Stac¢i ukazat, ze zobrazeni w307 je konstantni na tfidach v X podle ekvivalence
%s. Bud'te z, 2’ € X body, pro které mo(x) = ma(x'). %1 je silngjsi nez %o, takze
m1(z) C ma(x), m(2') C m(a’) a podle definice mgmi(z) = m3mi(2’). Pro libovolny bod
z € X/ %2 nyni zvolime bod x € X tak, ze z = my(x) a klademe v(z) = m3m(z).

m1 je tedy kompatibilni s %9, Zo/ %1 a v je faktorova projekce mi. Z definice ihned
vyplyvé, ze v je surjektivni. Ddle plati-li pro néjaké zq, xo € X mymi(x1) # mymi(x2),
nemuze platit mo(x1) = ma(x2) a v je injektivni. Zobrazeni v je tedy bijekce. Nazyvé
se kanonické ztotoinéni faktorového prostoru X/Z, a faktorového prostoru (X/%1)/
(%2/%1).

Pfejdeme nyni k topologickym tvaham. Bud X topologicky prostor, T jeho topologie, %
ekvivalence na X. Findlni topologie na faktorové mnoziné X /%, asociovand se systémem
zobrazeni {r}, kde 7 : X — X/Z je faktorova projekce, se nazyva faktorovd topologie
topologie 7 podle ekvivalence #. Mnozina X/#% s touto topologii se nazyvé faktorovy
prostor topologického prostoru X podle ekvivalence Z.

Faktorova topologie je tedy definovana jako obraz topologie 7 vzhldem k faktorové
projekci m (pt. (7) odst. 2.5 str. 23).

Véta 14. Bud X (resp. Xo) topologicky prostor, %1 (resp. %2) ekvivalence na X
(resp. Xo), [+ X1 — Xo spojité zobrazeni. Je-li f kompatibilni s ekvivalencemi %1, %2,
pak jeho faktorovd projekce je spojitd.
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Dikaz. Podle definice X;/%1 ma findlni topologii, asociovanou s faktorovou projekci
m X1 — Xi/%1. K tomu, aby faktorovd projekce g zobrazeni f byla spojitd, staci,
aby zobrazeni g o m; bylo spojité (Véta 11. odst. 2.4 str. 21). OvSem gom; = me o f, kde
o+ Xo — Xo/ %9, je faktorovd projekee, takze g o mp je spojité zobrazeni jako kompozice
dvou spojitych zobrazeni (Véta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Nésledujici tvrzeni vyjadiuje tranzitivitu konstrukce faktorové topologie.

Véta 15. Budte #1, %o ckvivalence na topologickém prostoru X a predpoklddejme,
Ze Z1 je silnéjsi nez Ro. Pak kanonickd identifikace v : X/ %o — (X/%1)/(%2) %#1) je
homeomorfismus.

Dukaz. Oznac¢me my : X — X/ %1, m0: X — X/ Zsamns: X/ %1 — (X/%1)/(%2) %#1)
faktorova projekce. Pak v o m9 = w3 o m; a spojitost v vyplyva ze spojitosti fakto-
rové projekce a z Véty 11. odst. 2.4 str. 21. Zbyva tedy dokézat otevienost v (Véta
4. odst. 2.1 str. 19). Bud U C X/% oteviend mnozina. Z definice findlni topologie
vyplyva, ze k tomu, aby mnozina v(U) byla oreviena, staci, aby s Ly(U) byla oteviend, a
k tomu staci, aby 7 'm3 'v(U) byla oteviend. Ovsem podle definice v(U) = mymymy H(U),
takze m; 'my Ww(U) = 7y iy trgmimy H(U) = (m3m) " ovmg o my H(U) = (vme) "M (v(U)) =
7wl (v(U)) = 75 (U), kde jsme vyuzili bijektivnost v. Ovsem mnozina U je podle
predpokladu oteviend ve faktorové topologii na X/ %9, takze my 1(U ) C X je oteviend
mnozina a 7y '3 'w(U) je oteviend mnozina. Otevienost mnoziny v(U) nyni vyplyva z
otevienosti zobrazeni m3 o mp (Véta 3. (b) odst. 2.1 str. 18).

3.5. Ekvivalence asociovana se zobrazenim

Budte X, Y mnoziny, f : X — Y zobrazeni. Ekvivalence % na X “x je ekvivalentni s
y tehdy a jen tehdy, kdyz f(z) = f(y)” se nazyva ekvivalence, asociovand se zobrazenim
I

Oznacme m¢ : X — X/Z; faktorovou projekci. Bodu y € X/Z; je pfifazen bod
g(y) € f(X) vztahem g(y) = f(z), kde x je libovolny reprezentant tiidy ekvivalence y, t.j.
plati y = [x] = 7¢(x). Zobrazeni g je evidentné injektivni a surjektivni, je to tedy bijekce.
Daéle oznacme ¢ : f(X) — Y kanonické vlozeni podmnoziny f(X) C Y do mnoziny Y.
Evidentné plati

f=togomy.

Toto vyjadieni zobrazeni f se nazyva kanonicky rozklad f.
Kanonicky rozklad zobrazeni f je mozno vyjadrit diagramem

f

X ——Y

ol

X2 fiX)

Véta 16. Je-li f : X — Y spojité zobrazeni topologickijch prostoru, pak zobrazeni
g: X/ %5 — f(X), definované kanonickym rozkladem f = 1ogomy zobrazeni f, je spojité.
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Dukaz. f je spojité a X/# ¢ ma findlni topologii, asociovanou se zobrazenim ¢, takze
zobrazeni to g : X/ %y — Y musi byt spojité (Véta 11. odst. 2.4 str. 21). Déle g vznikd
zizenim oboru hodnot spojitého zobrazeni o g, takze je spojité (Véta 3. odst. 3.1 str. 32).

Bud f : X — Y zobrazeni mnozin. Rezem zobrazeni f nazyvéme kazdé zobrazeni
s : Z — X, definované na podmnoziné Z mnoziny Y, takové, ze f o s = idy. Zobrazeni
s: 7 — X jetez f tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé z € Z plati s(z) € f~1(2).

Kazdy tez s : Z — X zobrazeni f je injektivni zobrazeni: plati-li pro néjaké z;, 20 € Z
rovnost s(z1) = s(z2), pak fos(z1) = 21 = fos(z2) = 29. Oznacime-li § : Z — s(Z)
zobrazeni, vznikajici z s ziZzenfm oboru hodnot, pak 5 je bijekce a plati 57! = f] s(2)-

Bud f : X — Y zobrazeni topologickych prostori a uvazujme mnozinu f(X) jako
topologicky podprostor Y. Reknéme, ze f je vnoreni X do Y, jestlize zobrazeni g : X —
f(X), vznikajici z f ziZzenim oboru hodnot, je homeomorfismus.

Necht je ddno zobrazeni topologickych prostort f : X — Y. Rez s : Z — X zobrazeni
f se nazyva spojity, je-li zobrazeni s spojité v indukované topologii na Z. Ukazeme, ze
spojity fez s : Z — X spojitého zobrazeni f : X — Y je vnofeni Z do X. Oznacme
5: Z — s(Z) zobrazeni, vznikajici z s ziiZzenim oboru hodnot. Pak s je evidentné bijekce.
5 je ovSem spojité zobrazeni (Véta 3. (b) odst. 3.1 str. 32) a 5! = fls(z)s £ 571 je ztizeni
spojitého zobrazeni na topologicky podprostor a je tedy samo spojité (Véta 3. (a) odst.
3.1 str. 32); § je tedy homeomorfismus a s je vnoreni.

Véta 17. Bud f : X — Y spojité surjektivni zobrazeni topologickyjch prostorii.
Predpokladejme, Ze ke kaZdému bodu y € Y existuje jeho okoli V' a spojity 7ez sy : V. — X
zobrazent f. Pak zobrazeni g : X/ %y — Y, definované kanonickym rozkladem f = gomy
je homeomorfismus.

Diikaz. Staci provéfit, ze g~! je spojité zobrazeni (Véta 16. odst. 3.5 str. 40). Bud
y € Y bod, V jeho okoli a sy : V — X spojity fez f. Podle ptedpokladu f o sy = idy a
f=goms. Odtud na V plati fosy =gonmsosy =idy, t.j. g(ms(sv(y))) =y pro kazdé
y € V. Odtud g7 (y) = ms(sv(y)), t.j. g7ty = mrosy atedy g~ je spojité na V. Nyni
je jiz zfejmé, ze g~ musi byt spojité zobrazeni.

l\{InoZina U C X, pro kterou 71]71(71 #(U)) = U, se nazyva f-nasycend nebo prosté nasy-
cend.

Véta 18. Bud f = to gomy kanonicky rozklad spojitého zobrazeni topologickyjch pro-
stort, f: X — Y. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Zobrazeni g : X/ % — f(X) je homeomorfismus.

(2) Pro kazdou f-nasycenou otevienou mnozinu U C X je mnozina f(U) C f(X)
oteviend v indukované topologii na f(X).

Diikaz. Bud ¢ homeomorfismus, U C X f-nasycend oteviend mnozina. MnoZina
mf(U) C X/Z%¢ mé vzor otevienou mnozinu a je tedy sama oteviend ve findlni topo-
logii, asociované s m¢. Mnozina g(m¢(U)) C f(X) je tedy oteviend a existuje oteviend
mnozina W C Y tak, ze tgm¢(U) = f(X)NW, t.j. f(U) = f(X)NW a f(U) je oteviend
mnozina v f(X).

Obrécené predpokladejme, Ze je splnéna podminka (2). Chceme ukézat, ze g je oteviené
zobrazeni (Véta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud V C X/#%; oteviend mnozina. Polozme U =
71';1(‘/). Podle predpokladu je mnozina f(U) oteviena v f(X) C Y, t.j. wgmp(U) = 1g(V)
je oteviend mnozina v f(X). g(V) je tedy vzor oteviené mmnoziny tg(V') vzhledem ke
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kanonickému vlozeni ¢ : f(X) — Y a musi byt otevienou mnozinou v topologii podprostoru

f(X).

Ekvivalence Z na topologickém prostoru X se nazyva oteviend, jestlize faktorova pro-
jekce m: X — X/Z je oteviené zobrazeni.

Véta 19. Bud f = 1o gowy kanonicky rozklad spojitého zobrazeni topologickych pro-
stort, f: X — Y. Ndasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Zobrazeni f je otevriené.

(2) Ekvivalence Z¢ je oteviend a g: X/Z¢ — f(X) je homeomorfismus.

Dikaz. Dokdzeme, ze z (1) plyne (2). Je-li f oteviené, pak f(X) C Y musi byt mnozina
oteviend a g musi byt homeomorfismus (Véta 18. odst. 3.5 str. 41). Staci tedy dokazat,
ze my je oteviené zobrazeni. Bud U C X oteviend mnozina. Plati f(U) = wgns(U),
coz je podle predpokladu oteviend mnozina. Zobrazeni ¢ o g je ovSem injektivni, takze
(L)L (eg(mp(U))) = 74(U) a tedy g~ o™ (f(U)) = 7¢(U). Mnozina 74(U) je ziejmé
oteviend jako vzor oteviené mnoziny vzhledem ke spojitému zobrazeni ¢ o g.

Obrécené predpoklddejme, ze je splnéna podminka (2). Pak ¢ : f(X) — Y je oteviené
zobrazeni (Véta 4. (c) odst. 3.1 str. 32). f je tedy kompozice otevienych zobrazeni a musi
byt oteviené.

3.6. Oddélitelnost faktorového prostoru

Vysetiime podminky oddélitelnosti faktorového prostoru topologického prostoru.

Bud # ekvivalence na mnoziné X, 7 : X — X/% faktorovd projekce. Grafem ekvi-
valence # nazyvame mnozinu {(z,y) € X x X | 7n(z) = 7(y)} € X x X. Evidentné
{(z,y) € X x X | w(z) = 7(y)} = (v x 1) (Ax/p), kde Ay, C X/ % x X/ % je
diagonéla.

Véta 20. Bud # ekvivalence na topologickém prostoru X.

(a) Predpokldadejme, Ze topologicky prostor X/ % je Hausdorffiv. Pak graf ekvivalence %#
je mnozina uzaviend v X x X.

(b) Predpokladejme, Ze graf ekvivalence % je mnozina uzaviend v X X X a ekvivalence
Z je oteviend. Pak topologicky prostor X/ % je Hausdorffuv.

Dikaz. (a) Zobrazeni m X7 : X x X — X/ % x X/ Z je spojité a z oddélitelnosti X/ %
vyplyvd, ze diagondla Ay, C X/% x X/Z je mnozina uzaviena (Véta 8. odst. 3.2 str.
34); (m x )" (Ax/%) je tedy mnozina uzaviend (Véta 2. odst. 2.1 str. 18).

(b) Pfedpokladejme, ze graf ekvivalence # je uzaviend mnozina. Pak (X x X)\
{(,y) e X x X | n(z) =7(y)} = {(z,y) € X x X | m(x) # 7(y)} je oteviend mnozina
X x X. Déle podle predpokladu faktorova projekce 7 : X — X/Z je oteviené zobrazeni.
Zobrazeni m X 7 je tedy oteviené (Véta 10. (d) odst. 3.3 str. 36). Mnozina (7 x 7)({z,y) €
X x X |n(x) #7(y))} = A{(r(z),7(y)) € X x X [ 7w(z) # n(y)} = (X/Z X X/ Z)\Ax/
musi tudiz byt oteviend v X/# x X/% a Ax;z musi byt uzaviend mnozina. To ovsem
znamend, ze faktorovy prostor X/Z je oddélitelny (Véta 8. odst. 77 str. 34).

Véta 21. Bud X Hausdorffiv topologicky prostor, # ekvivalence na X. Predpokld-
dejme, Ze existuje spojity ez s faktorové projekce m: X — X/%. Pak topologicky prostor
X/ % je Hausdorffuv a mnozina s(X/ %) C X je uzaviend.
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Dukaz. Spojity fez s : X/ % — s(X/#) je homeomorfismus (Véta 17. odst. 3.5 str.
41) a s(X/ %) je Hausdorffuv topologicky prostor jako podprostor Hausdorffova prostoru;
X/ % je tedy také Hausdorffuv topologicky prostor. Déle s(X/%) je mnozina vSech bodu
x € X, pro které sonw(z) = idx(z) = x; tato mnozina je uzaviend podle Dusledku 1. Véty
8. odst. 3.2 str. 35.

Uvazujme nakonec faktorovy prostor podle ekvivalence, asociované se spojitym zobra-
zenim do Hausdorffova prostoru.

Véta 22. Faktorovy prostor X/Z%; podle ekvivalence Z¢, asociované se spojitym
zobrazenim [ topologického prostoru X do Hausdorffova topologického prostoru Y, je
Hausdorffuv.

Diikaz. Uvazujme kanonicky rozklad f = togomy zobrazeni f. Jelikoz Y je Hausdorffuv,
topologicky podprostor f(X) C Y je Hausdorffuv. Déle g : X/ % — f(X) je spojita bijekce
(Véta 16. odst. 3.5 str. 40). K libovolnym dvéma riznym bodum y1, y2 € X/Z existuje
okolf Uy bodu g(y1) a okoli Uy bodu g(y2) v f(X) tak, ze Uy N Uy = 0. g~ Y(Uy) (resp.
g1 (U3)) je oviem okoli bodu y; (resp. y2) a plati g~ (U1 NUz) = g 1(U1) Ng~ 1 (Us) = 0;
faktorovy prostor X/Z je tedy Hausdorffuv.

3.7. Piiklady

(1) Euklidovy topologické prostory. Bud R mnozina realnych ¢isel s prirozenou topo-
logii, n ptirozené ¢islo. Soucin systému topologickych prostoru (R;), 1 <i <mn,kdeR; =R
pro kazdé i, se nazyva n-rozmérny Fukliduv (topologicky) prostor a oznacuje se R™; jeho
topologie se nazyva Fuklidova nebo také prirozend. Za béazi Euklidovy topologie lze vzit
oteviené kvddry Ko, = I x -+ x I, kde I; = (a’,b"), a = (al,...,a"), b= (b%,...,b").

Indukovand topologie na podmnoziné Euklidova prostoru se také nazyva Fuklidova
nebo prirozend.

Pro k < n Euklidav topologicky prostor RF je homeomorfni s podprostorem
{(z%,...,2") € R™ | 2" = 0,...,2" = 0} Euklidova prostoru R™; homeomorfismus
(z',...,2%) — (z',...,2%,0,...,0) RP* na tento podprostor se nazyvé kanonicky.

(2) Poloprostorem v n-rozmérném Euklidové prostoru R"™ nazyvdme mnozinu R” =
{(z!,...,2") € R" | 2" < 0} C R" s indukovanou topologii. Topologicky podprostor
OR™ = {(z!,...,2") € R" | 2" = 0} C R"™ nazyvame okraj poloprostoru R". Ziejmé
OR"™ = frR", kde hranice je uvazovana v prirozené topologii R".

(8) Spojité funkce na topologickém prostoru. Funkci na topologickém prostoru X ro-
zumime obvykle zobrazeni f : X — R, kde R je mnozina realnych ¢&isel s pfirozenou
topologii.

Ukéazeme, zZe soucet f+ g a soucin f-g spojitych funkci f, g : X — R je spojita funkce.
Déle ukazeme, ze funkce h(x) = 1/f(x), definovand na mnoziné X\{z € X | f(z) = 0}, je
spojitd v topologii podprostoru.

Polozme hy = f+g. Bud z € X libovolny bod, € > 0. Najdeme okoli U bodu x takové,
ze |h1(y) — hi(x)| < e pro kazdé y € U. Funkce f (resp. g) je spojitd v bodé z, takze
existuje okoli Uy (resp. Usz) bodu z tak, ze |f(y) — f(z)| < /2 (resp. |g(y) — g(x)| < £/2)
pro kazdé y € Uy (resp. y € Us). Klademe U = U; N Us. U je okoli bodu z a pro kazdé
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y € U plati [h1(y) —ha(2)] = [f(y) +9(y) = f(x) —g(2)| < [f(y) = f(@)|+]9(y) —g(z)| <e.
Funkce hq je tedy spojitd v bodé x a jeji spojitost vyplyva z libovolnosti x.
Polozme hy = f - g. Bud x € X libovolny bod, € > 0. PoloZme

o1 = 4 (VUF@I+ gD + 4= - @) - lg(a)1).

Evidentné ¢; > 0. Existuje tedy okoli U; (resp. Us) bodu z tak, ze |f(y)— f(x)| < 1 (resp.
lg(y) — g(z)| < e1). Klademe U = Uy N Us. Pro kazdé y € U dostavame |ha(y) — ha(z)| =
|(f(y) = f(2))- (9(y) = g(x)) + [ (y)g(@) + f(2)g(y) — [(x)g(x) — f(x)g(2)| < [f(y)— f(@)]
9(y) — g(@)[ + |g(@)] - [f(y) = F(@)| +[f(@)] - |g(y) — g(2)] < T+ (|f(x)] +]g(z)]) - e1 =&
Funkce ho je tedy spojitd v bodé x a z libovolnosti x vyplyva spojitost hs.

K vySetfeni spojitosti funkce h = 1/ f uvazujme nejdiive funkci hg(t) = 1/t, definovanou
na mnoziné R\{0}. Ukédzeme, Ze tato funkce je spojitd. Podle Véty 2. odst. 2.1 str. 18
stacl ukazat, ze vzor hy'((a,b)) libovolného otevieného intervalu (a,b) C R je oteviend
mnozina. Oviem hz'((a,b)) = {t € R\{0} | (1/b) < t < (1/a)}, coz je skuteéné oteviens
mnozina v podprostoru R\{0} topologického prostoru R. Funkce hj3 je tedy spojitd na
R\{0}. Pro funkci h = 1/f ovSem plati h = hs o f; podle Véty 1. (b) odst. 2.1 str. 17 je
tedy funkce h spojita.

(4) Spojitost scitani a ndsobeni redlnych déisel. Pro (s,t) € R x R oznatme
pri(s,t) = s, pra(s,t) = t; dostavame spojité funkce pry, pry : R x R — R (Véta 10. (a)
odst. 3.3 str. 36). Jelikoz s¢itdni (resp. ndsobeni) realnych ¢isel je rovno funkei pry + pry
(resp. pry - pry), jeho spojitost vyplyva z vyse uvedeného prikladu (3).

(5) Spojitost wvektorovijch operaci na R™. Séitanim na R™ rozumime zobrazeni
(z,y) — = +y soucinu R"™ x R™ do R", definované vztahem

z+y= (' +y' .. 2" +y"),

kde x = (z!,...,2"), y = (y},...,9y™). Ndsobenim skaldrem na R"™ rozumime zobrazeni
(s,z) — s-x souc¢inu R x R"™ do R", definované vztahem

s-x=(s-z',.. . s 2").

Scitani a nasobeni skaldrem nazyvame vektorové operace na R™.

Vektorové operace na R jsou spojité vzhledem k pfirozené topologii. Spojitost s¢itani
se dokazuje stejné jako v piipadé redlnych éisel (pi. (4) str. 44)). Spojitost ndsoben{
skalarem vyplyva ze spojitosti ndsobeni redlnych cisel a ze spojitosti kazdé ze slozek zob-
razeni (s,z) — s-x (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36, 1. odst. 2.1 str. 17); skutecné, i-td
slozka zobrazeni (s,x) — s - je zobrazeni (s,z) — s-z', které je kompozici projekce
(s,(x!,...,2")) — (s,2%) a nasobeni redlnych &isel (s,2?) — s - 2.

(6) Prirozend topologie ma konecnérozmérném wvektorovém prostoru. Bud E n-roz-
mérny vektorovy prostor nad polem redlnych ¢isel, (eq, ..., e,) jeho baze. Libovolny vektor
¢ € E mé jediné vyjadieni ve tvaru & = £1(€) -eq + ... + £M(€) - en, kde £(€) € R, a
zobrazeni E 3 & — f(€) = (£4(),...,£™(€)) € R™ je linedrn{ izomorfismus. Uvazujeme-li
E se vzorem piirozené topologie R™ vzhledem k zobrazeni f (pf. (7) odst. 2.5 str. 23),
pak f je homeomorfismus: f je podle definice spojité a zobrazeni f~! : R® — E je rovnéz
spojité podle Véty 8. odst. 2.3 str. 20. S takto definovanou topologii je tedy topologicky
prostor E homeomorfni s R™; odsud jiz vyplyvé, ze topologie F je nezavisla na volbé béze
(e1,...,epn). Nazyvé se prirozend topologie na vektorovém prostoru E.



3.7. Priklady 45

Je snadné ukézat, ze operace séitani (£, () — £+ a operace ndsobenf skaldrem (s,§) —
s-& na E jsou spojité v prirozené topologii. Zvolime bazi (ey, ..., e,) vektorového prostoru
FE a oznac¢ime f zobrazeni, zavedené vyse. Pak s¢itani lze rozlozit na tfi spojitd zobrazeni
podle diagramu

EXE —> F
ﬂ<fl 1f‘1
R"XR" —— R"

ve kterém dolni horizontalni sipka oznacuje s¢itdni na R™ (viz pf. (5) str. 44)). Podobné
nasobeni skalarem lze rozlozit na tii spojita zobrazeni podle diagramu

RXE E
idRXfl 1]0-1
RxR" R”

ve kterém dolni horizontalni Sipka oznacuje nasobeni skalarem na R™. V obou piipadech
uplatnime Vétu 1. (b) odst. 2.1 str. 17.

(7) Prirozend topologie na mnoziné komplexnich éisel. Bud C mnoZina komplex-
nich ¢isel. Vzor prirozené topologie na R x R vzhledem k zobrazeni f : C — R x R,
pritazujicimu komplexnimu ¢islu z dvojici redlnych ¢isel (Re z,Im z), se nazyva prirozend
topologie na C. Podobné jako vySe lze ukédzat, ze f je homeomorfismus a ze séitani a
nasobeni komplexnich ¢isel je vzhledem k pfirozené topologii na C spojité.

Polozime-li C" = CxCx- - -x C (n soucinitelu) a uvazujeme-li C s pfirozenou topologii,
pak topologie sou¢inu na C" se nazyva prirozend topologie na C™.

Mnozina C™ ma pfirozenou strukturu vektorového prostoru nad polem komplexnich
¢isel C. Podobné jako v pf. (5) str. 44 1ze ukéazat, ze vektorové operace na C", t.j. s¢itan{
a nasobeni skaldrem, jsou v pfirozené topologii C" spojité.

(8) Uvazujme Euklidiv topologicky prostor R"™"!. Pro bod z € R"fl 2z =
(x!,..., 2", polozme

1
lzll = (@) + (@) + ...+ (@")?)2.

Mnozina S = {z € R" | ||z|| = 1} se nazyva jednotkovd sférase stredem 0 € R"T!. Bod
N =(0,...,0,1) € S™ se nazyva severni pdl jednotkové sféry S™. Ukdzeme, ze mnozina
S™\{N?}, uvazovana jako topologicky podprostor R"*!  je homeomorfni s n-rozmérnym
Euklidovym prostorem R". Pro kazdé z € S™\{N}, = = (2!,...,2"), klademe

B ! z2 z"
p(x) = PP e LR S LA s i

Déle pro kazdé y € R™, y = (y',...,y"), klademe

Tzz)(y) ' (2y1,2y2a R ||yH2 - 1)

1y
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Pifmym vypoétem se ukéze, ze 1) = ¢~ 1, ¢ je tedy bijekce. Déle podle Véty 10. (b) odst.
3.3 str. 36 a Véty 2. (a) odst. 3.1 str. 32 je zobrazeni ¢ spojité a analogicky podle Véty
10. (b) odst. 3.3 str. 36 a Véty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 je zobrazeni ¢! spojité. ¢ je tedy
homeomorfismus.

Zobrazeni ¢ se nazyva stereografickd projekce sféry S™ ze severniho pélu.

(9) Grupy transformaci, prostory orbit. Uvazujme mnozinu X a grupu G s grupovou
operaci G X G 3 (g,h) — g-h € G. Zobrazeni F : G x X — X se nazyva levd akce grupy
G na mnoziné X, jsou-li splnény tyto podminky: (1) F(e,x) = x pro kazdé x € X, kde e
je jednotkovy element grupy G, (2) F(g, F(h,z)) = F(g-h,z) prokazdé g,h € Gax € X.
Je-li ztejmé, o jaké zobrazeni F' se jedna, fikame, ze G je grupa transformaci mnoziny X.

Mgéjme levou akci F' grupy G na mnoziné X. Pro kazdé g € G definujeme zobrazeni
Fy, : X — X vztahem Fy(x) = F(g,x). Z podminky (1) vyplyva, ze F, = idx, z (2)
vyplyva vztah FyoF), = Fy; odtud dostavame pro libovolné g € G vztahy FyoF, -1 = idy,
F,-10F, =idx, takze Fy je bijekce a (Fg)_1 = F,-1. Zobrazeni Fy se nazyva transformace
mnoziny X, asociovand s elementem g € G.

Pro libovolny bod x € X mnozina [z] = {y € X | y = F(g,7),9 € G} se nazyva
G-orbita nebo prosté orbita bodu x. Relace “ body x1, o € X patii stejné G-orbité ” je
ekvivalence na X; tfidy ekvivalence jsou totozné s G-orbitami. Faktorova mnozina podle
této ekvivalence se nazyvé prostor G-orbit a oznacuje se X/G.

Je-li X topologicky prostor, prostor G-orbit X/G ma strukturu faktorového prostoru
podle vyse uvedené ekvivalence. Faktorovy prostor X/G je Hausdorffuv tehdy a jen tehdy,
kdyz diagondla Ay, je uzaviend mnozina v sou¢inu X/G x X/G (Véta 8. odst. 3.2 str.
34).

(10) Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii a zobrazeni f : R —
R, definované vztahem f(t) = t2. Vysetifme kanonicky rozklad f = togo 7 zobrazeni f.

Bud % ckvivalence na R, asociovand s f. Z definice vyplyva, ze tiida [t] elementu ¢ €
R je rovna podmnoziné {—t,t} pro t # 0 a tfida [0] elementu 0 € R je rovna jednoprvkové
mnoziné {0}. Tim je zdroven definovana faktorova projekce 7y : R — R/Zf vztahem
mf(t) = [t]. Evidentné m¢(t) = m¢(—t) pro kazdé t € R; vzory podmnoziny mnoziny
R/ % vzhledem k m; budou tedy nutné symetrické podmnoziny R, t.j. podmnoziny,
které s kazdym bodem t obsahuji i bod —t. Pro libovolnou mnozinu V' C R/% plati
V,T Upgev [t] (sjednocent elemen‘ifi V); odtud dostzivvé.tme 77;.1(‘/) :v U[f}eV w}l([t]). Ptitom
T ([t]) = {=t,t} prot # 0 a 7, ([0]) = {0}. MnoZina V' je oteviend tehdy a jen tehdy,
kdyz sjednoceni mnozin W;l([t]), kde [t] probihd V, je oteviend mnozina v R.

Obraz f(R) mnoziny R vzhledem k zobrazen{ f(t) = 2 je roven intervalu [0, 00) a podle
definice g : R/% ¢ — [0,00) je zobrazeni, definované vztahem g([t]) = % ¢ je kanonické
vnofeni intervalu [0,00) do R.

Bud U C R libovolnd oteviend mnozina. Pak f(U) = ({s € R | s =t t € U} U
{seR|-s=tteU)NfR)={seR|[s] €U}NI0,00); ptitom mnozina
{s € R | /|s] € U} je oteviend v R, takze f(U) je mnozina oteviend v podprostoru f(R.).
Podle Véty 18. odst. 3.5 str. 41 je tedy zobrazeni g homeomorfismus.

Odsud vyplyvé, ze faktorovy prostor R/% ¢ (homeomorfni s Hausdorffovym prostorem)
je Hausdorffuv.

Zobrazeni m; ziejmé neni oteviené; ekvivalence Z tedy neni oteviend.
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(11) Bud Y topologicky prostor s topologii 7, X mnozina, a uvazujme mnozinu Y%
zobrazeni X do Y s topologii bodové konvergence (pf. (6) odst. 1.8 str. 10). Podle definice
mnozina Y je rovna souc¢inu [[Y, systému mnozin (Y).cx, kde Y, = Y pro kazdé
x € X. Topologie bodové konvergence na mnoziné YX je totoznd s topologii soucinu: je
generovand mnozinami tvaru W(z,U) = {f € Y* | f(z) € U}, kde U probihd 7 a x
probihd X, piicemz zaroven W (x,U) = pr, }(U), kde pr, je z-projekce souéinu [] Y.

Zobrazeni pr, v tomto pifpadé piifazuje zobrazeni f € YX element f(x) € Y; nazyva
se proto evaluace (v bodé x) a oznacuje se také symbolem Ev,. Podle definice faktorové
topologie je tedy topologie bodové konvergence nejslabsi ze vSech topologii na mnoziné
YX, pro které jsou viechny evaluace spojité.

Je-li topologicky prostor Y Hausdorffiv, pak YX s topologii bodové konvergence je
Hausdorffuv topologicky prostor (Véta 13. odst. 3.3 str. 38).

Pro libovolnou podmnozinu Z C Y topologie, indukovans na Z topologii bodové
konvergence, se také nazyva topologie bodové konvergence.

Necht nyni X je také topologicky prostor a ozna¢me C(X,Y) podmnozinu mnoziny
Y X, tvofenou viemi spojitiymi zobrazenimi. Topologie bodové konvergence na C(X,Y)
splyva s inicidlni topologii, asociovanou se systémem zobrazeni (pr, |C( Xy))zex, t.j. se
systémem evaluaci, zizenych na C(X,Y).

Cviceni

Podprostory

1. Bud R mnozina redlnych &isel, Ag = [0,00), A1 = (0,1), A2 = [0,1], A3 = [0,1), Ay =
(0,1], A5 = (0,00), Ag = {0}. Uvazujte R (a) s pfirozenou topologii, (b) s trividlni topologii,
(c) s topologii, generovanou intervaly (a,b], (d) s topologii koneénych dopliku. Charakterizujte
indukovanou topologii na Ag. Jsou v této topologii mnoziny Ay, Ai, ..., Ag oteviené?

Reseni. (a) Baze indukované topologie na Ay je tvofena mnozinami tvaru (a,b) N[0, 00), kde
(a,b) je otevieny interval (Véta 5. odst. 3.1 str. 33). Mnoziny Ag, A1, As, As jsou oteviené, As,
Ay, Ag nejsou oteviené.

(b) Oteviené mnoziny v indukované topologii jsou () a [0,00), t.j. indukovand topologie je
trividlni. Mnozina Ag je v této topologii oteviend, zddnd z mnozin A;, Ao, ..., Ag neni oteviend.

(¢) Béze indukované topologie je tvofena mnoZzinami tvaru (a,b] N [0,00), kde (a,b] je zleva
otevieny zprava uzavieny interval (Véta 5. odst. 3.1 str. 33). Kazdd z mnozin A;, Aq, ..., Ag je
v této topologii oteviend.

(d) Topologie koneénych doplitkkii je generovdna mmnozinami tvaru R\{ai,as,...,ax}, kde
a; € R. Indukovand topologie na Ay je tedy generovdna mnozinami tvaru [0,00) N
(R\{a1,az,...,ar}) = [0,00)\{b1, b2, ...,by}, kde {b1,b2,...,b,} = [0,00)N{a1,az,...,ax}. Topo-
logie koneénych doplitku na R tedy indukuje topologii koneénych dopliiki na Ag. V této topologii
jsou mnoziny Ag, As oteviené, mnoziny Ay, As, Az, A4, Ag nejsou oteviené.

2. Bud R mnozina realnych &isel, uvazovana (a) s piirozenou topologii, (b) s trividln{ topologif,
(c) s topologii, generovanou intervaly (a,b], (d) s topologii kone¢nych dopliku. Urcete vnitiek,
vnéjsek, hranici a uzdvér mnozin Ay, A1, ..., Ag ze cv. 1 v R a v topologickém podprostoru
A=[0,00) CR.

Reseni. (a) Vysledky: int Ag = (0,00), ext Ag = (—00,0), fr Ag = {0}, cl Ag = Ay, inta Ag =
Ag, exta Ag =0, fra Ao =0, cla Ag = Ap; int A; = Ay, ext Ay = (—00,0) U (1,00), fr A; = {0, 1},
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clA; = [0,1]; int4 Ay = Ay, exta A1 = (1,00), fra 41 = {0,1}, clg A; = [0,1]; int Ay = (0, 1),
ext Ag = (—00,0) U (1,00), fr A3 = {0,1}, cl A2 = A, int4 A3 =[0,1), extq Ay = (1,00), fry Az =
{1}, cla A2 = Ag;int A3 = (0,1), ext A3 = (—00,0)U(1, 00), fr A3 = {0,1}, cl A5 = [0,1], int4 A3 =
[0,1), exta Az = (1,00), fra Ag = {1}, cla A3 = [0,1]; int Ay = (0,1), ext Ay = (—00,0) U (1, 00),
frA, = {0,1}, clAy = [0,1], intg Ay = (0,1), exta Ay = (1,00), frg Ay = {0,1}, clg Ay =
[0,1]; int A5 = A, ext A5 = (—00,0), fr A5 = {0}, cl A5 = [0,00); inty A5 = A, extq As = 0,
fra As = {0}, cla A5 = [0,00); int Ag = 0, ext Ag = R\{0}, fr Ag = {0}, cl Ag = {0}, int4 As = 0,
exta A6 = (O,OO)7 fI‘A AG = {0}, ClA A6 = {0}

(b) Pro kazdou z mnozin A; plati int A; = ext A; = 0, fr A; = cl A; = R. Pro kazdé A;, kde
1 =1,2,...,6, plati inty A; = extg A; = 0, fra A; = clp A; = A. Déle inty A = clg A = A,
fraA=extqg A=0.

(c) Vysledky: int Ag = (0,00), ext Ag = (—00,0), frAdg = {0}, clAyg = Ay, intg Ay = Ao,
extaAdg = 0, frgAg = 0, cla Ag = Ag; int Ay = Ay, ext A} = (—O0,0] U (1,00), frA; = {1},
C1A1 = (0, 1], intA A1 = Al, ext g A1 = {O}U (1,00), fI‘A A1 = {1}, ClA A1 = (0,1], thAQ = (0, 1],
extAg = (700,0) @] (1,00), fI‘AQ = {0}, C1A2 = AQ, intA A2 = AQ, ext 4 AQ = (1,00), fI‘A AQ = @,
CIA A2 = AQ; intA3 = (0, 1), eXtAg = (7OO,O)U(1,OO), fI‘Ag = {0, 1}, C1A3 = [0, 1], intA Ag = Ag,
exta Az = (1,00), fra Az = {1}, cla A3 = [0,1]; int Ay = Ay, ext Ay = (—00,0]U (1,00), fr Ay = 0,
C1A4 = A4, intAA4 = 1447 eXtAA4 = {0} U (1,00), fI‘AA4 = @, CIAA4 = A4; intA5 = A5,
ext Ay = (—O0,0], frAs =0, clAs = As, intg As = As, exty A5 = {0}, fraAs =0, cly A5 = As;
intAG = (Z), eXtAg = R\{O}, fI‘AG = A67 C1A6 = A67 thA A6 = AG; ext g AG = (0,00), fI‘A A6 = @,
CIA A6 :Ag.

(d) Pro kazdé A;, kde i = 0,1,2,3,4,5, plati int A; = ext A; = 0, fr A; = cl A; = R, ddle int Ag =
0, ext Ag = R\ {0}, fr Ag = {0}, cl Ag = Ag. Déle pro i = 1,2,3,4 plati intg A; = exta A; = 0,
frad; = clgd; = A. Déle inty A = A, exta A =0, fraAd =0, claA = A, inty A5 = As,
ext g A5 = @, fI‘A A5 = {0}, ClA A5 = A, intA AG = @, ext g A6 = (O,OO)7 fI‘A AG = A67 CIA AG = Ag.

3. Rozhodnéte, zda topologie, indukovand ptirozenou topologii mnoziny realnych ¢isel R na
podmnoziné Q raciondlnich ¢isel je diskrétni topologie.

Reseni. Topologie, indukovand pfirozenou topologif na podmnoziné Q C R neni diskrétni:
napf. podmnozina {1} C Q nenf oteviend, nebot pro libovolny otevieny interval (a,b) C R plati

{1} # (a,0) N Q.

Euklidiv topologicky prostor

4. Prox,y e R, x = (z1,2%,...,2"), y = (y*,y?, ..., y"), polozme

1

2 2 3
d(z,y) = ((xl —y) (=) .+ (2" — y")Q) 2
Pro libovolné a € R™ a r € R, r > 0, klademe B(a,r) = {x € R" | d(x,a) < r}. Mnozina B(a,r)
se nazyva oteviend koule se stredem a a polomérem r.
(a) Ukazte, ze oteviené koule tvoii bazi néjaké topologie na R™.
(b) Ukazte, ze oteviené koule tvoii bézi pfirozené topologie na R™.

Reseni. (a) Odvodime dvé nerovnosti. Bud'te a, b € R” libovolné body, a = (a',a?,...,

a), b= (b',b%,...,b"). Pifmym vypocttem ukazeme, ze plati

() = (Zet) (£#) - 5 & ety —

kde se s¢ita pres vSechny hodnoty indexu i, 7, k. Odtud dostaneme vztah

(Cab) = (Xat) (X#).
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ktery se nazyva Cauchyho—Bunjakovského nerovnost. Z Cauchyho—Bunjakovského nerovnosti pak
dostaneme

Z(ak +b)? = Z(ai + 2a,by, + b7) < Zai + Zb%
re((sa) (2)! - () + () )

Plati tedy

1 1 1
(Sonr)t < (£a)*+ ()"
Tato nerovnost se nazyva Minkowského nerovnost.

Nyni provéfim, zZe jsou splnény podminky Véty 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Oznaéme o systém
viech otevienych koul{ v R™. Evidentné |J B(a,r) = R", kde B(a,r) probihd . Bud B(z,r)
libovolnd oteviend koule; ukdzeme, ze pro kazdé y € B(x,r) existuje oteviend koule B(y,¢) tak,
ze B(y,e) C B(z,r). Zvolme ¢ tak, ze 0 < ¢ < r — d(z,y). Pomoci Minkowského nerovnosti
dostaneme, ze plati d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) pro libovolné z € R". Pro kazdé z € B(y,e) tedy
plati d(z, z) < d(z,y) + & <r a tedy B(y,e) C B(z,r). Necht nyni By, Bz jsou libovolné oteviené
koule takové, ze By N By # (). Zvolme y € By N Bq. Existujf ¢isla €1, eo > 0 tak, ze B(y,e1) C By,
B(y,e2) C By. Vezmeme-li ¢ = min{ey, &2}, dostaneme B(y,c) C B1 N Ba. o je tedy baze topologie
na R".

(b) Podle Véty 9. odst. 1.4 str. 7 sta¢i dokazat, ze (1) ke kazdému bodu y € B(z,r) existuje
otevieny kvddr K obsahujici y tak, ze K C B(x,r), t.j. ze mnozina B(z,r) je oteviend v pfirozené
topologii, a (2) ke kazdému bodu y z libovolného otevieného kvidru K existuje oteviend koule
B(y,e), lezici v K. Pro dikaz, Ze je splnéna podminka (1), stac¢i vzit otevieny kvadr K = I; x Iy x
coox Iy, kde I = (v — a,y' +a), y = (y4,92,...,y"), a a je libovolné &fslo splitujici podminku

0<a< ﬁ(r —d(z,y)). Skutecng, pro libovolné z € K, z = (z!,2%,...,2"), dostaneme

(S

d(w,2) < d(w,y) + d(y,2) = d(z,y) + (3 (' = #)°)
<d(z,y) + (naQ)% =d(z,y)+vn-a<r,

takze K C B(x,r). (poznamendvame, Ze v tomto vypoctu jsme

pouzili vztah pro délku b,, télesové tihlopticky n-rozmérné krychle, ktery méa v nasem piipadé
tvar b, = 2a - v/n.) Pro dukaz, ze je splnéna podminka (2), uvazujme otevieny kvadr K = I; X
Ip x -+ x I, kde I; = (a’,b%). Necht y € K, y = (y',%?,...,y"). Zvolime € > 0 tak, Ze ¢ <
min{min{|y’ — a‘|, |y* — b?|}}, kde i probihd 1,2,...,n. Pro bod z € B(y,¢), z = (z',2%,...,2"),
pak plati d(z,y) = (32(2' —4)?)/? < ¢, odkud |2* —y’| < € pro kazdé i a tedy y’ —e < 2 < y' 4.
Plati tedy 2¢ € I; pro kazdé i, t.j. B(y,e) C K, coz jsme chtéli dokazat.

5. Bud a € R" bod, a = (a',a?,...,a"), r > 0 &islo, p : R x R" — R funkce, definovand

vztahem .

plx,y) = ((:c2 fy2)2 + (503 fy3)2 + .4 (2" fy”)2)2 )

Mnozina C(a,r) = {x € R" | p(z,a) < r} se nazyva otevieny vdlec s osou o = {z € R" | 2 =
a’, 2 <i<n} a polomérem r.

(a) Ukazte, ze oteviené valce tvoii bazi topologie na R™. Srovnejte tuto topologii s pfirozenou
topologii. Je topologie, generovana otevienymi valci, Hausdorffova?

(b) Relace “ x ~ y tehdy a jen tehdy, kdyz x* = ¢ pro kazdé i = 2,3,...,n” je ekvivalence na
R"™. Uvazujeme-li R™ s topologii, generovanou otevienymi véalci, pak faktorovy prostor podle této
ekvivalence je homeomorfni s Euklidovym prostorem R"~!. Ukazte.
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Reseni. (a) Uzijeme Vétu 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Mnoziny C(a, r) ziejmé pokryvaji R". Méjme
dva oteviené vélce C; = C(ay,71), Co = C(aa,r2) s neprdzdnym prunikem a bod y € C; N Cy,
y=(y', 9% ...,y"). Oznaéme a}| = (a?,a3,...,a?}), ay = (a3,a3,...,a%), kde a; = (al,a?,...,a}),
az = (a3, a3,...,a%), By = B(a},r), By = B(d),12) (oteviené koule v R"~1). Evidentné 3’ =
(y2,93,...,y™) € BiNBy. Podle cv. 4 existuje oteviena koule B(y’, ) v R"~! takovd, ze B(y',¢) C
Bi N By. Ziejmé C(y,e) = {x € R" | (z2,23,...,2") € B(y,¢)} je otevieny valec v R" a plat{
C(y,e) C Cy N Cy. Ukdzali jsme tedy, ze oteviené vélce tvoii bazi topologie na R™.

Tato topologie je slabsi nez pfirozend topologie: ke kazdému otevienému vélci C(a,r) oteviend
koule B(a,r) lezi v C(a,r). Opak ovSem neplati, takze tyto topologie nejsou totozné.

Topologie, generovand otevienymi valci, neni Hausdorffova: body x1, x2, pro které z1 # xi a

2l = b proi=2,3,...,n, nelze oddélit otevienymi valci.
(b) T¥ida [z] bodu x = (z',2%,...,2") podle ekvivalence ~ je mnozina {y € R" | y? =
z2,...,y" = z"}. Pro libovolnou tifdu [z] € R"/~ klademe f([z]) = (2%,23,...,2"). Timto

vztahem je ziejmé korektné definovéna bijekce f : R"/~— R"~!. Ozna¢me 7 faktorovou projekci
R"™ na R"/~. Podle definice 7 a f plati f on(zt, 22,...,2") = (2%, 23,...,2"), takze f o7 je
spojité zobrazeni v Euklidove topologii na R”~! a v topologii, generované otevienymi vélci na R”
(Véta 2. (5) odst. 2.1 str. 18, cv. 4 (b)); zobrazeni f je tedy spojité vzhledem k faktorové topologii
(Véta 11. odst. 2.4 str. 21). Zobrazen{ f o 7 je ovéem oteviené (Véta 3. (a) odst. 2.1 str. 18).
nebot obraz otevieného vélce je oteviend koule. Pro libovolnou otevienou mnozinu U C R"/~ je
mnozina 71 (U) C R™ oteviend a ze surjektivity = vyplyva, ze f(U) = fon(r~1(U)) je oteviena
mnozina; zobrazeni f je tedy oteviené. Podle Véty 4. odst. 2.1 str. 19 je tedy f homeomorfismus.

6. Je Eukliduv topologicky prostor R™ separabilni?

Reseni. Ano. Uvazujme mnozinu Q" vsech uspofddanych n-tic raciondlnich éisel. Q" je
spocetnd mnozina a plati c1Q™ = R™: ziejmé libovolny otevieny interval I C R obsahuje ra-
cionalni ¢islo a libovolné oteviena mnozina U C R™ obsahuje element mnoziny Q™.

7. Ukazte, ze Eukliduv topologicky prostor R"™ je druhého typu spocetnosti.

Reseni. Analogicky jako v pifpadé n = 1 (pf. (3) odst. 1.8 str. 9) lze ukdzat, Ze systém viech
otevienych kouli B(x,r) C R™ takovych, ze x = (x!,2%,...,2™) probiha Q™ C R" a r probihd
¢isla 1/n, kde n € N, tvoii bdzi pfirozené topologie na R™. Spocetnost tohoto systému plyne ze
spocetnosti mnoziny N x Q7.

Spojita zobrazeni a homeomorfismy

8. Uvazujte Euklidiv prostor R? a jeho podmnoziny K = (—1,1) x (=1,1), B = {(z,y) €
R? | 22 + y? < 1} (otevieny ¢tverec a otevieny kruh) s indukovanou topologii. Zjistéte, zda jsou
homeomorfni (a) K a R?, (b) B a R?, (¢) K a B.

Reseni. (a) Zobrazeni f : K — R?, definované vztahem

_ x y
flz,y) = (\/1_$2, \/1y2>,

je homeomorfismus.
(b) Zobrazeni g : B — R?, definované vztahem

_ x Y
g(xvy)f \/17$2—y27 \/1—5@2—y2 9

je homeomorfismus.
(c) Z (a) a (b) vyplyva, ze zobrazeni g~

Lo f je homeomorfismus K a B.
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9. Ukazte, ze kruznice S' = {(z,y) € R? | 22 4+ y® = 1} je homeomorfn{ s okrajem ¢tverce
C={(r,y) eR? |22 =1,-1<y<1}U{(x,y) e R? | y* =1,—1 < x < 1} (v piirozené topologii
na R?).

Reseni. Necht m : R — R je funkce, definovand vztahem

m(z,y) = max(|z[, [y])-

Ukéazeme, 7e tato funkce je spojitd. Bud' (zo, o) € R? bod. Pfedpoklddejme nejdiive, ze zo # yo;
necht napf. |xg| > |yo|. Pak existuje okoli U bodu (xq, o) takové, Ze pro kazdé (z,y) € U plati
lz| > |y|, tj. UN Ar = 0, kde Ar C R? je diagondla. Na U tedy m(z,y) = |z|, takie m je
jako kompozice projekce (z,y) — x a absolutni hodnoty = — |z| funkce spojitd v bodé (zg,yo).
Necht nynf yo = x¢ a necht £ > 0 je libovolné. Necht (x,y) € R? je bod, pro ktery |z — z¢| < &,
ly — xo| < e. Plati-li |z] > |y, pak |m(z,y) — m(zo,x0)| = | |2] — |xo|| < |x — 20| < €, a plati-li
lz] < |y|, pak |m(z,y) —m(zo,z0)| = | |y| — |zo|| < |y — 0| < €; znamena to, ze funkce m je spojitd
v bodé (zg, zg). Celkové je tedy ukdzdno, ze m je spojitd funkce.

Rovnice m(z,y) = 1 je zfejmé rovnice okraje ¢tverce C, t.j. plati C = {(z,y) € R? | m(z,y) =
1}

Pro (z,y) € R?\{(0,0)} klademe
(@9 =~ (@)
PLY) = —/— 1 Y);
m(z,y)
dostévame spojité zobrazeni  : R?\{(0,0)} — R? (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36, pi. (3) odst. 3.7

str. 43). Zobrazeni ¢ m4 rovnice

z _ y
, §= -
m(x,y) m(x,y)

T =

Pro libovolny bod (z,y) € R*\{(0,0)} plat{ m(Z,y) = 1, jak se snadno pifesvédéime pifmym

vipoctem, takze (Z,7) € C a ¢(R?*\{(0,0)} C C. Zizenim oboru hodnot tedy dostdvdme spojité

zobrazeni ¢ : R?\{(0,0)} — C (Véta 3. (b) odst. 3.1 str. 32). Snadno lze ukdzat, ze toto zobrazen je

surjektivni. Bud (Z,%) € C libovolny bod; podle piedpokladu plat{ m(Z, ) = 1. Polozme z = Z/r,

y =g/r, kde r = (z% 4+ )2 Pro bod (z,y) € R*\{(0,0)} ihned dostaneme ¢(z,y) = (z, 7).
Nakonec pro (z,y) € R?\{(0,0)} polozme

1/)(x,y)< - 1> . l)'
(z*+9y*)2 (2 +47)2

Timto vztahem je definovdno zobrazeni v : R*\{(0,0)} — R2\{(0,0)}. Oznaéme stejnym sym-
bolem 1 ztZeni tohoto zobrazeni na mnozinu C C R?*\{(0,0)}. Pro kazdé (z,y) € C plati
po(Z,y) = (Z,7), jak jiz bylo ukdzéno vyse, takze

poy =ide

a 1) je Tez zobrazeni ¢ (odst. 3.5). Jelikoz tento Fez vznikd zizenim spojitého zobrazeni na to-
pologicky podprostor, je spojity (Véta 3. odst. 3.1 str. 32) a podle Véty 17. odst. 3.5 str. 41
¥ C — R2\{(0,0)} je vnofeni (odst. 3.5); ztizenim oboru hodnot tedy dostdvame homeomorfis-
mus ¢ : C — ¢(C).

Zbyva tedy provétit, ze 1(C) = S'; to oviem ihned vyplyva z definice zobrazenf 1.

10. Uvazujte jednotkovou kruznici S = {(z,y) € R? | 22 + y?> = 1} a interval [0,1) s Eu-
klidovou topologii. Je zobrazeni f : [0,1) — S!, definované vztahem f(t) = (cos2nt,sin2nt),
homeomorfismus?
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Reseni. Zobrazeni f je spojitd bijekce, inverzni zobrazeni f~' vsak neni spojité: interval
[0,1/4) C [0,1) je oteviend mnoZina, oviem jeho vzor (f~1)7'([0,7)) = f([0,%)) vzhledem
k zobrazeni f~! nenf oteviena mnozina v S'. Kdyby totiz existovala oteviena mnozina U C R?
tak, ze U N S' = f([0,1/4)), bod P = f(0) by byl jejim vnitinfim bodem a mnozina f([0, 1))
by obsahovala podmmozinu tvaru KNS!, kde K je otevieny obdélnik obsahujici bod P (viz obr. 1).

Obr. 1

f f10, )
/‘\ \

\P
0 + 1 /
s! _/

11. Ukaite, ze topologické prostory R2\{0}, S xR (s Euklidovou topologif) jsou homeomorfn.

Reseni. Ztotoznime-li pfirozenym zptisobem mnoziny R?\{0}, S* x R s podmnozinami
mnoziny R3, miizeme zkonstruovat jejich bijekci pomoc{ promitani z bodu P = (0,0, 1) (viz obr. 2).

Obr. 2

Kazdému (x,y) € R?\{0} ptifadime bod f(x,y) = (Z,7,2) € S! x (—o0, 1) pomoci rovnic

x _ Y o 1
, U= , 2=1—- ———F—ps.
(z2+y2)1/2 ($2+y2)1/2 ($2+y2)1/2

T =

Snadno lze ukdzat, ze f je homeomorfismus. Ovsem interval (—oo,1) je homeomorfni s R; je-li
g : (=00,1) — R homeomorfismus, pak idg: Xg je homeomorfismus S! x (—o00,1) na S* x R a
slozené zobrazen{ (idg: xg) o f je homeomorfismus R?\{0} na S* x R.
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12. Rozhodnéte, zda v nésledujicich piipadech (a) — (d) je obraz pfirozené topologie na R
vzhledem k zobrazeni f : R — R? totozny s topologii podprostoru Euklidova prostoru R? a zda f
je vnoreni:

(a) f(t) = (cos2mnt,sin 27t) (kruznice o poloméru 1 se stfedem v pocédtku),

(b) f(t) = (1,t) prot € (—00,0) a f(t) = (cos(2nt/(1 + t),sin(27t/(1 +t)) pro t € [0,00) (viz
obr. 3),

(c) f(t) = (a(t®> = 1)/(t> + 1),at(t? — 1)/(t* + 1)), kde a > 0 (strofoida, viz obr. 4),

(d) f(t) = (ay/7 fot cos(ms?/2) ds, a\/T fot sin(ms?/2)ds), kde a # 0 (klotoida, viz obr. 5).

Reseni. (a) Oznacme 71 (resp. 72) piirozenou topologii na R (resp. R?), fr; (resp. 7g1) obraz
topologie 71 vzhledem k zobrazen{ f (resp. pfirozenou topologii na S1).

Nejprve ukdzeme, ze fm D Tq1. Zobrazeni f je evidentné spojité. Oznacme f’ zobrazeni, vzni-
kajici ztizenim oboru hodnot zobrazeni f na kruznici S' a oznaéme ¢ : S — R? kanonické vlozent;
evidentné f = v o f’. Uvazujeme-li S' s topologii fr, zobrazeni f’ je zfejmé spojité. Podle Véty
11. odst. 2.4 str. 21 je tedy zobrazeni ¢ spojité. Podle definice je ovsem topologie 741 nejslabsi ze
vsech topologif na S, v nichz je zobrazeni ¢ spojité; plati tedy g1 C f7i.

Nyni ukdZzeme, ze fr1 C 791. Bud U € fr; libovolnd mnozina. Z definice findlni topologie a
ze surjektivnosti zobrazeni f’ plyne, ze U = f'(V') = f(V) pro jistou otevienou mnozinu V' C R.
Napisme V = |J I+ (sjednoceni pies t € V'), kde I; C V je otevieny interval obsahujici ¢. Evidentné
I = (1o f')~1(W;) pro jistou otevienou mnozinu W; C R2. Klademe W = [JW;. Pak W je
oteviend mnozina a f(V) = f(U(o f)7H(Wi) = f((te f)HUW:) = f(f/7 (1 W))) =
P (W), Ze surjektivity f/ tedy dostavéme f(V) = =2 (W) = W NS = U. U je tedy
element topologie 741, coz jsme chtéli dokazat.

(b) Stejné jako v piikladé (a) se ukdze, ze obraz f7 pfirozené topologie 7 na R vzhledem
k zobrazen{ f je silngjs{ nez indukovand piirozena topologie na f(R) C R2. Ukazeme, 7e tyto
topologie nejsou totozné. Z injektivnosti f vyplyva, ze mnozina f((—1,1/3)) C f(R) je oteviend
v topologii f7. Tuto mnozinu viak nelze ziskat jako prinik U N f(R), kde U C R? je oteviena
mnozina obsahujici bod (1,0) = f(0) (viz obr. 3).

f je spojité injektivni zobrazeni; z vyse uvedeného v8ak vyplyvé, ze f neni vnofeni.

(¢c) Zobrazeni f neni injektivni, nemuze tedy byt vnofenim. Analogicky jako v ptipadé (b) se
ukéze, 7ze obraz f1 piirozené topologie na R nesplyva s piirozenou topologif na f(R) C R2.

(d) Podobneé jako v (a) se ukéze, ze obraz pfirozené topologie vzhledem k zobrazeni f je totozny
s indukovanou topologii. Jelikoz f je injektivni, je vnofeni R do R2.

Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5

@ x
13. Spojité zobrazeni trividlniho topologického prostoru do Hausdorffova topologického pro-
storu je konstantni. Ukazte.

i
i

Reseni. Bud X trividlni topologicky prostor, Y Hausdorffuv topologicky prostor, f: X — Y
spojité zobrazeni. Predpoklddejme, ze existuji body z1, o € X takové, Ze pro body f(z1) = y1,
fx2) = ya plati y1 # yo2. Z oddélitelnosti topologického prostoru Y vyplyva, ze existuje okoli V
bodu y; takové, ze yo & V. Déle ze spojitosti f v bodé z1 vyplyva, ze existuje okoli U bodu z;
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tak, ze f(U) C V. Ovsem topologicky prostor X je trividlni, takze U = X, a tedy f(X) C V, t.j.
yo € V. Nemuze tedy platit y1 # yo.

14. Necht X je topologicky prostor a necht X = AUB, kde A, B C X jsou uzaviené mnoziny
takové, 7e ANB # (. Budte f: A — Y, g: B — Y spojité zobrazeni do topologického prostoru Y.
Plati-li f(x) = g(z) pro kazdé x € AN B, pak zobrazeni h : X — Y, definované vztahem h|s = f,
hlg = g, je spojité. Dokazte.

Reseni. Bud C C Y libovolnd uzaviend mnozina. Pro mnozinu h~!(C) dostidvame
hH(C)={ze X |h()eC}t={ze A f(x) e CtU{z € B|g(x) € C} = fTH(C)Ug " (O).
Ze spojitosti zobrazeni f vyplyva, ze mnozina f~!(C) je uzaviena v topologickém prostoru A.
S vyuzitim Véty 4. (a) odst. 3.1 str. 32 dostavame cly f~1(C) = f~1(C) = Ancl f~1C), takze
mnozina f~1(C) je jako prinik uzavienych mnozin uzaviend mnozina v X. h=1(C) je tedy uzaviend
mnozina a spojitost zobrazeni h vyplyva z Véty 2. odst. 2.1 str. 18.

15. Bud'te X, Y topologické prostory.

(a) Predpoklddejme, ze X, Y jsou homeomorfnia h : X — Y je jejich homeomorfismus. Pak pro
libovolny topologicky podprostor A C X zobrazeni g : A — g(A), definované vztahem g(x) = h(x),
je homeomorfismus.

(b) Pfedpoklddejme, ze existuje bod yg € Y takovy, ze pro zddné xz € X topologické prostory
X\{z}, Y\{yo} nejsou homeomorfni. Pak X, Y nejsou homeomorfni.

Dokazte.

Reseni. (a) g je bijekce a obé zobrazeni g, g~' jsou spojité podle Veéty 3. (a), (b) odst. 3.1
str. 32.

(b) Piedpokladejme, ze X, Y jsou homeomorfni a ozna¢me f : X — Y jejich homeomorfismus.
Polozme g = f~1(yo). Podle (a) topologické prostory X\{zo}, f(X\{z0}) = fF(X)\{f(z0)} =
Y'\{yo} jsou homeomorfni, coz je spor.

Soucin topologickych prostort

16. Bud'te X;, 1 < i < k, topologické prostory, 7; jejich topologie.
(a) Ukazte, ze systém mnozin [[U;, kde U; probihd 7, tvoif bdzi ngjaké topologie na soucinu
mnozin [ X;.
(b) Ukazte, zZe tato topologie splyva se souc¢inem topologii 7.

Reseni. (a) Aplikujeme Vétu 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Oznaéme 7 systém mnozin tvaru [[ U;,
kde U; € 7. Ziejmé [[ X; € 79. Déle uvazujme dvé mnoziny Uy X -+ - X Uy, V4 x -+ x Vj, € 79. Pro
jejich prunik dostdvame (Uy X -+ x Ug) N (V4 x -+ x Vi) = (U NVy) x -+ x (Up N V). OvSem
U; NV; € 1; pro kazdé i, takze tento prunik padne do 7. Systém mnozin 7¢ je tedy béze topologie.

(b) Oznaéme pr; i-tou projekci soucinu [] X;. Necht 7 je inicidlni topologie na sou¢inu mnozin
[1Xi, asociovand se systémem projekci {pr;}. Systém o mnozin tvaru pr; }(U;), kde U; € 7, je
systém generatoru topologie 7. Béze topologie 7 je pak tvofena vSemi koneénymi pruniky mnozin
systému o. Mnozina pri_l(Ui) mé tvar pri_l(UZ—) =Xy X - x X1 xU; X X1 X -+ X Xg. Odtud
je vidét, ze libovolny koneény prunik mmnozin ze systému o mé tvar Vi x Vo x --- x Vi, kde V; € 7;.
Béze topologie 7 je tedy totozna se systémem 7y z (a).

17. Bud'te X, Y topologické prostory, f : X xY — Z zobrazen{f sou¢inu X xY do topologického
prostoru Z. Reknéme, ze f je spojité v proménné x € X, jestlize pro kazdé y € Y zobrazeni
X 32— f(x,y) € Z je spojité. Analogicky fekneme, ze f je spojité v proménné y € Y, jestlize pro
kazdé x € X je zobrazeni Y > y — f(x,y) € Z spojité. Zobrazeni f, spojité v proménné z € X i
v proménné y € Y, se nazyva spojité v obou promeénngch.

(a) Ukazte, ze je-li f spojité, pak je spojité v obou proménnych.
(b) Udejte ptiklad zobrazeni, které je spojité v obou proménnych, ale nenf spojité.
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Reseni. (a) Bud f: X x Y — Z spojité zobrazeni, yo € Y bod. Zobrazeni g : X — Z,
definované vztahem g(z) = f(z,yo0), je kompozice spojitych zobrazeni X > x — (z,y0) € X X Y,
X XY 3 (z,y) — f(z,y) € Z a je tedy spojité (porov. Véta 7. odst. 3.2 str. 34). Odsud je jiz
vidét, ze f je spojité v obou proménnych.

(b) Uvedeme piiklad funkce f : R x R — R spojité v obou proménnych, kterd neni spojita.

Klademe
Ty

2 27 ($7 )#(070)5
fag) =@ty

0, (z,y) = (0,0).

Dale klademe g(z) = f(x,y0), h(y) = f(zo0,y), kde (x0,y0) € R x R je libovolny pevné zvoleny
bod. Pak
9(@) = s, h(y) = 2
%+ yg ’ zg + y2

pro kazdé x,y € R. Funkee g, h jsou tedy spojité a z libovolnosti bodu (xg, yo) vyplyvé, ze funkce
f je spojita v obou proménnych.

Funkce f ovSem neni spojitd v bodé (0,0). Kdyby totiz byla spojitd v bodeé (0,0), pak funkce
/" R — R, definovand vztahem f'(z) = f(z,z), by byla spojitd v bodé 0 (jako kompozice
spojitych zobrazeni R 3  — (z,2) € R x R a f); oviem f'(z) = 1/2 pro z # 0 a f(0) = 0, takze
f' neni spojitd v bodé = = 0.

18. Uvazujte topologické podprostory A, B C R? podle obr. 6.

Obr. 6

Rozhodnéte, zda existuje spojité zobrazeni f : A x [0,1] — R3, spliujici tyto podminky:

(1) f(z,0) = =.

(2) Prokazdét € [0,1] zobrazeni A 3 x — f(x,t) € f(Ax{t}) je homeomorfismus a f(Ax{1}) =
B.

Reseni. Spojité zobrazeni f s uvedenymi vlastnostmi (“spojitd deformace”) existuje; je to
ziejmé ze dvou nésledujicih feseni (L. Vesely, obr. 7; M. Turec, obr. 8, Pokroky matematiky, fyziky
a astronomie 33 (1988), 176):

Uloha 18 pochézi z mezindrodni matematické soutéze vysokoskolskych studentu ISTAM 87
v Bélehradeé.
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Obr. 7 Obr. 8
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Silny soucin topologickych prostort

Uvazujme systém topologickych prostoru (X,),er a sou¢in systému mnozin [[ X,. Snadno lze
ukdzat, ze systém o mnozin [[U,, kde pro kazdé ¢ je U, oteviend mnozina v X,, tvor{ bazi to-
pologie na [[ X, (Véta 8. (a) odst. 1.4 str. 6): tyto mnoziny pokryvaji mnozinu [[ X, a plati
(T1U0.) n(I1V.) = [1(U, nV,) pro libovolné podmnoziny U,, V, C X,, takze z podminky []U,,
IV, € o vyplyva [[(U, N'V,) € o. Topologie, generovand bézi o, se nazyvé silng soucin topo-
logii topologickych prostora X,. Mnozina [[ X, s touto topologii se nazyva silng soucin systému
topologickych prostoru (X,),e;r.

19. Bud (X,),es systém topologickych prostorii. Uvazujte soucin systému mnozin [] X, jako
soucin topologickych prostoru a jako silny souc¢in topologickych prostort.
(a) Srovnejte soucin a silny soucin topologif topologickych prostoru X,, ¢ € I. Kdy obé topologie
splynou? Kdy je silny soucin systému topologickych prostori Hausdorffuv topologicky prostor?
(b) Rozhodnéte, zda faktorova projekce pr,, : [[ X, — X, je zobrazen{ oteviené (resp. uzaviené,
resp. spojité), uvazujeme-li sou¢in mnozin [] X, se soucinem topologii topologickych prostoru X,
ev. se silnym souc¢inem topologii topologickych prostoru X,.

Reseni. (a) Podle definice inicidlni topologie soucin topologii topologickych prostoru X, je
generovan systémem generatorii tvaru pr; 1 (U,), kde U, probihd oteviené mnoziny v X,. Topologie
soucinu je tedy generovand bdzi, tvofenou mnozinami tvaru pr; *(U,;y N --- Npr; (U, ) (koneéné
pruniky), t.j. mnozinami [[V,, kde V, C X, je oteviend mnozina a V, = X, pro kazdé ¢ € I\J, kde
J C I je kone¢na podmnozina.

Kazky element baze soucinu topologii je tedy element béaze silného sou¢inu. Odtud vyplyva, ze
topologie soucinu je slabsi nez topologie silného soucinu. Déle je ziejmé, Ze tyto topologie splynou
tehdy a jen tehdy, kdyz systém topologickych prostoru (X,),cs je koneény. Silny souéin systému
topologickych prostoru (X,),er je Hausdorffuv topologicky prostor tehdy a jen tehdy, je-li kazdy
topologicky prostor X, Hausdorffuv. Skute¢né, jsou-li topologické prostory X, Hausdorffovy, pak
souc¢in [[ X, je Hausdorffuv (Véta 13. odst. 3.3 str. 38) a tehdy také silny soucin [] X, musi byt
Hausdorffuv. Obrdcené predpoklddejme, ze silny soucin [] X, je Hausdorffuv topologicky prostor.
Bud z € [[ X, libovolny element, 2 = (2,),er. Pro libovolné k € I a x € X,, klademe f,(x) =
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(y.).er, kde y, = z, pro ¢ # K a y,, = . Dostdvame zobrazeni f, : X,, — [[ X,, které je evidentné
spojité (Véta 2. (5) odst. 2.1 str. 18). Oddélitelnost X nynf vyplyva z injektivnosti f.

(b) Uvazujme [] X, jako souéin topologickych prostori. Pak x-projekce pr, : [[ X, — X, je
spojité oteviené zobrazeni (Véta 10. odst. 3.3 str. 36). pr, obecné neni uzaviené zobrazen{: napf.
obrazem uzaviené mnoziny {(z,y) € RxR | x-y = 1} vzhledem k projekci pry je mnozina R\{0},
kterd neni uzaviend (v pfirozené topologii).

Uvazujme [] X, jako silny souc¢in systému topologickych prostoru. Pak pr, je zfejmé spojité
zobrazeni, nebot topologie silného soucinu je silnéjsi nez topologie sou¢inu. Bud U = [] U, libovolny
element baze topologie. Pak pr, (U) = U,, takze pr,, je oteviené zobrazeni (Véta 3. (a) odst. 2.1 str.
18). Nakonec z toho, ze zobrazen{ pr,, nemusi byt uzaviené v topologii sou¢inu na [ X,, vyplyva,
ze nemusi byt uzaviené ani v topologii silného souc¢inu.

20. Zobrazeni f topologického prostoru Y do soué¢inu [] X, systému
topologickych prostortu (X,),cs je spojité tehdy a jen tehdy, kdyz kazdé jeho slozka je spojita
(Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Plati analogické tvrzeni pro silny sou¢in?

Reseni. Bud f : Y — []X, zobrazeni, kde [[ X, je silny soucin systému topologickych
prostoru (X,),ecs. Je-li f spojité, pak k-slozka f, = pr, of je spojitd, jelikoz k-projekce je spojitd
(cv. 19).

Necht kazd4 slozka f, je spojitd, necht U = JJU, je element béze topologie silného
sou¢inu. Pak pro kazdé xk je f.'(U,) C Y oteviend mnozina. OvSem mnozina f~1(U) =
YN e, Y U) = N f e M U) = N f7HU,) obecné nemusi byt oteviend mnozina. Ze spo-
jitosti slozek zobrazen{ f tedy jesté obecné nevyplyvé spojitost zobrazeni f (porov. cv. 21).

21. Oznaéme RN souéin systému mnozin (X, )nen, kde X,, = R pro kazdé n € N, a uvazujme
mnozinu redlnych éisel R s pfirozenou topologii. Pro kazdé t € R polozme f(t) = (t,t,t,...);
dostévame zobrazeni f : R — RN.

(a) Je f spojité v topologii sou¢inu na RN?
(b) Je f spojité v topologii silného soucinu na RN?

Reseni. (a) n-slozka zobrazeni f je zobrazeni f, : R — R, definované vztahem f,(t) = t, t.j.
fn =1dr a f, je spojité zobrazeni. Zobrazeni f je tedy spojité (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36).

(b) Ukdzeme, ze f neni spojité. Pro kazdé n € N polozme U,, = (—1/n,1/n) a déle polozme
U = [[Un; U je element baze topologie silného sou¢inu na mnoziné RN. Podobné jako ve cv. 20
dostavame f~1(U) = N f, 1 (U,) = NU, = {0}. U tedy nemé za vzor otevienou mnozinu a f
nemuze byt spojité.

Faktorové prostory

Vsude v dalsich ptikladech uvazujeme mnozinu redlnych ¢isel R, mnozinu R™ a podmnoziny
mnoziny R™ s Euklidovou topologii.

22. Ukazte, ze faktorovy prostor R/~ podle ekvivalence “s ~ t tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje celé ¢islo k tak, ze t = s+ 2wk” je homeomorfni s jednotkovou kruznici S* = {(z,y) €
R? | 2% + y? = 1} (“namotdme pifmku na kruznici”).

Reseni. Pro kazdé z € R/~, z = [t], klademe f(z) = (cost,sint), kde ¢ je libovolny reprezen-
tant ti{dy z. Dostdvdme zobrazen{ f : R/~— S!. f je evidentné bijekce. UkdZeme, Ze zobrazen{ f
je spojité a oteviené, odkud vyplyne, Ze je homeomorfismus (Véta 4. odst. 2.1 str. 19).

Oznaéme g : R — S! zobrazeni, definované vztahem g(t) = (cost,sint). g vznikd zizenim
oboru hodnot spojitého zobrazeni a je tedy spojité; g je evidentné oteviené zobrazeni (Véta 3. (a)
odst. 2.1 str. 18). Ozna¢me 7 : R — R/~ faktorovou projekci. Plati g = f o 7, takze zobrazeni
f musi byt spojité (Véta 11. odst. 2.4 str. 21). Déle pro libovolnou otevienou mnozinu U C R/~
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existuje oteviend mnozina V' C R takovd, ze U = 7(V). Piitom f(U) = fon(V) = g(V), coz je
oteviend mnozina. (Mozno pouzit téz Vétu 19. odst. 3.5 str. 42).

Vezmeme-li misto mnoziny R interval [0, 27] a postupujeme analogicky, dojdeme k faktorovému
prostoru [0, 27] /~, jehoz jedinou vicebodovou t¥idou je dvouprvkovd mnozina {0, 27}, a k homeo-
morfismu f : [0, 27] /~— S (“ztotoznéni” okrajovych bodt intervalu [0, 27]).

23. Bud B uzavieny jednotkovy kruh v R? se stiedem v pocatku, B = {(x,y) € R? | 22 +y? <
1}. Uvazujme rozklad mnoziny B, sestdavajici ze vSech jednobodovych mnozin {(x,y)} takovych,
7e 2 +y? < 1, a z mnoziny 0B = S! = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}. Oznaéme ~ ekvivalenci,
definovanou timto rozkladem. Ukazte, ze faktorovy prostor B/~ je homeomorfni s topologickym
prostorem S% = {(z,y,z) € R® | 22 +y? + 2% = 1}, t.j. s dvojrozmérnou sférou (okraj kruhu v R?
“stdhneme do bodu”, t.j. ztotoznime s bodem).
Reseni. Bodu (z,y) € B piifadime jeho poldrni soufadnice r, ¢ tak, aby platilo
x = r-cosp, y = rsing, 0 < r < 1,0 < ¢ < 27 a bod F(x,y) € S? vztahem
F(z,y) = (cosy - sinmr,sing - sinmr, —cos7r). Dostdvame zobrazeni F : B — S2 pro
které plati F(0,0) = (0,0,—1), F(0B) = (0,0,1), F(Sll/Q) = {(z,y,2) € S? | z = 0},
kde S! = {(z,y) € R? | 22 + y?> = r?} (porov. obr. 9). Hledany homeomorfismus ma tvar
B/~3 [(z,y)] — f([(z,y)]) = F(z,y) € S?. Zobrazeni f je ziejmé bijektivn{; jeho spojitost a
otevienost dostaneme ze vztahu F = fox, kde m : B — B/~ je faktorové projekce, analogicky
jako ve cv. 22.

Obr. 9
ZA
1 F(OB)
F
VRN s
X
%y
F(0)

24. Bud X = {(z,y) € R?| 0 < 2,y < 1} uzavieny jednotkovy ¢tverec v roviné R?. Ukazte,
ze nésledujici dva topologické prostory jsou homeomorfni:

1) faktorovy prostor X/~ podle ekvivalence “(z ~ (2',y"), jestlize (z = (2/,v") nebo

Yy P p Y Y ) ) Y Y

:C:()a z’:l,y:y”’,

2) podprostor C = {(z,y,2) e R® | 22+ y%2 =1, z € [0,1]} C R? (vdlec o poloméru 1 a vyice

(2) podp y y p ¥
1).

Reseni. Situace je znazornéna na obr. 10; faktorizace v tomto ptipadé znamena “slepeni”
levého a pravého okraje ¢tverce.
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Obr. 10
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Podobneé jako ve cv. 22 lze ukdzat, ze zobrazeni f : X /~— C, definované vztahem f([(z,y)]) =
(cos 2wz, sin 27z, y), je homeomorfismus.

25. (Mébiova pdska) Bud X = {(z,y) € R?> | 0 < z,y < 1} uzavieny jednotkovy étverec
v R2. Ukazte, ze ndsledujici dva topologické prostory jsou homeomorfni:
(1) faktorovy prostor X/~ podle ekvivalence “(z,y) ~ (2/,y'), jestlize (z,y) = (2/,y’) nebo
z=0,2=1,y=1—ynebox=1,2"=0,y =1—1y",
(2) topologicky podprostor M, ; Euklidova topologického prostoru R?, definovany v paramet-
rickém tvaru pomoci rovnic

z = (a — psin(p/2)) cos ¢,

y = (a — psin(p/2))singp,

> = peos(ip/2),
kde p € [-b,b], p € [0,27] a a,b € R jsou &isla takovd, ze 0 < b < a (Mobiova pdska o poloméru a
a §ifce 2b).

Reseni. Mnozina M, p, vznikd rotaci usecky kolem osy z po kruznici o poloméru a se stiedem
v pocCatku roviny xy; pritom pii otoceni o thel ¢ se piimka, ve které tsecka lezi, odkloni od osy z
o thel ¢/2 (viz obr. 11).

Obr. 11
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Vhodnéjsi parametrizaci mnoziny M, ; dostaneme, kdyz polozime

P
n=-.
a

Pak bude platit

x =a(l —nsin(p/2)) cos p,
(1) y =a(l—nsin(p/2))sine,
> = ancos(/2),
kde n € [-b/a,b/a], p € [0, 27].

Situace ze zadani prikladu je zndzornéna na obr. 12. Misto ¢tverce X 1ze uvazovat s nim homeo-
morfn{ obdénmik X’ = [—b/a,b/a] x [0, 27]. Faktorizace v uvazovaném piipadé znamend pfiblizen{
kratsich stran obdélnika X’ k sobé&, otocen{ jedné z nich kolem osy obdélnika o tihel 7 a posléze je-
jich “slepeni”. Ozna¢me F : X' — R3 zobrazeni, definované rovnicemi (1). UkdZzeme, Ze uvazovana
faktorizace obdélnika X’ je totozn4 s faktorizaci, asociovanou se zobrazenim F'.

Oznatme Zr ekvivalenci, asociovanou s F. Podle definice (1, ) Zr(n',¢') tehdy a jen tehdy,
kdyz

(1 —nsin(p/2)) cosp = (1 —n'sin(p'/2)) cos ¢’,
(2) (1 —nsin(p/2))sing = (1 —7'sin(¢’/2))sin g,
neos(p/2) = 1 cos(2)

Piedpoklddejme, ze mame ekvivalentn{ body (n,¢), (7',¢’) € X’. Umocnénim a sectenim
dostavdme z prvnich dvou podminek (2) vztah

(1 —nsin(p/2))* = (1 —1'sin(¢'/2))*.
Body (1, %), (', ¢’) tedy splituji alespon jednu z podminek

1 —nsin(p/2) =1 —n'sin(¢’'/2),
1 —nsin(p/2) = =1 + 71’ sin(y’/2).

Piedpoklddejme, ze je splnéna podminka (3). Pak nsin(¢/2) = n'sin(¢’/2). Spolu se tfeti z
podminek (2) to dava n? = 1’2, takze bud 7 = n’ nebo n = —7'.

Je-li splnéna podminka (3) a = 7/, pak tfet{ z podminek (2) ddvd bud n = ' = 0 nebo
cos(p/2) = cos(¢’/2). V prvnim piipadé systém (2) vede na podminky cos ¢ = cos ¢’, sin ¢ = sin ¢’;
druh4 z nich implikuje ¢, ¢’ € [0, 7] nebo ¢, ¢’ € (, 27] a v obou z téchto piipadu prvni podminka
dava ¢ = ¢'. Ve druhém piipadeé cos(¢/2) = cos(y¢’/2) ihned dostdvame ¢ = ¢’. Je-li tedy splnéna
podminka (3) a plati n = n/, pak nutné ¢ = ¢'.

Necht je splnéna podminka (3) a plati n = —n’ # 0. Pak tfet{ z podminek (2) davé cos(¢/2) =
—cos(¢'/2), coz je mozné jen kdyz ¢’ = 2w — ¢. Prvn{ dvé z podminek (2) pak dostdvaji tvar

sin(y/2) -cosp =0, sing=0.
Druhd z téchto podminek dava ¢ = 0,m,2m; feSeni ¢ = 0,27 vyhovuji také prvni podmince,
zatimco feSeni ¢ = 7 prvni podmince nevyhovuje. Pro n = —1' tedy ¢ = 0, ¢’ = 27 nebo ¢ = 2,

¢ = 0. Celkové tedy spliuji-li body (1, ¢), (1, ¢’) podminku (3) a plati n = —7/, pak

(5) (n,9) = (1,0), (1n',¢") = (=n,2m)

(6) (m, @) = (n,2m), (1',¢") = (=n,0).
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Piedpokladejme, ze body (1, ¢), (7', ¢’) spliuji podminku (4)

nsin(yp/2) +n'sin(¢’/2) = 2.

Pak musi platit n = ' =sin(¢/2) =sin(¢'/2) =1, t.j. b=a, p = ¢’ = watedy (n,¢) = (0, ¢') =
(1, 7).

Celkové dostdvdme, Ze jsou-li body (1,¢), (1',¢’) ekvivalentni, pak jsou bud totozné nebo
spliyji jednu z podminek (5), (6). Jediné netrividlni tiidy ekvivalence Z; jsou tedy dvouprvkové
tiidy tvaru {(n,0), (—n,27)} pro n € [—b/a,b/a]; znamend to oviem, ze ekvivalence Z s je totoznd
s ekvivalenci ~ (porov. obr. 12).

Obr. 12
n
b
a ’Q
- - -»(P
N [PI=[0]

Topologické prostory X'/~, M, jsou tedy v bijekci. Zbyvd dokdzat, ze jsou homeomorfni.
Uvazujme faktorovou projekci mp : X' — X'/ % ¢, kanonické vlozeni 1 : F(X') — R3 kde F(X') =
M, a kanonicky rozklad F' = ¢ o g o mp zobrazeni F'. Chceme ukdzat, Ze g je homeomorfismus.
Staéi proveérit, ze pro libovolnou otevienou mnozinu U C X' takovou, ze U = ng(WF(U)), je
mnozina F(U) C M, oteviend (v indukované topologii). (Véta 18. odst. 3.5 str. 41).

Méjme otevienou mnozinu U C X’ spliwujici podminku U = 7' (¢ (U)). U obsahuje s kazdym
bodem (7,0) (resp. (—n,27)) také bod (—n,27) (resp. (1,0)). Bud Q € F(U) libovolny bod,
Q = F(n,¢). Pak

{n,9)}, © # 0,2,
FHQ) = { {(n,0),(-n.2m)}, »=0,
{(77’277-))(_77)0)}’ p = 2m.

Piitom z podminky U = 7' (7r(U)) vyplyva F~HQ) C U : Q € 1gnp(U), takze F~1(Q) C
g W higrp(U) = 7' (np(U)) = U, pricemz jsme vyuzili injektivnost ¢ a bijektivnost g.

Necht ¢ # 0,27 a necht napt. n € (—b/a,b/a). Z toho, ze mnozina U je oteviena, vyplyva, ze
existuje otevieny interval I,, obsahujicin a otevieny interval I, obsahujici ¢ tak, ze I, x I, C U. Je
ziejmé, ze existuje otevieny kvadr K C R? obsahujici bod F(n, ¢) tak, ze KNF(X') C F(I,x1,) C
F(U) (obr. 13).
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n—T In ° m»(P) f

- TN \ S XT)

. 0=/ MO\ \— /

Je-li napi. n = b/a, misto I,, bereme zleva otevieny zprava uzavieny interval s pravym koncem
b/a.

Necht ¢ = 0 a necht pro urcitost n € (—b/a,b/a). Pak existuje otevieny interval I, obsahujic
nace > 0 tak, ze I, x [0,e) C U. Zdroveii existuje otevieny interval I obsahujici bod —n
a e > 0 tak, ze I} x (2m —€',27] C U, t.j. celkové (I, x [0,¢)) U (I x (2m — ¢&',27]) C U.
Opét tedy existuje otevieny kvadr K C R? obsahujici bod F(n,0) = F(—n,2r) tak, ze
KNF(X'") C F((I, x[0,e)) U (I x (2m — &', 27])) C F(U) (obr. 14).

Obr. 13

Obr. 14
T-0 VU X10)
Iﬁ S
N F(n.2m)
nt |h
S UIX (2m-g:2m])
g e 2 '

Zbyvajici pripady se vySetii stejné.

Ke kazdému Q € F(U) tedy existuje otevieny kvadr K C R? obsahujici Q tak, ze KN F(X') C
F(U) amnozina F(U) C F(X') = M, je oteviend v indukované topologii, coz jsme chtéli dokdzat.
Podle Véty 18. odst. 3.5 str. 41 to ovéem znamend, ze zobrazeni g : X' /~— M, ; je homeomorfis-
mus.

Poznamendvame, ze z rovnic (1) lze vyloucit parametry 7, ¢. Pfedpoklddejme nejdiive, ze y # 0.
Pak 2% + % > 0 a z prvnich dvou rovnic snadno dostaneme vztahy

2 2

T . Y . 2xy
7 cos?p=———=, sin®p= 53, sin2p=——o—.
() 2 x2+y2 2 x2+y2 P $2+y2
Uzitim vSech t¥{ rovnic (1) pak dostaneme
(8) 77:(1—Ecosgo—gsintp)sing—l—fcosg.
a a 2 a 2

Vztahy (7), (8) umozni vylou¢it parametry ze t¥et{ z rovnic (1). Piimym vypoctem dostdvame
rovnici
(9) y? +22y° + (CE2+22 faQ)y+2zz(z—a) =0.



3.7. P¥iklady 63

Snadno lze ovsem ukdzat, ze bod (x,0, z), ktery mé vyjadieni ve tvaru (1), také splituje rovnici
(9). Mébiova péska M, tedy lezi na plose o rovnici (9).

26. (Toroid) Bud X = {(z,y) € R? | 0 < x,y < 1} uzavieny jednotkovy ¢tverec v R2. Ukazte,
ze nasledujici tii topologické prostory jsou homeomorfni:
(1) faktorovy prostor X/~ podle ekvivalence “(z,y) ~ (2/,y'), jestlize (z,y) = (2’,y’) nebo
z=0,2=1,y=y neboy=0,9y =1,z =2,
(2) topologicky podprostor T2 Euklidova topologického prostoru R?, definovany v paramet-
rickém tvaru pomoci rovnic

x = (24 cosp) cos,
O y=(@+cosg)sing,
z = sinp,

kde @, ¥ € [0, 2] (toroid s hlavni kruznici v roviné zy o poloméru 2 a s vedlejsi kruznici o poloméru

1),
(3) soucin St x S, kde S! je jednotkova kruznice.

Reseni. Mnozina T2 vznika rotaci kruznice o rovnici (z — 2)% + 22 = 1, y = 0, kolem osy z;
stfed této kruznice se pfitom pohybuje v roviné xy po kruznici 22 + y? = 4 (viz obr. 15).

Obr. 15
é
x2+y2=4
=0____)____

/” N —- , ~\\‘ y
I\ v ’1 Z) 152
\~‘~__ _ul‘V ‘\4} _’)_)’—"
2, ®
3, Fo

7 Ay
X =
(x-2)+z=1

Situace ze zadani piikladu je zndzornéna na obr. 16. Faktorizace zde znamena “slepeni” levého
a pravého okraje a zaroven horniho a dolniho okraje ¢tverce X.

Obr. 16

1O
b [Tl D

Misto étverce X lze uvazovat s nfm homeomorfni étverec X’ = [0, 2n] x [0, 27]. Oznaé¢me F :
) )
X' — R? zobrazeni, definované rovnicemi (1). Déle oznacme Zp ekvivalenci, asociovanou s F.
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Podle definice (¢,v) ZFr (¢',1¢') tehdy a jen tehdy, kdyz
(2 + cosp) costp = (2 + cos¢’) cos ¢,
(2 + cos ) siny = (2 + cos ¢') sinv)’,
sinp = siny’.

Piedpoklddejme, ze méme ekvivalentni body (i, ), (¢’,¢’) € X'. Podobné jako ve cv. 25 dosta-

(o, 0) =(0,9),  (¢,¢) = (2m ),
(p,0) = (2m,v), (¢, ¢') =(0,v),
(%1/)) = (90’0)7 (50/7"/)/) = (50727(),
(%W = ((P; 277)’ ((plaw/) = (@’O)a
(‘Pa"/’) = (an)’ (@'awl) = (271’,27‘(‘),
(‘Pa"/’) = (27Ta0)’ (@'aw') = (0’277');
(%1/)) = (Oa 2”)7 (50/7"/)/) = (27T,0),
(p,9) = (2m,27), (¢',4') = (0,0).

(jedno fesen{ na kazdém rédku). Ekvivalence Zr tedy definuje rozklad mnoziny X’ na tyto t¥idy:
{(e, )}, {0,9)},2m,¥)}, {(9,0), (¢, 2m)}, {(0,0),(27,0),(0,27), (27, 27)}. Tento rozklad je

znézornén na obr. 17.

Obr. 17

v n2m)
(0,2m) g

(0,0) (2m,0)

Analogicky jako ve cv. 25 ukdzeme, 7e T2 je homeomorfni s X'/ % r. Mé&jme otevienou mnozinu
U C X’ splaujici podminku U = W;l(ﬂF(U)), kde mp : X' — X'/ ZF je faktorové projekce. Bud
Q € F(U) libovolny bod, @ = F(p, ). Pak

{(p, )}, @, #0, 2m,
1 B {(¢,0), (¢, 2m)}, w#0, 2,
Q= {( b £0, 2m,

S o
£
5

o=
It

), (0,27), (2m,2m)}

a F71(Q) C U. Podobné jako ve cv. 25 se ukédze, Ze mnozina F(U) je oteviend v indukované
topologii na T?2. Z Véty 18. odst. 3.5 str. 41 nyni dostaneme, 7ze zobrazenf g : X'/ Zr — T2,
definované kanonickym rozkladem F = 1o go g, kde ¢ : T? — R? je kanonické vlozeni, je
homeomorfismus.

Ukézeme, 7ze T2 je homeomorfni se soué¢inem S* x St. Bylo jiz ukazano, ze T? je homeomorfni
s X'/ Zr. Podle cv. 22 je ddle S' homeomorfni s faktorovym prostorem [0,27]/~, kde ~ je
ekvivalence, jejiz jedinou viceprvkovou t¥idou je dvouprvkovd mnozina {0, 27}. Staci tedy ukdzat,
ze jsou homeomorfni prostory Y = [0, 27/~ x[0, 27|/~ a X'/ ZF.

Faktorovy prostor [0,27]/ ~ obsahuje tiidy [¢] = {¢}, [0] = [2n] = {0,27}; soucin
Y = [0,27]/ ~ x][0,27]/ ~ tedy obsahuje uspotrddané dvojice ({®},{v}), ({¥},{0,27}),
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({0,27},{¢}), ({0,27},{0,27}). Pro tiidy [p], [¢] Klademe A([g],[¥]) = [(¢,¢)], kde
[(¢,v)] je tiida prvku (p,¢) v X'/ % r. Snadno lze provérit, ze vznika (korektné definované) zob-
razeni h: Y — X'/ #p. Oznacme 7 : [0, 27] — [0, 27| /~ faktorovou projekci. Pak ho (7 x 1) = 7p,

t.j. diagram
r></ \

y——x1,

komutuje. h je bijekce a z otevienosti 7 x T a mr vyplyvéa otevienost h a h~1. To oviem znamend,
ze h je homeomorfismus.

Poznamendvéme, Ze parametrické rovnice toroidu (1) lze upravit na ekvivalentni neparametric-
kou rovnici toroidu

2) (2% + % + 2% +3)° = 16(2> + o).

27. Necht 0 < b < a a uvazujme Mobiovu pasku M, , C R? o rovnicich

z=a(l—mnsin(¢/2))cosy, (1a)
y = a (1 —nsin(p/2))sin, (1b)
z = ancos(p/2), (1e)

kde (7, p) probihd uzavieny obdélnik X = [—b/a,b/a] x [0,27]. Oznaéme F : X — R? zobrazen,
definované rovnicemi (la) — (1c).

(a) Oznaéme U = [-b/a,b/a] x (0,27), Uy = [-b/a,b/a] x [0,7), Uy = [=b/a,b/a] x (m,2x],
V= (U) Vi = F(Uy), Vo = F(Us). Ukazte, ze zobrazeni Fly : U — V| Fl|y, : Uy — Vi,
Fly, : Uy — V4 jsou homeomorfismy v indukovanych topologiich.

(b) Naleznéte spojité fezy s : V — X, s1: Vi — X, s9: Vo — X zobrazeni F.

(c) Ukazte, ze nelze najit oteviené pokryti (V,),er topologického prostoru M, ; takové, ze pro
kazdé ¢ € I existuje spojity fez s, : V, — X zobrazeni F.

(d) Pomoci homeomorfismu F|y, F|y,, F|u, zkonstruovanych v (a) ukazte, ze zobrazeni g :
X/ Zr — Mg, definované kanonickym rozkladem F' = vo gomp zobrazeni F', je homeomorfismus.

Reseni. (a) Bud (n,¢) € X libovolny bod, F(n, ) = (x,y,2). Z piedpokladu 0 < b < a
vyplyvd b/a < 1 a tedy

(2) 1 —mnsin(e/2) >0

Z (1a) a (1b) tak dostaneme

22+ 9% >0,
a(l—=mnsin(p/2)) = vVa* +y?,
x ) Y
CoOsSp=——, sinp=—F"-—.
/.’L'2 +y2 /.’L'2 +y2
UvaZujeme zobrazeni F|y : U — V. Z definice Mébiovy péasky vyplyvd, ze V. = M, N

(R3A\{(z',y,2') € R® | 2’ > 0,y = 0}, takze V. C M, je oteviend mnoZina v pfirozené to-
pologii na M, ;. Déle sin(yp/2) > 0, jelikoz ¢ € (0, 27). Plati tedy podle (5)

© s = g e o
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Z rovnic (1a) a (1b) jiz nyn{ snadno dostaneme vztah
Vi a0 AP
n=—————
(7) o J_ x
/12 + y2
Daéle dostdvame

sin ¢ 1
2sin(p/2) \/_\/x2+y R
/x2+y2

cos(p/2) =

odkud

(p = 2arccos Y

(8) Vo2 1o — %
2 + 92, /1 \/m

Zobrazeni F je spojité a tedy zuzen{ F'|y je také spojité. Vztahy (7) a (8) ukazuji, ze F|y : U —
V je bijekce. Ukdzeme, ze zobrazeni (F|y)~! je spojité. Polozme G = (1, ), kde 1, ¢ uvazujeme
jako funkce na mnoziné R3\{(2/,v’,2") € R? | 2’ > 0,y’ = 0}, definované pomoci (7), (8). Jelikoz
slozky zobrazeni G jsou spojité, samotné zobrazeni G je také spojité. Oviem G|y = (F|v)~ 1,
takze (F|yv)~! je spojité zobrazeni, coz jsme chtéli dokdzat. Tim je jiz dokdzdno, Ze zobrazeni
Fly : U — V je homeomorfismus.

Podobné pro libovolny bod (n, ¢) € Uy a jeho obraz F(n, ¢) = (x,y, z) plati, jelikoz cos(¢/2) >

1
(9) cos(p/2) =\ ——— + COS@
x2—|—y

Z (1c) pak dostaneme

V2 =

0,

Zaroven ziejmeé

11 (Y = arccos ————.

Polozime-li G1 = (n,¢), kde 1, ¢ uvazujeme jako funkce na oteviené mnoziné R3*\{(z',y/,2') €
R3 | 2/ < 0,y = 0}, definované rovnicemi (9), (10), podobné jako vyse snadno vyvodime, Ze
Gily, = (Fl|y,)~ ! a ze Fly, je homeomorfismus v indukovan‘ych topologiich.

Pro libovolny bod (1, ¢) € Us a jeho obraz F(n, ¢) = (z,y, z) plati, jelikoz cos(p/2) <

1
(12)  cos(¢/2) = =\ —F— +COW
:L'2 + y?

Z (1c) dostaneme

n=-

=%
N

(13) 1+
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Zaroven ziejmeé

X

Polozime G = (1, p) a uvazujeme 1), ¢ jako funkce na oteviené mnoziné R*\{(2/,y',2’) € R® | 2/ <
0,y" = 0}, definované rovnicemi (13), (14). Z definice zobrazen{ Ga vyplyvd, ze Ga|v, = (F|u,) ™ ?,
a nynf uz snadno nahlédneme, ze F|y, je homeomorfismus v indukovanych topologiich.

(b) Klademe s = (Fly)~ !, s1 = (Flp,)™", s2 = (Fly,)™ " Rez s je definovan na oteviené
mnoziné, definié¢ni obory fezu s1, s2 nejsou oteviené mnoziny.

(14) @ = 2T — arccos

(c) Staci dokézat, ze existuje bod Q € M, p s vlastnosti, ze libovolny fez zobrazeni F', definovany
na okoli @, je nespojity. Necht Q = F(n,0) = F(—n,27), necht W je okoli bodu @ v piirozené
topologii na M, ; a necht s : W — X je fez. Pak s (U;) = {P e W | s(P) e U1} =WnW
jelikoz F(s(P)) = P. Mnozina W NV} zfejmé neni oteviend v piirozené topologii na M, (viz
obr. 18).

Obr. 18

2| @

¢ (-1n,2m)

(d) K dukazu, ze zobrazeni g : X/ %Z; — M, je homeomorfismus, pouzijeme Vétu 18. odst. 3.5
str. 41. Bud W C X F-nasycend oteviena mnozina. Chceme ukézat, ze mnozina F(W) C M, je
oteviend v prirozené topologii. K tomu staci vyjadrit F(W) jako sjednoceni otevienych mnozin.

Uvazujme mnoziny U, Uy, Us, zavedené vyse. Tyto mnoziny jsou schematicky znédzornény na

obr. 19.

Obr. 19

Zni (0}

Mnozinu W lze vyjadrit ve tvaru W = (UNW)U (U NnW)U (U2 NW). Oviem Fly : U =V
je homeomorfismus na otevienou mnozinu V' C M, . Jelikoz F(W) = F(UNW)U F(U, NnW)U
F(U; N W) a mnozina F(U NW) je oteviend, staci dokdzat, ze mnozina F(U; NW)U F(U;NW)
je oteviena.

Mnozina V4 U Vo = My \{(2',y/,2") € Myp | ' < 0,y = 0} je zfejmé oteviend. Z toho, ze
Fly, : Uy = V1, Fly, : Us — V4 jsou homeomorfismy, tedy vyplyvd, ze mnoziny F(U; N W) C Vi,
F(UaNW) C Vs jsou oteviené v topologickych podprostorech M, ; a tedy existuji oteviené mnoziny
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Vi, Vo C V1 UVa C M, tak, ze plati

(15) FUNW)=WinV, FUnNW)=VanV,.
Pro mnoziny Vi, V plati

(16) VinVe C (VinVi) U (VanVa).

Skutecné, necht Q € Vi NVa. Jelikoz Vi NVy C ViUV, bud Q € Vi, t.j. Q e VinVanVi C ViNW,
nebo Q € Vo, t.j. Qe ViNnVeanNVo C VoNVa.
Napisme nyni Vi, V5 ve tvaru

(17) Vi=(VnW)uWinh), V= (VnV)u(inl).

Pak _ _ _
FUNWYUFUanNW)=(WinV)u(Vany) = (V1N

(18) UWVen)uWint)={VnvinV)u(Vinlanh)
uvVniant)u(VinVanVa)u (Vins).
Z F-nasycenosti mnoziny W oviem vyplyvé, ze Vi N Vo N V) = Vi N Vo N Vs, Plati tedy
(19) VinVanVi=vVinVanVa c VinVs
a z (18) dostdvame
(20) FUNW)UFUsNW)=(VnVinV)u(Vnlant)u(Vina).

Mnoziny V NVi, V N V4, jsou ovSsem homeomorfni obrazy otevienych mnozin vzhledem k homeo-
morfismu F'|yy. Na pravé strané (20) tedy dostdvame sjednoceni otevienych mnozin, coz jsme chtéli
ukéazat.

28. Necht 0 < b < a. Kleinovou lahvi o poloméru hlavni kruZnice a a poloméru vedlejsf
kruznice b rozumime topologicky podprostor K, ;, C R*, definovany v parametrickém tvaru pomoci
rovnic

b

T=a (1 — —sin) sin E) cos @, (1a)
a 2
b\

y=a|l— —sinysin = |siny, (1b)
a 2

— b i
z = bsin cos 5 (1c)
w = bcos, (1d)
kde ¢ € [—m, 7], ¢ € [0, 27].
Oznaéme X = [—, 7] x [0,27] a necht F : X — R* je zobrazeni, definované rovnicemi (1a)

— (1d). Necht ¢ : K, — R? je kanonické vlozeni, np : X — X/%r, kde Zr je ekvivalence,
asociovand s F, faktorové projekce. Necht g : X/ Zr — K, je zobrazeni, definované kanonickym
rozkladem F = 1o g o wp zobrazeni F.

(a) Ukazte, ze ekvivalence Z r je totoznd s ekvivalenci “(1, ) ~ (¢', ¢'), jestlize (¢, ) = (', ¢’)
nebo ¢ =0, ¢ =27, ' = —1p nebo p = 2w, ¢’ =0, ' = —¢p nebo Y =m, Y = —7, ¢ = ¢ nebo
Yp=-—m=m ="

(b) Ukazte, ze g je homeomorfismus.

Reseni. (a) Urcime tifdy ekvivalence Z . K tomu uréime viechny body (v, ¢), (¢/,¢') € X
takové, ze (v, ) # (W', ¢') a F(¢,p) = F(¢',¢"). VSimnéme si, ze z definice F' ihned vyplyvaji
rovnosti.

(2) F(—ﬂ',(p) = F(ﬂ.a 90)’ F(wvo) = F(_wa 271'),
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kde ¢ € [—m, 7] a ¢ € [0, 27] jsou libovoln4 éisla. V dalsim ukézeme, ze rovnosti (2) charakterizuji
v8echny tiridy ekvivalence &£ p; tim bude ovSem provéfeno, ze ekvivalence Zr a ~ na X jsou
totozné.

Vysetfime podminky

b b !
1 — —sinsin #) cos p={1— ~siney’sin # ) cos @, (3a)

a 2 a 2

/
1-— b sin 1) sin 2 sin p=(1- b sin ¢’ sin ? ) sin o, (3b)

a 2 a 2

/

sin 1) cos g = sin 1)’ cos %, (3c)
cosy) = cos . (3d)

Bud (¢,¢) € X pevné zvoleny bod. Zajimaji nds feseni (¢, ) systému (3a) — (3d) riznd od
(1, ).

Rovnice (3d) m4 na intervalu [—, 7] dvé feSeni: 1. ¢' = 1), 2. ¢/ = —1). Ve druhém piipadé lze
predpoklddat, ze ¥ # 0.

1. Necht ¢ = 9’. Predpokldddme-li navic, Ze siny # 0, z (3c) ihned dostaneme ¢ = ¢'. Pro
siny # 0 tedy neexistuje reseni rizné od (¢, ¢).

Piedpoklddejme, ze siny = 0. Pak je podminka (3c) splnéna a podminky (3a), (3b) dostavaji
tvar

(4) cosp =cosy’, sinp =siny’.

Plati-li sin # 0, t.j. ¢ # 0,7, 27, pak ¢, ¢’ € (0,7) nebo ¢, ¢’ € (7, 27) a podminka cos ¢ = cos ¢’
ihned davé ¢ = ¢’; v tomto pripadé tedy také neexistuje feseni ruzné od (¢, ). Uvazujme zbyvajici
piipad sinp = sin¢’ = 0. Tyto podminky jsou splnény tehdy a jen tehdy, kdyz o, ¢’ = 0,7, 2.
Podminka cos¢ = cos ¢’ vede na tato Feseni: p = 0, ¢’ =0 (cosp = cos¢’ = 1), p =0, ¢ =27
(cosp =cosg' =1), o =m, ¢ =m (cosgp =cos¢’ = —1), ¢ =2m, ¢ =0 (cosp = cosp’ = 1),
©=2m, ¢ =27 (cosp = cos¢’ = 1). Dostdvame tedy tato netrividlni Feseni:

("/)7 90) = (Oa 0)7 ("/)/7 90/) = (Oa 27T),
("/)7 90) = (Oa 2”)7 ("/)/7 90/) = (Oa 0)7
(5) (wv (P) = (_ﬂ-’ O)a (w/a (pl) = (_ﬂ-’ 27T)a
(wv (P) = (_ﬂ-’ 27T)a (w/a (pl) = (_ﬂ-’ O)a
(¥, ¢) = (m,0), (@', ¢") = (m,2m),
("/)7 @) = (7Ta 2”)7 ("/)/7 90/) = (7Ta 0)

(na kazdém fadku jedno Feseni).

2. Necht ¢ = —, 1 # 0. Dostavame tyto dvé moznosti: ¢ = 7, —m a ¢ # 7, —.

Nechtf ¢ = 7,—m. V tomto piipadé je podminka (3c) splnéna a podminky (3a), (3b) se
redukuji na podminky (4). Podobné jako vyse dostdvédme tato Teseni: (p,¢’) = (¢, ¢),(0,0),
(0,27), (m,m), (2m,0), (27, 27). Vynechdnim opakujicich se feseni tedy dostdvame tato netrividlng
fesenf:

(wa p) = (7Ta 90)’ (w/a (pl) = (_ﬂ-’ ®),
(1, p) = (m,0), (W', ¢") = (—m,2m),

(6) (1/)7 90) = (7'(', 271'), (1/)/7 90/) = (771-7 0 )
(1/}7 90) = (771-7 90)5 (1/)/7 90/) = (7T, 50)7
(w’ p) = (_ﬂ-’ 0), (w/a (pl) = (77-’ 27T)a
(w’ p) = (_ﬂ-’ 2m), (w/a (pl) = (7'(', 0)

(na kazdém fadku jedno feseni).
Nechf @ # —m,0,m. V tomto pifpadé (3c) dava vztah cos(p/2) = —cos(¢’'/2) odkud (na

intervalu [0, 27]) ¢’ = 27 — ¢. Vztahy (3a), (3b) se pak redukuji na podminky

(7) smng sinp = 0.



(10)
(11)

(12)
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Tyto podminky lze splnit jen pro ¢ = 0, 2w. Dostavame tedy dvé netrividlng feSeni

(1/%90) = (wvo)a (WNPI) (_1/];277)5
(1/}550) = (w72ﬂ-)5 (1/)/790/) (71/}50)
Ziskand netrividlni FeSeni systému rovnic (3a) — (3d) jsou zndzornéna na obr. 20; zadnd dalsi

netrividlni feSeni neexistuji. Obr. 20 tedy zndzornuje tiidy ekvivalence &, asociované se zob-
razenim F'. Pfimym porovndnim snadno nahlédneme, Ze tato ekvivalence je totoznd s ekvivalenci ~.

(8)

Obr. 20

a-<

S

_Tc o

(b) Provétime, Ze jsou splnény predpoklady Veéty 18. odst. 3.5 str. 41. Bud W C X F-nasycend
mnozina. Ukdzeme, ze mnozina F(W) C K, je oteviend v pfirozené topologii na K, ;. K tomu
staci vyjadrit F'(W) jako sjednoceni otevienych mnoZzin.

Bud (¢, ¢) € X libovolny bod, F (¢, ¢) = (z,y, 2, w). Z pfedpokladu 0 < b < a vyplyvd b/a < 1
a tedy

b
(9) 1— Zsingsin 2 > 0.
a 2
Odtud z (1a) a (1b) dostdvame
22+ 9% >0,
b
a (1 — —sinwsing) =2+ 92,
a
x ) Y
cos @ = sinp =

/x2+y2’

Polozme U = (—m,m) x (0,27), V = F(U). Ukdzeme, ze V C K, je oteviend mnozina a
Fly : U — V je homeomorfismus.

Uvazujme rovnice (1a) — (1d). Je zfejmé, ze mnozina {(¢,p) € X | F(¢,¢) € V} je totozna s
mnozinou bodu (¢, ¢) € X, spliujicich alespon jednu z téchto podminek: a) ¢ = —mw, 7, b) ¢ =0,

c) ¢ =2m.
Pro ¢p = —m, 7 (podminka a)) se rovnice (1a) — (1d) redukuji na rovnice
(13) r=acosy, y=asinp, z=0, w=-b.
Oznatme

(14) Zi={(2",y, 2, w') e R | 2/ =0, w = —b}.

Body (%, ¢), spliujici podminku a), se zobrazenim F' zobraz{ do mnoziny Z;.
Pro ¢ =0 (podminka b)) dostévaji (1a) — (1d) tvar

(15) z=a, y=0, z=bsiny, w=>bcosiy.

Oznac¢me
(16) Zy={(z/,y/, 2 W) R} |2/ =a,y =0}
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Body (%, ¢), spliiujici podminku b), se zobrazenim F' zobraz{ do mnoziny Z.
Pro ¢ = 27 (podminka c)) dostévaji rovnice (1a) — (1d) tvar

(17) r=a, y=0, z=-bsiny, w=bcosiy.

Oznac¢me

(18) Zgi{($/7y/7zl7w/)€R4 |$/:a,y/:0}.
Body (1, ¢), spliujici podminku c), se zobrazenim F zobraz{ do mnoziny Z3. Zfejmé Z3 = Z5 a
(19) V=K, N(RN\(Z1UZ:UZ3)) = Kopn (RN\Z1) N (RN Z2)

takze V je oteviend mnozina v pfirozené topologii na K, .

Ukédzeme nyni, ze F|y : U — V je homeomorfismus. Vyse bylo ukdzdno, ze F|y je bijekce. Staci
tedy dokazat, ze zobrazeni (F|y)~! je spojité.

Bud (¢,¢) € U libovolny bod. Plati siny) = 2sin(¢)/2)cos(¢p/2). Piitom na (—m,7) je
cos(1/2) > 0, takze podle (1d)

(20) cos%zy/w \}_ 1+—

Jelikoz ¢ € (0,2) a sin(p/2) > 0, podminka (11) déle dava

a — /-T2+y2

@) siny= bsin(p/2)

Pfitom podle (12)

(22) sm ¥ 1 —cos L—cosp 1 B
2 \/_ z2 +y?

Odtud
_ /2 2
sin) = a Y

(23 DT

Z (20) a (23) jiz ihned dostaneme

a — /-T2+y2

X w

b1 —2 _ J1+¥
\/ \/$2+y2\/

Jelikoz na (0, 27) plati sin(p/2) > 0, podobné dostaneme z (12) a (16)

1) = 2 arcsin

(24)

p = 2arccos Y

(25) \/51/1'2 +y2 1— L
,/:CQ +y2

Pro bod (z,y, z,w) = F(¢, ), kde (¢, @) € U, tedy plati vztahy (24), (25).
Uvazujme nyni ¢ a ¢ jako funkce bodu (z,y, z, w), definované vztahy (24), (25), a polozme
= (1, ). Dostdvdme zobrazeni G z R* do R?, jehoz definiéni obor je tvofen body (z,v, z, w),
splitujicimi podminky
x

1 ——
(26) Nz

w
>0, 1+ >0
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Do definiéniho oboru tedy nepatii body, spliujici podminku y = 0, a body, pro které w < —b.
Defini¢éni obor G je tedy oteviend mnozina

(27) RN\ ({(#,y, 2 w)) R |y =0} U{(z',y/, 2 u') € RY |w' = —b}) |
Defini¢éni obor G zfejmé obsahuje mnozinu V = F(U) a z konstrukce G vyplyva, ze
(28) Gly = (Flv)™

Zobrazeni (F|y)~! vznikd tedy ztzenim spojitého zobrazeni G na otevienou mnozinu V a musf
byt spojité (v piirozené topologii na Ky p).

Polozme Uy = (0,7] x (0,27), Vi = F(Uy). Ukédzeme, ze F|y, : Uy — Vi je homeomorfismus
v topologiich podprostort na Uy a V.

Necht (¢, ) € Uy je libovolny bod, (x,y, 2, w) = F(1, ). Jelikoz ¢ € (0, ], plati sin(¢/2) > 0
a tedy

(29) cos v siny

2 2sin(y/2)
Pfitom podle (1d)

U /1fcos¢7i [, w
(30) Slng— Tiﬁ 1 b

Déle sin(¢/2) > 0 a ze vztahu (11) dostaneme

iy G VEE 2 o A
(31) © bsin(p/2) b z

1 —
/ 2 + y2
Z (25) nyni snadno vyvodime, ze plati

NEES
b 1$\/1E
/22 + 2 b

Pro ¢ pak opét plati vztah (25).

Uvazujme ¢ (32) a ¢ (25) jako funkce proménnych z, y, z, w a zobrazeni G = (¥, ¢) z R* do
R?, jehoz slozky jsou 9, ¢. Vygetiime definiéni obor tohoto zobrazeni.

Bud (z,v, z, w) bod defini¢niho oboru G1. Jelikoz je jiz zaruceno, ze x? +y? > 0, plati pro tento
bod

1) = 2 arccos

(32)

1—L>0,
/$2+y2
1—g>0,

b

1< o Vo ty
b 1#%&
/$2+y2 b
Y

-1< <1.

_\/5/2+21_ r -

<1

— )
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Uvazujme podminku (33). Je-li z < 0, pak je tato podminka splnéna pro libovolné y; je-li © > 0, pak
neni splnéna pro y = 0 a je splnéna pro libovolné y # 0: z/\/zQ +y2 < \/x2 + yQ/\/x2 +y2=1.
Bod (z,y, 2z, w) tedy spliiuje pravé jednu z téchto dvou podminek:

z <0,

x>0, y=#0.
Podminka (34) déva
(39) w<b

Podminka (35) se s vyuzitim (34) upravi na tvar

(=)

<1,
x w
Pl —— | (1- —
( /22 4+ y2> ( b )
odkud dostaneme
2
o= 5
T
b1 - ——
/ZCQ + y2
Podminka (36) je ekvivalentni s podminkou
2
Y <1

2 (2 +1%) <1_\/:E+Ty2> .

Pfitom mé jmenovatel tvar

2
227 + 2y% — 2\ /a2 + 12 =y + (x—«/xQ—i—yQ) ,

takze podminka (36) je splnéna v dusledku platnosti (33).

Defini¢ni obor zobrazeni G je tedy charakterizovdn jako mnozina bodi (x,y,z,w) € R4,
spliujicih tyto podminky:

(a) plati-li v/22 + y2 = a, pak w < b,

(b) plati-li /22 + y? # a, pak

-

w<b-—

b (1 S )

(c) je-li z > 0, pak y # 0.

Ukézeme, ze definiéni obor zobrazeni G obsahuje otevienou mnozinu Wi takovou, ze F(Uy) =
V1 C W;. Definujeme W; jako mnozinu bodi (z,y, z,w) € R4, lezicich v definiénim oboru spojité
funkce h, definované vztahem

()
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spliiujicich podminku
(42) h(z,y, z,w) < b.

Necht (v, @) € Uy, F(¥,¢) = (z,y, 2, w). Ukdzeme nejdiive, ze F (v, p) € Wi. Chceme ukézat, Ze
je-li & > 0, pak y # 0.

Necht v (1a) plati z > 0. Jelikoz je splnéna podminka (1 — (b/a)sint sin(p/2)) > 0, znamend
to, ze cosp > 0, t.j. ¢ € (0,7/2) U (37/2,27). Pro kazdé takové ¢ ovem plati sinp # 0 a z (1b)
vyplyvd, ze y # 0. Dale ukdzeme, Ze je splnéna podminka (42). Pfimym vypoctem dostaneme
z (1a) — (1d)

(43) h(z,y,z,w)=0b <cosz/1 + %sin2 1/)) .

Oznacme f(¢)) = cosvp + (1/2)sin®+. Podminka pro extrémy funkce f mé tvar sine) - (cost) —
1) = 0 a ukazuje, ze extrémy funkce f nastdvaji v bodech ¢ = km, kde k probihd celd &isla,
pricemz extrémni hodnoty jsou rovny 1 (maximum) a —1 (minimum). Na intervalu (0, 7] maximum
nenastdva. Znamend to ovsem, ze bod (z,y, z, w) spliuje podminku (42).

Nynf je jiz zfejmé, ze zobrazeni F|y, : U — Vi je homeomorfismus. Zobrazeni Gy : W; — R?
je totiz spojité (v pfirozené topologii na oteviené mnoziné W7 C R*) a jeho ztzen{ na Vi je tedy
také spojité v prirozené topologii na V;. Tato topologie je ovsem totoznd s topologii podprostoru
topologického prostoru K, p. Ptitom podle definice G1|y, = (F|v,)~! a zobrazeni (F|y,) ™! je také
spojité. Tim je ukoncen dukaz tvrzeni, ze Fl|y, : Uy — Vi je homeomorfismus.

Polozme Uy = [—7,0) x (0,27), V2 = F(Uz). Ukdzeme, ze F|y, : Uz — Va2 je homeomorfismus
v topologiich podprostorti. Mohli bychom postupovat podobné jako v piipadé zobrazen{ F'|y, ; misto
toho vsak vyuzijeme symetrie Kleinovy lahve K p.

Pro kazdé (z,vy, z,w) € R?* splitujicf podminku

(44) 0 <2 +y? < 4a®

polozme
_ 2ax _ 2ay
T=—F—1 =Y
(45) Va?+y? Va2 +y?
Z=-z w = w.

)

Témito vztahy je definovdno zobrazeni ¥ : {(z,y,z,w) € R* | 0 < 22 + 9% < 4a?} — RL
Vsimnéme si, ze definiéni obor ¥ je oteviend mnozina obsahujici K, . Pro obraz bodu (z,y, z, w)
ihned vyvodime vztah

2
(46) B4t =(20- Va2 y?)

odkud vyplyvd, ze 0 < 72 + §2 < 4a?, takze bod (Z,, z,w) padne do defini¢niho oboru zobrazen{
¥. Piimo provéiime, ze plati

(47) V(U (,y,2,w)) = (2,9, 2,w),

t.j. ¥ = U~ a ¥ je homeomorfismus.
Déle pro kazdé (1, ¢) € X klademe

(48) P(,0) = (=¥, ).

¢ je homeomorfismus X na sebe a plat{ ¢~ = ¢. Dosazenim z rovnic zobrazeni F' ve tvaru (la) —
(1d) pak dostaneme vztah

(49) Fop=VoPF.
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Ze vztahu (49) ovsem vyplyva
(50) F|U2 = \I]|V1 OF|U1 O¢|U2a

coz je kompozice homeomorfismi; to dokazuje, ze F|y, : Uz — Va je homeomorfismus.

Nasim cilem je zkonstruovat oteviené pokryti topologického prostoru X s vlastnosti, ze zob-
razeni F' zuzené na kazdy element tohoto pokryti, je homeomorfismus. Metody, které ptitom
pouzivame, jiz byly podrobné ilustrovany vyse, v dalsim vykladu se proto omezime na hlavni
vysledky.

Polozme Us = (—m,7) x [0,7), V3 = F(Us). S vyuzitim podminky cos(¢/2) > 0 lze ukdzat, ze
pro bod (¥, ¢) € Us a jeho obraz F (i, ¢) = (x,y, 2z, w) € V3 plati

a—v/:cQerQ
b 1L\/1+E
/z2+y2 b
Yy

Vo a2 + 42 |1 — r

Zobrazeni F|y, : U3 — V3 je homeomorfismus a (51) jsou rovnice inverznfho homeomorfismu.
Dale polozme Uy = (—m,m) x (m,2n], V4 = F(U) a pro kazdé (z,y,z,w) € R* spliujici
podminku (44) polozme

1 = 2arcsin

(51)

(p = 2arccos

2ax 2ay

— T, g:7+y, EZZ, w = w.
'/$2+y2 '/$2+y2

Tyto vztahy definuji homeomorfismus ¥, spliujici podminku U~! = ¥. Pi{mo lze provérit, ze
plati
(53) Fod=ToF,

(52) T =

kde ¢ : X — X je homeomorfismus, definovany vztahem

(54) ¢(¢7 (P) = (_1/]) 27 — (P)
Z (53) pak vyplyva, ze

(55) Fly, = Uy, o Fly, o 8|u,,

a F|y, : Uy — V4 je homeomorfismus.

Polozme Us = (0,7] x [0,7), V5 = F(Us). Chceme ukézat, ze zobrazeni F|y, : Us — V5 je
homeomorfismus v topologiich podprostortu. Ziejmé F|y, je spojita bijekce; staci tedy dokézat, ze
inverzni zobrazen{ (F|y, )~ je spojité. V uvazovaném pifpadé pro bod (1, ) € Us a jeho obraz
F(,¢) = (z,y, z,w) plati vztahy (32), (25), definujici inverzni homeomorfismus.

Déle polozme Ug = (0,7] x (m,2n], Vg = F(Us), Uy = [-7,0) x [0,7), V7 = F(Uz), Us =
[—7,0) x (m,27], Vs = F(Usg). Ze vztahu (49) a (53) pak vyvodime, ze

Fly, = VUly, o Fly, 0 dlu,,  Flu, = ¥y, o Flu, o dlus,
F|U8 = ‘Illva OFlUG O¢|U8'

Nyni je jiz zfejmé, ze kazdé ze zobrazeni Fly, : Us — Vi, Flu, : Uy — Vr a Fly, : Us — V3 je
homeomorfismus.

Shrneme dosavadni vysledky. Zkonstruovali jsme oteviené pokryti o topologického prostoru
X, tvofené mnozinami U, Uy, Us, ..., Us, takové, ze pro kazdy element S € o je zobrazeni



76 3. Podprostory, sou&iny, faktorové prostory

F|s : S — F(S) homeomorfismus v topologiich podprostoru. Déle bylo ukdzdno, ze mnozina
V = F(U) je oteviend. Mnoziny, tvoiici pokryt{ o, jsou schematicky zndzornény na obr. 21.

Obr. 21

=
=

=
=

&
=

Piejdeme nyni k dukazu toho, ze zobrazeni g : X/ Zr — Kgp, definované kanonickym rozkla-
dem F = 10 gomp zobrazeni F, je homeomorfismus. Provéfime, ze jsou splnény predpoklady Véty
18. odst. 3.5 str. 41.

Ukézeme nejdiive, ze kazda z mnozin V, V; U Vo, VaU Vg, Vs U Vs U V7 U Vg C K, je oteviena
v prirozené topologii. Kromé mnozin 7, (14). Zs (16) a Z3 (18) zavedeme jesté mnoziny
(57) Zy={(",y, 7, w)eRY | 2/ =0, w =0},

Zs ={(«',y, 2/, w) e R! |y =0, 2 = 0}.

Z rovnic Kleinovy ldhve (1a) — (1d) ihned dostaneme, ze body (¥, ) € X, pro které ¢ = —7, 7
(resp. ¢ = 0, resp. ¢ = 2m, resp. ¥ = 0, resp. ¢ = 7), se zobrazi do Z; (resp. Za, resp. Zs, resp.
Zy4, resp. Zs). Z toho ihned dostaneme vyjadient

V =KapN (R\(Z1U 22U Z3)),
ViUuVe=KapN (R\(Z2U Z3U Zy)),
VsUVy = Kap N (RN (Z1U Zs)) ,
VsUVsUVZU Vs = Ko N (RN (Z4U Z5)) ,

(58)

ze kterého jiz vyplyva, Ze uvazované mnoziny jsou oteviené v K, .
Bud W C X F-nasycend oteviend mnozina. Ukdzeme, ze F(W) C K, je oteviend mnozina.
Mnozinu W lze vyjadfit ve tvaru sjednoceni

(59) W =(UnWw)u (U(Ui N W)) ,
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kde ¢ probihd mnozinu {1,2,...,8}. Dale oznacime Ps, Py, P, Pg vrcholy ¢tverce X, t.j. polozime
Ps = (,0), Ps = (m,2n), P = (—7,0), Ps = (—m, 27). Pak muzeme psidt W ve tvaru

W=UnNW)U U NnW)UUaNW)U(UsNW)U(UgN W)U

(60)
U{Ps, Ps, Pr, B3} NW).
Odtud
(61) F(W)=FUNW)UFU,NW)UF(Uy NW)UF(Us N W)U

UF(U, N W)U F({P5, Ps, Py, Psy N W).

Mnozina F(U N W) je oteviend v F(U) = V jako obraz oteviené mnoziny U N W vzhledem
k homeomorfismu F|y : U — V; mnozina V je ovSem oteviend v K, ;, takze F(UNW) C K je
oteviend mnozina.

Ukédzeme, ze mnozina F(U; N W) U F(U; N W) C K, je oteviend. Z toho, Ze zobrazeni
Fly, : Uy — Vi je homeomorfismus a UyNW C Uj je oteviend mnozina, vyplyva, ze F(UiNW) C V3
je oteviend mnozina; analogicky dostaneme, ze F(UsNW) C V4 je oteviend mnozina. Existuj{ tedy
oteviené mnoziny Vi, Vo C V3 UV, tak, ze

(62) FUNW)=VinVy, FUNW)="VyNVa.
Evidentné plati
(63) VinVe C (VinVi) U (VanVa).

Skutecné, necht Q € Vi NVa. Jelikoz Vi NV € ViUV, bud Q € Vi, t.j. Q e VinVinV, C ViV,
nebo Q € Vo, t.j. Qe VonNViNnVo C VoNVa.

Napisme mnoziny Vi, V5 ve tvaru
(64) M=WMnViuWint), W={1anV)u((Vinh).
Pak _ _ _
FUONWYUFUnW)=WnW)U(Vanls) = (ViNnT)U
U(12nT2)U(inV) =[(VinV)U(VinTe)) NVAU
Ul((VenVYu(inW)nblu(Vinie)=(VinVniu
WMnVenV)u(VenVnih)u(VinVenVa)u (VinVs).

Z F-nasycenosti mnoziny W ovéem vyplyva, ze Vi N Vo NV = V3 N Vo N V. Necht totiz Q €
Vi N Vo N Vi, Existuje ¢ € (0,27) tak, ze Q = F(m,¢) = F(—7,p). Znamend to oviem, ze
Q € F(UyNnW)NF(Uy) = ViNVaNVs. Ze symetrie tedy vyplyva rovnost ViNVaNVy = Vi NVaNVa.
Odtud

(66) VinVanVi=VinVanVe=VinVinVanVa CViNVs.

Celkove tedy
(67) FUNW)UFU,NW)=(WVinVnV)u(VenVnih)u(Vinig)

Mnoziny ViNV, VoNV jsou oteviené v K, ; jako homeomorfni obrazy otevienych mnozin vzhledem
k zobrazeni F'|y. Odsud je jiz vidét, ze mnozina (67) je oteviend v K, p.

Analogicky dostaneme, ze mnozina F(Us N W) U F(Uys N W) je oteviend.

Uvazujme nyni mnozinu F(Us " W)U F(Us " W)U F(U; NW) U F(Ug N W). Jelikoz pro kazdé
i =5,6,7,8 je Fly, : Uy — V; homeomorfismus a U; N W C U; je oteviend mnozina, existuje
oteviend mnozina V; C Vs U Vg U V7 U Vg tak, ze

(68) FUNW)=V,nV,.
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Evidentné

(69) VsnVenVenVsC (VsnVs)U(VsnNVe)U(VeNVr)U (Vs Vs)

c F(wW).

Skutecné, necht @ € V5 N'Vs N V7N V. Jelikoz Vs N Ve N V7 N TVs C V5 U Vs U V7 N Vg, existuje index
i tak, ze Q € V;. Pak oviem Q € Vs NV NV, N Vs NV, C V; N'V;, coz dokazuje (69).
Ziejmeé {P;} N W C U;NW a tedy

(70) FUP}INW)C F{UNW)=V,nV;, CV,.
Z F-nasycenosti mnoziny W vsak vyplyva, ze F{Ps} NW) = F{Ps} NnW) = F{P;} NnW) =
F{Ps} NW) a tedy

(71) F({P5, Ps, P, Py n W) = JF{R}nW) C Vs NV Nz N Tk

Ze vztahu (61) pfidanim mnoziny Vs N Vs N V7 N Vg na obé strany a vyuzitim inkluzi (69) a (71)
tedy dostaneme
FW)=FUNW)UFULNW)UFU NW)UFUsNW)UFUsNW)

(72) LT
U(VsnVenVznVg),

coz je evidentné oteviend mnozina v pfirozené topologii na K .

Tim je dukaz toho, Ze g je homeomorfismus, ukoncen.

Nakonec jesté odvodime rovnice Kleinovy lahve; k tomu vylou¢ime parametry 1, ¢ z rovnic
(1a) — (1d). Jelikoz sin(p/2) > 0, pro sin(¢/2) plati vztah (22). Z (11) pak dostaneme

gy = V2 AT
(73) b T

1 — =

Jelikoz podle (1c¢) zsin(y/2) = bsine - cos(p/2) - sin(p/2) = (1/2)bsine - sin ¢, s pouzitim vztahu
(12) dostavdme po jednoduché dprave

(74) z(x—\/xQ—l—yQ)—y(a—\/xQ—i—yQ):0.

Ze vztahu (11) a (1c¢) ihned dostaneme

) ity (a- VR 42

Dosazenim do (75) z (1d) dostdvdme rovnici

(76) (a—\/$2+y2)2+z2+w2—b220.

Kleinova ldhev tedy lezi na plose v R*, charakterizované rovnicemi (74) a (76).

Kleinova ldhev je rovnicemi (1la) — (1d) definovana jako podmnozina Euklidova topologického
prostoru R?*. Chceme-li ji pfesto znézornit jako podmnozinu R? (pii zachovani jejich vlastnostf,
odpovidajicich “slepovédni” pomoci faktorizace Zp ¢ ~), jsme vedeni ke konstrukei, zndzornéné
na obr. 22. Ve skuteénosti (t.j. v R*) vSak Kleinova ldhev sama sebe neprotina.
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Obr. 22

29. Bud X = {(x,y) € R? | 0 < z,y < 1} uzavieny jednotkovy ¢tverec v roviné R2. Ukazte,
ze nésledujici dva topologické prostory jsou homeomorfni:
(1) faktorovy prostor X/~ podle ekvivalence “(z,y) ~ (2/,y'), jestlize (z,y) = (2’,y’) nebo
z=0,2=y,y =0neboy=1,2"=1,y =2”,
(2) podprostor S? = {(z,y,z) € R® | 22 + y? + 22 = 1} C R? (jednotkova sféra).

Reseni. Situace ze zadani pitkladu je znazornéna na obr. 23. Faktorizace v tomto pfipadé
znamend “slepeni” levého a dolniho a zaroven pravého a horniho okraje ¢tverce.

Obr. 23
y (x,1) A
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1. Oznaéme X' = [0,27] x [0, 7] a uvazujme zobrazeni F': X’ — R?, definované rovnicemi
r =cospsind, y=singsind, 2z = cosv,

kde ¢ € [0,27] a ¥ € [0, 7]. VySetiime ekvivalenci Z r, asociovanou se zobrazenim F. Podle definice
body (¢, 1), (¢’,9") jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz

cos psin 1 = cos ¢’ sin®’,

sin @ sin 1 = sin ¢’ sin ¥,

cos? = cos .

Stejné jako ve cv. 25 (Mdbiova paska) dostaneme netrividlng resend
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Netrividln{ t¥{dy ekvivalence Zr jsou tedy tiidy {(0,9), (27,9}, {(p,0) | ¢ € [0,27]}, {(p,7) |
© € [0,27]} (porov. obr. 24).

To ovSem znamena, ze ekvivalence # r neni totoznd s ekvivalenci ~.

Analogicky jako ve cv. 25 se ukdze (s pomoci Véty 18. odst. 3.5 str. 41), ze zobrazeni
g: X' Zr — S?, definované kanonickym rozkladem F = 1 0 g o 7, je homeomorfismus.

Obr. 24
V
[(¢,7)] Yol
(@.7)
(0,v) (27:,1))
0 ((p 0)2rn ¢

[(¢.0)]

2. Ve cv. 6 kap. 2 bylo ukdzdno, ze mnoziny [0,7], [0,27] a [0,1] jsou homeomorfni jako
podprostory Euklidova prostoru R. Z definice sou¢inu topologii je ziejmé, ze jsou homeomorfni
rovnéz topologické prostory X = [0,1] x [0,1] a X’ = [0,27] x [0,7] (jako podprostory R?).
Ozna¢me Z ekvivalenci na X, jejiz jediné netrividln{ t¥{dy jsou {(0,), (1,3)}, {(z,0) | = € [0,1]},
{(z,1) | = € [0,1]}. Pak zfejmé faktorovd projekce (kanonického) homeomorfismu X na X' je
homeomorfismus X/ % na X'/ Zr.

3. Zbyvé ukdzat, ze faktorové prostory X/~ a X/ % jsou homeomorfni. Definujeme zobrazeni
h: X/~— X/ % vztahem

h([(0,0)]) = [(=,0)],  A((1,1)]) = [(z,1)], =« €[0,1],
h{(z,y)]) =[@,9)], (z,y)#(0,0), (1,1),
kde

11 d <
2 b)‘ry)

a vyznam symbolu b, d, r je zfejmy z obr. 25.
Pro y <1 — x dostaneme

Je tfeba ovsem provérit, ze zobrazeni h je definovano korektné, t.j. nezavisle na vybéru repre-
zentantu piislusnych t¥id; k tomu zfejmé staci vysettit obraz bodu [(z,y)] = [(0,vy)] = [(y,0)] a

[(z,9)] = [(1, )] = [(y, 1)].
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Piimo z konstrukce je ziejmé, ze h je spojita a oteviend bijekce, je to tedy homeomorfismus.

Obr. 25
_ X%
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30. Faktorovy prostor (R3\{0})/ %, kde Z je ekvivalence “xZvy, jestlize existuje pifmka p
v R3 takova, ze 0, z, y € p” se nazyvé redind projektivni rovina a oznacuje se RP?. RP? je tedy
v bijekci s mnozinou véech pifmek v R?, prochazejicich poc¢atkem.
Ukazte, ze nasledujici topologické prostory jsou homeomorfni:
(1) RP?.

(2) Podprostor o C R, definovany v parametrickém tvaru rovnicemi

x = cos @ cos(¥/2),

y = sinpcos(¥/2),
(1) z = sint cos(p/2),

w = cos 1 cos(p/2),

t = sin(p/2) sin(15/2),

kde ¢, ¢ € [-7, 7.

(3) Faktorovy prostor X /~, kde X je jednotkovy étverec v R? a ~ je ekvivalence na X, definovana
podminkou “(z,y) ~ (z',y'), jestlize bud (z,y) = (¢/,y') nebo y = 0,y = 1, 2’ = 1 — z nebo
r=0,2 =1,y =1—9y".

(4) Faktorovy prostor B/~pg, kde B = {(z,y) € R? | 22 +y? < 1 a ~p je ekvivalence “P ~p @,
jestlize bud P = Q nebo P,Q € 0B a P = —Q", kde 0B = S'.

(5) Faktorovy prostor S? /~gz, kde S? je jednotkovd sféra v R? a ~g: je ekvivalence “P ~g: Q,
jestlize P = @ nebo P = —Q".

Reseni. 1. Nejdifve vysetifme ekvivalenci %, asociovanou se zobrazenim F : [—m, 7] x
[—7, 7] — RS, definovanym rovnicemi (1). Necht (¢,%), (¢',%') jsou dva Z p-ekvivalentni body.
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Pak F(p,¢) = F(¢',¢), t

cos p cos(1/2) = cos ¢’ cos(¢'/2),

sin o cos(¢0/2) = sin ¢’ cos(¢'/2),

sin 1) cos(p/2) = sin )’ cos(¢’/2),

cos ) cos(p/2) = cosvp’ cos(p’/2),

sin(p/2) sin(v)/2) = sin(y’ /2) sin(z)’/2).
Umocnénim a seétenim dostaneme z prvnich dvou rovnic vztah cos?(p/2) = cos®(¢’/2). Na inter-
valu [—m, 7] je cos(¢p/2) > 0, takze musi platit cos(¢/2) = cos(¢)’/2).

Necht cos(1p/2) = cos(¢)'/2) = 0. Pak 4, ¢’ = —m,m a dosazenim do zbyvajicich rovnic dosta-

neme (p,¥), (¢',v') ve tvaru

(1) = (¢, ), (@) = (p, ),
(%1/1) = ((paﬂ-)’ ((plaw/) = (_(P; _ﬂ.)a
(1) = (¢, —7), (¢, ¥") = (—p,m).

Necht cos(1/2) = cos(¢)'/2) # 0. Pak z prvnich dvou rovnic plyne
cosp = cos', sing = sin’
a tedy na intervalu [—, 7] plati ¢ = ¢’. Zbyvajici rovnice pak maji tvar

sin ) cos(p/2) = sin 1)’ cos(p/2),

cos ) cos(p/2) = cosy cos(p/2),

sin(p/2) sin(v)/2) = sin(p/2) sin(y)’' /2).
Jejich rozborem lze ukézat, ze musi platit o = ¢, ¥ =,

Umocnénim a se¢tenim druhych dvou rovnic (1) dostaneme cos?(¢/2) = cos®(y’/2) a podobné
jako v predchozim ptipadé dostaneme feSeni

(o, %) = (¢, ), (@', ¥") = (g, ),
((pa 1/1) ( aw (@'ﬂﬂ') = (_ﬂ-’ —Qﬁ),
(%1/1) = ( 7T’ ) ((plawl) = (7'(', _w)a
(1) = (,0), (¢, ¢") = (,0).

Celkové tedy dostdvame, ze ekvivalence Zp ma tiidy {(e,v)}, {(e,7), (=, —7)},

{(7‘(, 1/})’ (77(; 7"/))}7 {(Trﬂ W)v (77T, 7”)7 (77T, 7T)ﬂ (7T, 77T)} (SI‘OV. obr. 26)

Obr. 26

3 <€

-
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Porovnénim faktorovych mnozin X/~ a X'/ Zp, kde X' = [—m, ] X [—7, 7], nyn{ vidime, ze
existuje kanonick4 (t.j. pfirozend) bijekce X/~ na X’/ % . Snadno lze ovéem najit homeomorfismus
X na X', jehoz projekce je tato kanonicka bijekce. Topologické prostory X/~ a X'/ ZF jsou tedy
homeomorfni podle Véty 14. odst. 3.4 str. 39.

2. Ditkaz homeomorfnosti topologickych prostori X’/ Zr ao = F(X') C R® se provadi stejnym
zpusobem jako v pifpadé Kleinovy ldhve (cv. 28).

3. Vylou¢ime parametry z rovnic (1). Postupné dostdvame

22 + 9% = cos?(/2) = L(1 + cos ),
22 +w? = cos®(¢/2) = $(1 + cos ),
£ = sin? (1/2) sin®(i2/2) = (1 — cos?(/2)) (1 — cos?(p/2)) =
= (2 + 9% - (% +w? - 1).
Podprostor o C R? tedy spliiuje rovnice
(> 4+ -2 +w® —1) -t =0,
x? — (222 + 2w — 1) (2 +4?) =0,
w? — (222 +2y° — 1)?(22 + w?) = 0.
4. Ukézeme, ze X/~ je homeomorfni s B/~pg; k tomu zfejmé sta¢i nalézt homeomorfismus
uzavieného ¢tverce X na uzavieny jednotkovy kruh B, kompatibiln{ s ekvivalencemi ~, ~p (Véta

14. odst. 3.4 str. 39). Definujeme zobrazeni h : X’ — B vztahem h((0,0)) = (0,0), h((z,y)) =
(‘fag)a kde X' = [_L 1]23

1 max(lz], [y])

’LL_ 1/$2_i_y2 ’

r=kx, y=ky, k=

(viz obr. 27).

Obr. 27
y
1
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Zobrazeni h : X’ — B je bijekce; vyplyva to z toho, ze zobrazeni, definované rovnicemi

_ T o -
ul = —+/72 + 72,

T = —
|9l
y:uQZ% z2 4 2
7]

na podmnoziné mnoziny B, kde § # 0, ¥ € [r/4,3w/4] U [57/4, T /4], resp.
T = é 72 + 72,
7]

y= VR
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na podmnozing, kde Z # 0, ¢ € [0,7/4] U [3w/4,57/4] U [7Tr/4,27] a podminkou, ze bod (0,0)
prechéz{ do bodu (0,0), je inverznf k zobrazen{ h. Spojitost h i h~! se ovéfuje pifmo. Zobrazen{
h: X' — B je tedy homeomorfismus.

Pomoci homeomorfismu A jiz nyni snadno zkonstruujeme homeomorfismus X a B, kompatibilni
s ekvivalencemi ~, ~pg.

5. Nyni ukdzeme, Ze jsou homeomorfni topologické prostory S?/~g: a X/~. Pro (x,y) € X
(resp. (z,y,2) € S?) klademe ¢(x,y) = (z,y, /1 — 22 — y? (resp.¥(z,y, z) = (z,y)). Zobrazeni ¢,
¥ jsou spojitd. Ddle ¢ (resp. ¥ je kompatibilni s ekvivalencemi ~, ~g2 (resp. ~gz, ~), existuje
tedy spojité zobrazeni f : X/~— S?/~g2 (resp. g : S%/~g2— X/~) tak, ze diagram

¢ & v ¥ 0 e

R

X/~ §* /g X/~ §%/~g2

ve kterém vertikalni Sipky oznacuji faktorové projekce, je komutativni. Jelikoz ovsem ¥o ¢ = idy,
plati

go f=id.
Déle zobrazeni ¢ o ¥ je kompatibilni s ekvivalencemi ~g,, ~g,, musi tedy platit
fog=id.

Tyto vztahy ukazuji, ze f je homeomorfismus.

6. Nakonec ukazeme, Ze jsou homeomorfni prostory S?/~g: a RP?. Bud ¢ : §? — R3\{0}
kanonické vlozeni; ¢ je kompatibilni s ekvivalencemi ~g2, &, existuje tedy jeho spojitd projekce
f:S8?/~g2— RP2. Déle necht x : R3\{0} — S? je zobrazeni, pfifazujici bodu (x,y, 2) prisecik
polopiimky [(0,0,0), (z,y, 2)) se sférou S2. Zobrazeni & je spojité a je kompatibilni s ekvivalencemi
X, ~g2. Oznacime g jeho faktorovou projekci a déle postupujeme stejné jako v ¢asti 5 tohoto
dikazu.

31. Ukaite, 7e faktorovy prostor Euklidova prostoru R? podle ekvivalence “(x,y) ~ (2/,v'),
jestlize x = 2’7 je homeomorini s pfimkou R.

Reseni. Bijekci R?/~ a R dostaneme, pfifadime-li piimce, rovnobézné s osou y, jeji prisecik
S 0sou .

Uréfme faktorovou topologii na R? /~. Podle definice je to nejsilnéjsi ze viech topologif, v nichz
je faktorové zobrazeni m : R? 2 (x,y) — [(z,y)] € R?/~ spojité. Bud U C R?/~ mnozina
takovd, ze 7~1(U) C R? je oteviend mnozina. Podle definice pfirozené topologie na R? plati
71 U)=U{(z,y) e R? |a, <z < d,,b <y <V} (siednoceni otevienych obdélniki1). Podle
definice ekvivalence ~ ovSem [(z,y)] = {(z,y') € R? | ¥ € R}. Zvolime-li yo € R libovolng,
muzeme psat U = (7= 1(U)) = U, {[(z,y)] € R*/~|a, <z < d,,b, <y <¥V.} = {l(z,90)] €
R?/~| a, < z < d',}. Ve vySe uvedené bijekci je tato mnozina v korespondenci s mnozinou
U, (a,,d’,) (sjednoceni otevienych intervali).

32. Uvazujme Eukliduv prostor R a polozme Ry = {(1,2) | x € R}, R2 = {(2,2) | z € R}.
Pfenesme na mnoziny Ri, Ry topologii pomoci bijekei z — (1,x), * — (2,2) a polozme X =
R; U Ry (disjunktni sjednoceni dvou pifmek). Necht a,b € R, a < b. Uvazujme na X ekvivalenci
~, definovanou rozkladem {(1,z)}, x < a,z > b, {(2,2)}, x < a, x > b, {(1,2),(2,2)}, a <2 <b.

(a) Rozhodnéte, zda faktorovy prostor X/~ je Hausdorffuv.
(b) Rozhodnéte, zda X/~ je homeomorfni s podprostorem néjakého Euklidova prostoru R".

Reseni. Vyse definovana faktorizace mnoziny X je znazornéna na obr. 28.
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Obr. 28

\(La) (Lb)/ X
R eI

(a) Faktorovy prostor X/~ neni Hausdorffuv: body (1, a), (2,a) resp. (1,b), (2,b) nelze oddélit
disjunktnimi okolimi.
(b) X/~ neni homeomorfni s podprostorem Euklidova prostoru, nebot neni Hausdorffiv.

33. Otocenim v R? o thel ¢ € R rozumime homeomorfismus f : R?> — R2, definovany
rovnicemi

(1)

T = x cosp + ysin p,
Yy = —xsin e + y cos p.

Ozna¢me symbolem R. zdroven aditivni grupu redlnych éisel. Zobrazeni F : R x R? — R2Z,
ptifazujici bodu (¢, (z,y)) bod (Z,7), je levd akce grupy R na R? (porov. pt. (9) odst. 3.7 str. 46).
(a) Ukazte, ze orbita bodu (z,y) # (0,0) je kruznice v R? se stfedem v pocdtku a orbita bodu
(0,0) je mnozina {(0,0)} (“singuldrni orbita”).
(b) Ukazte, 7e faktorovy topologicky prostor R?/R je homeomorfn{ s intervalem [0, co).

Reseni. (a) Z (1) ihned vyplyva, ze z2 + 2 = 22 4+ y2; body (x,y), F(p, (x,y)) = (Z,7) tedy
lezi na kruznici se stfedem v pocatku.

(b) Klademe g(z,y) = /22 + y2. Thned je vidét, ze faktorovy prostor R?/ %, je totoiny s
prostorem orbit levé akce F. Provéiime piedpoklady Véty 17. odst. 3.5 str. 41. Zobrazeni g : R?> —
[0,00) je spojité a surjektivni. Dédle pro kazdé r € [0,00) klademe x(r) = r, y(r) = 0. Zobrazeni{
r — (z(r),y(r)) = (r,0) je spojity fez zobrazeni g. Prostory R?/R a [0, 00) jsou tedy homeomorfni.

34. Bud f: X — Y spojité surjektivni zobrazeni topologickych prostort. Dokaizte, Ze zobra-
zenig: X/#r — Y, definované kanonickym rozkladem f = gony zobrazeni f, je homeomorfismus.

Reseni. g je spojita bijekce, staci tedy ukdzat, ze zobrazeni g je uzaviené (cv. 10 kap. 2). Bud
A C X/ uzaviend mnozina. Pak mnozina B = W;I(A) je uzaviend, nebot 7y je spojité, a tedy
f(B) = g(A) je uzaviena mnozina, nebot f je uzaviené.






V elementdrni analyze se ¢tenar jiz setkal s pojmem konvergentni posloupnosti realnych
¢isel. Posloupnost (x;);en se nazyva konvergentni k ¢islu « € R, jestlize ke kazdému € > 0
existuje ¢islo n € N tak, ze |x; — x| < € pro v8echna i > n. Ziejmé dostaneme ekvivalentni
definici, budeme-li pozadovat, aby ke kazdému okoli U bodu x existovalo &islo n € N tak, ze
x; € U pro vSechna i > n. Cislo x se pfitom nazyvé limitnim bodem (limitou) posloupnosti
(2;)ien. Dusledkem této definice je tvrzeni, charakterizujici uzavienou mnozinu v R jako
mnozinu, kterd s kazdou konvergentni posloupnosti obsahuje zaroven jeji limitu.

V piipadé redlné piimky je tedy topologie plné charakterizovana konvergentnimi posloup-
nostmi. V této kapitole se budeme zabyvat problémem, zda je tomu tak i v pfipadé obecného
topologického prostoru. Pujde ndm, zhruba fe¢eno, o konstrukei topologie na mnoziné, na
niz je (vhodnym zpusobem) definovén pojem konvergence.

Pojem konvergentni posloupnosti lze zavést v libovolném topologickém prostoru. Mezi
topologickymi prostory, které nejsou prvniho typu spocetnosti, vSak existuji prostory, jejichz
topologie nemuze byt iplné popsana posloupnostmi. Chceme-li v téchto prostorech charak-
terizovat topologii pomoci konvergence, musime pojem posloupnost nahradit obecnéjsim
pojmem sité, t.j. zobrazenim, na jehoz defini¢nim oboru je definovana struktura usmérnéni.
Tato kapitola je vénovana zakladim Mooreovy—Smithovy—Kelleyho teorie siti; fada teore-
tickych i aplikacnich aspektu této teorie doposud neni rozpracovana.

4.1. Sité

Bud I neprdzdnd mnozina. Bindrni relace < na I se nazyvéa usmérnéni mnoziny I,
splinuje-li tyto tfi podminky:

(1) Plati-li pro body ¢, k, A € I, 7e t < K, Kk < A, pak ¢t < \.

(2) Pro kazdé ¢ € I plati ¢« < ..

(3) K libovolnym bodum ¢, k € I existuje A € I tak, ze ¢,k < A. Mnozina I spolu
s danym usmérnénim se nazyva usmeérnénd mmnozina. Spliuji-li body ¢, k € I podminku
t < K, piSeme také k > .

Bud' I usmérnéns mnozina, < jeji usmérnéni. Podmnozina J C I se nazyva kofindini,
jestlize ke kazdému ¢ € I existuje k € J tak, ze kK > . Relace < definuje na kofinalni
mnoziné J usmérnéni. Skutecné, prvni a druhd podminka z definice usmérnéni je splnéna.
Déle pro libovolné ki, ko € J existuje bod k € I tak, ze k1, ko < k (podminka (3));
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k tomuto s lze ovSem najit element v’ € J tak, ze k' > k. Plati tedy k1, ko < k' a < je
usmérnéni na J.

Siti v mnoziné X budeme rozumét libovolné zobrazeni S : I — X, kde I je né&jakd
usmeérnénd mnozina. Mnozina I se pfitom nazyva indexovd mnoZina sité S, jeji elementy
se nazyvaji indery. Usmérnéni indexové mnoziny I bude vzdy oznatovano symbolem <.
Sit S, pro kterou I je mnozina N celych kladnych ¢isel s pfirozenym usmérnénim, se
nazyva posloupnost.

Sit S bude také oznacovéna symbolem S = (z,),cr; pujde-li o posloupnost, budeme
psat S = (x;)ien nebo prosté S = (z;). V tomto oznaceni x, je bod S(¢) € X, piifazeny
indexu ¢ € I zobrazenim S : [ — X.

Rekneme, ze sif S = (z,),e7 lez v mnoziné A C X, jestlize z, € A pro kazdé ¢ € I. Sit
S se nazyva konstanini, jestlize x, = x pro jisty bod x € X a kazdé ¢ € I.

Sit T = (yx)rek se nazyva podsit sité S = (z,),er v X, jestlize existuje zobrazeni
@ : K — I, splnujici tyto podninky:

(1) T = Sop, tj. ys = Ty pro kazdé k € K.

(2) Ke kazdému ¢ € I existuje index kg € K tak, ze pro kazdé k > kg plati p(k) > 1.

Je-li S = (z,)er sit, K C I kofindln{ mnozina, pak ziejmé sit T = (xy)xex je podsit
sité S: za zobrazeni ¢ z definice podsité vezmeme zobrazeni, definované vztahem (k) = k.

4.2. Konvergentni sité

Bud’ X topologicky prostor, S = (x,),cs sit v mnoziné X. Bod x € X se nazyvd limitnim
bodem sité S, jestlize ke kazdému jeho okoli U existuje index 1y € I tak, ze xz, € U pro
vSechna ¢ > (p. Limitni bod sité S nazyvame také limitou sité S. Je-li x limitni bod sité
S, tikdme, ze S konverguje k bodu z. Mnozinu limitnich bodu sité S oznaCujeme lim S.
Sit S se nazyva konvergentni, plati-li lim S # 0.

Libovolny limitni bod sité S = (z,),c; ozna¢ujeme symbolem lim,c;z, nebo prosté
lim z,.

Z definice ihned vyplyvé, ze kazd4 konstantni sit S = (z,),c; v topologickém prostoru
X takova, ze x, = x, konverguje k bodu x.

Ukazeme, ze limitni bod sité v topologickém prostoru je limitnim bodem kazdé jeji
podsiteé.

Véta 1. Bud' S konvergentni sit v topologickém prostoru X, lim S mnoZina jejich li-
mitnich bodi. Pak libovolnd podsit T sité¢ S konverguje v X alimS C limT.

Diikaz. Necht S = (x,),cr, € limS, T = (yx)rekx- Bud ¢ : K — I zobrazeni,
spliujici podminky (1), (2) z definice podsité. Zvolme libovolné okoli U bodu z. Existuje
index (g € I tak, ze x, € U pro kazdé ¢ > 1. Déle existuje kg € K tak, ze p(k) > g pro
kazdé r > ko. Pro kazdé k > ko tedy ys = z,x) € U, t.j. © € lim T

Nésledujici tvrzeni ukazuje, jak lze pomoci konvergentnich siti zkonstruovat uzaver
podmnoziny topologického prostoru; jeho dusledek podavéa pifimou charakteristiku u-
zavienych mnozin.

Véta 2. Bud A neprdzdnd mnoZina v topologickém prostoru X. Bod v € X patii
uzdvéru cl A mnoZiny A tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje sit v A konvergujici k tomuto

bodu.
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Diikaz. 1. Piedpoklddejme, 7e © € clA. Necht I je mnozina vSech okoli bodu z
usmérnéna mnozinou relaci D. Pro U, V € I klademe U < V plati-li U D V. Kazdému
U € I pritadime néjaky bod xy z neprazdné mnoziny U N A a polozime S = (xy)yer.
Zvolime-li U pevné, pak pro kazdé V > U, t.j. V C U, plati zy € VN A C U. Sit S tedy
konverguje k .

2. Piedpokladejme, Ze existuje sit S = (z,),e; v X lezici v A, konvergujici k bodu
z € X. Bud U libovolné okoli bodu z. Podle predpokladu existuje index 1o € I tak, ze
x, € UN A pro kazdé ¢+ > 1p. Mnozina U N A je tedy neprazdné. Z libovolnosti U vyplyva,
ze x € cl A.

Dusledek. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) Mnozina A C X je uzaviena.
(2) S kazdou siti S lezici v mnoziné A C X lezi v A také mnozina lim S.

Diikaz. Necht A C X je uzaviend mnozina, necht S je sit v X lezici v mnoziné A. Je-li
lim S = 0, tvrzeni plati. Necht lim S # 0); ozna¢me lim S = B. V kazdém okoli U bodu
x € B lezi body sité S, takze U N A # (). Odtud plyne, ze x € cl A = A, t.j. B C A.

Obracené necht pro kazdou sit S v A plati limS C A. Bud' z € cl A bod. Podle Véty
2. odst. 4.2 str. 88 existuje sit lezici v mnoziné A, konvergujici k bodu z. OvSem podle
predpokladu = € A, t.j. cl A C A, odkud jiz vyplyva, ze A je uzaviena.

Véta 3. Predpoklddejme, Ze sit S v topologickém prostoru X nekonverguje k bodu = €
X. Pak existuje podsit T sité S takovd, Ze Zddnd podsit sité T nekonverguje k bodu x.

Dtuikaz. Piedpokladejme, ze sit S = (z,),e; v X nekonverguje k bodu z. t.j. x ¢ lim S.
Existuje tedy okoli U bodu z takové, Ze k libovolnému indexu ¢ € I lze najit index (i) > ¢,
splinujici podminku z,) ¢ U. Vybérem takového indexu dostdvame zobrazeni I > ¢ —
(1) € I. Toto zobrazeni spliiuje podminky z definice podsité. Provérime podminku (2).
Bud ¢y € I libovolny index. Polozme rg = ¢(1g). Bud ¢ € I index takovy, Ze ¢ > rkg. Pak
o(t) >t > ko = (L) > o, coz jsme chtéli ukazat.

Déle klademe T' = So ¢, t.j. T = (x,(,)).cr- Podle definice je T' podsit sité S a zédny z
bodi x,) nelezi v okoli U. T je tedy sit v uzavrené mnoziné X\U a kazdy jeji limitni bod
musi patfit mnoziné X\U (Véta 2. odst. 4.2 str. 88). Zaroven limitni bod kazdé podsite
sité T' musi patfit mnoziné X\U.

Prejdeme nyni k vySetfovani dvojné limity systému siti. Zavedeme k tomu nékteré nové
pojmy.

Bud' I usmérnéné mnozina a piedpoklddejme, Ze kazdému ¢ € I je piifazena usmér-
nénd mnozina J,. Polozme K = I x [], J,, kde [], J, je sou¢in systému mnozin (J,).er,
t.j. mnozina vSech zobrazeni f, pritazujicich bodu ¢ € I bod f(¢) € J,. Déle pro libovolné
(t1, f1), (t2, f2) € K klademe (i1, f1) < (i2, f2), jestlize plati 11 < vo a f1(¢) < fa(¢) pro
kazdé ¢ € I. Ukdzeme, Ze bindrni relace < je usmérnéni mnoziny K. Pfedpokladejme, ze pro
(¢15 f1), (t2, f2)s (35 f3) € K plati (1, f1) < (2, f2) a (t2, f2) < (13, f3). Pak plati ¢ < ¢o,
tg <3, .. 01 < eg; ddle pro kazdé v € T f1(¢) < fa(1), f2(t) < f3(v), 6. f1(e) < f3(0). Je
tedy splnéna podminka (1) z definice usmérnéni. Podminka (2) je evidentné splnéna. Déle
k 11, 1o existuje k € I tak, ze i1, 1o < k; analogicky k f1, fo a k libovolnému ¢ € I existuje
index g(¢) € J, tak, ze fi(¢), fa(¢) < g(¢). Evidentné g € T], J, a (u1, f1), (t2, f2) < (k,9).
Je tedy splnéna také podminka (3) z definice usmérnéni a K je usmérnénd mnozina.

Usmérnéni < mnoziny K se nazyva prirozené.

Bud' I usmérnénd mnozina, (S,),cs systém siti v topologickém prostoru X. Ozna¢me
S, = (x,x)keg,. Polozme K = I x [],J, a uvazujme mnozinu K s jejim pfirozenym
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usmérnénim. Sit S = (2, 5)) @, pyer, definovand vztahem S(i, f) = S.(f(v)) = (. p) =
T, f(,), S€ nazyva asociovand se systémem siti (S,).er. Predpokladejme, ze kazdé ze siti S,
je konvergentni, t.j. plati lim S, # () pro kazdé ¢ € I. Sit S’ = (y,).er se nazyva limitnd sit
systému siti (S,).er, jestlize y, € lim S, t.j.

y, = lim z, 4
ke,
pro kazdé 1 € I. Je ziejmé, Ze systém siti muze mit vice limitnich siti.

Véta 4. Bud I usmérnénd mnozina, (S,).cr systém konvergentnich siti v topologickém
prostoru X . Pro asociovanou sit S a kazdou limitni sit S" systému siti (S,),es platilim S’ C
lim S, t.j. ke kazdému limitnimu bodu

lim li
el wed, "
sité S’ existuje limitnd bod
lim =z
hex o
sité S tak, Ze

lim li = I
Llenfl HIEHJlL Tim (L,]grelK s
Diikaz. Necht lim S” # ), z € lim S, necht U je libovolné okoli bodu z. Existuje index
Lo € I tak, ze

y =limz,,ecU
KEJ,

pro kazdé v > 9. U je tedy okoli kazdého bodu y,, ¢ > g, a jelikoz y, € lim S,, existuje
index k, € J, tak, ze pro kazdé k > k, plati S,(k) € U. Pro ¢ > 1o klademe fy(¢) = k,. Pro
L # 1o vybereme libovolné prvek , € J, a opét klademe fo(¢) = k,. Necht index (¢, f) € K
spliiuje podminku (¢, f) > (o, fo). Pak ¢ > 19 a f(A) > fo(A) pro kazdé A € I. Pro bod
S, f) = S.(f(v)) tedy plati ¢ > g, f(¢) > fo(t) = k,, takze S,(f(r)) € U a z € lim S.

Bud S = (z,),es sit v mnoziné X, f : X — Y zobrazeni. Obrazem sité S vzhledem
k zobrazeni f rozumime sit f(S) = foS = (f(x,)),er v mnoziné Y.

Véta 5. Zobrazeni topologickych prostoru f : X —'Y je spojité tehdy a jen tehdy, kdyz
plat? f(lim S) C lim f(S) pro kazdou sit S v X.

Duikaz. 1. Pfedpoklddejme, ze f je spojité. Bud S = (z,).er sit v X, x € lim S bod,
U okoli bodu f(x). Existuje okoli V' bodu z tak, ze f(V) C U. Jelikoz z € lim S, existuje
o € I tak, ze z, € V pro kazdé ¢« > 1. Plat{ tedy pro kazdé takové ¢, ze f(z,) € U a f(z)
musi byt limitnim bodem sité f(.5).

2. Piedpoklddejme, ze pro kazdou sit S v X plati f(limS) C lim f(S). Bud A ¢ X
libovolnd mnozina, x € cl A bod. Pak podle Véty 2. odst. 4.2 str. 88 existuje sit S v A
konvergujici k x. Obraz f(S) sité S je evidentné sif v podprostoru f(A) C Y a z toho,
ze x € lim S, podle predpokladu vyplyva, ze f(x) € lim f(S). Opét s vyuzitim Véty 2.
odst. 4.2 str. 88 dostavame, ze f(z) € cl f(A). Plati tedy f(clA) C cl f(A) a z libovolnosti
mnoziny A vyplyva, ze f musi byt spojité zobrazeni (Véta 2. odst. 2.1 str. 18).

Véta 6. Budte 71, 7o dvé topologie na mnoziné X a predpoklddejme, Ze libovolnd sit
v X je konvergentni v (X, ) tehdy a jen tehdy, kdyz je konvergentni v (X, 7). Pak T = 9.
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Dikaz. Podle Véty 5. odst. 4.2 str. 90 zobrazeni idx : X — X je homeomorfismus
(X,7m) na (X, 7).

Vysetiime nyni podminky oddélitelnosti topologického prostoru.

Véta 7. Topologicky prostor X je Hausdorffiv tehdy a jen tehdy, kdyz kazdd sit v X
md nejvyse jeden limitni bod.

Diikaz. 1. Piedpoklddejme, Ze X je Hausdorffuv. Bud S = (z,).es sit v X, x1, 29 €
lim S jeji limitni body. Zvolme okoli U; bodu x1 a okoli Uy bodu xo. Existuje index i1
(resp. o) tak, ze x, € Uy a x, € Uy pro kazdé ¢ > 11, t2. Z definice vyplyva, ze mnozina
indextu ¢ je neprazdné, takze U; N Us # 0. Body z1, x2 tedy nelze oddélit otevienymi
mnozinami a z predpokladu oddélitelnosti plyne z1 = xs.

2. Predpoklddejme, Ze X neni oddélitelny. UkédZeme, Ze pak musi existovat sit S,
kterd ma dva ruzné limitni body. Bud'te z1, 9 € X dva ruzné body, které nelze oddélit
otevienymi mnozinami. Pro libovolné okoli Uy (resp. Usz) bodu z; (resp. x2) tedy plati
Up NUy # (). Oznaé¢me I mnozinu vsech mnozin W C X tavaru W = U; N Us. Klademe
Ui NU; < ViNVy, jestlize Uy NUy; > Vi NV, Pak binarni relace < na I je usmérnéni.
Provérime podminku (3) z definice usmérnéni. Pro dané U; N Uy, V3 N Vo o I klademe
Wi=UnNnVi, Wo=UsNVy;pak WiNWy el aWiNWo=UNUNVINVo C U NUs,
ViNnVay, t.j. Uy NUz, ViNVy € Wi N Wy, Klademe S = (x,),¢e1, kde z, je libovolny bod
mnoziny ¢ = U; N Us. Bud Up libovolné okoli bodu z1, Vp libovolné okoli x5. PoloZzme
to = Uy N Vy. Pro libovolné « = U NV € I takové, ze . = U NV > UyNVy = 1y plati
z, cUNV CcUynVyC Uy, Vo, t.j. x1, 22 € lim S. Jestlize tedy v X neexistuje sit, kterd
ma& dva riuzné limitni body, X musi byt Hausdorffav.

Pro libovolnou sit S v Hausdorffové topologickém prostoru je tedy mnozina lim S bud
prazdné nebo jednoprvkova. Je-li jednoprvkova a obsahuje bod x, piseme z = lim S.

4.3. Tridy konvergence

Komplexem siti na mnoziné X rozumime systém . = (%,)zex, kde .7, je mnozina
siti v X. Je-li S sif v X takova, ze S € .7, pro n&jaké x € X, fikdme, Ze bod x je .7-
limitnd bod sité S. Sit miZe mit vice .#-limitnich bodi. MnoZina .#-limitnich bodu sité S
je oznacovéana lim ».S. Je-li mnozina lim & S neprazdna, iikédme, Ze sit S je .#-konvergentni.

Bud [ usmérnénd mnozina, (S,),c; systém siti v X, . = (%4)zex komplex siti na
X. Predpokladejme, ze kazdd ze siti S, je .#-konvergentni, t.j. Ze lim .S, # () pro kazdé
L€ 1.Bud T = (y,).er sit v X. T se nazyvd #limitni sit systému siti (S,),ez, jestlize
y, € lim &S, pro kazdé ¢ € I.

Komplex siti . = (,)zex se nazyva trida konvergence, jestlize jsou splnény tyto
podminky:

(1) Pro kazdé z € X mnozina .7, obsahuje kazdou konstantn{ sit S = (z,)xeck, kde
Ty = X.

(2) Patif-li sit S mnoziné .7, pak kazd4 podsit sité S patif mnoziné .7,.

(3) Nepatii-li sit S v X mnoziné .7, pak existuje podsit T site¢ S takova, Ze zadna z
podsiti sité T nepatii mnoziné .&7,.

(4) Pro libovolnou usmérnénou mnozinu I a libovolny systém .#-konvergentnich siti
(S))ier v X plati lim oS’ C lim »S, kde S’ je libovolnd .#-limitn{ sif systému siti (S,),er
a S je sit asociovand se systémem sit{ (S,),e;.
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Bud .7 = (%;)zex tiida konvergence na mnoziné X. Pro kazdé A C X oznacme
cl # A mnozinu vsech bodil z € X takovych, 7ze existuje sif S € .7, lezici v A. Ukdzeme,
ze korespondence A — cl# A spliuje Kuratowského axiony uzdvéru (podminky (1) — (4)
Véty 5. odst. 1.3 str. 4); tfidu konvergence .7 lze tedy pouzit na topologizaci mnoziny
X. Vsimnéme si pfitom, ze axiomy (1) — (4) t¥idy konvergence odpovidaji zdkladnim
vlastnostem konvergentnich siti v topologickych prostorech, dokazanych v piredchéazejicich
vétdch (Vétal. odst. 4.2 str. 88, Véta 3. odst. 4.2 str. 89, Véta 4. odst. 4.2 str. 90). Necht
Z X oznacuje mnozinu vSech podmnozin mnoziny X.

Véta 8. Bud .7 = (Sz)wex trida konvergence na mnoziné X.

(a) Na X ezistuje jedind topologie T takovd, Ze zobrazeni X 3 A — clyA € 22X je
topologicky uzdvér asociovany s T.

(b) Sit S v X konverguje k bodu x € X v topologii T tehdy a jen tehdy, kdyz S € 7.

Dikaz. (a) Provétrime podminky (1) — (4) Véty 5. odst. 1.3 str. 4.

Evidentné plati cl () = (). Déle pro libovolnou mnozinu A C X a bod = € A existuje
sit v A patiici .7, (konstantn{ sit); plati tedy A C cl o A.

Dokézeme, ze pro libovolnou mnozinu A C X plati cl o(cl »A) = cl » A. Jelikoz jsme jiz
dokézali, ze cl» A C cl o(cl o A), staci ukdzat, ze clgy A D clg(clyA). Bud z € cly(cl o A)
bod. Chceme najit sit S € .7, lezici v A. Jelikoz x € cl o(cl» A), existuje sit T = (x,),es €
Ly lezdci v cly A. Pro kazdé ¢ plati x, € cls A, takie existuje sit S, : J, — X, S, =
(@ k)wes, € Sy lezici v A. Podle definice je z -limitnim bodem siteé S a T je .-limitni
sit systému siti (S,),e7. Oznaéme K = I x [], J, a uvazujme K s piirozenym usmérnénim.
Necht S = (2(, 1)) (. p)ek je sit, asociovana se systémem siti (S,),er. Jelikoz = € lim & T,
¢tvrtd podminka z definice tiidy konvergence zarucuje, ze x € lim & S. OvSem podle definice
x5y = S.(f(t)) =z, 50) € A pro kazdé (1, f) € K. Plati tedy, ze S € .7, a sit S leaf celd
vAtjzecsA.

Nakonec dokazeme, Ze pro libovolné mnoziny A, B C X plati cl /(AUB) = cl » AUcl » B.
Lezi-li bod x € X v cl# A, pak podle definice lezi také v cl (A U B); plati tedy clo A,
clyB C el AUB), t.j. cly AUcly B C cl o(AUB). Zbyva tedy dokézat, ze cl (AU B) C
clsAUclyB.

Bud z € clg(A U B) bod. Existuje sit S = (z,),e; v AU B tak, ze S € 7, t.J.
x=limyS. Klademe Iy ={t €|z, € A}, Ip={v€ 1|z, € B};evidentné¢ I =4 UIp.
Ukézeme, ze alespon jedna z mnozin 14, I C I je kofinalni. Predpoklddejme, ze 4 neni
kofindlni. Existuje tedy index tg € I4 tak, ze kazdy index s € I, splnujici podminku
1o < Kk, patif mnoziné Ig. Bud ¢ € I libovolny index. Podle definice usmérnéni existuje
index k € I tak, ze ¢, 19 < k. Index xk musi ovSem patfit mnoziné I a tedy mnozina Ip
je kofinalni.

Ukézali jsme, Ze alespon jedna z mnozin I, Ig je kofinélni. Necht je I4 kofindlni.
Pak I, je usmérnéna pomoci usmérnéni mnoziny I. Ozna¢me @4 : 4 — I kanonickou
injekci. Pak I4 > k — Sopa(k) € X je podsit sité S. Z druhé podminky z definice tiidy
konvergence vyplyvé, ze S o € Z,. Oviem S o py lezi v A, takze x € cl # A.

Je-li mnozina Ip kofinédlni, analogicky dostaneme, ze x € cl » B. V kazdém piipadé vsak
r €clyAUcly B, coz jsme chtéli dokazat.

(b) Nechf 7 je topologie na X takovd, ze cly je topologicky uzdvér asociovany s 7.
Necht = € X je bod, S € %, S = (z,),e7. Pfedpoklddejme, Ze S nekonverguje k bodu
x v topologii 7. Pak existuje okoli U bodu x takové, ze ke kazdému ¢ € I plati pro jisty
index kK > 1, ze x, ¢ U. Uvazujme takové okoli U a oznatme J = {k € I | z, ¢ U};
evidentné ke kazdému ¢ € I existuje k € J tak, ze k > , takze mnozina J C I je kofinalni.
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Je tedy definovdna podsit T' = (x,)xes sité S a tato podsit .#-konverguje k z, t.j. T € .7,
(podminka (2) z definice tiidy konvergence). Sit T ovsem lez{ v X\U, takze x € cl /(X \U)
podle definice zobrazeni cly. Na druhé strané x ¢ X\U, takze clo/(X\U) # X\U a
mnozina X \U nemuze byt uzaviend v topologii 7. S tedy musi konvergovat k = v topologii
7. Je tedy ukazéno, ze kazda sif z dané tiidy konvergence .7 konverguje v topologii 7.

Bud' S sit v X konvergentni k bodu x € X v topologii 7. Piedpokladejme, Ze S neni
S-konvergentni k x, t.j. S ¢ 7.

Podle predpokladu (podminka (3) z definice t¥idy konvergence) existuje podsit T =
(Yr)res site S takovd, ze zadnd podsit sité T neni .#-konvergentni k bodu z. Pfitom S
konverguje k x v topologii 7, takze T musi také konvergovat k x v 7.

Pro kazdé k € J klademe K, = {\ € J | A > k}. K je kofindlni mnozina v J: ke
kazdému ¢ € J existuje prvek A € J tak, ze A > ¢,k (podminka (3) z definice usmérnéni)
a evidentné \ € K. Déle klademe A, ={z € X |z =y, A € K}, Tix = (Yx)rek- Tk je
podsit sité T pro kazdé x € J. Podsit T}, sité T lezi v mnoziné A; jelikoz z je limitnim
bodem T, je také limitnim bodem T, (Véta 1. odst. 4.2 str. 88) a tedy = € cl A (Véta 2.
odst. 4.2 str. 88).

Klademe K = J x [[,. K.. Uvazujme mnozinu K s pfirozenym usmérnénim. Déle
uvazujme systém (Ty)pes siti v X. Konstantn{ sif (xy)xes, kde 2, = x, je limitn{ sit
systému siti (T};)xes a bod x je -limitnim bodem této limitni sité (podminka (1) z de-
finice tiidy konvergence). Oznacime-li W = (w., 1)) (s, f)ck Sit, asociovanou se systémem
siti (Ty)kes, vidime, ze z € lim W (podminka (4) z definice tfidy konvergence). Podle
definice ovSem w(, 5y = Yy(x); f(K) € K, t.j. wis p) € Ag, takze W je podsit sité T. Nalezli
jsme tedy podsit sité T, kterd .-konverguje k bodu z.

Je-li sit S konvergentni k x v topologii 7 a pfitom neni .#-konvergentni k x, nemuze
byt splnéna podminka (3) z definice tiidy konvergence. S tedy musi byt .#-konvergentni
k bodu =z.

Tim je dikaz teorému ukoncen.

4.4. Konvergence v prostorech prvniho typu spocetnosti

K vySetfovani uzdvéru mnoziny v topologickém prostoru prvniho typu spocetnosti
nemusime pouzit vSechny sité; stac¢i se omezit na posloupnosti. Podobné je tomu pri
vySetfovani spojitosti zobrazeni topologickych prostoru, jehoz definiéni obor je topolo-
gicky prostor prvniho typu spocetnosti. Spresnime to.

Véta 9. Bud X topologicky prostor pruniho typu spocetnosti.

(a) Bod x € X lezi v uzdavéru cl A mnoziny A C X tehdy a jen tehdy, kdyz existuje
posloupnost S = (x;)ien v A takovd, Ze x € lim S.

(b) Mnozina A C X je uzaviend tehdy a jen tehdy, kdyz obsahuje limitni body kazdé
posloupnosti svijch bodu.

(¢c) Zobrazeni f : X — Y, kde Y je topologicky prostor, je spojité v bodé xoy € X tehdy
a jen tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost (x;)ien v X konverqujici k bodu xy posloupnost
(f(z1))ien vY konverguje k bodu f(xg).

Dikaz. (a) Predpoklddejme, ze = € cl A a zvolme spocetnou lokalni bézi topologie (U;)
v bodé z. Mozno predpoklddat, ze Uy D Us D Us D ... (Véta 10. odst. 1.5 str. 7). Pro
kazdé i plati U; N A # 0 a tedy existuje bod z; € U; N A. Posloupnost S = (z;) bodu
mnoziny A konverguje k bodu z, t.j. x € lim S.
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Nechf = € X a piedpoklddejme, Ze existuje posloupnost bodi v A konvergujici k z.
Pak nutné = € cl A podle Véty 2. odst. 4.2 str. 88.

(b) Tvrzeni je piimym dusledkem (a).

(¢) Bud f spojité v zg, bud (z;) posloupnost v X konvergujici k zo. Pro libovolné okoli
U bodu f(xg) € Y je f~1(U) okoli bodu xg a tedy existuje index o tak, ze x; € f~1(U)
pro kazdé i > ig. Pak tedy f(x;) € U pro kazdé i > ig a f(x¢) je limitni bod posloupnosti
(f ().

Predpokladejme, ze pro libovolnou posloupnost (z;) v X konvergujici k z¢ posloup-
nost (f(z;)) konverguje k f(zg). Bud (U;) spocetné lokalni béaze topologie v bodé xq a
predpokladejme, ze Uy D Uy D Us... (Véta 10. odst. 1.5 str. 7 K tomu, aby zobrazeni
f:+ X — Y bylo spojité v bodé x( staci, aby k libovolnému okoli V' bodu f(zp) existoval
index i tak, ze f(U;) C V. Predpoklddejme opak, t.j. predpoklddejme, ze pro jisté okoli V'
bodu f(zg) pro kazdé i plati f(U;) ¢ V. Ke kazdému i tedy existuje bod x; € U; tak, ze
f(z;) ¢ V. Ovsem posloupnost (z;) konverguje k z a tedy posloupnost (f(z;)) konver-
guje podle predpokladu k f(x¢). Pro jisté ¢ musi tedy platit f(U;) C V, coz dokazuje, ze
zobrazeni f je spojité v bodé xg.

Disledek. Bud'te 71, 7o dvé topologie na mnoziné X a piedpokladejme, ze topologické
prostory (X, 71), (X, 72) jsou prvniho typu spocetnosti. Dale predpoklddejme, ze posloup-
nost (z;) v X je konvergentni v (x,71) tehdy a jen tehdy, kdyz je konvergentni v (X, 72).
Pak 11 = m.

Dikaz. Podle Véty 9. (c) odst. 4.4 str. 93 je zobrazeni idy : X — X homeomorfismus
(X,71) na (X, ).

Véta 10. Topologicky prostor prvniho typu spocetnosti X je oddélitelng tehdy a jen
tehdy, kdyz kazdd posloupnost v X md nejvyse jeden limitni bod.

Dikaz. 1. Je-li X oddélitelny, pak podle Véty 7. odst. 4.2 str. 91 kazda posloupnost
v X maé nejvyse jeden limitni bod.

2. Predpokladejme, ze X neni oddélitelny a zvolme dva ruzné body z1, o € X, které
nelze oddélit otevienymi mnozinami. Bud (U;) spocetna lokélni béze topologie v bodé
x1; pak (U;) je spocetna lokalni baze topologie také v bodé xe. Mozno predpoklddat, ze
Uy DUy DUz D ... (Véta 10. odst. 1.5 str. 7). Zvolime libovolné bod x; € U;; dostavame
posloupnost (z;) v X, kterd podle definice konverguje jak k x1 tak k zo. Neexistuje-li tedy
v X posloupnost, konvergujici ke dvéma ruznym bodum, X musi byt oddélitelny.

4.5. Piiklady

(1) Usmérnéné mnozZiny. (a) Bud X libovolnd neprézdnd mnozina. Pro libovolné
prvky z, y € X polozme x < y. Takto je definovdno usmérnéni mnoziny X. Toto usmérnéni
neni uspotradani: pro libovolné dva prvky =, y € X plati y <z a x <y, z téchto podminek
vSak neplyne z = y, jak je pozadovano v definici usporddani. Libovolna neprazdna mnozina
A C X je kofindlni v X, nebot pro libovolné x € X a libovolné y € A plati y > =.

(b) Na mnoziné 22X vsech podmnozin mnoziny X definujeme relaci < takto: U <V,
jestlize U D V. Tato relace je usmérnéni mnoziny £ X, je zaroven i usporadanim £X.
Relace < vSak neni dobré uspoifddani: pro mnoziny {z}, {y} € 2X takové, ze z # y,
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neplati ani jedna z inkluzi {z} C {y}, {y} C {z}. Vsimnéme si, ze prdzdnd mnozina ( je
kofindlni v #X: pro kazdé U € 22X plati ) > U.

Jiné usmérnéni mnoziny #X dostaneme, klademe-li U < V', jestlize U C V. Pfi tomto
usmérnéni mnoziny £X je zifejmé mnozina X kofindlni.

(c) Kazdé uplné usporddand mnozina je usmérnénd, zvolime-li za jeji usmérnéni jeji
uplné usporadani. Ukazeme to. Prvni dvé podminky z definice tplné usporddané mnoziny
a usmérnéné mnoziny jsou totozné. Necht déle z, y jsou libovolné dva prvky tiplné
usporadané mnoziny X, takové, ze x < y. Zvolme z = y. Pak y < z podle podminky
(3) z definice usporadani, a tedy také x < z podle podminky (1) z definice usporadani. Je
tedy splnéna také treti podminka z definice usmérnéni.

(d) Pfirozené usporaddni mnoziny redlnych ¢isel R je zérovern jejim usmérnénim (porov.
(c)). Piirozené uspofadani mnoziny A C R je zdroven jejim usmérnénim; v obou piipadech
hovofime o prirozeném usmérnéni.

Uvazujme R s pfirozenym usmérnénim. Zfejmé mnozina N pfirozenych ¢isel je kofinalni
v R. Piiklady mnozin, které jsou kofindlni v N (a tedy také v R) jsou mnozina sudych
¢isel, mnozina lichych éfsel, mnozina M = 1,10,102%,103,....

(2) Site. (a) Kazdé zobrazeni mnoziny redlnych ¢isel (s pfirozenym usmérnénim) do
libovolné mnoziny X je sit v X.

(b) Na mnoziné piirozenych ¢isel N definujeme usmérnéni < takto: k& < k pro kazdé
keN,1<2<4<6<8<10<...,1<3<5<7<9<11<...,3<L6,5<8,
7 <10, ... (porov. obr. 1). Zobrazeni S : N — X mnoziny N s timto usmérnénim do
mnoziny X je sif v X, ale nenf to posloupnost v X.
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(c) Bud X mnozina. K libovolné siti S : I — X, jejiz definiéni obor je nejvyse spocetnd
mnozina, existuje posloupnost 7' : N — X, ktera je podsiti sité S.

K dikazu tohoto tvrzenf sta¢i nalézt zobrazeni ¢ mnoziny N s pfirozenym usmérnénim
do usmérnéné mnoziny I takové, ze ke kazdému indexu ¢y € I existuje pfirozené cislo ng
tak, ze p(n) > 1o pro vSechna n > ng - T = S o ¢ pak bude hledané posloupnost. Zvolme
pevné index kg € I. Oznatme M mnozinu vSech indexu ¢ € I, pro které ¢ > kg. Podle
predpokladu I je nejvySe spocetnd mnozina, M je tedy také nejvyse spocetnd. Oznacme
M = {ko, k1, K2,...}. Klademe ¢(n) = \,, kde Ay = kg, A2 = K1, A3 je libovolny index z
I, pro ktery A3 > Ao, Ko,..., A\, je libovolny index z I, pro ktery plati A\, > Ap—_1, kn—1,
atd. Zfejmé plati A < XAy < A3 < ....Polozme T = So . Necht 1y € I je libovolny index.
Podle definice usmérnéni existuje index vy € I takovy, ze vy > 19, k9. To ovSem znamena,
7e vy € M, a tedy plati vy = k; pro néjaké i € N U {0}. Musi proto existovat ng € N
takové, ze p(ng) = Ap, > ki = 1o, a tedy také p(n) = A\, > Ay > v > 1o pro kazdé
n > ng. Posloupnost T' je podle definice podsiti sité S a dukaz je ukoncen.

(d) Posloupnost muze mit podsit, kterd neni podposloupnosti. Uvedeme piiklad. Bud
X mnozina. Uvazujme posloupnost S : N — X a zobrazeni ¢ mnoziny R s pfirozenym
usmérnénim do N, definované vztahem ¢(k) =1 prok <1 a ¢(k) =n pro k € (n — 1,n],
n > 2. Pro libovolné ng € N zvolme kg € R tak, aby platilo kg > ng. Pak pro kazdé
k > ko plati (k) = n, kde n — 1 < k < n, a tedy také kg < k < ¢(k). Odtud plyne
©(k) > ng, coz znamend, ze zobrazeni ¢ spliiuje podminku (2) z definice podsité. Ziejmé
tedy T' = S o ¢ je podsif posloupnosti S, kterd neni podposloupnost.
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(3) Sité v topologickijch prostorech. (a) Bud X mmozina s diskrétn{ topologii. Sit S =
(z,),er v X konverguje k bodu = € X pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € I tak, ze z, = =
pro kazdé ¢ > 1g. Jinymi slovy to znamend, ze sit v diskrétnim topologickém prostoru
konverguje k bodu z, pravé kdyz od urcitého indexuy celd lezi v mnoziné {x}. Mé&jme
nyni systém (Sy)xex konvergentnich siti v X. Jelikoz X je Hausdorffuv, existuje jedind
limitn{ sit systému (Sy)xec k- Tato sit konverguje k bodu y tehdy a jen tehdy, kdyz existuje
ko € K tak, ze pro kazdé k > kg plati lim S, = y.

(b) Uvazujme mnozinu X s trividln{ topologii. Kazd4 sit S v X je konvergentn{ a mnozina
limitnich bodu sité S je celd mnozina X. Mé&jme systém siti (S,),er v X takovy, ze mnoziny
I, X jsou alespon dvouprvkové. Pak systém sit{ (S,),e; ma vice nez jednu limitn{ sit S a
plati lim S’ = lim S, = X pro kazdé ¢ € I.

(c) Uvazujme mnozinu redlnych éfsel R s prirozenou topologii. Kazd4 konvergentni sit
v R m4 pravé jednu limitu. Sit S : I — R konverguje k bodu z € R pravé tehdy, kdyz ke
kazdému ¢islu € > 0 existuje index ¢g € I takovy, ze |S(¢) — x| < e pro kazdé ¢ > ¢p.

(4) Tridy konvergence. (a) TFida konvergence pro trividlni topologii. Bud X neprazd-
nd mnozina a uvazujme komplex siti . = (¥, )zcx, kde %, obsahuje vSechny sité v X.
Ukéazeme, ze .7 je tiida konvergence. Podminky (1) — (3) z definice t¥idy konvergence jsou
evidentné splnény. VySetiime podminku (4). Bud I libovolnd usmérnénd mnozina, (S,).cr
libovolny systém siti v X. Ozna¢me S’ (resp. S) limitni (resp. asociovanou) sit systému
siti (S,).er- Z definice komplexu sit{ vyplyvd, ze S', S € %, pro kazdé = € X. Dostdvame
tak, ze lim S” = lim S = X; podminka (4) je tedy splnéna a % je tiida konvergence na
mnoziné X. Pro libovolnou mnozinu A C X, A # (), ziejmé plati clgy A = X (nebot
kazda konstantni sit v A .#~konverguje k libovolnému bodu y € X) a pro mnozinu 0
plati cl 0 = (). Odsud vyplyva, ze uvazovana tiida konvergence .7 definuje na mnoziné
X triviadlni topologii.

(b) Trida konvergence pro diskrétni topologii. Bud X mneprdzdnd mnozina. Uvazujme
komplex siti . = (Z2)zex v X, definovany nésledujici podminkou: sit S : I — X je
elementem mnoziny .%, pravé tehdy, kdyz existuje index ¢y € I tak, ze S(t) = x pro
vSechny indexy ¢ > 1g. Ukdzeme, ze ¥ je t¥ida konvergence. Podminky (1) a (2) z definice
ti{dy konvergence jsou evidentné splnény. Vysetiime podminku (3). Bud z € X libovolny
bod, S : I — X sit takovd, ze S ¢ .7,. Mnozina K = {¢t € I | S(1) # z} je ziejmé kofinaln{
vIasit T=So0¢p, kde ¢ : K — I je kanonické injektivni zobrazeni, je podsit sité S
takovd, ze zaddnd jeji podsit neni elementem .7,. Podminka (3) je tedy splnéna. Zbyvéd
provéfit platnost podminky (4). Bud' I libovolnd usmérnénd mnozina, (S,),cr systém .7-
konvergentnich siti. Ziejmé existuje jedind limitni sit S’ systému siti (S,),er. Oznacme S
asociovanou sit. Je-li lim &S’ = ), pak lim »S’ C lim S, t.j. podminka (4) je splnéna.
Necht tedy lim S’ # (. Pak S’ € .7, pro néjaké x € X a plati lim »S" = {z}. UkdZeme,
ze x € lim »S. Zvolme index ¢y € I tak, ze S’(1) = = pro kazdé + > 1y. Protoze zarover
x = lim 5, existuje index x,, € J,, kde J, je defini¢ni obor sité .S,, takovy, ze pro kazdé
K > K, plati S,(k) = x. Pro ¢ > 1y klademe fy(¢) = k,, a pro ¢ # 1o vybereme libovolné
prvek x, € J, a klademe fy(¢) = ,. Pak pro libovolny index (¢, f) € I x []J, takovy,
ze (v, f) > (w0, fo), dostavame S(i, f) = S,(f(¢)) = x, nebot plati ¢ > 19 a f(A) > fo()\)
pro kazdé X € I. To ovSem znamena, Ze = € lim ¢S, a tedy lim S’ C lim #S. Uvazovany
komplex siti . v X je tedy tiida konvergence.

Bud nyni A C X libovolnd mnozina. Z definice .#-konvergentnich siti je ziejmé, Ze
clyA = A. To ovSem znamend, ze tiida konvergence . definuje na mnoziné X diskrétni
topologii.

(¢) Trida konvergence pro prirozenou topologii. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R a
na ni komplex siti .7 = (.7,).er takovy, Ze plati: sit S : I — R je prvkem mnoziny .7,
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pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢islu € > 0 existuje index ¢y € I takovy, ze |[S(¢1) — x| < &
pro kazdé ¢ > 1. Ukazeme, ze & je tiida konvergence na R. Pro kazdé x € R mnozina
Y, ziejmé obsahuje vSechny konstantni sité s hodnotami v z, je tedy splnéna podminka
(1) z definice ti{dy konvergence. Dale bud S € .7, libovolna sit, T' = S o ¢ jeji libovolna
podsit a nechf I (resp. K) oznacuje indexovou mnozinu sité¢ S (resp. T'). Necht ¢ > 0 je
libovolné ¢islo. Zvolme ¢y € I tak, aby platilo |z, — z| < & pro kazdé ¢ > ¢y (takovy index
existuje, nebot S € .7,) a index ko € K takovy, Ze pro kazdé > ko plati ¢(k) > 1o
(existence bodu ko plyne z definice zobrazeni ¢). Pak ziejmé pro kazdé k > ko plati
|Tp) — @] < &, tj. T € Z; a je splnéna podminka (2). VySetifme tfeti podminku.
Bud' S libovoln4 sit, nepatiici mnoziné .7, I jeji indexovd mnoZina. Pro kazdé ¢ > 0
klademe K. = {¢ € I | |S(:) — x| > ¢}. Kazd4 z mnozin K. je evidentné kofindlni v I.
Zvolme gy > 0 libovolné. Uvazujme kanonické injektivni zobrazeni ¢ : K., — I a sit
T., : K., » R, T, = So . T, je podsit site S. Ukdzeme, ze zaddnd podsit sité T, nenf
elementem mnoziny .. Necht W : J — T, je libovolna podsit sité T, W T. Z definice
podsité vyplyva, ze ke kazdému indexu A € J existuje A\g € J tak, ze ¥(\g) € K, a tedy
|[W(Xo)—z| = T, (¥(Xo))—z| > €. Podminka (3) je tedy splnéna. Nyni vySetiime posledn{
podminku. Nejdiive dokéZzeme, Ze kazd4 sif S € . mé prévé jeden .#-limitni bod a plati
lim S = {z} pro S € .%,. Bud S € .7 libovolna sif z, y € R body takové, ze S € .7,
a zéroven S € . Z definice . vyplyva, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuji indexy ¢1, 12 € 1
takové, ze |z, — x| < /2 pro vSechny indexy ¢ > 1 a zdroven |z, — y| < £/2 pro vSechny
L > 19. Protoze mnozina I je usmérnénd, lze nalézt ¢islo Ao € I takové, ze A\g > t1, 0. Pak
pro kazdé A\ > Ao plati |z) — x| < /2 a zdroven |x) — y| < ¢/2. Odtud dostavame, ze
pro libovolné € > 0 plati v —y| = [ —z\ + 2x —y| < |xn — 2| + |2) — y| < &, coz znad,
ze |t —y| = 0, a tedy x = y. Nyni jiz muzeme piejit k dikazu platnosti podminky (4).
Z definice limitni sité a pravé dokdzaného tvrzeni vyplyva, ze libovolny systém (S,),cr
S-konvergentnich siti m4 jedinou limitnf sit S’ : I — R. Plati-li S’ ¢ .#, pak vztah
lim » S’ C lim S pro limitni sif S’ a asociovanou sit S plati. Necht tedy S’ € .. Pak
S" e #, pro néjaké x € R a plat{ lim » S’ = {z}. Zcela analogicky jako v pt. (4) (b) se
ukaze, ze x € lim #S. . je tedy tiida konvergence na R.

Zbyva vySetiit topologii 7. na R, ktera je definovana touto tiidou konvergence. Z defi-
nice .7 je zfejmé, Ze sit S konverguje k bodu z v topologii 7 préavé tehdy, kdyz konverguje
k x v prirozené topologii na R. To ovéem znamend, ze mnozina A C R je uzaviena v topo-
logii 7 praveé tehdy, kdyz je uzaviend v ptirozené topologii; 7« je tedy totozna s pfirozenou
topologii.

Pripad n-rozmérného Euklidova prostoru R" se vySetii analogicky.

(d) Trida konvergence pro topologii bodové konvergence. Bud X mnozina, Y topologicky
prostor. Na mnoziné Y¥ vsech zobrazeni mnoziny X do Y uvazujme komplex siti .&# =
(1) rey X takovy, ze sit S = (f,).er je prvkem mnoziny .%; prévé tehdy, kdyz pro kazdé
x € X sit S = (f.(2)).,er konverguje vY k bodu f(z). Ukdzeme, Ze .7 je ti{da konvergence
na YX. Ziejmé pro libovolnou konstantni sit S = (f,),cr takovou, ze f, = f pro kazdé . € I,
plati S € #¢; je tedy splnéna podminka (1) z definice t¥idy konvergence. Necht S € 7 je
libovoln4 sit, T' = So jeji libovolnd podsit. Pro kazdé x € X je sif T, = S, 0¢ podsiti sité
S, vY, atedy T, konverguje k bodu f(z) (Véta 1. odst. 4.2 str. 88). To ovSem znamend, ze
T #konvergujek f vYX t.j. T € #¢ ajesplnéna podminka (2). Necht S ¢ .#;. Existuje
bod zy € X tak, ze S, nekonverguje k bodu f(zg). Podle Véty 3. odst. 4.2 str. 89 existuje
podsit Ty, = Sy, 0 ¢ sité Sy, jejiz zddnd podsif nekonverguje k bodu f(zg). Klademe
T = So. Ziejmé T je podsit sité S. Kdyby pro néjakou podsit W = T o9 sité T platilo
W e &, pak by sit W, = T, o9 konvergovala k bodu f(z) pro kazdé = € X, t.j. Wy, by
byla podsiti sité Ty, konvergujici k f(z). Plati tedy W ¢ .y pro kazdou podsit W site
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T a podminka (3) je splnéna. Bud I libovolna usmérnéns mnozina, (S,),cr systém v Y X
takovy, ze S, € . pro vSechna ¢ € I. Oznac¢me S’ (resp. S) limitn{ (resp. asociovanou)
sif. Necht lim S’ # 0, t.j. S’ € #; pro néjaké f € YX. Ukdzeme, ze také S € 7. Je-li
S" = (f,).c1, pak podle definice limitn{ sité plati f, € lim &S, pro kazdé + € I. Tedy pro
kazdé x € X je f,(x) € im S, 4, t.j. St = (f.(z)).er je limitni sif systému siti (S, z),er vY.
Proto f(x) € lim S, C lim T, kde T} je sif asociovand se systémem siti (S, ;),er. OvSem
podle definice je Ty(t,9) = S,2(9(¢)) = S.(g(v))(x) = Sz(¢,g). Dostavame tak, ze pro
kazdé x € X je f(x) € im Sy, t.j. f € lim#S a lim»S" C lim & S. Je-li lim oS’ = (), pak
podminka lim S’ C lim #S je splnéna trividlné. .7 je tedy tiida konvergence na mnoziné
v,

Nakonec ukazeme, ze .7 definuje na Y topologii bodové konvergence. Ziejmé staci
ukézat, ze sit (f,).cr konverguje k zobrazeni f v topologii bodové konvergence na YX pravé
tehdy, kdyz pro kazdé z € X konverguje sit (f,(z)) v Y k bodu f(z). Predpokladejme
tedy nejprve, ze sit (f,).cr konverguje k f € YX v topologii bodové konvergence. Ke
kazdé mnoziné W (z,U), kterd patii systému generdtoru topologie bodové konvergence a
obsahuje f, tedy existuje index ¢y € I takovy, ze pro kazdé ¢ > g je f, € W(x,U). Proto
také pro kazdé ¢ > 1o je f,(x) € U, kde U je okoli bodu f(z). Jelikoz kazdému okoli U bodu
f(x) odpovidd element W (z, U) systému generdtort topologie bodové konvergence na Y X,
plyne odtud, Ze sit (f,(z)).c; konverguje k bodu f(x) € Y. Obracené predpokladejme, Ze
pro kazdé x € X konverguje sit (f,(z)).er k bodu f(z) v Y. Ke kazdému = € X a ke
kazdému okoli U bodu f(z) tedy existuje index ¢y € I takovy, ze f,(z) € U pro kazdé
t > 9. To znamend, ze pro kazdé ¢ > 1o plati f, € W(x,U), kde W(x,U) je libovolny
element systému generatort topologie bodové konvergence, obsahujici zobrazeni f. OvSem
libovolny element béze topologie bodové konvergence na Y je prinikem koneéného poétu
mnozin W (z, U); k libovolné oteviené mnoziné V' C YX, obsahujici f, lze tedy nalézt index
A € I takovy, ze pro kazdé ¢ > A je f, € V. Tim je tvrzeni dokazano.

Cviceni

Sité v topologickych prostorech

1. Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:
(a) Bud X topologicky prostor, A C X mnozina. Bod x € X je hromadnym bodem mnoZiny A
pravé tehdy, kdyZz v mnoziné A\{z} existuje sit konvergujici k bodu x.
(b) Bud X topologicky prostor prvniho typu spocetnosti, A C X mnozina. Bod x € X je hro-
madnym bodem mnoziny A praveé tehdy, kdyz v mnoziné A\{z} existuje posloupnost konvergujici
k bodu z.

Reseni. (a) Nechf z je hromadny bod mnoziny A. Podle definice existuje v kazdém okoli
U bodu z bod yy, lezici v mnoziné A N (U\{z}). Uvazujme mnozinu o, vsech okoli bodu z
s usmérnénim “U < V, jestlize U D V7. Pro libovolna dvé okoli U, V' € o, bodu z takova, ze
V C U, plati yy € U. Polozme S = (yu)ves, - S je sit v X, konvergujici k bodu z.

Obraceng, necht S je sit v mnoziné A\{x}, konvergujici k bodu z. Pak libovolné okoli U bodu
x obsahuje prvky sité S, t.j. mnozina A\{z} md neprdzdny priunik s libovolnym okolim bodu z.
To ovSem znamend, ze = je hromadnym bodem mnoziny A.

(b) Necht x € X je hromadny bod mnoziny A. Prostor X je prvniho typu spocetnosti, existuje
tedy spocetnd lokdlni baze topologie v bodé z; oznaéme ji (U;);en. Podle Véty 10. odst. 1.5 str.
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7 lze predpokladat, ze U; D U;y1. Pro kazdé n € N existuje bod y, € (U,\{z}) N A. Klademe
S = (Yn)nenN- S je posloupnost lezici v mnoziné A a konvergujici k .
Obrécené tvrzeni je dusledkem tvrzeni (a).

2. (a) Bud X topologicky prostor. Mnozina A C X je oteviend pravé tehdy, kdyz pro kazdou
sit S : I — X, konvergujici k néjakému bodu mnoziny A, existuje index ¢y € I takovy, ze x, € A
pro kazdé ¢ > 9. Dokazte.
(b) Bud' X topologicky prostor prvniho typu spocetnosti. DokaZte, Ze mnozina A C X je oteviena
prévé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost, konvergujici k néjakému bodu mnoziny A, existuje index
ng € N takovy, ze x,, € A pro kazdé n > nyg.

Reseni. (a) Nechf A C X je oteviend mnozina, x € A bod, S : I — X sit v X, konvergujic
k bodu z. K libovolnému okoli U bodu z existuje index ¢y € I takovy, ze x, € U pro kazdé ¢ > 1.
Ovsem mnozina A je oteviend, je tedy sama okolim bodu .

Dok4azeme nynf obrdcené tvrzeni. Pfedpoklddejme, Ze mnozina A C X nenf oteviend. Bud = € A
libovolny bod. Kazdé okoli U bodu z mé nutné neprizdny prunik s mnozinou X\A. Uvazujme
systém o, vSech okoli bodu z s usmérnénim, definovanym mnozinovou inkluzi C. Klademe S =
(yu)veo,, kde yy € U N (X\A). Tato sit lez{ celd v mnoziné X\ A a konverguje k bodu z € A.
Zkonstruovali jsme tedy sif, konvergujici k bodu mnoziny A takovou, ze x, ¢ A pro zadny index
¢ € I. Tim je tvrzeni dokazano.

(b) Prvnf ¢ést tvrzeni je dusledkem (a). Opacné tvrzeni se dokdze analogicky jako odpovidajici
tvrzen{ v ¢ésti (a) tohoto dukazu; staci ziejmé uvazovat spocetnou lokélni bézi (U;);en v bodé z
spliiujici podminku U; D U;41.

3. Ozna¢me Q_ mnozinu vSech zapornych racionalnich ¢isel usmérnénou pfirozenym uspo-
faddnim < redlné piimky R; uvazujme R s pfirozenou topologii. Polozme S = (z;);eN, ; = i, pro
kazdé i € Q_. Dostavame sit S : Q_ — R.

(a) Naleznéte mnozinu limitnich bodu sité S.

(b) Rozhodnéte, zda mnozina Q_ U {0} je uzaviend v R (vyuzijme k tomu Dusledku Véty 2.
odst. 4.2 str. 89).

(¢) Oznacéme N mnozinu pfirozenych ¢isel s pfirozenym usmérnénim a polozme p(n) = —1/n
pro kazdé n € N. Rozhodnéte, zda sit T = S o ¢ je podsiti sité S a uréete mnozinu lim 7.

Reseni. (a) Topologicky prostor R je Hausdorffiiv, takze mnozina lim S je nejvyse jednoprv-
kovd (Véta 7. odst. 4.2 str. 91 Snadno zjistime, ze 0 € lim S, tedy lim S = {0}.

(b) Mnozina Q_ U {0} nenf uzaviend v R, nebot ke kazdému iraciondlnimu ¢islu v R_{z € R |
x < 0} existuje sit lezici v Q_ a konvergujici k tomuto éislu. UkdZeme to. Bud y € R_ libovolné
iraciondlni ¢islo. Zvolme lokdlni bazi o, pfirozené topologie v bodé y, usmérnénou mnozinovou
inkluzi. V kazdém okoli bodu y existuje racionalni ¢islo. Polozme T' = (yv)veo, , kde yu je racionalni
éfslo lezici v Q_ NU. T je sit v R, kterd ma pozadované vlastnosti.

(c) Sit T = S o ¢ je podsiti sité S, nebot ¢ je zobrazeni N do Q_ a mnozina ¢(N) je kofindln{
v Q_. Podle Véty 1. odst. 4.2 str. 88 je imT = 0.

4. Uvazujme posloupnosti S1 = (2;)ien, S2 = (¥i)ien, S3 = (2i)ien, S2 = (w;)ien bodu
mnoziny RN, definované podminkami
w1 =(1,1,1,1,...), @2 = (0,1/2,1/2,1/2,...), x5 = (0,0,1/3,
1/3,1/3,..), ..y y1 = (1,0,0,0,...), yo = (1/2,1/2,0,0,...),
ys = (1/3,1/3,1/3,0,0,...), ..., z1 = (1,1,0,0,...),
20 = (1/2,1/2,0,0,...), 23 = (1/3,1/3,0,0,...), ...,
wr = (1,1,1,1,...), ws = (0,2,2,2,...), w3 = (0,0,3,3,...),
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Rozhodnéte, které z téchto posloupnosti jsou konvergentni, uvazujeme-li na RN (a) souéin
piirozenych topologii, (b) silny soué¢in pfirozenych topologii.

Reseni. Vobou uvazovanych topologiich je lim S; = lim So = lim S5 = (0,0,0,...),lim Sy = 0.

5. Bud'te X, Y topologické prostory a uvazujme mnozinu Y ¥ s topologii bodové konvergence.
Rozhodnéte, zda limitou kazdé konvergentni posloupnosti spojitych zobrazeni X do Y je spojité
zobrazeni f € YX.

Regeni. Limita posloupnosti spojitych zobrazeni z X do Y nemusi byt spojité zobrazeni.
Uvedeme piiklad. Uvazujme posloupnost (fp)nen funkei z [0,1] do R, definovanych vztahem
fn(x) = 2™ Kazdd z funkel f,, je spojitd v piirozenych topologiich na [0,1] a R. Posloupnost
(fn) konverguje v topologii bodové konvergence na RI®! k funkci f, kde f(x) =0 pro 0 < z < 1
a f(z) =1 pro = 1; tato funkce ovsem neni spojitd.

6. Bud X = {a,b} dvouprvkovd mnozZina, {S1, 52} systém sit{ v X, kde S; : [y — X, S :
I, — X jsou konstantn{ sité, S1(¢) = a, Sa(k) = b.
(a) Naleznéte sit S, asociovanou se systémem {Si, Sa}.
(b) Uvazujme X s trividlni topologii. Urcete vSechny limitn{ sité systému {S1, S2} a jejich limitn{
body. Urcete mnozinu limitnich bodu asociované sité S.
(c) Proved'te totéz co v (b) pro piipad, ze X m4 topologii 7 = {X, 0, {a}}.
(d) Proved'te totéz co v (b) pro piipad, ze X m4 diskrétni topologii.

Reseni. (a) Indexovou mnozinou sité S bude soucin {1,2} x I; x I s usmérnénim “(i, f;) <
(i2, f2), jestlize i1 < iz a f1(i) < f2(i) proi = 1,2”. Podle definice pro S : {1,2} x I} x I — X plati
S(1, f) = S1(f(1)), S(2,f) = S2(f(2)). Odsud S(1, f) =a < S(2,f) =bpro kazdé f € I} x I5.

(b) v tomto piipadé lim S1 = lim Sy = X = {a, b}. Systém {51, S2} m4 limitni site S} : {1,2} —
X, i=1,2,3,4, kde S{(1) = 8{(2) = a, $4(1) = a, S4(2) = b, S4(1) = b, S42) = a, $4(1) = b,
S} (2) = b. Ztejmé mnozinou limitnich bodu kazdé sité v X je mnozina X; plati to tedy také pro
kazdou limitn{ sit S} a pro asociovanou sit.

(¢) V uvazovaném piipadé lim S; = {a,b}, lim S = {b}. Limitn{ sité systému {S7, S2} jsou
tedy site S7 : {1,2} — X, S5 : {1,2} — X, kde Si(1) = a, S1(2) = b, S5(1) = S5(2) = b. Plati
limS] =lim S = X, lim S} = {b} C lim S.

(d) Uvazujme mnozinu X s diskrétni topologii. Pak lim S; = {a}, lim Sy = {b} a existuje jedina
limitn{ sit S": {1,2} — X, S’(1) = a, S'(2) = b. Ziejmé lim S" = b = lim S.

7. V mnoziné X = {a,b} uvazujme systém siti {5, S2, 53}, kde Sy : {1,2} — X, S1(1) = a,
S1(2) = b, S2: {1,2,3} — X, S2(1) = b, S2(2) = a, S2(3) = b, S3 : {1,2,3,4} — X, S3(1) = b,
S3(2) = a, S3(3) = b, S3(4) = a.

(a) Urcete sit S, asociovanou se systémem siti {51, S2, S3}.

(b) Uvazujte X s diskrétni topologii a ur¢ete viechny limitn{ sité systému siti {51, Sa, S5}, jejich
limitn{ body a limitni body sité S.

(c) Proved'te totéz co v (b) pro piipad, ze na X je uvazovéna topologie 7 = {0, X, {b}}.

(d) Proved'te totéz co v (b) pro p¥ipad, ze na X je uvazovéana topologie T = {0, X, {a}}.

Reseni. (a) Indexovou mnozinou sité S je mnozina {1,2,3} x {1,2} x {1,2,3} x {1,2,3,4}
s timto usmeérnénim: (lafl) < (17f2>5 (17f1> < (25f2)7 (Lfl) < (37f2)7 (27f1) < (27f2>5 (27f1> <
(3, f2), (3, f1) < (3, f2) v piipade, ze f1, fo spliuji podminku f;(i) < fo(i) pro i = 1,2,3. Pak
podle definice S(L. ) = 8 (£(1)). S@ ) = S(f(2)). SG.f) = S(f(3)). kde f(1) € {12},
f(2) € {1,2,3} a f(3) € {1,2,3,4}; sif S Ize tedy zndzornit takto:
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S, =8,2)
IA IA

S,(1) =5,2) =5,3)
IA IA IA

Sy(1) = 5,2) = 553) = S54)

Po dosazeni

a=b
A A
b=a=b
AN A

b=a=b=ua

(b) Je-li na X déna diskrétni topologie, existuje zfejmé jedind limitni sit S” systému siti S,
Sa, S3 a plati S'(1) = b, S'(2) = b, S'(3) = a, t.j. lim S’ = a. Jelikoz rovnéz lim S = a, plati
lim S' =lim S.

(c) Uvazujme X s topologii 7 = {X, 0, {a}}. Pak lim S; = X, lim Sy = X, lim S3 = {a}. Limitn{
sité daného systému siti jsou sité S, S5, S5, Sj, definované vztahy S1(1) = a, S1(2) = a, S1(3) = a,
S4(1) = a, S4(2) = b, S4(3) = a, S5(1) = b, S5(2) = a, S5(3) = a, S4(1) = b, S4(2) = b, S}(3) = a.
Plati lim S7 = lim S5 = lim S% = lim S} = a, lim S = a.

(d) V uvazovaném piipadé limS; = {b}, lim Se = {b}, lim S5 = X. Limitni sité S7, S} jsou
definovény vztahy Sj(1) = b, S1(2) = b, S1(3) = a, S4(1) = b, S5(2) = b, S4(3) = b. Plat{ tedy
lim S = X, lim S = {b}. Ddle lim S = X, t.j. lim S} C lim S} = lim S.

Hromadné body siti

Bud X topologicky prostor, S : I — X sif v X. Bod x € X nazveme hromadnigm bodem sité
S, jestlize ke kazdému okoli U bodu x a ke kazdému indexu ¢y € I existuje ¢ € I takové, ze ¢ > 1
ax, €U.

8. Bud S : I — X sitf v topologickém prostoru X, T jeji podsit. Ukazte, Ze je-li bod x € X
hromadnym bodem sité 7', je také hromadnym bodem sité S.

Reseni.Necht S = (x,),er, necht T = Sop, kde ¢ : K — I, je podsit sité S. Bud z hromadny
bod T', U jeho okoli. Podle definice zobrazeni ¢ existuje k libovolnému indexu ¢y € I index kg € K
tak, ze pro v8echna k > kg plati ¢(k) > ¢o. Podle definice hromadného bodu ovsem existuje index
A 2> ko takovy, 7e x,(n) € U. Odtud vyplyvd, Ze k libovolnému indexu ¢o € I existuje index ¢ > o
tak, ze x, € U: staci zvolit « = ().

9. Bud S sif v topologickém prostoru X, z jeji hromadny bod. Existuje podsit T sité S,
konvergujici k z. Dokazte.

Reseni. Necht S = (z,),c;. Uvazujme mnozinu J viech uspofddanych dvojic (¢,U), kde ¢ € T,
U je okoli bodu z a z, € U. Definujeme relaci < na J takto: (¢1,U1) < (12, Us), jestlize 11 < 19 a
Ui D Us. Snadno provéiime, ze < je usmérnénim mnoziny J. Klademe ¢((¢,U)) = ¢ pro vSechna
(t,U) € J. Zobrazeni ¢ : J — I zfejmé splituje druhou podminku z definice podsité. Sit T'= So ¢
je tedy podsit sité S. Bud U libovolné okoli bodu x. Existuje ¢o € I takové, ze z,, € U. Pro
libovolné (¢, V') > (10,U) € J ovéem plati x, € V aV C U, t.j. v, = x((,,v)) € U, atedy x € lim T

10. Necht X je topologicky prostor prvniho typu spocetnosti. Je-li x hromadny bod posloup-
nosti S, pak existuje podposloupnost posloupnosti S, konvergujici k bodu z. Dokazte.
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Reseni. Necht S = (z,,) je posloupnost v X, nechf x je jeji hromadny bod. Zvolme lokalni
bazi (U;)i;en topologie v bodé z takovou, ze Uy D Uz D Us D .... Ke kazdé z mnozin U; existuje
index n; > i takovy, ze x,, € U;. Klademe T = (z,,)ien. T je podposloupnost posloupnosti S
konvergujici k bodu =z.

11. V Euklidové prostoru R uvazujme posloupnost S = (0,1,0,1,0,1,...). Uréete hromadné
body posloupnosti S a ke kazdému z nich naleznéte podposloupnost posloupnosti S, konvergujici
k tomuto bodu.

Reseni. Posloupnost S mé dva hromadné body, a to 0, 1. Klademe T} = (0,0,0,...), Ty =
(1,1,1,...). Ztejmeé Ty (resp. T2) je podposloupnost posloupnosti S a plati limTy = {0} (resp.
lim 75 = {1}).

Sekvenéni a Fréchetovy prostory

Topologicky prostor X se nazyva sekvencni, jestlize spliuje tuto podminku: mnozina A C X
je uzaviena pravé tehdy, kdyz spolu s kazdou posloupnosti, ktera v ni lezi, obsahuje také vSsechny
jejl limity. X se nazyvéd Fréchetiv (topologicky) prostor, jestlize pro libovolnou mnozinu A C X a
libovolny bod = € cl A existuje posloupnost S bodu mnoziny A konvergujici k bodu x.

12. Kazdy topologicky prostor prvniho typu spocetnosti je Fréchetuv. Kazdy Fréchettuv prostor

je sekvenéni. Dokazte.

reseni Bud X topologicky prostor prvntho typu spocetnosti, (U;)ien spoetnd lokalni baze
topologie v bodé = € cl A, kde A C X je libovolnd mnozina. Zvolme z; € ANU;NU;N---NU,,
1=1,2,3,..., a polozme S = (z;);en. S je posloupnost lezici v A a konvergujici k bodu z. X je
tedy Fréchetuv prostor.

Bud X Fréchetiv prostor, A C X mnozina. Chceme ukdzat, Ze A je uzaviend tehdy a jen
tehdy, jestlize pro libovolnou posloupnost S lezici v A plati lim S C A.

Necht A je uzaviena mnozina. Podle Véty 3. odst. 4.2 str. 89 zadna sif lezici v A nekonverguje
k bodu mnoziny X \ A, tedy ani zddnd posloupnost bodu z A nekonverguje k zaddnému bodu
mnoziny X \ A. To ovSem znamend, ze limity kazdé posloupnosti, lezici v A, také lezi v A. Obracené
nechf A C X je mnoZina, obsahujici viechny limitn{ body kazdé posloupnosti, lezici v A. Bud
x € cl A libovolny bod. Podle predpokladu X je Fréchetuv prostor, existuje tedy posloupnost S
bodu mnoziny A takova, ze x € lim S. Odtud plyne, ze © € A, t.j. A =clA. Tedy X je sekvenéni
prostor.

13. Dokazte, ze zobrazeni f sekvenéniho prostoru X do topologického prostoru Y je spojité
praveé tehdy, kdyz pro libovolnou posloupnost S v X plat{ f(limS) C lim f(5).

Reseni. Nutnost plyne z Véty 5. odst. 4.2 str. 90. Piedpoklddejme, ze pro libovolnou po-
sloupnost S v X plati f(limS) C lim f(5). Bud B C Y libovolnd uzaviend mnozina. UkaZzeme, Ze
také mnozina f~!(B) je uzaviend. Zvolme libovolnou posloupnost S bod@ mnoziny f~!(B). Plat{
f(lim S) C lim f(S) C B (Disledek Véty 2. odst. 4.2 str. 89). Odsud vyplyv4, ze lim S C f~1(B). X
je oviem sekvenéni prostor, a tedy mnozina f~1(B) je uzaviend. Spojitost f vyplyva z libovolnosti
mnoziny B.

14. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii, bod y nepatiici R, mnozinu
Y = (R\N) U {y} a zobrazeni f : R — Y, definované vztahem

f()_{ac, x € R\N,
"= y, x € N.
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Uvazujme Y s findln{ topologii asociovanou se zobrazenim f (odst. 2.4, p¥. (7) odst. 2.5 str. 23).
(a) Ukazte, ze zobrazeni f je uzaviené.
(b) Charakterizujte okoli y € Y.
(c) Ukazte, zZe topologicky prostor Y neni prvniho typu spocetnosti.
(d) Ukazte, ze topologicky prostor Y je Fréchetuv.

Reseni. (a) Nechf B C R je uzaviend mnozina. Ukazeme, e také mnozina f(B) je uzaviena.
Nejprve predpoklddejme, ze BN N = (). Pak f~1(f(B)) = f~}(f(R\N)N B) = (R\N) N B = B,
odkud f~Y(Y\f(B)) = R\f~1(f(B)) = R\B, coZ je mnozina oteviend; podle definice findln{
topologie je oviem mnoZina Y\ f(B) C Y oteviend, takZze f(B) je mnozina uzaviens. Necht nyn{
BAN £ 0. Pak 1~ (f(B)) = f A (F(BAN)U(B\N))) = /- (F(BAN)UF(B\N)) =/~ (f(B
N)U f~1(f(B\N)) =NU(B\N)=BU{n € N |n ¢ B} = BUN. Mnozina BUN je uzaviena
(sjednoceni uzavienych mnozin). Odtud f~}(Y\f(B)) = R\f(f(B)) = R\(B UN), coz je
mnozina oteviend; mnozina Y\ f(B) je tedy oteviend a f(B) musi byt opét uzaviend mnozina.
Ukézali jsme tedy, ze zobrazeni f je uzaviené.

(b) Bud' U okoliboduy € Y. Plati U = (U\{y})U{y}atedy f~1(U) = fF~HU\{yHUuft{y}) =
(U\{y})UN. f=1(U) je tedy oteviens mnozina v R obsahujici N. Klademe V = f~1(U). Evidentné
(VA\N)U{y} = (U\{y}) U{y} = U, kde jsme vyuzili toho, ze mnozina U\{y} neobsahuje elementy
mnoziny N. Okoli U m4 tedy tvar U = (V\N) U {y}, kde V je oteviend mnozina v R, obsahujic{
N. Obrécené kazdd mnozina U tohoto tvaru je okoli bodu y.

(c¢) Predpoklddejme, ze Y je prvniho typu spocetnosti. Vyberme spocetnou bézi okoli bodu y,
tvorenou mnozinami Uy, Us, Us, . ... Podle (b) pro kazdé i € N plati U; = (V;\N) U {y}, kde V; je
oteviend mnozina v R obsahujici N. Zvolme bod z; € V;\N takovy, ze x; > i a uvazujme mnozinu
W = R\{x1,22,23,...}. Ziejmé W D N a W je oteviend mnozina. Mnozina (W\N) U {y} je tedy
okoli bodu y. Pro zddné ¢ € N ovsem neplati U; C (W\N) U {y}, coz je spor s predpokladem, ze
Y maé spocetnou lokalni bazi v bodé y. Y tedy neni prvniho typu spocetnosti.

(d) Ukédzeme, 7e Y je Fréchetiv prostor. Bud A C Y libovolnd mnozina, z € cl A bod. Zkon-
struujeme posloupnost (x;) bodu mnoziny A konvergujici k bodu z. Zfejmé staci vysetiit piipad
x € cl A\ 4; je-li totiz x € A, pak S = (x;), kde z; = z, je hledand posloupnost.

Nechf x € cl A\A a nechf nejdifve z = y. Podle definice uzdvéru ma kazdé okol{ bodu y
neprazdny prunik s mnozinou A. Z (b) tedy vyplyvé, Ze pro kazdou otevienou mnozinu V C
R takovou, ze N C V, plati (VA\N) N A # (. Existuje tedy prirozené &islo k takové, ze kazda
oteviend mnozina v R obsahujic{ £ ma neprazdny prunik s A, t.j. k € clg A (kdyby takové éislo k
neexistovalo, znamenalo by to, Ze kazdé i € N by mélo okoli U; C R takové, ze U; N A = (); odsud
by ovsem vyplyvalo, ze (| JU;) N A = 0, a tedy také ((JU;\N) N A = 0, coz je spor). Topologicky
prostor R je prvniho typu spocetnosti, existuje tedy posloupnost T' = (y;) bodu z A, konvergujici
k bodu k. V topologickém prostoru Y ovSem posloupnost T konverguje k y.

Zbyva vysetiit pifpad * € clA\A, * # y. Mnozina f~!(cl A) je uzaviend v R: mnoZzina
1Y\ clA) = R\f!(cl A) je totiz podle definice finaln{ topologie oteviend. Existuje tedy po-
sloupnost S = (z;) bodi mnoziny f~1(cl A) konvergujici k z v R. Ziejmé posloupnost (f(z;))
lez{ v cl A. Bud U libovolné okoli bodu = v Y . Pak f~}(U) C R je oteviena mnozina; jelikoz
F~1({x}) = {z}, f~1(U) je okoli bodu z v R a existuje index i tak, ze x; € f~1(U). Bod f(z;)
tedy lezi v U a posloupnost (f(z;)) konverguje k bodu = v topologickém prostoru Y. Ukédzali jsme
tedy, ze Y je Fréchetuv topologicky prostor.

15. Uvazujme mnozinu X = {0} U (U,cn Xi), kde

e 2o (Ot

=i
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Pro kazdé z € X definujeme systém o, podmnozin mnoziny X takto:

1 1
{{z}} z*;ﬂL},
Oz = 2 ) 1
X; k= 1 2, ... ==
\UQ{ }| %, 2+ 1,42 + 2, ;o T=
j=t
{UCX|U:X\(M1UM2)}, IL':O,

kde M; je sjednoceni kone¢ného poc¢tu mnozin X; a Ms je sjednoceni koneénych mnozin Ky, ,, m,
n € N, takovych, ze Ky, C Xim,, € M1 a Ky, 5 je sjednocenim koneéné mnoha jednobodovych
mnozin typu {1/m, + 1/5}.

(a) Ukazte, ze pro kazdé z € X je o, lokédlni baze topologie na X v bodé z.

(b) Rozhodnéte, zda X s touto topologif je prvniho typu spocetnosti.

(¢) Rozhodnéte, zda X je Fréchetuv prostor.

(d) Ukazte, ze X je sekvenéni prostor.

Reseni. (a) Provéifme podminky (1) — (3) Véty 8. (b) odst. 1.4 str. 6

Necht z = % + % V tomto pfipadé je systém o, tvoren jedinou mnozinou {% + %} a podminky
(1) = (3) jsou zfejmeé splnény.

Necht z = 1. Pak systém o, je tvofen mnozinami

1 <11
Ui,k:{—.}U | ) {—.+—.} . k=% 41,7 42,...
1 1 ]

j=k+1

Ziejmé % € Ui i pro kazdé k = i%, i + 1, i* + 2, ..., je tedy splnéna podminka (1). Budte dale
Uik, Ui, libovolné dvé mnoziny ze o,. Plati

1 (11 > (1 1
Ui,kﬂUi,z—{;}U U {g—i—;}ﬂ U {E"";}

j=k+1 Jj=l+1

(o U3

kde m = max{k,{}. Zvolme p > m. Pak pro mnozinu U, , plati U;, € o, a U;;, C U, N U; .
Je tedy splnéna podminka (2). Bud nyni U, ; libovolnd mnozina, y € U, x libovolny bod. Je-li
y = %, vezméme | > k. Pak U;; € o, a U;; C U . Je-li y # %, pak ziejmé y = %—i— %, kde
j > k+ 1.V tomto pfipadé polozme V; = {1/i+1/j}. Vi € 0, a plati V; C U; . Je tedy splnéna
také podminka (3) a o, je lokdlni béze v bodé © = 1/i.

Necht koneéné x = 0, nechf U € o je libovolnd mnozina. Jelikoz 0 ¢ Mj, My, plati 0 €
X\(M; U M), t.j. 0 € U. Je tedy splnéna podminka (1). Budte déle U, V € oy libovolné dvé
mnoziny, U = X\(M; U Mg) V = X\(Ml U My), kde My, M, M, M, jsou vhodné mnoziny.
Pak UNV = X\(M; UM; UM, U Ms). Klademe W = X\(M; U My). Ziejmé W € oy, kde
M1 = M, UM, My > My U M2 Mnozina W je definovana korektné, nebot M1 je sjednoceni
koneéného poctu mnozin X; a MoNM; = (. Plati W € UNV, je tedy splnéna podminka (2). Necht
U = X\(M1UMs,) € a9 je libovolnd mnozina, y € U bod. Je-li y = 0, klademe V' = X\ (M; U My);
V € 09, kde My = My a My D Mo, MQlif(z) PakVeo,aV CU. Jehy7—+1 klademe
V ={1/i+1/j}; ztejmé¢ V € 0, a V C U. Bud y = 1/i. Oznacme k nejvetsi z cisel j takovych, ze
{1/i+1/j} € M> a polozme

V =X\ [j {%Jrl}

j=i?
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Ziejme V € o,. Z podminky 1/i € U plyne X; ¢ My, t.j. V. CU.

(b), (¢) Ukdzeme, ze topologicky prostor X neni Fréchetiv, a tedy ani prvniho typu spocet-
nosti. Uvazujme mnozinu A = X\{0,1,1/2,1/3,...}. Z definice okoli nuly vyplyvd, ze kazdé okoli
U € oo ma neprazdny prinik s mnozinou A, t.j. ze 0 € clA. Necht S je posloupnost bodi z
A. Pak bud (1) body posloupnosti S lezi v koneéném poétu mnozin X;, a tedy existuje okoli U
bodu 0, majici prazdny prunik s S, t.j. S nekonverguje k nule, nebo (2) body posloupnosti S lezi
v nekone¢né mnoha z mnozin X;, ale pro kazdé i je SN X; koneénd mnozina, coz zase znamena, ze
existuje U € oq tak, ze U neobsahuje body S. Celkové tedy dostavame, ze v mnoziné A neexistuje
posloupnost, kterd by konvergovala k bodu 0 € cl A. To ovSem znamend, ze X neni Fréchetuv
prostor.

(d) Ukazeme, ze X je sekvenéni prostor. Bud A C X libovolnd mnoZina takovd, ze s kazdou
posloupnosti, kterd v ni lezi, obsahuje také vSechny jeji limity. UkdZzeme, Ze pak A = cl A. Necht
x € clA, x # 0. Z definice topologie na X je ziejmé, ze o, je spocetna lokdlni baze v bodé x.
Oznacme Uy, Us, Us, ... elementy systému o, a zvolme body 1 € ANUy, zo € ANU; NUs,
23 € ANUL NUaNUs, .... Vznikd posloupnost (z;), lezici v mnoziné A, konvergujici k bodu z.
Podle ptredpokladu = € A. Dostdvdme tak cl A\{0} C A. Nechf nyni z € cl A, z = 0. Uvazujme
posloupnost S = {1,1/2,1/3,...}. Existuje podposloupnost T' = (z;) posloupnosti S takovd, ze
libovolné okoli libovolného bodu z; mé neprazdny prunik s mnozinou A (jinak by totiz muselo
existovat okoli U bodu 0, patiici o9, takové, ze U N A = (), coz je spor s predpokladem 0 € cl A).
Dostavame tedy, ze posloupnost T lezi v cl A. Jelikoz pro kazdé i je x; # 0 a z; € cl A, znamen4 to
podle predchoziho, ze x; € A; T tedy lezi v A. Podle piredpokladu pak také limT = 0 € A. Celkové
jsme tedy dokézali, ze cl A C A, takze mnozina A je uzaviend. Podle Dusledku Véty 2. odst. 4.2
str. 89 plati, ze je-li mnozina A C X uzaviend, pak s kazdou posloupnosti S lezici v A obsahuje A
také mnozinu lim S. Dokézali jsme tedy, ze X je sekvené¢ni prostor.

16. Uvazujme topologicky prostor X ze cv. 15 a mnozinu Y = X\{1,1/2,1/3,...} s induko-
vanou topologii. Rozhodnéte, zda Y je sekvenéni prostor.

Reseni. Uvazujme mnozinu A = Y'\{0}. Necht S je libovolné konvergentni posloupnost lezici
v A. Ziejmé v A neexistuje zddnd posloupnost, kterd by konvergovala k bodu 0 (srov. cv. 15). Je
tedy také lim S C Y. Mnozina Y'\{0} ovsem neni uzaviena v Y, nebot {0} C Y neni oteviend, a
tedy Y neni sekvenéni prostor.

Filtry

Bud X neprdzdnd mnoZina. £ X mnoZina viech podmnozin mnoziny X. Filtrem v mnoziné X
nazyvame neprazdny systém mnozin ¢ C £ X, spliujici tyto podminky:
(12) 0 ¢ .
(1b) Pro libovolné mnoziny A, B € ¢ plati AN B € .
(1c) Je-li mnozina A prvek systému ¢ a A C B, pak B je také prvek sysktému .
Bazi filtru v mnoziné X nazyvame neprazdny systém mnozin § C £ X, spliujici tyto
podminky:
(22) 0 ¢ 5.
(2b) K libovolnym mnozindm A, B € [ existuje mnozina W € 3 tak, ze W C AN B.
Je-li 0 baze filtru v mnoziné X, pak systém vSech mnozin A € X takovych, ze existuje B €
lezici v Y, je filtr v X. Nazyva se
filtr, generovany bazi B a oznacuje se pg; fikdme také, ze béze filtru 8 generuje filtr ¢g.
Filtr ¢’ se nazyva jemnéjsi nez filtr p, jestlize ¢’ O ¢ (t.j. pro kazdou mnozinu A € ¢ plati
A € ¢'). Filtr ¢ se nazyva maximdini filtr, nebo také ultrafiltr, jestlize pro kazdy filtr ¢’ jemnéjsi
nez ¢ plati ¢’ = .
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17. Rozhodnéte, které z nésledujicich systému mnozin jsou filtry, které jsou béze filtru:

(a) Systém vsech neprézdnych podmnozin mnoziny X.

(b) Systém vsech podmnozin mnoziny X, které obsahuji pevné zvoleny bod = € X.

(¢) Systém vsech okoli bodu z v topologickém prostoru X.

(d) Systém vsech podmnozin topologického prostoru X takovych, ze kazdd z téchto podmnozin
obsahuje néjaké okoli pevné zvoleného bodu =z € X.

(e) Systém vsech podmnozin mnoziny X, které obsahuji pevné zvolenou mnozinu A C X.

(f) Systém vsech okoli mnoziny A v topologickém prostoru X.

g) Systém vsech podmnozin topologického prostoru X, z nichz kazdd obsahuje néjaké okoli
pevné zvolené mnoziny A C X.

() = {X}.

(i) Systém ¢, tvofeny dopliky vSech kone¢nych mnoziny v mnoziné X.
j) ¢ = {z}, kde x € X je pevné zvoleny bod mnoziny X.

(k) Systémy 1 = {M; [ i € N}, w2 = {M] [ i € N}, kde M; = {x; [1<j <i}, Mj ={z; |j >
i} a S = (x;)ien je posloupnost v mnoziné X.

(1) Systém ¢ vsech podmnozin V mnoziny X, spliujicich tuto podminku: pro pevné zadanou
sit S = (z,).e1 v X existuje index ¢o € I tak, ze z podminky ¢ > 1o vyplyvd z, € V.

—

Reseni. (a) Uvazovany systém neni filtr ani baze filtru (pro A, B C X nemusi platit ANB # ().
(b) Uvazovany systém je ultrafiltr a tedy také filtr a baze filtru.
(¢) Uvazovany systém neni filtr (nemusi platit (1c)), je to béze filtru.
(d) Uvazovany systém je filtr a tedy také béze filtru.
(e) Uvazovany systém je filtr a tedy také béze filtru.
(f) Uvazovany systém neni filtr (neplati (1c)), je baze filtru.
(g) Uvazovany systém je filtr a tedy také baze filtru.
(h) Uvazovany systém je filtr a tedy také béze filtru.
(i) Je-li mnozina X konecnd, pak ¢ neni filtr a ani béze filtru (viz (a)); je-li mnozina X ne-
konecna, pak ¢ je filtr v X a tedy také baze filtru.
(j) Uvazovany systém nenf filtr, je baze ultrafiltru.
(k) ®1, @2 nejsou filtry (nenf splnéna podminka (1c)), jsou to béze filtru.
(1) Uvazovany systém je filtr a tedy také baze filtru.

18. Ukazte, ze systém ¢ podmnozin mnoziny X je ultrafiltr pravé tehdy, kdyz pro kazdou
podmnozinu A mnoziny X je bud A € ¢ nebo X \ A € .

Reseni. Necht ¢ je ultrafiltr v X, A C X podmnozina. Piedpokliddejme, ze A & . Ukézeme.
7e existuje mnozina B € ¢ takovd, Zze AN B = (). Predpokladejme, Ze takovd mnoZina neexistuje,
t.j. ze pro kazdou mnozinu B € ¢ plati BN A # (). Pak systém mnozin 3 = {AN B | B € ¢} je
baze filtru v X a filtr ¢g, generovany touto bazi, je tvofen vSemi mnozinami U C X takovymi, ze
U D AN B. To ovSem znamend, ze také A € ¢g, a ze filtr pg je jemnéjsi nez filtr ¢ (kazd4d z mnozin
B € ¢ patii filtru ¢g). ¢ je ovsem ultrafiltr, a tedy ¢ = pg a A € ¢, coz je spor s predpokladem,
ze A & . Dokdzali jsme tak, ze pro néjakou mnozinu B € ¢ plati AN B = (). Odsud vyplyv4d, ze
BcC X\ A, tj. X\ A€ p podle podminky (1c) z definice filtru.

Dokazeme obracené tvrzeni. Predpokladejme, Zze ¢ neni ultrafiltr v X. Existuje tedy filtr ¢
jemnéjsi nez o, rtizny od . Bud A € ¢’ mnozina takovd, ze A & p. Kdyby platilo X \ A € ¢, pak
by také platilo X \ A € ¢’ atedy AN(X\A) € ¢'. Oviem AN (X \A) =0¢&¢'. Proto X \ A & .
Tim je dikaz ukoncen.

/

19. Nechtf X,Y jsou mnoziny, f : X — Y zobrazeni.

(a) Ukazte, ze pro kazdou bézi filtru § v X je mnozina f(3) = {f(A) | A € 8} béaze filtruv Y
(t.j. ze obrazem béze filtru pfi zobrazeni f je béze filtru).

(b) Rozhodnéte, zda obrazem filtru v X pii zobrazeni f je filtr v Y.

(¢) Rozhodnéte, zda obrazem ultrafiltru v X pii zobrazen{ f je ultrafiltr v Y.
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Reseni. (a) ) ¢ B a tedy také () ¢ f(B). Systém f(B) C ZY proto spliuje podminku
(2a) z definice baze filtru. Necht f(A), f(B) € f(3) jsou libovolné mnoziny. Plati f(A) N f(B) D
f(AN B). Ovsem A, B € 3, a tedy podle (2b) existuje mnozina W € (3 tak, ze W C AN B. Pak
fW)yc f(AnB) C f(A)N f(B), t.j. f(B) je béze filtru v Y.

(b) Obraz filtru v X nemus{ byt filtrem v Y, nebot systém mnozin f(p) = {f(A) | A € ¢}, kde
© je filtr v X, nemusi spliiovat ani jednu z podminek (1b), (1c) z definice filtru. Obrazem filtru
v X je ovSem bdze filtru v Y, nebot systém f(¢) zfejmé splituje obé podminky (2a), (2b) z definice
baze filtru.

(c) Ukazeme, Ze obrazem ultrafiltru je ultrafiltr. K tomu vyuZijeme cv. 18. Necht ¢ je ultrafiltr
v X, A CY libovolnd mnozina. Plat{ bud f~!(A) € p nebo X \ f~1(A) = f~1(Y \ A) € ¢. Proto
také (podle (a)) ff~1(A) € By nebo ffHY \ A) € By(y), kde By, je baze filtru, generujici
filtr f(p). Ovsem ff Y (A)C Aa ff ' (Y\A) CY \ Aatedy bud A€ f(p) nebo Y \ 4 € f(p).
Uzitim cv. 18 dojdeme k zdveéru, ze f(p) je ultrafiltr v Y.

Nechtf X je topologicky prostor, ¢ filtr v X. Bod = € X se nazyva limita filtru ¢, jestlize kazdé
jeho okoli patii filtru ¢. Rikdme také, ze filtr ¢ konverguje k bodu z a piseme z € lim¢. Bod z € X
se nazyva limita baze filtru 3, jestlize € lim ¢g; fikdme také, ze baze filtru 8 konverguje k bodu
x a piSeme z € lim 3. Ziejmé x € lim (8 pravé tehdy, kdyz kazdé okoli bodu = obsahuje prvek béze
(. Bod z € X se nazyva hromadng bod filtru ¢ (resp. bdze filtru (), jestlize x pati{ uzdveru kazdé
z mnozin A € ¢ (resp. A € (). Ziejmé z je hromadnym bodem filtru ¢ (resp. béze filtru §) tehdy
a jen tehdy, kdyz kazdé okol{ bodu z protind kazdou z mnozin filtru ¢ (resp. baze filtru 3).

20. Bud X topologicky prostor, ¢ ultrafiltr v X. Bod x € X je limitou ¢ pravé tehdy, kdyz
je hromadnym bodem ¢. Dokazte.

Reseni. Z definice limity a hromadného bodu vyplyvé, ze kazdy hromadny bod libovolného
filtru v X je zéroven jeho hromadnym bodem (srov. podminka (1b) z definice filtru). Obracené
necht ¢ je ultrafiltr v X a z € X je hromadny bod . Bud V libovolné okoli bodu x. Plati VNB # ()
pro kazdé B € ¢. Klademe 8 = {VN B | B € ¢}. B je béze filtru v X, filtr @3, generovany bézi
filtru 3, je jemnéjsi nez filtr ¢, a plati V' € ¢g. Oviem ¢ je ultrafiltr, takze ¢ = pg a tedy V € .
Odtud vyplyva, ze z € lim .

21. Dokazte, ze plati:
(a) Je-li bod z € X limitou filtru ¢, pak je limitou kazdého filtru ¢, ktery je jemnéjsi nez .
(b) Je-li bod € X hromadnym bodem filtru ¢" a filtr ¢’ je jemnégjsi nez filtr ¢, pak z je
hromadnym bodem filtru .
(c¢) Je-li bod z € X hromadnym bodem filtru ¢, pak existuje filtr ¢’ jemnéjsi nez ¢ tak, ze
x € lim /.

Reseni. (a) Tvrzeni vyplyva pifmo z definice.

(b) Tvrzeni vyplyvé piimo z definice.

(c) Necht z € X je hromadny bod ¢, t.j. necht pro kazdé okoli V bodu z a pro kazdou mnozinu
B € ¢ plati V N B # ). Uvazujme filtr @3, generovany bdz{ filtru 3, tvofenou mnozinami V N B.
p je filtr jemnéjsi nez ¢ a pro kazdé okoli V' bodu x plati V' € pg. Tedy z € lim pg.

22. Dokazte, ze neprazdna mnozina U v topologickém prostoru X je oteviend tehdy a jen
tehdy, kdyz patii kazdému filtru, ktery konverguje k nékterému bodu = € U.

Reseni. Bud U C X neprazdnd oteviend mnozina, z € U bod, ¢ filtr v X, konvergujici k x;
takovy filtr vzdy existuje, je jim napf. filtr tvofeny vSemi mnozinami A C X takovymi, ze ke kazdé
mnoziné A existuje okoli V bodu « takové, ze V- C A. U je okoli bodu z a x € lim ¢, proto U € ¢.

Obracené necht mnozina U C X patii kazdému filtru ¢, ktery konverguje k nékterému bodu
x € U. Zvolme x € U libovolné a uvazujme systém vsech filtra ¢ v X takovych, ze z € lim ¢.
Kazdé okoli V' bodu x patfi ¢, proto uvazovany systém filtri obsahuje filtr ¢g, generovany bazi
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filtru B, tvofené okolimi bodu x. Podle piedpokladu U € ¢g. Odtud vyplyva, ze existuje okoli V'
bodu x takové, ze V' C U. Z libovolnosti bodu z plyne otevienost U.

Pozndmka. Ziejmé plati, ze mnozina U C X je oteviend pravé tehdy, kdyz U € (g
(prunik ptres z € U).

23. Bud X topologicky prostor, A C X mmnozina. Dokazte, ze © € cl A pravé tehdy, kdyz
existuje baze filtru g3, tvofend podmnozinami mnoziny A, konvergujici k bodu x.

Reseni. Necht z € cl A. Podle definice m4 kazdé okoli bodu  neprazdny primnik s A. Oznaéme
[ systém mnozin U N A, kde U probiha okoli bodu z. Systém £ je tvoFen podmnozinami mnoziny
A a spliiuje podminky (2a), (2b) z definice béze filtru. Zfejmé kazdé okoli bodu x obsahuje prvek
béze filtru 3, je tedy = € lim .

Obracené, bud 3 baze filtru, tvofend podmnozinami mnoziny A, konvergujici k bodu z. Kazdé
okoli bodu z tedy obsahuje prvek baze filtru . To ovSem znamenad, ze pro kazdé okoli U bodu z
jeUNA#0D, tj. x €clA.

24. Ukazte, ze topologicky prostor X je Hausdorffuv pravé tehdy, kdyz kazdy filtr v. X mé
nejvyse jednu limitu.

Reseni. Bud X Hausdorffuv prostor, ¢ filtr v X. Necht x1, 3 € X jsou body, pro které plati
x1, 2 € limg. Z definice limity filtru vyplyvé, Ze pro kazdé okoli Uy (resp. Us) bodu 1 (resp.
x9) plati Uy, Uy € . Z definice filtru dostdvdme, ze Uy NUs € @, t.j. Uy NUs # 0. X je oviem
Hausdorffuv, takze x1 = x5.

Dokazeme obracené tvrzeni. Predpokladejme, ze X neni Hausdorffuv. Existuji body 1, 2 € X,
T1 # X3, takové, ze pro libovolné okoli U; bodu 1 a libovolné okoli Us bodu xs plati Uy NUs # .
Necht 3 je systém mnozin tvaru Uy N Uz, kde Uy (resp. Us) probihd okolf bodu z; (resp. z2). 8
je béze filtru v X. Zfejmé kazdé okoli bodu z; (resp. z2) je prvkem filtru g, t.j. 21, 2 € lim pg.
Nalezli jsme tedy filtr v X, ktery ma alespon dvé limity. Tim je ovSem dokdzano, ze ma-li kazdy
filtr v X nejvyse jednu limitu, pak X musi byt Hausdorffiv topologicky prostor.

25. Zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité prave tehdy,
kdyz pro kazdou bézi filtru § v X plati f(lim 8) C lim f(8), kde f(5) je obraz béze filtru § pfi
zobrazeni f. Dokazte.

Reseni.Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickych prostort, 3 béze filtru v X, z € lim 3.
Kazdé okoli U bodu x obsahuje prvek B baze 3. Bud W libovolné okoli bodu f(x). Mnozina
F~Y(W) je oteviens a obsahuje bod x, je tedy okolim z. Existuje proto A € 3 tak, ze A C f~Y(W).
Odtud vyplyva, ze f(A) C ff~Y(W) C W, t.j. kazdé okoli W bodu f(z) obsahuje prvek baze filtru
f(B). Plati tedy f(z) € lim f(5). Tim je inkluze f(lim /) C lim f(3) dokdzana.

Obréacené nechf pro kazdou bézi filtru 8 v X plati f(lim8) C lim f(3). K dikazu spojitosti
zobrazeni f staéf ukdzat, Ze pro kazdou mnozinu A C X plati f(cl A) C cl f(A). Bud tedy A C X
libovolnd mnozina, x € cl A bod. Podle cv. 23 existuje béze filtru 8, tvofend podmnozinami mnoziny
A takové, ze © € lim 3. Pro kazdy bod f(z) € f(cl A) plati f(x) € f(lim ). Podle predpokladu
pak f(z) € lim f(8). f(B) je baze filtru v Y, tvofend podmnozinami mnoziny f(A). Tedy podle
cv. 23 plati f(x) € cl f(A). Tim je inkluze f(cl A) C cl f(A) dokdzdna.

26. Necht X = [] X, je soucin topologickych prostorti, kde index ¢ probfhd mnozinu I, , :
X — X, k € I, prirozend projekce. Dokazte, ze filtr ¢ v X konverguje k bodu z pravé tehdy,
kdyz filtr ¢,;, generovany béz{ filtru 7. (¢) v X, konverguje k bodu 7, (z) pro kazdé k € I.

Reseni. Podle cv. 19 (b) je obrazem filtru ¢ pii zobrazeni 7, béze filtru v X,. Nechf ¢
konverguje k bodu z € X. Zobrazeni 7, je spojité, a tedy podle cv. 25 plati 7, (lim ¢) C lim 7, (¢),
t.j. z podminky x € lim¢ vyplyva m.(z) € limm,(p). To oviem znamend, ze filtr @,;, generovany
bazi 7, (¢), konverguje k bodu 7, (x) € X,.
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Obrécene, necht 7, (z) € limm,(¢) pro kazdé x € I. Podle definice limitntho bodu baze filtru
kazdé okoli bodu 7, (z) obsahuje prvek baze 7, (¢). Ukdzeme, ze kazdé okoli bodu x patii filtru ¢.
Bud U C X libovolné okolf z. Zvolme element W baze topologie na X, W C U. Plat{ W = [] Uy,
kde U, C X, a U, = X, pro vSechny indexy x az na kone¢né mnoho. Ovsem z € U, takze
me(x) € U, pro viechna k € I. Pro kazdy index ¢ € I takovy, ze U, # X,, existuje prvek B,
baze filtru m,(p) takovy, ze B, C U,; pro ¢ € I, pro kterd U, = X,, je B, = X, prvek béze
filtru 7, (¢). Klademe B = [[B,. Ziejmé © € B a B C W C U. Oznaéme Ay, As, ..., A,
ty z mnozin B,, pro které B, # X,, a ozna¢me my, 72, ..., T, odpovidajici projekce m,. Plati
B=m " (A)Nmy (A) NN H(Ay) amp (A € o tmi(e) C @ pro i =1,2,...,n. Z definice
filtru vyplyva, ze také B € ¢ a U € . To ovSem znamend, ze x € lim ¢, coz jsme chtéli dokézat.

Poznamka. Podle cv. 19 (¢) ultrafiltr ¢ v X konverguje k bodu z € X tehdy a jen tehdy, kdyz
pro kazdé ¢ € I ultrafiltr 7,(¢) v X konverguje k bodu ,(z).

27. Dokazte, ze plati:
(a) Necht S : I — X je sit v topologickém prostoru X. Existuje filtr ps v X takovy, Ze
limpg =1lim S.
(b) Necht ¢ je filtr v topologickém prostoru X . Existuje sit S, : I — X takovd, ze im S,, = lim ¢.
(c) Necht S (resp. S’) je sif v topologickém prostoru X a ¢g (resp. ¢g filtr v X takovy, ze
lim S = lim pg (resp. lim S’ = lim g/ ). Je-li sit S’ podsiti site S, pak filtr pg: je jemnéjsi nez filtr
Ps-

Reseni. (a) Bud S = (z,).es sit v X. Nechf ¢g je systém podmnozin mnoziny X, definovany
takto: A € pg prave tehdy, kdyz existuje index ¢ € I takovy, ze x, € A pro viechna ¢ > 1g. pg je
filtr v X a plati lim pg = lim S.

(b) Bud ¢ filtr v topologickém prostoru X. Oznaéme I mnozinu viech dvojic (z, A), kdez € A €
©, a definujme relaci < na I takto: (1, A1) < (z9, A2), jestlize A; D Az. Relace < je usmérnéni
na I. Klademe z, = z pro v = (z,A4) € I. Pak S, = (x,).es je sit v X. Ziejmé ¢ = ¢g, a
lim S, = lim ¢.

(c) Tvrzeni je ziejmé.

Topologie, generovana systémem filtra

Komplexem filtri v mnoziné X budeme rozumét systém (p,.).cx, kde @, je filtr v X.

28. Necht X je mnozina a (p;)zex komplex filtri v X takovy, Ze pro kazdé z € X a kazdé
V € ¢, plati x € V. Dokazte, ze systém 7 podmnozin mnoziny X, tvofeny mnozinami U C X
takovymi, Ze pro kazdé x € U je U € ¢, a mnozinou (), je topologie na X.

Reseni. Provéiime axiomy topologie. § € 7 podle definice systému 7. Z definice filtru vyplyva,
7ze X € o, pro kazdé x € X, a tedy také X € 7. Bud'te nyni U, V € 7 libovolné dvé mnoziny.
Je-liUNV =0, pak UNV € 7. Necht UNV # 0. Prokazdé z € UNV je U, V € o, a tedy
podle definice filtru také U NV € ¢,. Proto také U NV € 7. Nakonec uvazujme libovolny systém
mnozin (V,) v X takovy, ze V, € 7 pro kazdé «. Bud x € |JV, libovolny bod. Existuje index # tak,
ze v € V. Ovsem V,, € ¢, a z definice filtru vyplyva, ze také |JV, € p,. Pro kazdé z € JV, je
tedy UV, € p,. Systém 7 je tedy topologie.

29. Bud X mnoZina (p;).ex komplex filtrii na X. Piedpoklddejme, Ze jsou splnény tyto
podminky:
(1) Prokazdé z € X akazdé V € ¢, plati z € V.
(2) Pro kazdé z € X a kazdé A € ¢, existuje V € ¢, tak, ze pro kazdé y € V plati A € ¢,.
Ukazte, ze pak na X existuje jedina topologie 7 takova, ze pro kazdy bod = € X je ¢, filtr v X,
generovany bazi filtru 3,, kde G, je lokalni baze topologie T v bodé .
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Reseni. Oznaéme 7 systém podmnozin mnoziny X, tvofeny mnozinou () a mnozinami U
s vlastnosti, ze pro kazdé x € U plati U € .. Podle cv. 28 je 7 topologie na X. Oznac¢me [,
lokalni bazi topologie 7 v bodé z. Pro kazdé x € X je (3, béze filtru pg, v X. UkdZeme, ze
PBs = Pa-

Bud A € ¢g, libovolnd mnozina. Existuje U € 3, tak, ze U C A. Jelikoz U € 7, plati, Ze pro
kazdé y € U je U € ¢,. Oviem U > z, proto U € ¢,. Déle A D U, t.j. také A € @,. Je tedy
08, = ¢g. Ukdzali jsme tak, ze spliiuje-li komplex filtra v X podminku (1), pak 7 je topologie na
X, pro niz filtr ¢, je jemnéjsi, nez filtr ¢z, , generovany vemi okolimi bodu z.

Obréacené, zvolme libovolnou mnozinu A € ¢,. Polozme U = {y € A | ¢, > A}. Ziejmé U C A
a U > z. Bud y € U libovolny bod. y tedy lezi v A a A je prvkem filtru ¢,. Podle podminky (2)
existuje mnozina V' € ¢, takova, ze pro kazdé z € V plati A € ¢.. Z podminky z € V tedy vyplyva
A € ¢y, t.j. z € U; dostavame tak vztah V' C U. Ovéem V € ¢, proto také U € ¢,. Mnozina U
je tedy oteviena v topologii 7. Dokazali jsme tak, ze libovolnd mnozina A € ¢, obsahuje okoli U
bodu z, U C A, coz znamen4, ze A € g,. Tim je vztah ¢, C ¢g, dokdzan.

Celkove tedy plati ¢, = g, .

Zbyva ukédzat, ze T je jedind topologie na X, kterd mé uvedenou vlastnost. Ozna¢me (), bazi
topologie 7', pro kterou rovnéz v, = g, t.j. s, = @p: . Necht U je oteviend mnozina v topologii
7, € U libovolny bod. U je prvkem ¢, a tedy U € pg: . Podle definice filtru ¢, existuje mnozina
V € B takové, ze V C U. Mnozina U je tedy oteviend rovnéz v 7/, t.j. 7 C 7’. Podobné se ukéze,
ze 7" C 7. Tim je jednoznaénost topologie dokézéana.

30. Uvazujme komplex filtru (¢z)zecx v mnoziné X, definovany takto:
(a) ¢, = {X} pro kazdé z € X.
(b) oo ={AC X | A>z} prokazdé z € X.
(¢) o ={A C X | A> z} pro kazdé = € X\B, ¢, = {X} pro kazdé x € B, kde B C X je
neprazdna mnozina.
Rozhodnéte, zda (¢.).cx generuje néjakou topologii na X, pfipadné urcete tuto topologii.

Reseni. (a) ¢, spliuje obé podminky (1), (2) ze cv. 29. Mnozina U C X takovd, ze pro kazdé
xz e U plati U € ¢,, splyva s X, 7 je tedy trividlni topologie.

(b) Stejné jako v (a) zjistime, Ze topologie, generovand komplexem filtrii (¢, ).cx je diskrétni
topologie.

(¢) (¢z)zex spliuje podminky (1), (2) ze cv. 29. Topologie 7, generovana timto komplexem
filtra mé lokalni bazi 8, = {{X}} v bodechz € Ba f, ={AC X | AC X\B} v bodech z ¢ B.
V této topologii je tedy mnozina X\ B oteviend, mnozina B je uzaviend a libovolnd podmnozina
mnoziny B neni ani oteviena ani uzaviena.



Metrické prostory

Metrikou na neprazdné mnoziné rozumime funkci, pfitazujici libovolnym dvéma bodum
této mnoziny jisté realné ¢islo — jejich vzdalenost. Tato funkce pfitom spliuje podminky,
znamé jako axiomy metriky: je pozitivné definitni, t.j. vzdalenost dvou riznych bodi je
kladné ¢islo a vzdalenost dvou bodu, které splyvaji, je rovna nule; je symetricka, t.j.
vzdalenost bodu z, y je stejnd jako vzdalenost bodu y, x; spliiuje tzv. trojuhelnikovou
nerovnost, kterd rika, ze vzdalenost dvou bodu x, z nemuze byt vétsi nez soucet vzdalenosti
bodu z, y a y a z pro libovolny tfeti bod y. Mnozina, na niz je dina metrika, se nazyva
metricky prostor.

Pojem metriky ma svij puvod ve staré geometrii. Metrické prostory v dnesni podobé
pojmy moderni matematické analyzy.

Mezi dulezité vlastnosti metriky patii, ze pfirozenym zpusobem indukuje jistou (tzv.
metrickou) topologii. Teorie metrickych prostoru se tak stdvd soucdsti obecné topologie,
prestoze pojmy metrického a topologického prostoru jsou ve svych zakladech zcela odlisné.
Nékteré topologie vsak nelze charakterizovat pomoci metriky. Piiklady tohoto typu lze nalézt
nejen v obecné topologii, ale také ve funkciondlni analyze (napi. v teorii distribuci). Tt{du
topologickych prostoru, jejichz topologie muze byt charakterizovana jako metrickd, budeme
studovat v kap. 6.

Tato kapitola obsahuje systematicky vyklad zdkladu teorie metrickych prostoru s
durazem na jeji topologické aspekty.

5.1. Metrika

Metrikou na neprazdné mnoziné X rozumime funkci d : X x X — R, splnujici tyto
podminky:

(1) d(z,y) > 0 pro libovolné dva ruzné body z, y € X a d(x,x) = 0 pro libovolné z € X.

(2) d(x,y) = d(y,x) pro libovolné z, y € X.

(3) d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) pro libovolné z, y, z € X. Mnozina X s danou metrikou se
nazyva metricky prostor. Bude-li nutné specifikovat o jakou metriku se jednd, oznacujeme
tento metricky prostor symbolem (X, d). Cislo d(x,y) se nazyva vzddlenost bodu z, y € X.

Podminka (1) (resp. (2)) se nazyva pozitivni definitnost (resp. symetricnost) metriky d;
podminka (3) se nazyva trojuhelnikovd nerovnost.

Bud X metricky prostor s metrikou d. Otevrenou (resp. uzavienou) kouli se stredem
x € X a polomérem r > 0 rozumime mnozinu By(z,r) = {y € X | d(z,y) < r} (resp.
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Bq(z,7) = {y € X | d(z,y) < r}). Nemuzeme-li dojit k nedorozuméni, misto By(z,r)
(resp. By(z,r)) piseme B(x,r) (resp. B(z,r)).
Vzddlenosti dvou neprazdnych mnozin A, B C X rozumime ¢&islo
d(A,B)= inf {d .
(AB)= il {d(r.1)}

)

Je-li mnozina A jednoprvkova, A = {z}, oznacujeme d(z, B) = d({z}, B). Existuje-li ¢islo
614 = SUPg ycA {d(xa y)}’

fikdme, ze mnozina A je ohranicend a nazyvame d4 prumér mnoziny A.

5.2. Metricka topologie

Kazdé metrice na neprazdné mnoziné X lze pfirozenym zpusobem pfiradit jistou topo-
logii. Zavedeme tuto topologii a budeme studovat jeji vlastnosti.

Véta 1. Bud X metricky prostor.

(a) Systém vsech otevienych kouli je baze topologie na X.

(b) Systém vsech otevienych kouli se stredem v bodé x € X je lokdlni baze této topologie
v bodé x.

Dukaz. (a) Provéiime podminky Véty 8. odst. 1.4 str. 6. Systém o vSech otevienych
kouli pokryva X . Uvazujme dvé oteviené koule B(x,r), B(y, s) abod z € B(x,r)NB(y, s).
Zvolme ¢islo ¢ tak, aby platilo 0 < ¢ < min{s — d(y, z),r — d(z,2)}. Pak pro libovolny
bod w oteviené koule B(z,t) plati d(z,w) < d(z, z) + d(z,w) < d(z,z) +t < r, d(y,w) <
d(y,z) +d(z,w) < d(y,z) +t < s, t.j. B(z,t) C B(z,7) N B(y,s). Systém o je tedy béze
topologie na X.

(b) Tvrzeni vyplyvé piimo z definice.

Topologie na metrickém prostoru X generovand systémem vSech otevienych kouli, se
nazyva metrickd topologie nebo také topologie asociovand s metrikou metrického prostoru
X.

Bud X mnozina, di, da metriky na X. Rekneme, ze metriky dy, do jsou ekvivalentnd,
jestlize topologie asociovana s dy je totoznd s topologii asociovanou s ds.

Véta 2. Metriky di, do na mnoZine X jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz k li-
bovolné oteviené kouli By, (x,¢) existuje oteviend koule Bgy,(x,d) tak, Ze Bg,(x,0) C
By, (z,¢), a k libovolné oteviené kouli Bg,(x,0) existuje oteviend koule By, (x,7) tak, Ze
By, (z,v) C Ba,(z,9).

Dukaz. Ozna¢me 71 (resp. 12) topologii asociovanou s metrikou d; (resp. dz2). Pfedpo-
kladejme, ze metriky dj, ds jsou ekvivalentni. Pak 7 C 79 a tedy kazdéd oteviena koule
By, (z,¢€) je oteviend v topologii 5. Podobné 19 C 71 a tedy kazdé oteviend koule By, (z, J)
je oteviend v 7. Pozadované tvrzeni nyni vyplyva z Véty 1. odst. 5.2 str. 112. Obrécené
predpokladejme, ze k libovolné oteviené kouli By, (z,¢) existuje oteviend koule By, (z,0)
tak, ze Bg,(x,0) C By, (z,¢), a k libovolné oteviené kouli Bg,(z,d) existuje oteviend
koule By, (z,7) tak, ze By, (z,7) C Bg,(2,08). Bud U € 11 oteviend mnozina, x € U bod.
Existuje oteviena koule By, (z,¢) lezici v U a oteviend koule Bg,(x,0) C By, (x,¢), U je
tedy oteviend v topologii 7. Odsud 7 C 7 a analogicky 79 C 71. Tim je dikaz ukoncen.
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Véta 3. Bud A neprdzdnd mnoZina v metrickém prostoru X s metrikou d. K tomu,
aby x € cl A je nutné a staci, aby d(x, A) = 0.

Dtuikaz. Necht z € cl A. Pak B(xz,r)N A # () pro kazdé r > 0, t.j. existuje z € A tak, Ze
d(z,z) <r.Odtud d(z, A) = inf,ca{d(z, )} = 0. Obracené¢ plati-li d(x, A) = 0, plati také
B(x,r)N A # 0 pro kazdé r > 0, t.j. U N A # 0 pro kazdé okoli U bodu z. Tedy x € cl A.

Véta 4. (a) Kazdy metricky prostor je pruniho typu spocetnosti.
(b) Metricky prostor je druhého typu spocetnosti tehdy a jen tehdy, je-li separabiln.

Dukaz. (a) Bud X metricky prostor, d metrika na X. Podle Véty 1. odst. 5.2 str.
112 pro libovolny bod x € X oteviené koule B(z,r) tvoii lokalni bazi topologie v bodé
x. Vezmeme-li za r kladnd raciondlni ¢isla, dostaneme spocetnou lokalni bazi topologie
v bodé z.

(b) Podle Véty 13. odst. 1.6 str. 8 je kazdy topologicky prostor druhého typu spocetnosti
separabilni. Staci tedy ukazat, ze kazdy separabilni metricky prostor mé spocetnou bézi.
Bud X separabilni metricky prostor, Y C X spoéetnd hustd mnozina. Bud d metrika
metrického prostoru X, o sytém vsech otevienych kouli raciondlniho poloméru se stiedy
v bodech mnoziny Y. Systém o je ziejmé spocCetny. Ukazeme, ze tvori bazi metrické
topologie na X. Bud z € X libovolny bod, U jeho okoli. Pro jisté r > 0 raciondln{
existuje oteviend koule B(x,r) lezici v U. Existuje y € Y tak, ze d(x,y) < r/2. Ziejmé
B(y,r/2) € o ax € B(y,r/2) CU.Z Véty 9. odst. 1.4 str. 7 plyne, ze o je baze metrické
topologie, asociované s metrikou d.

Veéta 5. Kazdy metricky prostor je Hausdorffuv.

Dikaz. Bud X metricky prostor, d jeho metrika. Bud'te x, y dva riuzné body. Polozme
r = d(z,y)/2. Ukdzeme, ze B(xz,r) N B(y,r) = 0. Pfedpokladejme, zZe mnozina B(z,r) N
B(y,r) obsahuje bod z. Pak d(z, z), d(y, z) <r, t.j. 2r = d(z,y) < d(z,z) +d(y, z) < 2r,
COZ je Spor.

Dusledek. Bud X metricky prostor.

(a) Bod z € X lezi v uzdvéru mnoziny A C X tehdy a jen tehdy, kdyz existuje posloup-
nost S = (x;) v A takovd, ze x = lim S.

(b) Mnozina A C X je uzaviena tehdy a jen tehdy, kdyz obsahuje limitni body vSech
posloupnost{ lezicich v A.

(c) Kazda posloupnost v X mé nejvyse jeden limitni bod.

Dukaz. Tvrzeni (a), (b) vyplyvaji z Véty 9. odst. 4.4 str. 93 a z Véty 4. (a) odst. 5.2
str. 113. Tvrzeni (c) vyplyva z Véty 10. odst. 4.4 str. 94 a z Véty 5. odst. 5.2 str. 113.

Bud X metricky prostor, d jeho metrika. Pfimo z definice konvergentni posloupnosti
dostavame, ze nasledujici tii podminky jsou ekvivalentni:

(1) Posloupnost (z;) bodu z X konverguje k bodu z € X.

(2) Ke kazdému e > 0 existuje index n. takovy, ze d(z;,z) < ¢ pro kazdé i > n..

(3) Posloupnost (d(x;,z)) redlnych ¢isel konverguje k nule.

5.3. Spojita zobrazeni metrickych prostori

Uvazujeme-li metrické prostory s jejich metrickou topologii, ma smysl hovorit o spoji-
tosti zobrazeni metrickych prostoru. V tomto ptripadé lze spojitost vysetfovat také pomoci
metriky.
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Véta 6. Bud'te X1, Xo metrické prostory, di (resp. do ) metrika X1 (resp. X3), xo € X1
bod a f: X1 — X9 zobrazeni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) f je spojité v bodé x.

(2) Pro kazdou posloupnost (x;) v Xy konvergujici k bodu xy posloupnost (f(x;)) v Xo
konverguje k bodu f(xg).

(3) Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze z podminky di(xg,x) < & wvyplyvd
d2(f (w0), f(z)) <e.

Dikaz. Ekvivalence podminek (1) a (2) jiz byla dokdzéna (Véta 9. odst. 4.4 str. 93).
Ekvivalence podminek (1) a (3) vyplyvéd z toho, ze mnozina A v metrickém prostoru je
oteviend tehdy a jen tehdy, kdyz ke kazdému bodu x € A existuje oteviend koule se
stfedem v bodé x lezici v A.

5.4. Podprostory a souciny metrickych prostora

Bud X metricky prostor, d : X x X — R jeho metrika, A C X libovoln4d podmnozina.
Zuzeni dy = d|ax 4 funkce d na mnozinu A x A C X x X je ziejmé metrika na A. Mnozina
A s touto metrikou se nazyva podprostor metrického prostoru X; metrika d4 se pritom
nazyva indukovand.

Uvazujeme-li mnozinu A s indukovanou metrikou, vznikaji na A dvé topologie: metricka
topologie a topologie podprostoru metrického prostoru X.

Véta 7. Bud X metrickyj prostor s metrikou d, A C X podmnozina. Metrickd topologie
na A, asociovand s indukovanou metrikou d 4, je totoind s topologii podprostoru metrického
prostoru X.

Dikaz. Oznacme o topologii na A asociovanou s metrikou d4 a 74 topologii pod-
prostoru metrického prostoru X. Oteviené koule By, (z,7), kde x € A, r > 0, tvor{
bazi topologie o (Véta 1. odst. 5.2 str. 112). Déle z definice oteviené koule vyplyva, ze
B, (x,r) = AN By(x,r), t.j. ze koule By, (x,r) je oteviend v topologii 74. Plati tedy
o C 7a. Obrdcené nechf U € 74 je oteviend mmnozina, x € U bod. Existuje oteviend
mnozina V. C X takovd, ze U = A N V. Zvolme otevienou kouli By(x,e) tak, aby
Bji(z,e) C V. Pak By(z,e) N A= Bg,(x,e) C U odkud vyplyva, ze U € o, takze 74 C 0.
Celkové 74 = o, coz jsme chtéli dokazat.

Bud X; (resp. X») metricky prostor s metrikou d; (resp. ds). Pro libovolné (z1,1),
(z2,y2) € X1 x X5 polozme

d((w1,m), (w2,92)) = (i (21,22)) + (da(y1,32))%) " -

Funkce d je metrika na sou¢inu mnozin X; x Xo; mnozina X; x X5 s touto metrikou se
nazyva soucin metrickych prostoru X1, Xo.

Véta 8. Metrickd topologie na soucinu metrickych prostori Xy, Xo je totoind se
soucinem metrickiych topologii metrickych prostoru X1, Xs.
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Dikaz. Necht 7; je metrickd topologie na X; x Xy asociovand s metrikou d, ne-
chf 7 oznacuje topologii souc¢inu na X; x Xs. Pro libovolné (zg,y0) € X1 x Xy plati
Bi((zo,y0),7/2) C Bg,(zo,7/2) X Ba,(y0,7/2) C Bg((0,y0),7), kde di (resp. da) je met-
rika na X (resp. X3). Podle Véty 1. odst. 2.1 str. 17. musi byt tedy obé identickd zobrazeni
id: (X,7y) — (X,7),id : (X,7) — (X, 74) spojitd v bodé (zg,yo). Z libovolnosti bodu
(z0,y0) vyplyva, ze zobrazeni id je homeomorfismus. Odtud 74 = 7.

Pojem soucinu (dvou) metrickych prostoru se pfirozenym zpusobem zobecnuje na libo-
volny koneény systém metrickych prostori. Bud'te X;, i = 1,2, ..., k, metrické prostory,
necht dy je metrika metrického prostoru Xj. Ozna¢me pr; : X1 x Xo x -+ x X} — X; i-tou
kanonickou projekci sou¢inu mnozin. Pro kazdé x, y € X7 x X9 X - -+ X X}, polozme

b 3
d(z,y) = (Z d;(pr; x, pr; y)2> .

i=1

Funkce d je metrika na mnoziné X7 x Xo X - -+ X Xj; mnozina X; X Xo X -+ X X s touto
metrikou se nazyva soucin metrickych prostoru X1, Xs, ..., Xj.

Je zfejmé, 7e Véta 8. odst. 5.4 str. 114 muze byt piimo zobecnéna na sou¢in koneé¢ného
poctu metrickych prostor. Odsud pak ihned vyplyva, ze i-t4 kanonickd projekce pr; :
X1 x Xg X -+ x X — X je spojité oteviené zobrazeni (Véta 7. (a) odst. 3.2 str. 34).

VysSetiime nyni piipad soucinu spoCetné mnoha metrickych prostora. Dokazeme
nejdiive dulezité pomocné tvrzeni.

Lemma 1. Bud X metricky prostor s metrikou d, k > 0 pevné rediné c¢islo. Pro kazdé
z,y € X klademe

6(z,y) = min{d(z,y), k}.
6 je metrika na X, ekvivalentni s metrikou d.

Dikaz. Podminky (1), (2) z definice metriky jsou evidentné splnény. Provéiime
platnost podminky (3). Budte z, y, 2 € X libovolné body. Plati §(z,z) <
min{d(z,y) + d(y, z), k}. Rozlisime dvé moznosti. Plati-li navic d(z,y) + d(y, z) < k, pak
min{d(x,y) + d(y,2),k} < d(z,y) + d(y,z) = min{d(z,y),k} + min{d(y,z2),k} =
z,y) + 0(y,2), tj. 6(x,2) < d(x,y) + 0(y,2). Plati-li d(x,y) + d(y,z) > k, pak
min{d(z,y)+d(y, z), k} = k < min{d(z,y), k} +min{d(y, ), k} = 6(z,y)+d(y, 2), t.J. opét
d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). Podminka (3) je tedy splnéna a je dokdzéno, Ze ¢ je metrika.

Pro kazdé r takové, ze 0 < r < k, plati Bs(z,r) = Bg(z,r). Odsud ihned vyplyva, ze
mnozina U C X je oteviend v (X, J) tehdy a jen tehdy, kdyz je oteviend v (X, d). Tim je
dukaz ukoncen.

Metrika 0 na X se nazyva ohranicend metrika asociovana s metrikou d. Tuto metriku
pouzijeme pro konstrukei metriky na sou¢inu spocetné mnoha metrickych prostoru.

Véta 9. Necht (X;)ien je spocetny systém metrickych prostori, d; metrika na X;, §; =

min{d;, 1/2'} ohranicend metrika, asociovand s metrikou d;, X = [[X; soucin systému
mnozin (X;)ien. Funkce p: X x X — R, definovand vztahem

p(z,y) =Y 6i(pri(z), pry(y)),
=1

je metrika na X. Metrickd topologie na X, asociovand s touto metrikou, je totoZnd se
soucinem metrickych topologii systému metrickyjch prostori (X;)ien.
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Dikaz. Pro kazdé x, y € X plati
21
play) <Y =1

a p ziejmé spliuje podminky (1) — (3) z definice metriky. Oznac¢me 7 (resp. 7,) topologii
souc¢inu (resp. metrickou topologii asociovanou s metrikou p). Podle Véty 6. odst. 5.3 str.
114 je pro kazdé i € N zobrazeni pr; : (X,d) — (X;,0;) spojité: sta¢i zvolit v podmince
(3) Véty 6. odst. 5.3 str. 114 § = e. Plati tedy 7 C 7,. Dokédzeme, Ze plati také obréacend
inkluze. Bud B,(z,¢) libovolna koule. Zkonstruujeme mnozinu V' € 7 takovou, ze x € V
a V C By(z,e). Zvolme n tak, aby platilo 1/2"~! < ¢ a polozme V; = By, (pr;(z),e/2"),
1<i<n,V;=X;ieN\{L,2,...,n}. Prolibovolny bod y € V =[]V, plati

n

pla) € D (or ) e ) + > o

i=1 i=n+1
< € . €
n-—+—-—==¢
2n 2

nebot §;(pr;(x), pr;(y)) < 1/2% pro kazdé i € N a

i 1 1
- = -
i=n+1 22 2

Plati tedy y € B,(x,¢) odkud 7, C 7.
Celkem tedy 7, = 7 a dikaz je ukoncen.

Pod soucinem spocetného systému metrickych prostori (X;);en budeme rozumét soucin
mnozin [[ X; s metrikou p, definovanou ve Vété 9. odst. 5.4 str. 115.

Ve Vété 8. odst. 5.4 str. 114 a Vété 9. odst. 5.4 str. 115 jsme ukéazali, Ze na soucinu
[T X, systému metrickych prostoru (X,),cs, kde indexovd mnozina je nejvyse spocetna,
lze zavést metriku tak, ze topologie soucinu splyva s indukovanou metrickou topologii.
Ukézeme, ze toto tvrzeni nelze rozsitit pro pripad, Ze indexovd mnozina I je nespocetnd.

Véta 10. Necht (X,).cr je systém metrickijch prostori takovy, Ze indexovd mnoZina I
je nespocetnd. Predpoklddejme, Ze pro kazdé v € J, kde J C I je mespocetnd, je mnoZina
X, alespori dvouprvkovd. Pak soucin X = [[ X, systému metrickych prostori (X,),er neni
proniho typu spocetnosti.

Ditkaz. Ukdzeme, ze soucin X’ = [],c; X, nen{ prvniho typu spocetnosti. Bud z € X’
libovolny bod a predpokladejme, Ze existuje spocetnd lokalni baze topologie souc¢inu v bodé
x. Oznacme ji (U;)ien. Pro kazdé ¢ € N existuje okoli W; bodu z takové, ze W; C U; a
Wi = Il,es Wi, kde W;, je oteviend mnozina v X, a W;, = X, jpro kazdé . € J\K; pro
jistou kone¢nou mnozinu K;. Mnozina K = |J K; je spocetnd. Existuje tedy index x € J
takovy, ze k ¢ K. Ztejmé W; ,, = pr.(W;) = X,; pro kazdé i € N. Polozme V =[] V,, kde
V, = X, pro kazdé 1 # k a Vj; je okoli bodu pr,(x) ruzné od X,. Takové okoli existuje,
nebot podle pfedpokladu prostor X,, je Hausdorffiv a obsahuje alesponi dva rtizné body.
Ukéazeme, ze pro zadné i € N neplati U; C V, coz je spor s predpokladem, ze (U;) je lokéln{
béze v bodé z. Necht Uy, C V. Pak také Wy C V a tedy pr, (W) C pr,.(V). Odtud plyne,
ze X, C Vi, kde V,; # X, coz je spor.

Podle Véty 9. (b) odst. 3.3 str. 36 je X’ homeomorfni s podprostorem soucinu X =
[T,cr X, - X’ ovSem neni prvniho typu spocetnosti, proto ani X nemuze byt prvniho typu
spocetnosti.
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Disledek. Necht (X,),c; je systém metrickych prostoru takovy, Ze indexové mnozina
I je nespocetné. Predpoklddejme, ze pro kazdé ¢ z jisté nespocetné mnoziny J C I je
mnozina X, alespoil dvouprvkovd. Pak na mnoziné [ [, ; X, neexistuje metrika s vlastnosti,
ze metrickd topologie asociovand s touto metrikou je rovna topologii soucinu.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z toho, ze kazdy metricky prostor je prvniho typu spocetnosti
(Véta 4. (a) odst. 5.2 str. 113).

5.5. ijlné metrické prostory

Posloupnost (z;);en metrického prostoru X s metrikou d se nazyva cauchyovskd, jestlize
ke kazdému e > 0 existuje index ng tak, ze pro kazdé i, j > ng plati d(z;,z;) < . Metricky
prostor X se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovskd posloupnost v X je konvergentni.

Véta 11. KaZdd konvergentni posloupnost je cauchyovskd.

Duikaz. Bud (z;) konvergentni posloupnost, a = lim z;. K libovolnému & > 0 existuje
index ng tak, ze pro i > ng plati d(a,z;) < €/2. Pro i, j > ng pak plati d(x;,z;) <
d(zs,a) +d(a,z;) <e.

Véta 12. (a) Uplny’ podprostor metrického prostoru je uzaviend mnozZina.
(b) Uzavrend mnoZina v uplném metrickém prostoru je uplny podprostor.

Duikaz. (a) Bud A uplny podprostor metrického prostoru X, z € cl A bod. Podle
Dusledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113 existuje posloupnost (z;) v A konvergujici k z. Tato
posloupnost je cauchyovskéd (Véta 11. odst. 5.5 str. 117). Podle piedpokladu posloupnost
(z;) konverguje k bodu a € A; plati ovsem x = a (Dusledek (a) Véty 5. odst. 5.2 str. 113)
a tedy x € A.

(b) Bud A uzavfend mnozina v uplném metrickém prostoru X, (z;) cauchyovskd po-
sloupnost v A. Podle predpokladu (x;) konverguje k bodu a € X; z Dusledku (a) Véty 5.
odst. 5.2 str. 113 vyplyvé, ze a € cl A = A a podprostor A musi byt uplny.

Disledek. Podprostor A tplného metrického prostoru je uplny pravé tehdy, kdyz A
je uzaviend mnozina.

Lemma 2. Bud (x;) cauchyovskd posloupnost v metrickém prostoru X, x € X bod,
v jehoZ libovolném okoli lezi nekonecné mnoho bodi posloupnosti (x;). Pak x = lim z;.

Dukaz. Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo a uvazujme otevienou kouli B(z,e) v X. Exis-
tuje index ng € N takovy, ze pro kazdé i, j > ng plati d(x;, z;) < /2. Zaroven podle
predpokladu existuji indexy i1, i2, i3, ... > ng takové, ze d(z;,,x) < /2 pro kazdé k € N.
Bud nyni p > ng libovolny index. Plati d(xp, x) < d(xp, xi, ) + d(zi,, x) < e/2+¢/2 = ¢,
t.j. zp € B(z,¢). Posloupnost (z;) tedy konverguje k bodu z.

Pro kazdé x,y € R polozme
d(z,y) = |z —yl.

Snadno je vidét, ze timto vztahem je definovana metrika na mnoziné redlnych cisel
R. Tuto metriku budeme nazyvat Fuklidovou nebo také prirozenou; metricky prostor
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(R, d) nazyvame (jednorozmérny) FEuklidiv metricky prostor. Sou¢in n metrickych pro-
storu (R, d) nazyvame (n-rozmérny) Eukliduv metricky prostor a oznacujeme R™. Metrika
na R se bude také nazyvat Fuklidova nebo prirozend; pripomenme si, ze je definovana
vztahem

() = (Z o - y|> (e
i=1

1
_i_.”_i_(xn_yn)Z)Q’
kde z = (x',2%, ... 2"), y = (v}, 9%, ..., y") (porov. odst. 5.4).

Véta 13. (a) Metrickd topologie Euklidovy metriky na mnoziné R redlngch cisel je
totoznd s prirozenou topologit.
(b) Mnozina R s Euklidovou metrikou je iplnyg metricky prostor.

Dikaz. (a) Tvrzeni je ziejmé.

(b) Dokdzeme tplnost metrického prostoru (R, d). Bud' (z;) libovolnd cauchyovské po-
sloupnost redlnych ¢isel. Zvolme ng tak, aby platilo |z; — ;| < 1 pro kazdé i, j > ny.
Polozme m = max{|z1], |z2|,. .., |[Tno—1|, |Tne| + 1}. Pro i > ng plati ||z,,| — ||| =
[ #no = @i +xi| — | | < [2ng — @il + |wi] = |2l | = |2n — il <1, 0. =1 <lang| —|zi| < 1.
Odtud vyplyva, ze |z;| < |zn,|+1 < m. Pro kazdé i € N tedy plati |z;| < m a posloupnost
(x;) musi byt omezend. Ozna¢me A mnozinu bodu y € R takovych, zZe v intervalu (y, co)
lez{ nejvyse konecny pocet bodu posloupnosti (x;). Zfejmé A # () (nebot posloupnost (x;)
je omezend zdola). Ozna¢me = = inf A; z vlastnosti redlnych ¢isel vyplyva, ze bod x exis-
tuje. Bud & > 0 libovolné a uvazujme interval (z — €,z + €). Podle definice bodu z lezi
v tomto intervalu nekoneéné mnoho bodu posloupnosti (x;), a tedy = = lim z; (Lemma 2.
odst. 5.5 str. 117). Posloupnost (x;) je tedy konvergentni.

Véta 14. Soucin dvou uplngch metrickych prostoru je uplng metricky prostor.

Diikaz. Bud X (resp. Y) tplny metricky prostor s metrikou dy (resp. do), d me-
trika na souc¢inu metrickych prostora X x Y. Bud ((z;,;)) cauchyovskd posloupnost
v X x Y. Jelikoz pro kazdé i, j plati di(z;,y;) < d((zi, ¥i), (5, 95)), d2(¥i,y5) < d((zi, vi),
(xj,y5)), kazda z posloupnosti (x;), (y;) je také cauchyovskd. Podle predpokladu
existuji body x = limx;, y = limy;. Bud & > 0. Existuje index n tak, Ze dy(z;,2) < /V/2,
do(yi, y) < €/V/2 pro kazdé i > n. Pak d((zs,v:), (z,y)) = ((di(z5,2))? + (da(ys,))>)/? <
(e2/2 + €2 /2)Y/? = ¢, takze (z,y) = lim(z;, ;).

Dusledek 1. Soucin koneéné mnoha tplnych metrickych prostoru je tplny metricky
prostor.

Dikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem Véty 14. odst. 5.5 str. 118.

Disledek 2. Euklidiv metricky prostor R™ je tplny.

Dikaz. Tvrzeni vyplyvé z Dusledku 1 a Véty 13. (b) odst. 5.5 str. 118.
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5.6. Stejnomérné spojita zobrazeni

Zobrazeni f metrického prostoru X s metrikou d; do metrického prostoru Y s metri-
kou dy se nazyva stejnomérné spojité, jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0 tak, ze
da(f(x), f(y)) < € pro kazdé z, y € X takové, ze dy(z,y) < 9.

Stejnomérné zobrazeni je ziejmé spojité v metrickych topologiich.

V nésledujici vété pouzivame pfirozenou metriku na mnoziné realnych cisel R.

Véta 15. Bud X metrickyj prostor s metrikou d, A C X neprdzdnd mnoZina. Zobrazeni
X 5>z —d(z,A) € R je stejnomérné spojité.

Dtuikaz. Bud'te z, y € X libovolné body. Pro kazdé z € A plati d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2),
takze

d(z, A) = inf {d(z, 2)} < d(z,y) +d(y, 2),
d(.%',A) - d(xay) < d(y7 2)7

Analogicky dostaneme, ze plati nerovnost d(y,A) — d(z,y) < d(z,A). Odtud
|d(x, A) — d(y,A)| < d(x,y). K libovolnému £ > 0 nyni zvolime § = ¢ a provéiime de-
finici stejnomérné spojitosti.

Veéta 16. Jsou-li zobrazeni f : X — Y, g : Y — Z metrickych prostoru stejnomérné
spojitd, pak slozZené zobrazeni go f: X — Z je stejnomérné spojité.

Dukaz. Ozna¢me d; (resp. dg, resp. d3) metriku na X (resp. Y, resp. Z). Ke
kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé ', v € Y takové, ze do(2',y’) < 6,
plati d3(g(z’),g(y')) < e; déle existuje n > 0 tak, ze pro kazdé z, y € X takové,
ze di(z,y) < mn, plati dao(f(x), f(y)) < 6. Pro takovd z, y tedy plati ds(g(f(x)),
o) <<

Vyznam stejnomérné spojitych zobrazeni spo¢iva v tom, ze zachovavaji cauchyovské
posloupnosti.

Veéta 17. Je-li f: X — Y stejnomérné spojité zobrazeni metrickych prostori, pak pro
kazdou cauchyovskou posloupnost (x;) v X je posloupnost (f(x;)) vY cauchyovskd.

Dukaz. Necht dy (resp. da) je metrika X (resp. V). Ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
tak, ze pro kazdé z, y € X takové, ze di(x,y) < 0, plati do(f(z), f(y)) < e. Zéroven
existuje index ng takovy, ze pro kazdy index i > ng plati dy(z;,zn,) < 6. To ovSem
znamend, ze pro kazdé ¢ > ng plati do(f(zi), f(zn,)) < €. Posloupnost (f(x;)) je tedy
cauchyovska.

Disledek 1. Necht f: X — Y je stejnomérné spojité zobrazeni metrickych prostori,
(z;) posloupnost v X. Konverguje-li posloupnost (x;) k bodu x € X, pak posloupnost
(f(x;)) konverguje k bodu f(z) € Y.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 11. odst. 5.5 str. 117, Véty 17. odst. 5.6 str. 119 a z
definice stejnomérné spojitého zobrazeni.
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Dusledek 2. Predpokladejme, ze existuje bijekce f : X — Y metrickych prostoru
takovd, Ze obé zobrazeni f, f~! jsou stejnomérné spojitd. Pak metricky prostor X je
uplny tehdy a jen tehdy, kdyz Y je uplny.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 17. odst. 5.6 str. 119 a Disledku 1. této véty.

Bud'te dj, do dvé metriky na mnoziné X. Oznatme X; = (X,dy), X2 = (X,da).
Rekneme, ze metriky dy, do jsou stejnomérné ekvivalentnd, jestlize identické zobrazeni
id : X7 — X5 i k nému inverzni zobrazeni id : Xo — X7 je stejnomérné spojité.

Jsou-li metriky dy, do stejnomérné ekvivalentni, pak posloupnost (z;) v X je cauchy-
ovskd v X; tehdy a jen tehdy, je-li cauchyovska v Xo; metricky prostor X7 je uplny tehdy
a jen tehdy, je-li iplny metricky prostor Xo.

5.7. Kontrakce

Bud X (resp. X3) metricky prostor s metrikou di (resp. ds). Zobrazeni f : X1 — X5
se nazyva kontrahujici zobrazeni nebo kontrakce, jestlize existuje Cislo k, 0 < k < 1, tak,
ze pro kazdé x, y € X; plati do(f(x), f(y)) < k di(z,vy).

Véta 18. Kontrakce je stejnomérné spojité zobrazend.

Dukaz. Bud f : X; — X, kontrakce, d; (resp. d2) metrika X; (resp. X3), € > 0
libovolné. Pro kazdé z, y € X; takové, ze di(z,y) < § = e/k, plati da(f(z), f(y)) <
k-(e/k)=c.

Véta 19. Necht X je iplny metricky prostor, f : X — X kontrakce. Existuje prdvé
jeden bod x € X tak, zZe f(z) = x.

Diikaz. Necht d oznacuje metriku metrického prostoru X. Bud k € (0,1) takové ¢islo,
ze pro kazdé x, y € X plati d(f(z), f(y)) < k- d(z,y). Zvolme bod z; € X libovolné a
polozme zy = f(x1), 3 = f(z2), .... Dostdvame posloupnost (x;) v X. Ukdzeme, ze tato
posloupnost je cauchyovskd. Oznacme a = d(z1,22). Pak d(z2,23) = d(f(z1), f(22)) <
k-a,...,d(xizi) =d(f(zio1), f(z;) < k-d(zi_1,7;) <k !-a,.... Odtud dostdvame
pro libovolné i, j, 7 > 1,
d(mi, xj) < d(mz, xl'Jrl) + d(IiJrl, $i+2) 4+ ...+ d(xjfl, xj)
<k la+ka4.. .+ 2 a=a-1+k+k+...
+ T —a- A+ k+E2 4. +E7Y

a . .
— kz—l _k_]—l
T )

(Castecné soucty geometrické fady). Pro i < j dostaneme analogicky vysledek, takze cel-
koveé

a
d(zi,z5) < T—

-

Ovsem (k) je geometricka posloupnost konvergujici k nule v R.. Je to tedy posloupnost
cauchyovska (Véta 11. odst. 5.5 str. 117) a ke kazdému e > 0 existuje index n tak, ze pro
kazdé i, j > n plati [kt — k77| < (1 — k) - e/a. Odtud d(x;,z;) < € a posloupnost (z;)
je cauchyovska.
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Z uplnosti X vyplyva, ze posloupnost (z;) je konvergentni. Ozna¢me z = lim z; . Jelikoz
kontrakce f je stejnomérné spojita (Véta 18. odst. 5.7 str. 120), je spojitd a tedy pren&si
konvergentni posloupnosti v konvergentni posloupnosti (Véta 9. (c¢) odst. 4.4 str. 93, Véta
4. (a) odst. 5.2 str. 113). Plat{ tedy f(z) = lim f(z;) = limz;1; = z.

Zbyva dokéazat, ze bod x, pro ktery plati f(z) = z, je uréen jednozna¢né. Je-li y dalsi
bod, pro ktery f(y) =y, pak d(z,y) = d(f(x), f(y)) < k- d(x,y). Vzhledem k podmince
0 < k < 1 1ze tuto podminku splnit jen kdyz d(z,y) =0, t.j. x = y.

Bod z € X, pro ktery plati f(z) = x, se nazyva pevny bod kontrakce f.

5.8. Zauplnéni metrického prostoru

Bud X (resp. X3) metricky prostor s metrikou dy (resp. ds). Zobrazeni f : X — X5
se nazyva izometrie, jestlize do(f(x), f(y)) = di(x,y) pro kazdé z, y € X;.

Izometrie je ziejmé stejnomérné spojité injektivni zobrazeni. Je-li izometrie f navic
surjektivni, pak podle definice je f~! opét izometrie. Kazda surjektivni izometrie je tedy
homeomorfismus.

Metrické prostory X1, Xo se nazyvaji izometrické, existuje-li izometrie X; na Xs.

Izometrie f metrického prostoru X; do uplného metrického prostoru Xo takova, ze
f(X1) C X3 je hustd mnozina, se nazyvé zuplnéni metrického prostoru Xj.

Vysetiime nyni problém existence ziplnéni metrického prostoru. Jeho fesSeni je zalozeno
na nasledujici Hausdorffové véteé.

Véta 20. KazZdy metricky prostor je izometricky s podprostorem uplného metrického
prostoru.

Diikaz. Bud X metricky prostor s metrikou d. Uvazujme dvé cauchyovské posloupnosti
S = (i), T = (i) v X. Pro kazdé i, j plati d(z;,y;) < d(zi,x;) + d(zj,y;) + d(y;,v:),
takze d(x;,y;) —d(x;,y;) < d(wi, x;)+d(yi, y;); analogicky d(z;,y;) —d(x;, yi) < d(wi, x;)+
d(yi,y;j). Jedna z téchto nerovnosti ma na levé strané vyraz |d(x;,v;) — d(zj,y;)|. Pro
kazdé 4, j tedy plati |d(xi,vi) — d(xj,y;)| < d(zs,25) + d(yi,y;). Bud € > 0 libovolné.
Existuje index n tak, ze pro kazdé i, j > n plati d(z;,x;), d(ys,y;) < €/2. Pro tato i, j
|d(zi,y;) — d(xj,y;)| < €. Posloupnost (d(z;,y;)) v R je tedy cauchyovskd a z tplnosti R
vyplyva, ze je konvergentni (Véta 13. odst. 5.5 str. 118 Klademe d'(S,T) = lim d(z;, ;).

Pomoci funkce d’ je na mnoziné vSech cauchyovskych posloupnosti v X definovana
ekvivalence “ S je ekvivalentni s T, jestlize d'(S,T) = O”; evidentné d'(S,S) = 0
a d'(S,T) = d(T,S) pro libovolné cauchyovské posloupnosti S, T; déle plati-li pro
cauchyovské posloupnosti S, T, U vztahy d'(S,T) = 0, d(T,U) = 0, dostdvdme
d(S,U) <d(S,T)+d(T,U) = 0. Oznac¢me [S] tridu cauchyovskych posloupnosti podle
této ekvivalence. Polozme d”([S],[T]) = d'(S,T). Cislo d"([S],[T]) je definovino ko-
rektné, t.j. nezdvisle na volbé reprezentantu t¥id [S], [T]: je-li S’ (resp. T”) jiny repre-
zentant t¥idy [S] (resp. [T]), pak d'(S",T") < d'(S',S)+ d'(S,T) + d(T,T") = d'(S,T) <
d(S,8"+d (S, T +d T, T)=d(S,T1),tj d(S,T)=d(S,T).

Oznacme %X mnozinu vSech tiid cauchyovskych posloupnosti v metrickém prostoru
X. Snadno lze ukdzat, ze d” je metrika na ¥X. Podminky pozitivni definitnosti a
symetrie jsou evidentné splnény. Ddle pro libovolné S = (z;), T = (vi), U = (z)
plati d(z;,y;) < d(x;,2;) + d(z;,y;) a prechodem k limitdm na obou strandch ne-
rovnosti dostaneme d'(S,T) < d'(S,U) + d'(U,T), tj. d"([S],[T]) < d"([S],[U]) +
&([UL,TY).



122 5. Metrické prostory

Ukézeme, 7ze X s metrikou d” je tplny metricky prostor. Bud [Si], [S2], [Ss], ---
libovolnd posloupnost v ¢ X. Zvolme reprezentanta S; tfidy [S;] a ozna¢me S; = (z; ;).
Existuje index n; tak, ze pro kazdé j > n; plati

1
(1) A5, Tim,;) < 7

Klademe S = (Z1n,,%2,ny, T3n3,--.). UkdZeme, ze je-li posloupnost [S1], [S2], [S3], ...
cauchyovskd v € X, pak S je cauchyovskd v X a posloupnost [S1], [S2], [S3], - . . konverguje
k [S].

Necht tedy [S1], [S2], [S5], ... je cauchyovska posloupnost. Necht ¢ > 0. Existuje in-
dex m(e) > 1/e takovy, ze pro kazdé k = 0,1,2,... plati d"([Spo)]; [Sme)+r]) < &
t.j. d'(Sm(e), Sm(e)+k) < € pro libovolného reprezentanta S; tiidy [S;]. Podle definice
d' (Sm(e), Sm(e)+k) = UM d(Tpn() js Tp(e)4k,;) (limita pro j — oo). Existuje tedy index ji
tak, ze pro kazdé p > ji

(2) ATy () ps Tm(e)+hp)-

Bud'te i, k takové indexy, ze i > m(e), k > 0. Zvolme index p tak, aby platilo p > n,,
Nivk, Jr- Pak

a tedy podle (1), (2) a (3)
d(xi,ni ) xi+k,n¢+k) < d(xz,n, ) xi,p) + d(xi,pa xm(a),p)
(4) + d(xm(e),pa xi—i—k,p) + d(xi-f—k;,p, xi—l—k,ni_,_k)
1 1
<—-4et+e+— < 4e
7 1+ k
Posloupnost S je tedy cauchyovska.

Nyni ukézeme, ze posloupnost [S1, [Sa], [Ss], . .. konverguje k [S] v ¢ X. Podle definice
pro kazdé i =1,2,3,...
d"([5i], 1) = d'(5i, 5) = lim_ d(i;, 25n;)
a déle d(zij, zjn,) < d(ij,Tip;) + d(Tipn;, Tjn;). Bud € > 0. Zvolime i > m(e). Pak pro
libovolné j > 4, n; plati d(w; 5, zip,) < 1/i <&, d(zin,, Tjn,;) < 4e, takze

d(xi,j7 .%'jmj) < De.

Limita posloupnosti na levé strané musi ovSem lezet v intervalu [0,5¢], t.j. limd(z; ;,
Tjn,) < 5e (limita pro j — 00). Pro i > m(e) tedy plati d”([Si], [S]) < 5¢ a z libovolnosti
¢ dostavame [S] = lim[S;] (limita pro i — 00), coz jsme chtéli dokazat.

%X je tedy uplny metricky prostor. Pro x € X klademe f(z) = [z], kde [z] oznacuje
tiidu v ¢ X, obsahujici cauchyovskou posloupnost (x,z,x,...). Pro libovolné body =z,
y € X dostavame

d”(f(x)a f(y)) = ]lggo d(xj’yj) = d(xay)a

kde z; = z, y; = y. Tim je dokdzano, ze zobrazeni f : X — ¢ X je izometrie a dikaz je
ukoncen.
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Poznamenavame, ze z definice metrického prostoru X ihned vyplyva, Ze mnozina
f(X) C X je hustd v €X.

Véta 21. Ke kazZdému metrickému prostoru existuje jeho zuplnénd.

Dikaz. Z Véty 20. odst. 5.8 str. 121 vyplyva, ze existuje izometrie f : X — Y, kde Y je
uplny metricky prostor. Obraz f(X) je mnozina hustd v metrickém prostoru cl f(X) C Y,
ktery je uzavieny a tudiz uplny (Véta 12. (b) odst. 5.5 str. 117).

Dusledek. Kazda cauchyovska posloupnost je ohrani¢end mnozina.

Duikaz. Bud (z;) cauchyovskd posloupnost v metrickém prostoru X, f : X — Y
jeho zuplnéni. Jelikoz zobrazeni f je stejnomérné spojité, posloupnost (f(x;)) v Y je
cauchyovskd (Véta 17. odst. 5.6 str. 119); z uplnosti Y tedy vyplyvé, Ze tato posloupnost je
konvergentni. Zvolime-li okoli bodu y = lim f(z;), pak v tomto okoli nelezi nejvyse kone¢né
mnoho bodu f(z;), mnozina bodu f(x;) C Y je tedy ohrani¢end. Ozna¢me d; (resp. d2)
metriku X (resp. Y). Muzeme predpoklddat, ze pro kazdé i plati f(z;) € B(f(x1),7)
pro jistou otevienou kouli B(f(x1),7) v Y. Pak ovSem pro kazdé j = 1,2,3,... plati
di(z1,25) = do( f(x1), f(x;)) <7 a tvrzeni je dokdzano.

5.9. Uniformni metrika

Bud X mnoZina, Y metricky prostor s metrikou d. Uvazujme ohrani¢enou metriku &
na Y, definovanou vztahem §(y1,%2) = min{d(y1,y2), 1}. Na mnoziné Y vsech zobrazeni
f: X — Y definujeme funkci dxy vztahem

oxy(f,9) = supsex{d(f(z),9(z))}.

Cislo na pravé strané vady existuje a plati dx,y(f,g9) <1 prokazdé f, g € YX. Ukdzeme,
7e dxy je metrika na YX. Pro f # g existuje bod x € X tak, ze f(x) # g(x), takze
(f(x),g(x)) > 0adxy(f,g) > 0; podminka pozitivni definitnosti metriky je tedy splnéna.
Podminka symetrie je evidentné také splnéna. Provéiime trojuihelnikovou nerovnost. Pro
libovolnd zobrazeni f, g, h € YX dostavame

ox,y (f,9) < supyex{0(f(x), h(z)) + 6(h(x), g(x))}
< sup,ex{0(f(x), h(x))} + sup,cx{d(h(z), g(x))}
5X7y(f, h) + (5X7y(h, g).

Funkce dx yje tedy metrika na YX: nazyva se uniformni metrika asociovana s metrikou
d. Metrickd topologie asociovand s metrikou dx y se nazyva uniformni topologie.

Véta 22. Bud X mnoZina, Y metricky prostor s metrikou d. Je-li Y plnyj, pak také
metricky prostor YX s uniformni metrikou asociovanou s d je iplny.

Diikaz. Necht § je ohranicend metrika na Y zavedend vyse. Snadno lze ukdzat, Ze
metriky d, ¢ jsou stejnomérné ekvivalentni. Z tdplnosti metrického prostoru (Y,d) tedy
vyplyva iplnost metrického prostoru (Y,d) (Dusledek 2. Véty 17. odst. 5.6 str. 120).

Bud (f;) cauchyovské posloupnost bodii metrického prostoru YX. Ke kazdému & > 0
existuje index n tak, ze pro kazdé i, j > n plati 0x y (fi, f;) < €. Pro libovolné z € X tedy
d(fi(z), fj(x)) < e a posloupnost (fi(x)) v Y je cauchyovska. Klademe f(x) = lim f;(x)
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a ukdzeme, ze f = lim f; v YX. Bud ¢ > 0 libovolné a zvolme index n tak, aby pro
kazdé i, j > n platilo dx y(fi, fj) < €/2. Pak pro kazdé x € X a4, j > n dostaneme
I(fi(z), fi(x)) < €/2, a tedy také o(fi(x), f(x)) < /2 pro kazdé = € X, i > n. Odtud
dx,y(fi, f) <e/2 <e pro kazdé i > n.

Véta 23. Bud X topologicky prostor, Y metricky prostor s metrikou d, dx y uniformni
metrika asociovand s d. Necht (f;) je konvergentni posloupnost spojitjch zobrazeni v met-
rickém prostoru (Y X, dx,y). Pak zobrazent f =lim f; je spojité.

Ditkaz. Bud z¢ € X bod, € > 0. Existuje index k tak, ze plati dx vy (fx, f) < €/3, t.j.
(fr(x), f(x)) < €/3 pro kazdé = € X; pro z = z¢ tudiz d(fx(x0), f(z0)) < £/3. Podle
predpokladu je zobrazeni x — fi(z) spojité, existuje tedy okoli U bodu z( takové, ze
(fr(x), fr(zo)) < €/3 pro kazdé = € U. Z trojihelnikové nerovnosti pro metriku § pak

plyne 6(f(x), f(xo)) < 6(f (@), fu(x)) + 6(fu(x), fu(xo)) + 0(fk(z0), f(x0)) < &, tedy [ je
spojité v bodé xg. Z libovolnosti bodu x( plyne spojitost f.

Ozna¢me C(X,Y) C YX mnozinu viech spojityich zobrazeni. Z Véty 23. odst. 5.9
str. 124 dostdvame nésledujici charakteristiky C(X,Y") jako topologického podprostoru
metrického prostoru (YX,6x.y).

Diisledek. (a) Mnozina C(X,Y) C YX je uzaviend v uniformni topologii.
(b) Je-li metricky prostor Y tplny, pak podprostor C(X,Y) metrického prostoru Y~
s uniformni metrikou je uplny.

Dikaz. Tvrzeni plynou z Dusledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113, z Véty 22. odst. 5.9
str. 123 a Veéty 12. (b) odst. 5.5 str. 117.

Bud X mnozina, Y metricky prostor s metrikou d. Bud' (f;) posloupnost v Y X, konver-
gujici k zobrazeni f € YX v uniformni topologii. Ke kazdému ¢ > 0 existuje index n tak,
ze pro kazdé i > n plati sup{d(fi(x), f(z))} < e. Pro kazdé i > n tedy 6(fi(x), f(z)) < e
pro viechna z € X. Rikdme proto také, ze posloupnost ( 1) konverguje k zobrazeni f stej-
nomérné (na X). Podle Véty 23. odst. 5.9 str. 124 tedy limita stejnomérné konvergentni
posloupnosti spojitych zobrazeni z topologického prostoru X do metrického prostoru Y je
spojité zobrazeni.

Bud f: X — Y zobrazeni. Rikdme, ze f je ohranicené zobrazend, je-li mnozina f (X)C
Y ohrani¢end. Ozna¢me B(X,Y) mnozinu vSech ohrani¢enych zobrazeni z X do Y a pro
f, g € B(X,Y) polozme

dx,y (f,9) = supzex{d(f(z),g(z))}.

Mnozina bodu d(f(z),g(z)) € R, kde x probihd X, je shora ohranitend, takze ¢islo
na pravé strané existuje. Ukdzeme to. Pro libovolné z,y € X plati d(f(z),g(z)) <
d(f (@), f(¥)+d(f(y), 9(y))+d(9(y), 9(x)) < dpx)+0g0x)+d(f(y), 9(y)), kde 6.4 oznacuje
prumér mnoziny A v Y. Na pravé strané této nerovnosti mame horni zdvoru uvazované
mnoziny, takze ¢islo dx y (f, g) skutecné existuje. Snadno provéiime, ze funkce dx y splituje
vSechny podminky z definice metriky; nazyva se sup-metrika.

Na mnoziné ohrani¢enych zobrazeni B(X,Y") jsou tedy definovéany dvé metriky: uni-
formni metrika dx y a sup-metrika dx y. Pfimo z definici je ovSem ziejmé, Ze

6X7Y = min{dX,Y(f> g)a 1}

takZze dx y je ohranicend metrika asociovand s dxy. To ovSem znamend, ze ob¢é metriky
jsou stejnomérné ekvivalentni. Metricka topologie metriky dx y je tedy totoznd s uniformni
topologii na mnoziné B(X,Y).
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Konvergence v metrickém prostoru (B(X,Y),dx y) se rovnéz nazyva stejnomérnd kon-
vergence.

Véta 24. Bud X mnoZina, Y metricky prostor s metrikou d. Je-li Y iplny, pak pod-
prostor B(X,Y) metrického prostoru YX s uniformni metrikou asociovanou s d je tiplny.

Duikaz. Piedpoklddejme, Ze metricky prostor Y je tiplny. Nechf (f;) je cauchyovskd
posloupnost ohrani¢enych zobrazeni v YX. Podle Véty 22. odst. 5.9 str. 123 existuje zob-
razeni f = lim f; € YX. UkdZzeme, Ze toto zobrazeni je ohrani¢ené, t.j. ze f € B(X,Y).

Zvolme € tak, ze plati 0 < ¢ < 1. Existuje index n tak, Ze pro kazdé i > n plati
Ixy(f, fi) < e, tj. 6(f(x), fi(r)) < e pro kazdé = € X, kde § oznacuje ohranicenou
metriku asociovanou s d. Z definice § vyplyva, ze pro kazdé i > n a kazdé x € X plati
A(f (@), fi(x)) < e.

Necht nyni z, y € X jsou libovolné body. Zvolme index i tak, Ze i > mn. Pak
d(f(z), f(y)) < d(f(2), fi(z)) + d(fi(2), fi(y)) + d(fi(y), f(y)) < 2e + 6y, (x), kde by, (x)
je prumér mnoziny f;(X) v Y. Podle predpokladu je f;(X) ohrani¢end mnozina. Mnozina
bodu d(f(x), f(y)) € R, kde z, y probihd X, ma tedy horni zdvoru, coz znamend, ze
mnozina f(X) C Y je ohranicena.

Véta 25. Uniformni topologie na mnoziné YX je silnéjsi nez topologie bodové konver-
gence.

Diikaz. Necht f € YX, f = (f(2))zex, je libovolny bod, U okoli f v topologii bodové
konvergence. Lze ptredpoklddat, ze U je prvek béaze topologie bodové konvergence, t.j.
podle pt. (10) odst. 3.7 str. 46 U = [[ U, (souéin ptes =z € X), kde f(x) € U,. Oznacme
Z1,%2,...,T indexy, pro které Uy, ,Uy,, ..., Uy, #Y. Ke kazdému z;, 1 <7 < k, zvolme
r; > 0 tak, ze Bs(f(x;), 1) C Uy,; takové ¢islo r; vzdy existuje, jelikoz Bs(f(x;),ri) a Uy,
jsou oteviené mnoziny v Y. Polozme r = min{ry,rs,...,r;}. Pak

Bsyy (fir)={g € Y™ | oxy(f,9) <r}
={g € V¥ | sup,ex{0(f(2), 9(x))} <7}
C{geY¥|6(f(x),g(x) <7, ze X}
cl{geY¥|gla)el,,zeX}t=]]U,=U.

U je tedy oteviend mnozina v uniformni topologii a dikaz je ukonéen.

Diisledek. Necht (f;) je posloupnost v Y. Konverguje-li (f;) k zobrazeni f € YX
stejnomérné, pak konverguje k f bodové.

5.10. Piiklady

(1) Bud X neprdzdnid mnozina. Pro z, y € X klademe d(z,y) = 1 plati-li z # y
a d(z,z) = 0. d je metrika na X, nazyvand diskrétni matrika. Mnozina X s diskrétni
metrikou se nazyva diskrétni metricky prostor. Oteviend koule v diskrétnim metrickém
prostoru X se stfedem v bodé x a polomérem r mé tvar B(x,r) = {z} pror < 1 a
B(z,r) = X pror > 1. Podle Véty 1. odst. 5.2 str. 112 a Véty 9 odst. 1.4 9. odst. 1.4
str. 7 je metrickd topologie asociovand s diskrétni metrikou totozna s diskrétni topologii
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na X. Snadno lze ukézat, Ze diskrétni metricky prostor je tiplny. Bud' (x;) cauchyovskd
posloupnost v X. Pak pro € = 1/2 existuje index n tak, ze d(x;,x;) < 1/2 pro kazdé
i, j > n. Ozna¢me a = x,. Nerovnost z; # a plati jen pro konetné mnoho indexu j.
Posloupnost (z;) je tedy konvergentni a limx; = a. Diskrétni metricky prostor je tedy
uplny.

(2) Necht X je metricky prostor s metrikou dx, Y topologicky prostor, f: X — Y
homeomorfismus v metrické topologii na X. Pro kazdé y;, yo € Y klademe dy (y1,y2) =
dx(f~Y(y1), f"'(y2)). dy je metrika na Y a pro oteviené koule v X a Y plati vztah
By, (m,7) = f(Bay (f1(z),r)). Z Véty 9. odst. 1.4 str. 7 tak dostavdme, 7ze topologie
na Y splyva s metrickou topologii asociovanou s dy. Zobrazeni f je pritom izometrie; je
tedy stejnomérné spojité. Z Dusledku 2.Véty 17. odst. 5.6 str. 120 vyplyva, ze Y je dplny
metricky prostor tehdy a jen tehdy, kdyz X je uplny metricky prostor.

(3) Metrika na mnoziné komplexnich ¢isel. Uvazujme mnozinu komplexnich éisel C
s pfirozenou topologii a dvourozmérny Euklidiv metricky prostor R? s jeho metrikou d.
Bud f: C — R? zobrazeni, definované vztahem f(z) = (Rez,Im z2); f je homeomorfismus
(pt. (5) odst. 3.7 str. 44). Pro kazdé z, y € C klademe dc(z,y) = d(f(z), f(y)). Z definice
metriky d a absolutni hodnoty komplexniho ¢isla dostaneme, ze dc(z,y) = | — y|. dc je
metrika na C. Z tplnosti R? (Véta 14. odst. 5.5 str. 118) vyplyva tplnost C (viz pi. (2)
str. 126).

Soucin metrickych prostoru C" je tedy také uplny metricky prostor (Véta 14. odst. 5.5
str. 118).

(4) Uvedeme nasledujici priklady: (a) piiklad podprostoru tiplného metrického pro-
storu, ktery neni uplny, (b) piiklad metrickych prostoru, které jsou homeomorfni v met-
rickych topologiich, pficemz jeden z nich je tiplny a druhy neni dplny, (c) piiklad ekviva-
lentnich metrik, které nejsou stejnomérné ekvivalentni.

Oznacme d Euklidovu metriku na mnoziné redlnych c¢isel R a na jeji libovolné
podmnoziné a zarovenn uvazujme R a podmnoziny R s jejich Euklidovou topologii. Met-
ricky prostor ((—1,1),d) je podprostor iplného metrického prostoru (R, d) (Véta 13. (b)
odst. 5.5 str. 118); tento podprostor nenf tiplny, nebof mnozina (—1, 1) nenf uzaviend v R
(Véta 12. (a) odst. 5.5 str. 117).

Pro t € R polozme

f(t) = —

BTN

f je homeomorfismus Euklidova prostoru R a jeho podprostoru (—1,1), pricemz R je
uplny a (—1,1) neni tplny.
Pro z, y € R klademe

x y
T4z 14yl

d/(l', y) -

d" je metrika na R. Ukdzeme, Ze metriky d, d’ jsou ekvivalentni. Zobrazeni f : R —
(—1,1) je homeomorfismus v Euklidovych topologiich a ddle pro libovolné z, y € R plat{
d'(z,y) = d(f(x), f(y)), takze zobrazeni f~! je izometrie ((—1,1),d) na (R,d); f~! je
tedy homeomorfismus intervalu (—1,1) s Euklidovou topologii a mnoziny R s metrickou
topologii asociovanou s d’. Slozené zobrazeni idg = f~!o f je tedy homeomorfismus (R, d)
na (R, d’), coz znamend, ze metriky d, d’ jsou ekvivalentni.
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Ukéazeme, Ze tyto metriky nejsou stejnomérné ekvivalentni. Staci dokazat, ze zobrazeni
id: (R,d’) — (R, d) nenf stejnomérné spojité. Zvolme € = 1, § > 0 libovolné a n > 0 tak,
aby platilo 1/n < 4. Pak pro x =n + 1, y = n plati

1 1

d'(x,y):m<ﬁ<5

a pritom d(z,y) = |x — y| = 1 = €. Zobrazeni id : (R,d’) — (R, d) tedy nenf stejnomérné
spojité.

(5) Stejnomérné ekvivalentni metriky na R™. Pro z, y € R", v = (2%, 22,... 2"),
y=(y', 92 ..., y"), klademe

1
d(m,y) — (Z(xz _ yz)2> 2 ,
=1

I(,y) = max {|z' — 4|},

n
olz,y) =Y |z =yl
=1

d je Euklidova metrika na R™ a podle Véty 8. odst. 5.4 str. 114 metricka topologie aso-
ciovand s d je totoznd s Euklidovou topologii. Snadno se presvédéime, ze rovnéz ¥ a o
jsou metriky na R™: podminky (1) a (2) z definice metriky jsou zfejmeé splnény; dale pro
n =1 plati ¥(z,y) = o(z,y) = |z — y| = d(z,y), vSechny t¥i metriky tedy splyvaji. Necht
n > 1. Pak |2 — 2¢| < |2 — yf| + |y — 2¢| pro kazdé i a tedy ¥ i o splituji trojiihelnikovou
nerovnost.

Je ziejmé, Ze metriky d, ¥, o jsou ekvivalentni; lze to snadno zjistit porovnanim
otevienych kouli. Pro n = 2 jsou oteviené koule se stfedem v bodé z a polomérem r
asociované s d, ¥ a o znazornény na obr. 1.

Obr. 1
B([(X7r) BU()C,V) B(j(-x’r)

Ukézeme, ze metriky d, 9, o jsou stejnomérné ekvivalentni. Z definice ¥ a o plyne,
ze pro kazdé z, y € R"™ plati ¥(z,y) < o(z,y) < n- I (x,y). Odtud plyne, Ze zobrazeni
id: (R",0) - (R",9) aid : (R",¥) — (R",0) jsou stejnomérné spojité (k libovolné
zadanému e > 0 sta¢i vzit § = e pro prvni zobrazeni a § = ¢/n pro druhé). Podobné pro
kazdé x, y € R™ plati ¥(z,y) < d(z,y) < /n-9¥(z,y), nebot

(Set-7)} (-]’

i=1 i=1
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kde

_ i i
a = max {|2* —y'[}

a dale

R 1
(Zw - W) <(n-a)2=n-a
i=1
Analogicky jako vySe provéiime, ze zobrazeni id : (R",d) — (R™,¥) a id : (R™,9) —
(R™,d) jsou stejnomérné spojita.
Stejnomérnd ekvivalence vSech tii metrik d, ¥, o pak plyne z Véty 16. odst. 5.6 str. 119
Metricky prostor (R",d) je uplny (Véta 13. (b) odst. 5.5 str. 118, Véta 14. odst. 5.5
str. 118); s nim stejnomérné ekvivalentni metrické prostory (R™, ), (R", o) jsou tedy také
uplné (Dusledek 2. Véty 17. odst. 5.6 str. 120).

(6) Uniformni metrika na mnoziné R!. Bud I mnozina. Uniformni metrika na R/
ma tvar

@(.%', y) - SupLEI{(s(xba yb)}a

kde §(z,y) = min{d(z,y),1} je ohrani¢end metrika na R, asociovand s Euklidovou metri-
koud ax = (x,),er, Y(y,).er- Podle Véty 13. odst. 5.5 str. 118 a Véty 22. odst. 5.9 str. 123
je metricky prostor (R!,©) tiplny. Uniformni topologie 7o (t.j. metricka topologie asocio-
vand s metrikou ©) je silnéjsi nez soucin topologii 7 (Véta 25. odst. 5.9 str. 125); ukédzeme,
7e je slabi nez silny soucin topologii 7g na R!. Bud = € R, z = (,).¢1, libovolny bod,
Bo(z,r) libovolny prvek béze topologie 7¢ v bodé z. Klademe U, = (z, — r/2,z, + 1/2)
pro kazdé « € I a U =[] U,. Pak pro kazdy bod y € U plati y, € U, a tedy |z, —y,| < r/2.
Odtud plyne O(z,y) < r/2, t.j. U C Bo(z,r). Bo(x,r) je oteviend mnozina v topologii
Tg, takze 9 C 7g.

Celkem tedy plati 7 C 79 C 5.

Je-li mnozina I nespocetna, pak podle Véty 10. odst. 5.4 str. 116 neni 7 rovna metrické
topologii zadné metriky na R’. V tomto pifpadé tedy 7 # 7o. Ve cviceni bude ukézéno,
ze také 1o # Tg.

(7) Necht R je mnozina redlnych ¢isel s Euklidovou topologii a s Euklidovou metri-
kou. Zavedeme na RN metriku A ekvivalentni s metrikou p z Véty 9. odst. 5.4 str. 115 a
prodiskutujeme vztah metrik A, p a uniformni metriky © (pf. (6) str. 128).

Pro a, b € R klademe §(a,b) = min{|a — b|, 1}; ¢ je ohrani¢end metrika, asociovand s

Euklidovou metrikou. Pro libovolné =, y € RN, 2z = (2!,22,2%,..)), vy = (y', 4%, 9>,...)

klademe
5 1’i, )
A(x,y) = sup;en {%} ;

vzhledem k tomu, ze &(z%,y')/i < 1, supremum vzdy existuje. A evidentné spliiuje
podminky (1), (2) z definice metriky. Pro dukaz trojihelnikové nerovnosti si vSimnéme,
7e pro kazdé i a kazdé x, y, z € RN plati §(z%, 2%) /i < (5(z%, ") + 6(y%, 2%)) /i <
A(z,y) + A(y, z); odtud

(2

x', z

Az, z) = sup;en {5(?1)} < A(z,y) + Ay, 2).
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Bud U c RN oteviend mnozina v metrické topologii asociované s A, z € U bod.
Zvolme B(z,r) tak, ze B(z,r) C U, a index n tak, ze 1/n < r. Uvazujme mnozinu
V=@'-ral+r)x- - x(@"—r,2"+r)x RxRx--- v RN. Tato mnozina je priinikem
mnozin (z! =7, 2! +7) x RxRx---, ..., Rx---xRx (2" —r, 2" +7r)x RxR x - - a je tedy
oteviend v topologii soucinu. Pro libovolné y € RN a i > n plati §(z%,y") /i < 1/i < 1/n,
takze

a(z*,y%) (", y")
2 20 n )

Pro bod y € V plati 6(zt, y'), ..., 6(z",y") < r, takze A(x,y) < r a tedy y € B(z,7), t.j.
V C B(x,r) C U. U je tedy oteviena mnozina v topologii sou¢inu.

Obrécené necht V. RN je oteviend mnozina v topologii sou¢inu; muzeme piedpo-
kladat, ze V ma tvar prvku baze topologie souc¢inu, t.j. V' = [[V;, kde V; je oteviena
mnozina v R pro kazdé i a V; = R pro kazdé j € N\, kde I je jistd kone¢na mnozina.
Oznaéme I = {iy,ia,...,i}. Pro kazdé z € V ai € I zvolme interval (% —r¢, 2' + 1) C V;
tak, ze 0 < r’ < 1. Polozme r = min{r',72/2,...,7*/k}. Ziejmé = € B(x,r). Déle pro
libovolny bod y € B(x,r) a kazdé i plati (2%, v")/i < A(x,y) < r. Pro i =iy, ig, ..., ig
plati r» < ri/i, takze §(z%,y%) < r* < 1. Odtud a z definice § dostavame |z! — | < r?, t.j.
y' € (2t —r, 2t +r) C V;atedy y € [[V; = V. Dokéazali jsme, ze B(x,r) C V. Z libovolnosti
x vyplyvé, ze mnozina V je oteviena v metrické topologii, coz jsme chtéli ukazat.

Metrika A je tedy ekvivalentni s metrikou p zavedenou ve Vété 9. odst. 5.4 str. 115

Ve Vété 25. odst. 5.9 str. 125 jsme ukézali, ze metrickd topologie metriky © zavedené
v pi. (6) str. 128 (uniformni topologie) je silnéjsi nez topologie souc¢inu na RN. Ukazeme,
Ze topologie sou¢inu neni silnéjsi nez uniformni topologie, coz znamenad, ze metriky © a A
(resp. A a p) nejsou ekvivalentni. Je-li totiz Bg(z, ) oteviend koule o poloméru r < 1, pro
kazdé y € Bo(z,7) plati O(z,y) < r a tedy §(z*,y*) < r pro kazdé i € N. Ovsem libovolny
element V béze topologie sou¢inu na RN je souc¢inem mnozin U;, pficemz U; = R az na
kone¢nou mnozinu indext i; existuje tedy bod y € V a index j € N tak, ze §(2/,y7) > r
(a piitom §(z7,y7) < 1). Tedy V C Bg(z,7).

7 pi. (6) str. 128 plyne, ze uniformni topologie na RN je slabsi nez silny souéin
prirozenych topologii (viz cvi¢eni ke kap. 3). Ve cviceni k této kapitole ukazeme, ze silny
souéin pfirozenych topologif na RN nesplyvé s metrickou topologif zadné metriky a tedy
nenf totozny s uniformni topologii.

1
A(l’,y) §5($17y1)7 E

(8) Uvazujme metricky prostor (Q,dq), kde Q je mnozina racionélnich ¢isel a dq
je metrika podprostoru Euklidova prostoru R, t.j. dq(p,q) = |p — ¢| pro libovolna p,
q € Q. Metricky prostor (Q,dq) neni uplny: piikladem cauchyovské posloupnosti, kterd
neni konvergentni, je posloupnost (p;), kde p1 = 1,4, po = 1,41, p3 = 1,414, py = 1,4142,
ps = 1,41421, ... (tato posloupnost ovem konverguje v Euklidové prostoru R k ¢éislu v/2).
Eukliduv metricky prostor R je ziplnénim (Q, dg) nebot kanonické vlozeni ¢ : Q — R je
izometrie a plati c1 Q = R (porov. Véta 21. odst. 5.8 str. 123).

Cviceni

Metrika, metricka topologie
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1. Bud ¢ monoténné rostouci redlna funkce, definovand na intervalu [0, 00), takovd, ze ¢(0) =
0, p(t) > 0prot > 0a ¢(t+u) < p(t)+ ¢(u) pro kazdé t, u € [0,00). Necht d je metrika na

mnoziné X. Ukazte, ze ¢ o d je metrika na X ekvivalentni s metrikou d. Jsou metriky @ od a d
stejnomérné ekvivalentni?

Reseni. Provéifme platnost podminek z definice metriky pro funkci pod. Ziejmé pod(z,y) > 0
pro kazdé z, y € X a ¢ od(zx,y) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz x = y. Podminka symetrie je zfejmé
splnéna. Déle pro libovolné z, y, z € X plati pod(z, z) < p(d(z,y)+d(y, 2)) < pod(x, 2)+pod(z,y).
Tedy ¢ o d je metrika.

Oznacme 74 (resp. Typoq) metrickou topologii asociovanou s d (resp. ¢ od). Bud & > 0 a zvolme
§ < ¢(e). Pak Byoa(z,0) ={y € X | pod(z,y) <d} C{y € X |pod(z,y) < ¢(e)} = Ba(z,¢).
Obréceng, k libovolné oteviené kouli Byoq(, ) zvolme § > 0 tak, aby platilo § < ¢~ '(¢) . Pak
pro kazdé y € Bg(z,6) plati d(z,y) < § < ¢~ '(¢) a tedy p od(z,y) < €, t.j. y € Byod(r,€) a
Bg(x,0) C Byod(z,€). Celkové 74 = Tyoq a metriky d, ¢ o d jsou ekvivalentni.

Metriky ¢ o d a d jsou stejnomérné ekvivalentni: zobrazeni id : (X,d) — (X,¢ od), id :
(X, pod) — (X,d) jsou stejnomérné spojita (k danému & > 0 staci vzit § = ¢~ (e) resp. § = p(¢)).

2. Bud d metrika na mnoziné X, k > 0 &islo. Ukazte, Ze k - d je metrika na X. Jsou metriky
d a k- d ekvivalentni? Jsou stejnomeérné ekvivalentni?

Reseni. Klademe ¢(t) = k - t a vyuzijeme vysledki cv. 1. k - d je metrika na X. Metriky d,
k - d jsou stejnomérné ekvivalentni (a tedy také ekvivalentni).

3. Necht di, do jsou metriky na mnoziné X. Ukazte, Ze di + do je také metrika na X. Jsou-li
metriky di, do ekvivalentni, pak také metriky dq, di +ds jsou ekvivalentni. Dokazte. Plati podobné
tvrzeni pro stejnomérné ekvivalentni metriky dy, ds?

Reseni. Pifmo lze provéfit, ze di 4 dy je metrika. Predpokladejme, Ze dy, da jsou ekvivalentni
a ozna¢me 7 (resp. o) metrickou topologii asociovanou s dy (resp. di + d2). Z definice metriky
di + ds plyne 7 C 0. Ukdzeme, ze také o C 7. Bud By, 14, (z,¢) libovolnd oteviend koule. Zvolme
§ = £/2. Pak mnozina B = By, (x,0) N By, (z,d) je oteviend v topologii 7 a lezi v By, 44, (x,€).
Odtud o C 7 a celkové o0 = 7, takze metriky di, di + d2 jsou ekvivalentni.

Predpokladejme, ze metriky di, ds jsou stejnomérné ekvivalentni. Pak je zfejmé zobrazeni
id : (X,d1 +d2) — (X,d;1) stejnomérné spojité. VySetiime stejnomérnou spojitost zobrazen{
id : (X,d1) — (X,d1 4 da2). Ze stejnomérné spojitosti zobrazeni id : (X, d;) — (X, dz2) vyplyva,
ze ke kazdému € > 0 existuje 61 > 0 takové, ze pro kazdé z, y € X, pro které dyi(z,y) < 41,
plati da(z,y) < €/2. Polozme § = min{dq,&/2}. Pak pro kazdé =, y € X, pro které dy(z,y) < 4,
plati (dy + do)(z,y) = di(z,y) + da(x,y) < § + €/2 = min{d1,&/2} + /2 < e. Tim je dokdzana
stejnomérnd spojitost zobrazeni id : (X, d;) — (X, d; + da). Celkové dostdvame, ze metriky dy a
dy + ds jsou stejnomérné ekvivalentni.

4. Necht X je metricky prostor s metrikou d, f : X — R spojitd funkce (v metrické topologii
asociované s d). Ukazte, ze zobrazeni o : X x X — R, definované vztahem o(x,y) = d(z,y) +
|f(x) — f(y)], je metrika na X. Jsou metriky o a d ekvivalentni? Jsou stejnomeérné ekvivalentni?

Reseni. Pifmo lze ovéfit, ze funkce o spliuje podminky z definice metriky. Uk4zeme, ze
metriky d a o jsou ekvivalentni a jsou stejnomérné ekvivalentni pravé kdyz je funkce f stejnomérné
spojita.

Uvazujme kouli By(z,¢€). Pro kazdé y = B,(z,¢) plati o(x,y) < e, t.j. také d(z,y) < e. Odtud
plyne, 7ze B,(z,€) C Bg(z,¢). Obrdcens, nechf B,(z,¢) je libovolnd oteviend koule. Zvolme § tak,
aby § < £/2 a aby platilo |f(z) — f(y)| < €/2 pro kazdé y takové, ze d(x,y) < ¢; takové ¢islo &
existuje, nebot funkce f je spojitd (Véta 6. (c) odst. 5.3 str. 114). Pak By(z,d) C By (z,¢). Metriky
d a o jsou tedy ekvivalentni.

Z definice o je ziejmé, ze neni-li zobrazeni f : (X,d) — R stejnomérné spojité, pak také
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zobrazeni id : (X, d) — (X, o) nenf stejnomérné spojité; v tomto piipadé tedy metriky d a o nejsou
stejnomérné ekvivalentni.

Piedpokladejme, Ze f je stejnomérné spojité. Bud e > 0. Zvolme ¢ tak, aby pro kazdé =, y € X,
pro které d(z,y) < ¢, platilo |f(x) — f(y)| < /2, a polozme A = min{d,e/2}. Pak pro kazdé z,
y € X, pro které d(z,y) < A, plati o(z,y) < A+¢/2 < e, a tedy také zobrazeniid : (X,d) — (X, 0)
je stejnomérné spojité. Odtud dostdvdme, ze je-li f: (X, d) — R stejnomérné spojité, metriky d a
o jsou stejnomérné ekvivalentni.

5. Nechf di, do jsou dvé metriky na mnoziné X a ptfedpoklddejme, Ze existuji éisla k, m > 0
takova, ze k - di < dy < m -dy. Pak jsou metriky dy, ds stejnomérné ekvivalentni. Dokazte.

Reseni. Tvrzeni plyne pifmo z definice stejnomérné ekvivalentnich metrik; pro dikaz stej-
nomeérné spojitosti zobrazeni id : (X, d1) — (X, ds) (resp. id : (X, d2) — (X, d;)) staci k libovolné
zadanému € > 0 zvolit 6 =¢/m (resp. § =k - €).

6. Ukazte, ze zobrazeni p : R x R — R, definované vztahem p(z,y) = |z| + |y| pro = # y a
p(z,y) = 0 pro x = y, je metrika na R. Srovnejte metrickou topologii této metriky s pfirozenou
topologii.

Reseni. Pro libovolné z, y, z € R plati p(x, 2) = |z| + |2| < |z| + |2] + 2ly| = p(x,y) + p(y, 2);
ostatni podminky z definice metriky jsou evidentné splnény.

Oznaéme 7, (resp. T) metrickou topologii asociovanou s p (resp. pfirozenou topologii na R).
Pro kazdé z, y € R plati |z — y| < |z| + |y|, a tedy zobrazeni id : (R,p) — (R,d), kde d je
Euklidova metrika na R, je stejnomérné spojité. Odtud 7 C 7,. Obracené zvolme kouli B,(1,3/2).
Podle definice je B,(1,3/2) = {y € R | |y| < 1/2} U{1}, a tedy zaddny otevieny interval obsahujici
bod 1 nelezi v B,(1,3/2). Odtud 7 # 7,.

7. Necht (X71,d1), (Xa,dz2) jsou metrické prostory. Pro kazdé z, y € X1 X Xo, z = (21, x2),
y = (y1,¥2), klademe

Wz, y) = max{di(z1,y1),d2(z2,92)},

d(z,y) = ((d1(z1,11))* + (da(22,42))%) ? ;

DNol—

mnozina X7 X X» s metrikou d je souéin metrickych prostora Xy, Xs (odst. 5.4). Dokazte, ze ¢ je
metrika na Xy x Xs, ekvivalentni s metrikou d.

Regeni. Pifmo lze provéfit, ze 9 spliiuje podminky z definice metriky. Déle je tieba dokézat,
ze metrickd topologie metriky ¢ je totozna se souc¢inem metrickych topologii prostoru X7, Xo.
Béze soucinu metrickych topologif je tvofena mnozinami By, (21,71) X Ba,(22,72). Baze metrické
topologie metriky ¢ je tvofena mnozinami By (z,7) = {(y1,y2) € X1 X Xo | d1(x1,y1),d2(22,y2) <
r} = By, (x1,7) X By, (x2,7). Odtud jiz plyne, ze obé topologie splyvaji.

8. Na mnoziné pfirozenych ¢isel N uvazujme diskrétni metriku d a metriku d’, definovanou
vztahem

d — .
(z,y) Py

1 1 ‘

Jsou tyto metriky ekvivalentni? Jsou stejnomérné ekvivalentni?

Reseni. Snadno se predvédéime, ze d’ je metrika. Pro kazdé n € N a libovolné r < 1/n(n+1)
je Ba(n,r) = {n}; podle Véty 2. odst. 5.2 str. 112 a pf. (1) str. 125 jsou metriky d, d’ ekvivalentni.
Uvazujme ddle zobrazeni id : (N,d’) — (N,d) a polozme ¢ = 1/2. Budte z, y € N libovolné
body, © # y. Pak pro libovolné 6 > 0 z podminky d'(z,y) < & vyplyva d(z,y) =1 > e, uvazované
zobrazeni tedy neni stejnomérné spojité a metriky d, d’ nejsou stejnomérné ekvivalentni.



132 5. Metrické prostory

9. Necht d; (resp. d2) je metrika na mnoziné X; (resp. Xz). Na soucinu X; x X, definujeme
funkci o vztahem o(x,y) = di(z1,11) + d2(x2,92), kde 2 = (z1,22), ¥ = (y1,y2). Ukazte, ze
o je metrika na X; x X5. Srovnejte metrickou topologii asociovanou s metrikou o se sou¢inem
metrickych topologif prostora (X1, d;), (Xa,ds2).

Reseni. Snadno zjistime, ze ¢ spliiuje véechny podminky metriky a zZe je stejnomérné ekviva-
lentni s metrikou ¥ (cv. 7). Metrickd topologie asociovand se o tedy splyva se souc¢inem metrickych
topologii.

10. Nechf pro kazdé i € N je (X;,d;) metricky prostor, nechf §; = min{d;, 1} je ohrani¢ens
metrika asociovand s d;. Pro ¢ € X = [[X; oznatme x; = pr;(z), kde pr; je i-t4 kanonickd
projekce. Ukazte, ze funkce A : X x X — R, definovana vztahem

e = { 225301,

je metrika na X. Srovnejte metriku A s metrikou p, definovanou ve Vété 9. odst. 5.4 str. 115.

Reseni. Abychom ukézali, ze A je metrika, staci ziejmé provéfit trojihelnikovou nerovnost.
Pro kazdé i € N a kazdé x;, y;, z; € X; plati §; (24, 2;) < 0i(xi,y:) + i (s, z:). Odtud

1 1 1
55(%%) < ;51'(%3/1') + ;5i(yivzi)'

Stejnd nerovnost plati pro suprema, t.j. A(z,2) < Az, y) + A(y, 2).

Oznatme 7 (resp. 7a) soucin metrickych topologii prostoru (X;,d;) (resp. metrickou topolo-
gii na X, asociovanou s A). Bud Ba(z,¢) libovolnd oteviend koule. Zvolme n tak, aby platilo
1/n < e a polozme V = By, (21,¢) X Bg,(r2,€) X -+ X Bg, (¥n,e) X R X R x .... V je okoli
bodu z = (x1,%2,...,%n, Tni1,--.) v topologii 7. Bud y € X libovolny bod. Podle definice me-
triky 0; plati §;(z;,y:)/i < 1/n pro kazdé ¢ > n. Proto A(x,y) < max{d1, (z1,y1), d2(z2,y2)/2,
cesOn(Tn,yn)/n,1/n}. Plati-i y € V| pak di(zi,yi)) < € pro ¢ = 1,2,...,n, a tedy
max{d1(z1,y1),02(x2,y2)/2, ..., On(Xn,yn)/n,1/n} < e. Odtud A(z,y) < &, t.j. y € Ba(z,e).
Celkem V C Ba(z,¢), t.j. Ta C 7. Obrécené, bud z € X libovolny bod, U prvek bdze topologie
7 v bodé z. Plati U = [[U;, kde U; je oteviend mnozina v metrické topologii asociované s d; a
U; # X; jen pro kone¢né mnoho indexu i. Oznaéme i1, is, .. ., i indexy, pro které U; # X;. Zvolme
i1y Eigs - - - €i), tak, aby platilo

Bdi1 (’Til)gil) C Uila ceey Bdik (xikﬂgik) - Ui

a zdroven €;,,€i,,.-.,€i, < 1. Necht & je nejmensi z ¢isel ¢;,, €;,/2, ..., €, /k. Necht y €
Ba(z,€) je libovolny bod. Pak A(x,y) < e, t.j. §;(24,v:)/i < € pro kazdé i € N. Dostdvdme
tedy 61'1(1'1'1’91'1) < 118 < Eil,...,(sik(l'ik,yik) < ige < €iys t.j. dil(xilayh) < gy < 1,...,
di, (Tiy, Yi) < €4, < 1. Plati tedy v;, € Uiyy--.y 95, € Uiy, tj. y € U. Celkem Ba(z,e) C U
aTCTA.

Ekvivalence metrik A a p nyni plyne z Véty 9. odst. 5.4 str. 115.

11. Ukazte, ze na mnoziné RN neexistuje metrickd topologie totoznd se silnym soucinem
metrickych topologii Euklidovych prostora R.

Reseni. Piedpoklddejme, ze na RN takové metrickd topologie existuje. Pak RN m4 strukturu
metrického prostoru a plati pro néj tvrzeni, uvedené v Dusledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113.
Uvazujme mnozinu A = {(z;) € RN | z; > 0,7 € N} ¢ RN. Pocétek 0 = (0,0,0,...) je prvkem
mnoziny cl A, nebot libovolny prvek baze silného souéinu topologii obsahujici 0 protind mnozinu
A. Podle Dusledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113 existuje posloupnost bodu a,, € A, konvergujici
k bodu 0. Ozna¢me a, = (Tn,1,Tn2,...). Kazdé z ¢isel x,, ; je kladné. Uvazujme okoli bodu 0 tvaru
B = (—x1,1,%11) X+ X X(—Zp n, Tnn) X ---. V mnoziné B nelez{ zddny bod a,, posloupnosti (a,);
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zfejmeé totiz pro ¢islo zy, ,, plati z,, ., & (—Zn n, Tn,n). Posloupnost (a,) tedy nekonverguje k bodu
0 v topologii silného sou¢inu na RN. Protoze posloupnost (a,,) byla zvolena libovolné, dostdvame
spor s predpokladem, ze RN s topologif silného soucinu je metricky prostor.

12. Ukézte, ze na mnoziné R!, kde I je nespocetnd indexovd mnozina, neexistuje metricka
topologie totozna se sou¢inem metrickych topologii Euklidovych prostoru R.

Reseni. Tvrzeni je disledkem Véty 10. odst. 5.4 str. 116.

Provedeme jiny ditkaz pomoc{ Disledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113. Bud A C R! mnozina
vech bodu (z,) takovych, ze x, = 0 pro koneény pocet indext ¢ a 2z, = 1 pro ostatni indexy .
Ukéazeme, ze pocatek 0 € R (t.j. bod (z,).er, pro ktery z, = 0) lez{ v mnoziné cl A. Bud []U,
element béaze topologie souc¢inu na R, obsahujici bod 0. U, = R az na koneéné mnoho indexti
t, které ozna¢ime i1, ta, ..., tn. Bud (x,),c; € A bod takovy, 7e , = 0 pro ¢ = t1,12,...,tn,
z, = 1 pro ostatn{ « € I. Ziejme (z,),e; € ANT[U,, a tedy 0 € cl A. Déle ukdzeme, ze neexistuje
posloupnost (a;) bodit mnoziny A konvergujici k 0. Necht (a;) je libovolna posloupnost v A. Kazdy
bod a; ma pouze koneéné mnoho komponent rovnych 0. Pro pevné i oznatme I; podmnozinu
mnoziny I, sestévajici z téch indexti + € I, pro které t-td projekce bodu a; je rovna 0. |J,cn In
je spocetnd mnozina. Jelikoz I je nespocetnd, existuje index a € I takovy, ze a ¢ I; pro zadné
i (t.j. a ¢ JI;). Je tedy pro kazdy z bodu a; posloupnosti (a;) jeho a-t4 projekce rovna 1. Bud
nyni U, = (—1,1) C R a polozme U = (pr,) }(Uys). U je oteviend mnozina v R’, je okolim
bodu 0 € R/, ale neobsahuje Zadny z bodii posloupnosti (a;). Tedy posloupnost (a;) nekonverguje
k bodu 0.

Podle Diisledku (b) Véty 5. odst. 5.2 str. 113 neni tedy sou¢in Euklidovych topologii na R’
roven zadné metrické topologii.

13. Prot € R klademe

Tyto vztahy definuji zobrazeni f, g, h : R — RN. Rozhodnéte, zda jsou tato zobrazeni spojita
v uniformni topologii na RN,

Reseni. Ukdzeme, ze zobrazeni f nenf spojité v bodé 0 € R.. Plati d(0,t) = |t| pro kazdét € R
a 6(0, f(t)) = sup{min{|n-t|,1}}. Zvolme ¢ = 1. Pfedpoklddejme, ze existuje ¢islo & > 0 takové, ze
z podminky [¢t| < § vyplyva 0(0,¢) < 1. Pak nutné n -6 < 1 pro kazdé n € N, t.j. 6 < 1/n. Odtud
plyne, ze § = 0.

Zobrazeni g je spojité. Pro kazdé s, t € R plati d(s,t) = |s — t| a 0(g(s), g(t)) = sup{min{|s —
t[,1}} = min{|s — ¢|,1}. Bud € > 0 libovolné. Zvolme § = . Pak pro kazdé s, t € R, pro které
|s —t| < 4, plati 8(g(s), g(t)) < e, tedy g je dokonce stejnomérné spojité.

Ziejme 0(h(s), h(t)) = sup{min{|s—t|,1}} = min{|s—¢|, 1}. Analogicky jako v pfipadé zobrazeni
g se tedy ukéze, Ze rovnéz h je stejnomérné spojité v uniformni topologii na RN.

14. Rozhodnéte, zda tyto posloupnosti (x;) v RN konverguji v uniformni topologii:
(a) z1 = (1,1,1,1,...), 22 = (0,2,2,2,...), z3 = (0,0,3,3,...), ...

(b) zy =(1,1,1,1,...), 22 = (0,1/2,1/2,1/2,...), z3 = (0,0,1/3,1/3,...), ...

(¢) 1 =(1,0,0,0,...), zo = (1/2,1/2,0,0,...), z3 = (1/3,1/3,1/3,0,...), ...

(d) z; =(1,1,0,0,...), 22 = (1/2,1/2,0,0,...), z3 = (1/3,1/3,0,0,...), ...

Reseni. RN s uniformni metrikou je tplny metricky prostor (Véta 22. odst. 5.9 str. 123).
Posloupnost (z;) v RN tedy konverguje pravé tehdy je-li cauchyovska.

(a) Plati 0(zy,, z,+1) = 1 pro kazdé n € N, uvazovand posloupnost tedy neni cauchyovska.

(b) O(xp, ;) = 1/n pro kazdé n a kazdé i > n. Posloupnost (b) tedy konverguje v RN a plati
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lim(z;) = (0,0,0,0,...).
(¢) , (d) V tomto piipadé posloupnost (x;) konverguje k bodu (0,0,0,0,...), nebot
lim(6(z;,0)) =0

15. Bud X metricky prostor s metrikou d. Ukazte, Ze uzaviena koule By(z,7) je uzaviena
mnozina v metrické topologii asociované s d. Urcete vztah mezi uzavienymi mnozinami
cl By(z,7) a Ba(x,r).

Reseni. Podle Véty 15. odst. 5.6 str. 119 je zobrazeni f : X — [0,00), definované vztahem
f(y) = d(z,y), spojité. Plati By(z,r) = f~([0,7]), Ba(z,7) = f~([0,7)), takze mnozina By(x,r)
je uzaviena a mnozina By(x,r) je oteviend. Z definice uzavéru je ziejmé, ze cl By(x,r) C Ba(z,7).
Ukéazeme, ze obracend inkluze obecné neplati. Uvazujme diskrétni metriku d na X. Plat{ By4(zo,1) =
{z € X | d(zo,7) < 1} = {20}, Ba(z0,1) = {z € X | d(xo,z) < 1} = X, ale cl By(xo,1) =
Ba(wo,1) = {zo}-

16. Uvazujme R/, kde I je nekone¢nd mnozina, s uniformn{ metrikou 6. Pro bod = = (x,),e1
a r takové, ze 0 < r < 1, polozme U(x,r) = [[(z, — 7,2z, + 7).

(a) Ukazte, ze U(x,r) # B(x,r).

(b) Ukazte, ze mnozina U (z, ) neni oteviena v uniformni topologii.

(c¢) Ukazte, ze kazdou otevienou kouli By(z,r) lze vyjadiit jako sjednoceni mnozin U(z,d) pro
jistd § > 0.

Reseni. (a) Pifmo z definice plyne, ze By(z,7) C U(z,r). Naopak pro y € U(z,r) plati
d(z,,y,) < r pro kazdé ¢ € I, kde d oznacuje pfirozenou metriku na R, a tedy sup{d(z,,y,)} < r,
t.j. y nemusi lezet v mnoziné By(x,r).

(b) Plati U(x,r) = B(z,r), t.j. U(z,r) je uzaviena mnozina v uniformni topologii na R’.

(¢) Snadno provéiime, ze plati By(z,r) = s, U(z,6) = {y e RN | O(z,y) =6, 0 < <r}.

Je-li 75 silny souéin piirozenych topologif na R, z (b) plyne, Ze 79 # 7s (U(z,r) nenf oteviend
mnoZzina v 7g; pfitom v pf. (6) odst. 5.10 str. 128 bylo ukdzano, ze 19 C 7g).

17. V Euklidové metrickém prostoru R3 uvazujme mnozinu & véech pifmek jdoucich
pocétkem. Zvolme piimku p € & libovolné. Pro kazdé ¢ > 0 definujeme mnozinu U.(p) C &
takto: mnozina U.(p) je tvofena véemi pifmkami p’ € &2 takovymi, ze jestlize x € p’ a d(z,0) =1,
pak existuje y € p tak, ze d(y,0) =1, d(z,y) < e (viz obr. 2).

Obr. 2
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(a) Provéite, ze pro kazdé p € & je systém o, = {Us(p) | € > 0} lokdlni bdze néjaké topologie
v bodé p.

(b) Ukazte, 7ze & je homeomorfni s redlnou projektivni rovinou RP? (cv. 30 kap. 3).

Reseni.

(a) Systém o, spliiuje pfedpoklady Véty 8. (b) odst. 1.4 str. 6, je tedy lokalni bazi topologie na
Z v bodé p.

(b) Podle cv. 30 kap. 3 staci ukdzat, ze & je homeomorfn{ s faktorovym prostorem S2/~, kde
52 je jednotkové sféra v R3 a ~ je ekvivalence “P ~ @, jestlize P = @ nebo P = —Q”. Definujeme
zobrazeni f : & — S%/~ vztahem f(p) = [z], kde [z] € pN S?/~ a g : §?/~— P vztahem
G([z]) = p, kde p prochdz{ body x, —z, 0. Snadno se provéii, ze zobrazeni f, g jsou spojitd a
vzajemneé inverzni. Zobrazeni f je tedy homeomorfismus.

18. Nechf (z;) (resp. (y;)) je posloupnost v metrickém prostoru X s metrikou d, konvergujici
k bodu z (resp. y). Pak posloupnost redlnych éisel (d(z;,y;)) konverguje k bodu d(z,y) € R.
Ukazte.

Reseni. Podle predpokladu k libovolnému € > 0 existuje index n tak, Zze pro viechna i > n
plati d(ZCi,.T), d(ylay) < 5/2 Proi>n tedy d(‘rzayl) < d(.’L'“.T) + d(,ﬁC,y) + d(y’yl) <e+ d($,y) a
zéroven d(z, y) < d(x, ;) +d(zi, yi)+d(yi, y) < e+d(z;,y;). Musi tedy platit |d(x;, y;)—d(x,y)| < €.

Stejnomeérné spojita zobrazeni

19. Rozhodnéte, které z nasledujicich zobrazeni je stejnomérné spojité:

(a) f: (R,d) — (R,d), kde d je Euklidova metrika a f(z) = kz + q.

(b) Inverzni zobrazeni k zobrazeni f z (a) (pro k # 0).

(c) f: (R,d) — (R,d), kde d je Euklidova metrika a f(z) = 22.

(d) f:]0,1] — (R, d), kde d je Euklidova metrika a f(z) = 22, uvazujeme-li [0, 1] jako podprostor
(R, d).

e) Konstantni zobrazeni metrického prostoru (X, d;) do metrického prostoru (Y, ds).

(f) Zobrazeni f : (0,1) — R, kde f(z) = sin(1/z) a mnoziny (0,1) C R a R jsou uvazovény s
pfirozenou topologii.

Reseni.

(a) Pro k = 0 je f konstantni zobrazeni a je zFejmé stejnomérné spojité. Pro k # 0 je f také
stejnomérné spojité (k danému e > 0 vezmeme 0 = ¢/|k|).

(b) Plati f~1(z) = (z — q)/k, tedy f~ je stejnomérné spojité podle (a).

(¢c) Zobrazeni f neni stejnomérné spojité: zvolme € = 1 a pro libovolné § > 0 polozme x = 1/§,
y=1/8+4§/2. Pak |x —y| = /2 < 6, ale |2® — y?| = (2/5 +6/2)6/2 > 1 =¢.

(d) Zobrazeni f je stejnomérné spojité: Bud e > 0 libovolné, § = £/2. Pak |z — y| < § implikuje
|22 — % = |z + y| |z — y| < 2|z — y| < €, nebot |x + y| < 2 pro kazdé z,y € [0, 1].

(e) Pro libovolné x,y € X plati do(f(z), f(y)) = 0, takze konstantni zobrazeni je stejnomérné
Spojité.

(f) Zobrazeni f nenf stejnomérné spojité. Bud ¢ libovolné, 0 < & < 2. UkdZzeme, Ze k libovolnému
d > 0 lze najit =,y € (0,1) tak, ze |z —y| < d a |sin(1/z) —sin(1/y)| > . Pro libovolné k celé
kladné klademe

2 2

Tk VT Uk n

K libovolnému 6 > 0 vybereme k tak, aby platilo | — y| < 4. Pro libovolné k ovSem plati
|sin(1/x) —sin(1/y)| =2 > e.

20. Nechf f, g : R — R jsou stejnomérné spojité funkce vzhledem k pfirozené metrice na R.
Jsou funkce f + g a f - g stejnomérné spojité?
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Reseni. Soucet stejnomérné spojitych funkei je stejnomérné spojitd funkce. Ukdzeme to.
Oznatme h = f + g. Bud ¢ > 0. Existuje §; > 0 (resp. d2 > 0) tak, ze |f(z) — f(y)| < /2
(resp. |g(z) — g(y)| < &/2) pro kazdé z, y, pro které |z — y| < 01 (resp. |x — y| < d2). Polozme
d = min{dy,d2}. Pak pro kazdé z, y € R, pro které plati |z — y| < 4, je |h(z) — h(y)| <
|f(x) = )l +1g(z) — g(y)| <e.

Soucin stejnomeérné spojitych funkei nemusi byt stejnomérné spojita funkce; piikladem je funkce
flx) =z 2 =22

21. Uvedte piiklad zobrazeni f : X; — Xo, které je stejnomérné spojité jako zobrazeni met-
rickych prostoru (Xi,d;), (X2, ds2) a neni stejnomérné spojité jako zobrazeni metrickych prostoru
(X1,d}), (Xa,d), kde dy, dj a dg, dj jsou ekvivalentni metriky.

Reseni. Na mnoziné redlnych ¢isel R uvazujme prirozenou metriku d(z, y) = |« — y| a metriku

x y
L+x] 14 |yl|’

dl(‘ra y) =

V pt. (4) odst. 5.10 str. 126 jsme ukézali, Ze tyto metriky jsou ekvivalentni a ze identické zobrazeni
id : (R,d’") — (R,d) neni stejnomérné spojité. idg je ovSem stejnomérné spojité jako zobrazeni
(R,d) do (R, d). Zobrazeni idg m4 tedy pozadované vlastnosti.

Uvedeny pfiiklad tedy ilustruje tu skutecnost, ze pojem stejnomérné spojitého zobrazeni neni
topologicky (nezachovava se pii homeomorfismech), ale metricky; podobnou vlastnost maji pojmy
cauchyovskd posloupnost, iplnost, kontrakce, izometrie.

Cauchyovské posloupnosti, iplné metrické prostory

22. Uved'te piiklad posloupnosti, ktera je cauchyovska v metrice d a neni cauchyovska v ekvi-
valentni metrice d’.

Reseni. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s metrikou d’ z cv. 21. Ukdzeme, Ze posloupnost
{1,2,3,...} je cauchyovska v této metrice. Bud & > 0 libovolné, zvolme n > 1/¢. Pak pro libovolné
i > n plati

d'(n,i) = —14+1- —
e ] Il i e
R 1 1 1 e

l+n 1+4 1+4n 1+1 1+¢

n i‘_‘l 1

<E.

Uvazovana posloupnost ovsem neni cauchyovskd v Euklidové metrice na R: pro kazdé n a kazdé
i >mnplati d(n,i) =i —n > 1.

23. Uved'te piiklad cauchyovské posloupnosti, ktera neni konvergentni.

Reseni. Je tieba najit metricky prostor, ktery neni tplny, a cauchyovskou posloupnost
v tomto metrickém prostoru, kterd neni konvergentni. Uvazujme interval (0,1) jako podprostor
R s pfirozenou metrikou. Posloupnost (1/n),en je konvergentni v R (lim(1/n) = 0); je cauchy-
ovskd a nenf konvergentni v (0,1).

Dalsim ptikladem je mnozina racionalnich ¢isel Q, uvazovand jako podprostor R s pfirozenou
metrikou. Posloupnost {3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; ...}, konvergujici v R k iraciondlnimu éislu ,
je cauchyovskd v Q a neni tam konvergentni.

24. (a) Naleznéte metricky prostor, ktery je ziplnénim intervalu (0, 1), uvazovaného jako pod-
prostor R s pfirozenou topologii.
(b) Vyberme dva body nelezici v R a oznacme je —oo, +00. Déle ozna¢me R* = RU{—00, 400}
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a polozme
* < )
d*(z,y) =|——— — ———|, =,y €R,
o) = |- ]
d( ) T 11|, d(z, +o0) R eR
r,—00) =|— , r,400)=|——-1|, =z ,
1+ || 1+ ||

d*(—o0,+00) = 2.

Dokazte, ze d* je metrika na R a Ze metricky prostor (R,d*) je ztiplnénim metrického prostoru
(R,d') z pi. (4) odst. 5.10 str. 126.

Reseni.

(a) Kanonické vnofeni ¢ : ((—1,1),d) — (R,d) je zfejmé izometrie. Ziplnénim metrického
prostoru ((—1,1),d) je tedy metricky prostor cl(—1, 1), uvazovany jako podprostor (R, d).

(b) Platnost podminek z definice metriky se provéri standardnim zpusobem. Zobrazeni id :
(R,d) — (R,d*) je izometrie. Uréime uzdvér mnoziny R v metrické topologii, asociované s me-

trikou d. Bud e > 0 libovolné, uvazujme kouli Bg«(—00,¢). Polozme z = —1/e. Ziejmé z € R
a
1 1 1
d*(.’L',—OO): $+|$|+ ’: 1<T:€a
1+ |£L'| 1+ = =

t.j. & € By« (—00,¢) a tedy —oco € clR. Podobné se ukdze, ze +00 € clR, odkud clR = R.

25. Cantorova véta. Metricky prostor X je uplny pravé tehdy, kdyz kazda klesajici posloupnost
Ay D Ay D As D ... neprazdnych uzavienych mnozin v X takovych, ze limd(A4;) = 0, ma
neprazdny prunik, Dokazte.

Reseni. Nechf X je tiplny metricky prostor, (A;)ien posloupnost uzavienych mnozin takova,
ze (a) A; # 0 pro kazdé i € N, (b) Aj+1 C A; pro kazdé i € N, (¢) limd(4;) = 0, kde § oznacuje
prumér mnoziny. Ke kazdému i zvolme bod z; € A;. Pro posloupnost (x;) plati, ze viechny jeji body
xp pro k > j lezi v mnoziné A;. Z predpokladu (c) vyplyvé, ze tato posloupnost je cauchyovska,
konverguje tedy k jistému bodu x € X. To ovSem znamend, ze x € cl A; proi =1,2,3,.... Jelikoz
kazdd z mnozin A; je uzaviena, dostdvame [ A; # 0.

Obracené predpoklddejme, Ze X je metricky prostor splitujici podminku z Cantorovy véty. Bud
(x;) cauchyovskd posloupnost v X. Pro kazdé ¢ klademe A; = cl{x;, x;41, Tit2,...}. Systém mnozin
(A;)ien mé vSechny pozadované vlastnosti, existuje proto prvek x € (| 4;. Podle Lemmatu 2. odst.
5.5 str. 117 plati x = lim z;, coz dokazuje, ze X je tGplny metricky prostor.

Kontrakce, izometrie

26. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s Euklidovou metrikou a interval [0, 1] jako podprostor
R. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni jsou izometrie:
(a) f:R—=R, f(x)=k-z, k#0,1.
(b) f:R—=R, f(z) =z+4q.
(c) f:R— R, f(x) =22
(d) f:[0,1] = R, f(z) = 2%

Reseni. Zobrazeni (b) je izometrie pro kazdé ¢ € R, ostatni zobrazeni nejsou izometrie.
27. (a) Uvedte piiklady kontrakei. (b) Uvedte piiklad zobrazeni metrického prostoru do sebe,
které je kontrakci a pfitom nema zadny pevny bod.

Reseni. (a) Konstantni zobrazeni metrického prostoru do sebe je kontrakce. Zobrazeni f :
R — R, definované vztahem f(z) = k- + ¢, je kontrakce pro |k| < 1 (v pfirozené metrice).
Uvazujeme-li interval [—1/3,1/3] jako podprostor R, pak zobrazeni f : [-1/3,1/3] — R, definované



138 5. Metrické prostory

vztahem f(z) = 22, je kontrakce: pro kazdé z,y € [~1/3,1/3] plati [2% — y?| = | —y| - |z + y| <
2/3|x — y|. Funkce f : [a,b] — [a,b], kterd splituje na intervalu [a,b] Lipschitzovu podminku
|f(y)—f(x)] < k|ly—=x| s konstantou k < 1, je kontrakce. Tato podminka je napi. splnéna v piipadé,
kdy f mé& na intervalu [a,b] derivaci f/, kterd je ohranicend konstantou k < 1 (Lagrangeova véta
o stfedn{ hodnoté).

28. Uvazujme zobrazeni f : R" — R", f = (f1, f2,..., "), definované vztahem
v x):Za};xk—i—bi, 1<i<n,
kde ai, b" € R. Je f kontrakce, uvazujeme-li na R™ metriku (a) 9, (b) o, (c) d, kde

n

w,y) = max {la’ —y'l}, o(z.y) = Z |zt — 3],
()
I(f(x), f(y)) = max {

max | |2 okl - ‘} Slfz%{2<|az||xk—yk|>}
- k
< 1@?2("{(2 |ak|> . maX{|~T -y |}} = 1rgfx<xn{2|a§€|} Az, y).
o - k

Odtud dostdavame podminku kontraktivnosti zobrazeni f ve tvaru

n
dlajl <1, 1<i<n.

(b) Analogicky jako v (a) dostaneme

n

dlail <1, 1<i<n,
k=1

(¢) S vyuzitim Cauchyovy—Bunjakovského nerovnosti (cv. 4 kap. 3) dostaneme analogicky jako

Bodova a stejnomérna konvergence

29. Zformulujte definici bodové konvergentni posloupnosti zobrazeni mnoziny X do metrického
prostoru Y s metrikou d pomoci d.

Reseni. Rekneme, ze posloupnost (f,)nen zobrazeni f, : X — Y konverguje bodové k zob-
razeni f : X — Y jestlize pro kazdé x € X a kazdé € > 0 existuje pfirozené ¢éislo ng(x,¢) takové,
ze pro kazdé n > ng plati d(fn(z), f(z)) < e.

Tato definice je zFejmé ekvivalentni definici, uvedené v Pf. (2) (d) odst. 4.5 str. 95.
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30. Uvedte piiklad posloupnosti zobrazeni, kterd konverguje bodové, ale nekonverguje stej-
nomerne.

Reseni. Nechf X = (0,1) C R, Y = R (s Euklidovou metrikou). Uvazujme posloupnost (f,)
v YX, kde f,(z) = a™. Posloupnost (f,,) zfejmé konverguje bodové na intervalu (0,1) k funkci
f = 0. Ukdzeme, zZe (f,) nekonverguje stejnomérné k f = 0. Zvolme ¢ = 1/2. Bud ng € N takové,
ze pro n > ng a kazdé z € (0,1) plati |f,(z) — f(x)] < 1/2, t.j. [2"| < 1/2. Pak také |z™°| < 1/2
pro kazdé x € (0,1). Oviem lima™ =1 pro  — 1, coz je spor. Z Dusledku Véty 25. odst. 5.9 str.
125. nyni vyplyva, ze f nekonverguje stejnomérné.

31. Cauchyovo-Bolzanovo kriterium stejnomérné konvergence. Necht X je mnozina, Y met-
ricky prostor s metrikou d.

(a) Konverguje-li posloupnost zobrazeni f,, : X — Y stejnomérné, pak k libovolnému ¢ > 0
existuje index n tak, ze pro kazdé i, j > n a kazdé x € X plati d(f;(z), f;(z)) <e.

(b) Predpoklddejme, ze metricky prostor Y je tplny a k libovolnému £ > 0 existuje index n tak,
ze pro kazdé i, j > n a kazdé x € X plati d(f;(x), f;(z)) < e. Pak posloupnost (f,) konverguje
stejnomeérneé.

Dokazte.

Reseni. (a) Piedpoklddejme, Ze posloupnost (f,) konverguje stejnomérné. Necht ¢ > 0.
Existuje n € N takové, ze pro kazdé i > n a kazdé x € X plati d(fi(z), f(z)) < &/2, kde
f oznaéuje limitu (f,). Nechf i, j > n. Pak z trojtihelnikové nerovnosti dostaneme d(f;(z),
filw)) < e.

(b) Z ptredpokladu plyne, ze pro pevné y € X je posloupnost (f,,(y))nen cauchyovskd. Existuje
tedy limita f(y) = lim f,,(y) pro n — oo. Posloupnost (f,) tedy konverguje bodové k funkei f.
Bud ¢ > 0. Podle piedpokladu existuje n € N takové, ze pro kazdé i, j > n a kazdé x € X plati
d(fi(z), fi(z)) < e/2, t.j. imd(f;(x), f;(x)) = d(fi(x), f(z)) < /2 < e pro kazdé i € N (limita
pro j — o0). Tedy posloupnost (f,,) konverguje stejnomérné k f.






Regularni, normalni a parakompaktni prostory

Muzeme-li v Hausdorffové topologickém prostoru oddélit otevienymi mnozinami libo-
volnou uzavienou mnozinu a bod, ktery v ni nelezi, iikdme, ze tento prostor je regularni;
muzeme-li oddélit libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoziny, fikdme, ze je normélni. Defi-
nice parakompaktniho prostoru je slozitéjsi. Budeme fikat, ze Hausdorffuv topologicky pro-
stor je parakompaktni, jestlize ke kazdému jeho otevienému pokryti Ize najit lokalné koneéné
oteviené zjemneéni, t.j. nové oteviené pokryti s témito vlastnostmi: (1) Kazdd mnozina patiici
novému pokryti lezi celd v néjaké mnoziné puvodniho pokryti, (2) kazdy bod topologického
prostoru ma okoli, protinajici se s nejvyse konetné mnoha mnozinami nového pokryti. Uka-
zuje se, ze kazdy parakompaktni prostor je normalni a kazdy normalni prostor je regularni.

Tato kapitola je vénovana studiu vysSe uvedenych topologickych prostoru. Obsahuje
mnohé fundamentalni teorémy, dulezité nejen v topologii, ale také v analyze a diferencidlni
geometrii. Uvedeme stru¢né hlavni vysledky.

V odst. 6.2 dokazujeme, zZe k libovolnym dvéma disjunktnim uzavienym mnozindm A, B
v normélnim topologickém prostoru X existuje spojita redlna funkce na X, nabyvajici hod-
not v intervalu [0, 1], rovna 0 na A a rovna 1 na B (Urysohnovo lemma). Je zde také dokdzan
Tietzeuv teorém o tom, ze topologicky prostor je normdlni pravé kdyz mé tu vlastnost, ze
libovolnou spojitou realnou funkci, definovanou na jeho uzavieném podprostoru, 1ze spojité
roz§itit na cely prostor. V odst. 6.4 je zaveden dulezity pojem spojitého rozkladu jednotkové
funkce, kompatibilniho s danym otevienym pokrytim norméalniho prostoru; je zde dokazano,
ze ke kazdému lokalné kone¢nému otevienému pokryti normalniho prostoru existuje s nim
kompatibilni rozklad jednotkové funkce. V odst. 6.5 se zabyvdme problémem metrizovatel-
nosti regularniho prostoru, t.j. problémem existence metriky, jejiz metricka topologie splyva
se zadanou topologii. Dokazuje Urysohnovu—Tichonovovu vétu o tom, ze kazdy reguldrni
prostor druhého typu spocetnosti je metrizovatelny. Dale dokazujeme Nagatovo—Smirnovovo
kriterium metrizovatelnosti (obecného) topologického prostoru, které fikd, ze topologicky
prostor je metrizovatelny tehdy a jen tehdy, je-li reguldrni a m4 jistou specidlni (spocetné
lokélné kone¢nou) bézi topologie. V odst. 6.6 se zabyvdme parakompaktnimi prostory, které
maji velky vyznam pfedevsim tam, kde je tfeba k libovolnému otevienému pokryti nalézt
s nim kompatibilni rozklad jednotkové funkce. Je tomu tak napf. v teorii topologickych a
hladkych variet, kde se rozklad jednotkové funkce pouziva ke konstrukci “globédlnich” ob-
jektu (napi. zobrazeni) pomoci “lokdlnich” tdaju, definovanych na otevienych mnozindch
daného pokryti. Dokazujeme, ze v parakompaktnich prostorech pozadovany rozklad jed-
notkové funkce vzdy existuje. Déle v odst. 6.6 uvadime Stoneuv teorém o tom, ze kazdy
metrizovatelny topologicky prostor je parakompaktni.

Poznamendvame, ze pii studiu literatury se ¢tenai muze setkat s rozdilnou terminologii,
nez je pouzivana v téchto skriptech; tak napt. pojem regularniho prostoru je nékdy definovan
bez predpokladu oddélitelnosti. To muze ovSsem vést k rozdilnym formulacim ekvivalentnich
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tvrzeni; nema-li pak dojit k nedorozuménim, je tfeba mit na zfeteli soustavu definic, kterou
ten-ktery autor pouziva.

6.1. Regularni prostory

Hausdorffuv topologicky prostor X se nazyva requldrnd, jestlize ke kazdé uzaviené
mnoziné A C X a kazdému bodu x € X, ktery nelezi v A, existuje okoli U mnoziny
A a okoli V bodu z tak, ze UNV = (.

Véta 1. Bud' X Hausdorffiiv topologicky prostor. Ndsledugjici dvé podminky jsou ekvi-
valentni:

(1) X je regquldrni.

(2) Kazdé okoli U libovolného bodu x € X obsahuje okoli V' bodu x takové, zZe c1V C U.

Diikaz.

1. Bud' X reguldrni prostor, z € X bod, U jeho okoli. Mnozina A = X\U je uzaviend
a x ¢ A. Existuje tedy okoli V' bodu z a okoli W mnoziny A tak, ze VNW = (). Pak
VCcX\W,cV Cc(X\W) =X\W,tj.clVNW = 0. Odtud cl VNA = clVN(X\U) =0,
tj.cdV cCU.

2. Obracené predpokladejme, ze ke kazdému x € X a kazdému okoli U bodu x existuje
okoli V bodu zx tak, ze clV C U. Bud A C X uzaviend mnozina, y € X bod nelezici v A.
Polozme U = X\ A. U je okoli bodu y, existuje tedy okoli V' bodu y takové, ze clV C X\ A.
X\ clV je oteviend mnozina obsahujici A pficemz plati V' N (X\ clV) = (). Topologicky
prostor X je tedy regularni.

Poznamendvame, ze v prvni ¢asti dukazu Véty 1. odst. 6.1 str. 142 jsme nevyuzili
predpoklad, ze X je Hausdorffuv.

Véta 2. (a) Podprostor requldrniho topologického prostoru je reguldrni.
(b) Soucin libovolného systému reguldrnich topologickijch prostori je requldrni.

Dikaz.

(a) Podprostor A reguldrniho prostoru X je Hausdorffuv (Véta 2. odst. 3.1 str. 32).
Zvolme uzavienou mnozinu B v A a bod x € A nelezici v B. Plati B = clx BN A (Véta
4. (a) odst. 3.1 str. 32), a tedy clx B # x. Zvolme okoli U bodu z a okoli V' mnoziny
cly B (v X) tak, ze UNV = 0. Pak UN A, V N A jsou hledané okol{ bodu z a mnoziny
B v podprostoru A C X.

(b) Bud' (X,),er systém reguldrnich prostori. Bud x € [[ X, libovolny bod, U element
béze topologie sou¢inu na [[ X, v bodé x. Pak U = [[ U,, kde U, # X, pro nejvyse kone¢nou
mnozinu indexu ¢; ozna¢me tyto indexy tq, to, ..., L. Z regularity topologickych prostoru
Xy Xigy ooy Xy, vyplyvd, ze kazdy bod z,, = pr,(z) € X,;, kde 1 <4 < n, md okoli V,
takové, ze clV,, C U,,. Polozme V =[] V,, kde V, = X, pro vSechna ¢ # t1,t2,...,ty. V je
ziejmé okoli bodu z a plati clV =T[]clV, C [[U, = U (Véta 12. odst. 3.3 str. 37). Podle
Véty 1. odst. 6.1 str. 142 je tedy soué¢in [] X, regularni topologicky prostor.

Tvrzeni, které nyni dokazeme, ukazuje, ze spojita zobrazeni s hodnotami v regularnich
prostorech, definovand na hustych podmnozinach, lze spojité rozsirit tehdy a jen tehdy,
jestlize je lze spojité rozsitit “bod po bodu”.
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Véta 3. Bud X topologicksy prostor, Y reguldrni topologicky prostor, A C X hustd
mnozina a f : A — 'Y spojité zobrazeni. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(1) Ewxistuje spojité rozsiteni zobrazend f na topologicky prostor X.

(2) Pro kazdé x € X existuje spojité rozsireni zobrazeni f na topologicky podprostor

Au{z} C X.

Dukaz. Staci dokdzat, ze z podminky (2) vyplyvd podminka (1).

Predpokléddejme, Ze je splnéna podminka (2). Pro kazdé z € X necht f, : AU{z} =Y
je spojité rozsiteni zobrazeni f. Polozme g(z) = f.(x). Pro x € A je AU {x} = A, t.j.
fo= f atedy g(z) = f(z). Dostavame tak zobrazeni g : X — Y, které je rozsitenim f na
X. Je tfeba ukézat, ze zobrazeni g je spojité.

Bud zp € X libovolny bod, bud U okoli bodu g(zg). Jelikoz Y je reguldrni, existuje
okoli V' bodu g(z) tak, ze clV C U (Véta 1. odst. 6.1 str. 142). Ze spojitosti zobrazeni
fao : AU{mo} — Y vyplyvd, ze f,.1(V) je okolf bodu zg v AU {x}. Existuje tedy okoli
W bodu zg v X takové, ze (AU {zo}) "W = f (V).

Ukdzeme, ze g(cl(ANW)) C clV. Necht z € cl(ANW). Zérovenn x € AU {x}, takze
r € c(ANW)N (AU {z}) = clyy (AN W) (Véta 4. (a) odst. 3.1 str. 142). Bod
g(w) = fu(z) tedy patif mnoziné fi(clauzy (A NW)). Oviem ze spojitosti fi vyplyva, ze
fe(clavgzy(ANW)) C el fu(ANW) (Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Déle fila = f = fula,
takze cl fr(ANW) = cl foo (ANW) C el foo (AU {zo}) N W) = el fo (2, (V) = cl(V N
foo(AU{x0})) CclV. Bod g(z) tedy lezi v clV, t.j. plati g(cl(ANW)) C clV.

Vsimnéme si, ze cl(ANW) = cl W. Skutecné, cl(ANW) C clW jelikoz ANW C W.
Obréacené necht y € W je libovolny bod. Zvolme jeho okoli W,. Pak W, "W je opét okoli
bodu y. Mnozina A je hustd v X, takze (W, NW)NA =W, N(WNA)#0Dabody tedy
musi patfit uzdveru cl(W N A). Musi tedy platit rovnost cl(ANW) = clW.

Ukéazeme, ze pro okoli W bodu zg plati g(W) C U, ¢imz bude dokézana spojitost
zobrazeni g v bodé xzg. Z jiz dokdzanych tvrzeni vyplyva, ze g(W) C g(clW) = g(cl(AN
W)) CclV C U a tim je nase tvrzeni dokdzano.

6.2. Normalni prostory

Hausdorffuv topologicky prostor X se nazyva normdlni, jestlize ke kazdym dvéma dis-
junktnim uzavienym mnozindm A, B C X existuje okoli U mnoziny A a okoli V' mnoziny
B tak,ze UNV = 0.

Jelikoz v Hausdorffové topologickém prostoru je jednobodovd mnozina uzaviend (Véta
14. odst. 1.7 str. 8), normalni topologicky prostor je reguldrni.

Véta 4. Bud X Hausdorffiiv topologicky prostor. Ndsledugjici dvé podminky jsou ekvi-
valentni:

(1) X je normdln.

(2) Kazdé okoli U libovolné uzaviené mnoziny A C X obsahuje okoli V. mnozZiny A
takové, Ze clV C U.

Diikaz. 1. Bud X normdlni prostor, A C X uzaviend mnozina. U jeji okoli. MnozZina
B = X\U je uzaviend a AN B = (). Existuje tedy okol{ V mnoziny A a okoli W mnoziny
B tak, ze VNW = (. Pak V. .C X\W, clV C cI(X\W) = X\W, t.j. 1V NW = (. Odtud
cdVNB=cdVnNnX\U)=0tj clV CU.

2. Obracené, necht A, B jsou dvé disjunktni uzaviené mnoziny v X. Polozme U = X\ A.
U je okoli mnoziny B, existuje tedy takové okoli V mnoziny B, ze clV C U. Pak X\ clV
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je oteviend mnozina obsahujici A a plati (X\cl V)NV = 0. X je tedy normdlni, nebot je
podle predpokladu Hausdorffuv.

Véta 5. Uzavreny podprostor normdlniho prostoru je normding.

Diikaz. Bud X normdlni prostor, Y C X uzavieny podprostor, A, B C Y disjunktn{
mnoziny uzaviené v Y. Podle Véty 4. (c) odst. 3.1 str. 32 jsou mnozina A, B uzaviené
v X. Vezméme disjunktni okoli U (resp. V) mnoziny A (resp. B). Pak UNY, VNY jsou
okof AaBvY a(UNY)N(VNY)=0.Y je Hausdorffuv, je tedy norméalni.

Podprostor normélntho prostoru obecné nemusi byt normdalni (viz. cviceni ke kap. 7).
Soucin systému normélnich prostoru nemusi byt normdlni (cv. 4 kap. 6).

Nasledujici dvé véty vyjasnuji vztah mezi regularnimi, metrickymi a normélnimi topo-
logickymi prostory.

Véta 6. Reguldrni topologicky prostor druhého typu spocetnosti je normdiny.

Diikaz. Bud X reguldrni prostor druhého typu spocetnosti, o jeho spocetnd baze, A,
B C X disjunktni uzaviené mnoziny. Mnozina X\ B je oteviend a A C X\ B. Ke kazdému
bodu = € A tedy existuje jeho okoli U, tak, ze U, C X\B, t.j. U, N B = (. Z regularity
X vyplyvé, Ze existuje okoli V,, bodu x tak, ze clV, C U (Véta 1. odst. 6.1 str. 142).
Bez djmy na obecnosti mozno predpoklddat, ze V, € o. Pak podle predpokladu systém
mnozin (V,)zea je spoCetny a muzeme jej usporddat v posloupnost (Vi, Vs, V3, ...). Pro
kazdé i = 1,2,3,... plat{ c1V; N B = () a systém mnozin (V1, Vs, V3, ...) pokryvd mnozinu
A.

Analogicky sestrojime spocetné pokryti (W, Wa, W3, ...) mnoziny B takové, ze cl W;N
A=0prokazdé i =1,2,3,....

Polozme

k k
Vi =Vi\J Wi, Wy =W\ [ Vi
=1 =1
Jelikoz
k k
Vi = (X\ U WZ-) NV, Wy = (X\ U cm) N Wi,
i=1 i=1

kazdd z mnozin V{;y, W je oteviena. Mnozina V' = | V() (resp. W = |J W(;,) obsahuje A
(resp. B). Zbyva tedy provérit, ze VNW = (). Piedpoklddejme, ze existuje bod 2 € VNWV.
Pak musi existovat indexy j, k tak, ze x € V(;) N Wg. Necht napt. j < k. Pak z € V; a
zaroven

k
x ¢ U clV;,
i=1
t.j. ¢ clVj. Dostdvame tedy spor, ktery ukazuje, ze musi platit V N W = (.

Véta 7. Metricky prostor je normdlni.
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Dikaz. Bud'te A, B dvé disjunktn{ uzaviené mnoziny v metrickém prostoru X s met-
rikou d. Pro kazdé z € X klademe

d(z,A)
fl) = d(z,A) +d(z,B)’
Z disjunktnosti a uzavienosti A, B vyplyva, ze d(z, A) + d(xz, B) > 0 pro kazdé = € X;
jinak by totiz bod x lezel jak v mnoziné A tak v mnoziné B. Déle funkce f : X — R je

spojitd, jelikoz funkce z — d(z, A), x — d(x, B) jsou stejnomérné spojité (Véta 15. odst.
5.6 str. 119) a tedy také spojité. Piitom f|4 =0, f|p = 1. Klademe

v=rt((34) V= ((8)-

Pak U (resp. V) je okoli mnoziny B (resp. A) a plati U NV = ().

Dusledek. (a) Podprostor metrického prostoru je normélni. (b) Soucin spocetného
systému metrickych prostori je normalni.

Diukaz. Tvrzeni vyplyva z toho, ze podprostor metrického prostoru a soucin spocet-
ného systému metrickych prostoru je metricky prostor (Véta 7. odst. 5.4 str. 114, Véta 9.
odst. 5.4 str. 115).

Rikéme, zZe spojitd redlnd funkce f, definovand na topologickém prostoru X a naby-
vajici hodnot v intervalu [0, 1], oddéluje disjunktni uzaviené mnoziny A, B C X, jestlize
f|A:0>f|B:1-

Dokéazeme nyni jeden z prvnich hlubsich teorémi, se kterymi se Ctendr setkd v téchto
skriptech, teorém, ktery se casto nazyva Uryschnovo lemma. Vyznam Urysohnova lem-
matu spociva predev§im v tom, Ze s jeho vyuzitim se dokazuji dalsi zdkladni vysledky,
jakymi jsou napt. Tietzeova véta o rozsiteni spojitych funkci, véta o existenci spojitého
rozkladu jednotkové funkce, kompatibilniho s lokalné koneénym pokrytim normélniho pro-
storu a Urysohnova—Tichonovova véta o metrizovatelnosti regularniho prostoru druhého
typu spocetnosti. Pozoruhodny je rovnéz dimyslny dukaz Urysohnova lammatu.

Véta 8. (Urysohnovo lemma) Bud'te A, B disjunktni uzaviené mnoZiny v normdlnim
topologickém prostoru X . Existuje spojitd funkce f : X — [0,1] takovd, Ze f(x) = 0 pro
kazdé x € A a f(x) =1 pro kazdé x € B.

Diukaz. Zvolme okoli U (resp. V) mnoziny A (resp. B) tak, ze U NV = (). Kazdému
racionalnimu ¢&islu p € [0,1] prifadime otevienou mnozinu V,, C X tak, ze jsou splnény
tyto podminky: (1) Vo = U, Vi = X\B, (2) clV, C V, pro kazdé p < ¢. VSimnéme
si, ze pro p = 0, ¢ = 1 je podminka (2) splnéna: ziejmé totiz A C Vyp € X\V, t.j.
cdVp Ce(X\V)=X\V C X\B=V.

Uspordadejme mnozinu raciondlnich ¢isel z intervalu [0,1] do posloupnosti (p1,pa,
p3,...), pficemz p; = 0, po = 1. To lze udélat napf. postupnym vyskrtavanim téch
¢isel z nésledujiciho schematu, které nepatii do intervalu [0, 1] nebo se jiz nachdzi mezi
nevyskrtnutymi cisly:

1

1

[l =]

7
3

1
2

Do NI
D NI PR

wino

1
3
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Dostaneme posloupnost (0,1,1/2,1/3,2/3,...), kterd zfejmé obsahuje vSechna racionélni

¢isla. Predpokladejme, Ze pro jisté n > 2 jsou jiz definovany mmnoziny Vj,, Vp,, ..., Vp,
tak, Ze je splnéna podminka (2). Ozna¢me « (resp. () to z ¢isel p1, pa, ..., pn, které je
nejblize zleva (resp. zprava) k ¢islu p,41; jelikoz mezi ¢isly p1, po, ..., pn se nachézi 0

al, o a B vidy existuji. Plati o < 3 a tedy clV, C Vj. Z normalnosti X vyplyvd, zZe

existuji oteviené mnoziny W, Wg C X tak, ze clV, C Wy, X\V3 C Wz a W, N W3 = 0.

Ovsem W, C X\Wp, takze clW, C cl(X\W3) = X\W3 C X\(X\V3) = V3. Klademe

Vi1 = Wa. Mnoziny V., Vp,, ..., Vp,, Vp,., opét splauji podminku (2).
Pro z € X klademe

~ [inf{pe[0,1] |z € V,}, z€ X\B,
f(x)_{l, x € B.

Jelikoz A C Vj, pro x € A dostavame f(x) = 0 a podle definice f(z) =1 pro = € B. Zbyva
tedy provérit, ze funkce f je spojitd. Topologie intervalu [0, 1] je generovana systémem
generatoru [0,a) a (b,1], kde 0 < a < 1, 0 < b < 1; staci tedy ukdzat, ze mnoziny
F71[0,a)), f~((b,1]) jsou oteviené v X (Véta 2. odst. 2.1 str. 18).

Ukézeme, ze f~1([0,a)) = Uy, Vg Plati-li, ze 2 € f71([0,a)), pak f(z) < a a inf{p €
[0,1] | # € V},} < a. Existuje tedy ¢ < a tak, ze x € Vg a tedy x € U,, Vg. Obrédcené necht
z € Uyeq Vg Pak 2 € V pro jisté ¢ < a a f(z) < q <a, t.j. z € f71([0,a)). Celkové tedy
plati f=1([0,a)) = Ug<a Vq @ tato mnozina je jako sjednoceni otevienych mnozin oteviend.

Nakonec ukézeme, ze [f~H((b,1]) = X\(NgpclVy), tj. fH((b1]) =
Ugsp(X\ el V). Necht = € f7'((b,1]). Pak b < f(z) < 1. Patif-li 2 mnoziné B,
pak z € X\(X\B) = X\Vi. Existuje ¢ racionalni tak, ze b < ¢ < 1; pro takové ¢ plati
clVy € Vi, takze x € X\Vi C X\clV, a tedy € Ug,sp(X\clVy). Nepatif-li bod z
mnoziné B, pak x € X\B, t.j. f(z) = inf{p € [0,1] | z € V,} > b. Kdyby pro kazdé
q > b platilo, ze x € V,, pak by infimum mnoziny {p € [0,1] | z € V,,} bylo rovno b; musi
tedy existovat ¢ > b tak, ze x ¢ V;. Existuje ovSem raciondlni ¢islo p tak, ze ¢ > p > b;
jelikoz clV,, C V,, x nepatii mnoziné clV, a tedy x € X\clV, pro jisté p > b. Opét
tedy 2 € Upp(X\clV;). Celkové dostavame f=1((b,1]) € Uysp(X\cl V). Necht nyni
T € Upsp(X\elVy). Pak pro jisté ¢ > b plati z € X\clVy, t.j. @ ¢ clVy, x ¢ V,. Pro
g=1ljex ¢ Vi, tj v Baf(x)=1tjxec f1(b1]). Prol > q > b podminka
x ¢ V, znamend, ze x ¢ clV, pro kazdé p < ¢, t.j. z ¢ V, pro kazdé p < ¢. Odtud
inf{p € [0,1] | z € V,} > ¢ > b, t.j. f(x) > ba tedy z € f~1((b,1]). Dostdvdme inkluzi
Ugsp(X\ el V) C f71H((b,1]). Celkove tedy f~((b,1]) = Uysp(X\ el Vy) = X\(Nyopcl V).
Jelikoz priinik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina, f~1((b,1])
je oteviend mnozina a dikaz je ukoncen.

Pomoci Urysohnova lemmatu dokézeme nasledujici tvrzeni

Véta 9. (Tietzeuv teorém) Hausdorffiv topologicky prostor X je normdlnd tehdy a jen
tehdy, kdyz spojitou redlnou funkci, definovanou na uzavieném podprostoru X, lze spojité
rozsirit na X.

Dikaz. 1. Predpokladejme nejdiive, ze je ddna spojita funkce fo: Y — R, kde Y C X
je uzavieny podprostor, takovd, ze |fo(z)] < ¢ pro kazdé =z € Y, kde ¢ > 0 je néjaké
¢islo. Ukéazeme, ze existuje spojitd funkce g : X — R takovd, Ze jsou splnény tyto dvé
podminky: (1) |g(z)| < ¢/3 pro kazdé z € X, (2) |fo(x) — g(x)| < 2¢/3 pro kazdé x € Y.
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Klademe A = f; ' ([~c,—¢/3]), B = fy([¢/3,c]). Mnoziny A, B jsou disjunktni a
uzaviené v Y, jsou tedy uzaviené v X a podle Véty 8. odst. 6.2 str. 145 existuje spojita
funkce h : X — [0, 1] takova, ze h(A) = {0}, h(B) = {1}. Klademe-li

g(z) = Fc(h(z) — 3),

dostaneme pozadovanou funkci. Skutecné, |g(x)| < ¢/3 pro kazdé = € X. Déle pro z € A
fo(x) € [—¢,—¢/3], g(x) = —¢/3, takze |fo(x) — g(x)| < 2¢/3. Pro x € B fo(x) € [¢/3,],
g(x) = ¢/3, takze |fo(x)—g(x)| < 2¢/3. Nakonec prox € Y,z ¢ AUB, fo(x) € [—¢/3,¢/3],
lg(x)| < ¢/3, takze opét |fo(z) — g(x)| < 2¢/3. Funkce g méa tedy vlastnosti (1), (2).

2. Bud Y C X uzavieny podprostor, f : Y — J, kde J = [—1,1], spojitd funkce,
vy : J — R kanonické vnoreni.

V prvni ¢ésti dikazu polozime ¢ = 1, fo = ¢y o f; existuje funkce ¢g; : X — R takova,
ze (1) |g1(z)| < 1/3 pro kazdé = € X, (2) |f(zx) — ¢g1(z)| < 2/3 pro kazdé z € Y.

Nyni indukei zkonstruujeme jistou posloupnost funkei z X do R. Pfedpokladejme, ze
pro jisté ¢ > 1 jsou dany funkce g1, g2, ..., g; : X — R spliujici tyto dvé podminky:

(1) Prokazdé z € X aj=1,2,...,1i

lg; ()] < 337

(2) Pro kazdé x € Y

V prvni ¢asti dukazu klademe

i
Jj=1 Y
Existuje funkce g;+1 : X — R takova, ze
(1) pro kazdé z € X
lgi+1(2)] < 5(3)",
(2) pro kazdé x € Y
i i+1
i+1
flz) — Zgj(x) = giv1(x)| = |f(z) — Zgj(x) < (%)H .
=1 j=1
Timto postupem je definovana posloupnost funkci g1, g2, g3, ..., které jsou spojité a

spliuji podminky (1), (2).
Pro kazdé i = 1,2, 3, ... klademe

Gi(r) = Z g;(z).
=1

Uké&zeme, Ze posloupnost realnych ¢isel (G;(z)) je pro kazdé x € X cauchyovska. Necht
napt. ¢ > k. Pouzijme vztah pro ¢asteény soucet geometrické fady
_ 1— qk‘-i-l

l4qg+¢3+... +4 = =
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a dostaneme

=3 -3

Pro libovolna 4, k dostaneme

Gi(@) - Gl@)| < | (3" = 3.

Na pravé strané vystupuje vyraz |ay — a;|, kde a; = (2/3)", t.j. (a;) je geometrickd po-
sloupnost s kvocientem 2/3. Jelikoz (a;) je konvergentni, posloupnost (G;(x)) musi byt
cauchyovska.

Z uplnosti metrického prostoru R (Véta 13. (b) odst. 5.5 str. 118) a z toho, ze interval
[—1,1] C R je uzaviend mnozina, vyplyva, ze [—1, 1] je uplny metricky prostor v induko-
vané metrice (Véta 12. (a) odst. 5.5 str. 117). Posloupnost (G;(z)) mé tedy v intervalu
[—1, 1] limitu, kterou oznacime

G(x) = Zgl(:c)
i=1

Vysetifme vlastnosti funkce X 3 2 — G(z) € R.

Snadno lze ukdzat, ze funkce G je rozsifenim funkce f na mnozinu X. Bud z € Y
libovolny bod. Z vlastnosti (2) systému funkei g1, g2, g3, ... vyplyvé, ze | f(z) — Gi(z)| <
(2/3)% pro kazdé i = 1,2,3,.... Z konvergence geometrické posloupnosti na pravé strané
k nule tedy vyplyva konvergence levé strany k nule pro i — oo a f(z) musi byt limitou
posloupnosti (Gi(z)), t.j. f(z) = G(z) proz €Y.

Zbyva ukazat, ze funkce G je spojita. Ukazeme nejdiive, ze ke kazdému e > 0 existuje
index p tak, ze pro kazdé i > p akazdé z € X plati |G(z)—G;(x)| < e. Bud € > 0 libovolné.
Vyse jsme ukazali, ze existuje index p tak, ze |G(x)—Gj(z)| < £/2 prokazdé z € X a kazdé
i, 7 > p. Zvolme index k, tak, ze pro kazdé k > k, plati |G(z) — Gi(z)| < £/2. Pak pro
libovolné x € X a libovolny index ¢ > p dostavame, s vyuzitim libovolného indexu k > p,
kar G(@) — Gi(2)] = |G(w) — Gr(2) + Gi(x) — Gi(2)] < [G(x) — Gi(x) |+ |Gi(x) — Gi(2)] <
€/2+4¢/2 =€, coz jsme chteli ukdzat.

Bud' nyni zy € X libovolny bod, & > 0. Pro kazdé i, j je funkce x — |G;(z) — Gi(z0)|
spojitd v bodé xy jako kompozice spojitych zobrazeni. Bud’ p index takovy, Ze pro kazdé
i > pakazdé x € X plati |G(z) — Gi(z)| < €/3. Zvolme i > p pevné. Existuje okoli U
bodu z¢ tak, ze |Gi(z) — Gi(zg)| < /3 pro kazdé = € U. Pro kazdé = € U tedy plati
|G(x) — G(zo)| = |G(x) — Gi(z) + Gi(x) — Gi(wo) + Gi(xo) — G(xo)| < [G(2) — Gi(w)| +
|Gi(z) — Gi(z)| + |Gi(xo) — G(z0)| < € a funkce G musi byt spojitd v bodé x.

Ukézali jsme tedy, ze funkce f : Y — [—1, 1] ma spojité rozsireni G : X — [—1,1].

3. Bud f:Y — R spojité funkce. Pro t € R poloZme
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¢ je homeomorfismus R a intervalu (—1,1). Podle ¢asti 2 tohoto dukazu funkce p o f :
Y — [~1,1] se d4 spojité rozsffit na funkei G : X — R. Mnozina M = G71({-1,1}) c X
je uzaviend v X a ma prazdny prunik s Y. Existuje tedy spojitd funkce h : X — [0, 1] tak,
zeh(z) =0proxz € M a h(z) =1prox € Y (Véta 8. odst. 6.2 str. 145). Funkce H = h-G
je také spojitym rozsitenim funkce ¢ o f na X. Pfitom H(X) C p(R) = (—1,1). Klademe
F = ¢! o H; funkce F je spojitym rozsfienim funkce f na X.

4. Predpokladejme, Ze pro libovolny uzavieny podprostor Y Hausdorffova topologického
prostoru X a libovolnou spojitou funkci f : Y — R existuje spojita funkce F' : X — R
tak, ze F|ly = f. Budte A, B C X dvé disjunktni uzaviené mnoziny. Polozme f(x) = 0
proz € A, f(z) =1 pro x € B; témito vztahy je definovéna spojité funkce f : AUB — R.
Bud F : X — R spojité rozsiteni této funkce. Evidentné mnozina F~!((—oc,1/3)) (resp.
F~1((2/3,0))) je oteviend v X a je okolim mnoziny A (resp. B). P¥itom F~!((—o00,1/3))N
F~1((2/3,00)) = 0. Mnoziny A, B lze tedy oddélit otevienymi mnozinami a uvazovany
topologicky prostor X musi byt normalni.

Tim je dukaz Véty 9. ukoncen.

6.3. Bodové konecné a lokalné konecné systémy mnozin

Systém (A,),er podmnozin mnoziny X se nazyva bodové konecny, jestlize pro kazdé
x € X je mnozina I, = {+t € I | = € A} C I konetna. Systém (A,),e; podmnozin
topologického prostoru X se nazyva lokdlné konecéng, jestlize ke kazdému bodu z € X
existuje jeho okoli U tak, ze mnozina K = {t € [ | UN A, # 0} C I je konecnd; nazyva se
o-lokdlné koneény, je-li spotetnym sjednocenim lokédlné koneénych systému.

Kazdy lokéalné konetny systém je evidentné bodové konecny. Kazdy podsystém lokalné
konecného systému je lokalné konecny.

Dokazeme tii pomocné tvrzeni o bodové konecnych a lokalné konecnych systémech
mnozin.

Lemma 1. Je-li systém (A,),c;r podmnozin topologického prostoru X lokdlné konecny,
pak systém (cl A,),ecr je také lokdlné konecny.

Diikaz. Bud U C X oteviend mnozina, A C X libovolnd mnozina. Plati-li UNcl A # 0,
pak bod z € U Ncl A mé okolf lezici v U a obsahujici body A, t.j. plati U N A # (). Jsou-li
tedy mnoziny U, A disjunktni, pak také U, cl A musi byt disjunktni. Odsud jiz vyplyva
tvrzeni Lemmatu 1..

Lemma 2. Pro libovolny lokdlné konecny systém (A,),er podmnoZin topologického pro-
storu X plati

cl (U AL> = U clA,.
el el
Dukaz. 1. Jelikoz A, C |JA, pro kazdé k € I, plati cl A, C cl(UA,), t.j. Ucl A, C
clJA,.
2. Necht = € cl|J A4,. Jelikoz systém mnozin (A, ),cs je lokdlné konecny, existuje okoli U
bodu x tak, ze mnozina K = {x € [ | UN A, # 0} je koneéna. Pro . ¢ K plati UN A, = (),



150 6. Regularni, normalni a parakompaktni prostory

t.j. A, C X\U atedy U,ep x A C X\U. Odtud dostévame, ze cl(U,ep\x A.) C l(X\U) =
X\U, t.j. ¢ cl(U,en g Ar)- Oviem

Un-(Ua)o(ys)

cl <L€JI A) =cl (GLIJ\K AL) Ucl <RL€JK AH>

ax € cl(U,er A.), takze  musi pattit mnoziné cl(,.c x Ax). OvSem mnozina K je konecna,
takze cl(Upcx Ak) = Uner cl Ak C U,ercl A,; celkové tedy musi platit rovnost uvedend
v Lemmatu 2..

Dusledek. Sjednoceni lokalné konecéného systému uzavienych podmnozin topolo-
gického prostoru je uzaviend podmnozina.

Dukaz. V Lemmatu 2. vezmeme cl A, = A, a dostaneme

cl (U AL> =JA.

el el

Lemma 3. Ke kaZdému bodové koneénému otevirenému pokryti (U,),cr normdlniho to-
pologického prostoru X existuje bodové konecné oteviené pokryti (V,),er topologického pro-
storu X takové, Ze clV, C U, pro kaZdé ¢+ € I.

Dukaz. Bud (U,),c; bodové koneéné oteviené pokryti normélniho prostoru X a
ozna¢me 7 topologii X. Uvazujme mnozinu G zobrazeni g : I — 7 spliiujici tyto podminky:
(1) Pro kazdé ¢ € I je g(¢) bud U, nebo takovd oteviend mnozina v U,, ze clg(t) C U,
(2) Ug(t) = X. Mnozina G je evidentné neprazdna. Kazdy jeji prvek je bodové kone¢né
oteviené zjemnéni pokryti (U,),cr. Relace “g1 < go, jestlize g1 () = g2(¢) pro kazdé ¢ € I ta-
kové, ze g1(t) # U,” je usporadani na G. Ukézeme, zZe kazda uplné usporddand podmnozina
mnoziny G mé maximalni prvek.

Bud Go C G 1plné usporddand mnozina. Klademe pro kazdé ¢ € I go(t) = Nyeq, 9(¢)-
Plati-li pro kazdé g € Gy g(¢) = U,, pak go(¢) = U,. Necht pro jisté h € Gq plati h(1) # U,;
pak pro kazdé g takové, ze h < g plati g(¢) = h(:) a pro kazdé g < h bud g(1) = U,
nebo ¢(¢) = h(v). Existuje-li tedy h € Gy tak, ze h(t) # U,, pak go(t) = h(t). V obou
piipadech tedy go(¢) je oteviend mnozina a funkce go spliiuje podminku (1). Ukézeme,
ze go splnuje podminku (2) U,c; go(t) = X. Bud z € X bod. Pokryti (U,),es je bodove
kone¢né, takze mnozina I, = {¢ € I | = € U,} je kone¢na; oznacme I, = {t1,t2,..., %}
Plati-li pro index ¢; go(ti) = U,,, pak = € go(ti) C U,er 90(¢). Zbyva vysetiit pripad kdy
9o(vi) # U,; pro kazdé i = 1,2,... k. V tomto piipadé (e, 9(ti) # U, a tedy existuje
prvek h; € Gg tak, ze hi(t;) # U,;. Ptitom Gy je uplné usporddand mnozina, takze pro
jisty prvek h € {hi,ho,..., hi} plati h; < h pro kazdé i = 1,2,... k. Zobrazeni h oviem
splituje podminku (2) U,crh(v) = X a tedy = € U, h(¢). Jelikoz h(t) C U,, musi platit
pro jisty index i, € I, Ze € h(ip). Bylo uz ovem ukédzéno, ze podminka h(v,) # U,
mé za dusledek rovnost go(tp) = h(tp). Plati tedy = € go(tp) C U,er 90(t) a je ukazano, ze
funkce go spliuje podminku (2).

go tedy patii mnoziné G. Déle plati-li pro néjaké g € Gy a v € I, ze g(1) # U,, pak
go(t) = g(v), takze g < go a go je maximalni prvek Gy.
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Podle Zornovy podminky ma tedy G maximalni prvek hg. Jelikoz hg € G, spliuje
podminky (1), (2). Klademe V, = ho(¢); (V,).er je bodové konecné oteviené pokryti X.
Zbyvé ukézat, ze clho(t) = clV, C U, pro kazdé ¢ € I.

Predpokladejme, ze existuje index g € I takovy, ze clho(w) ¢ U,. Pak clho(ip) N
(X\U,) # 0. Oznacme A = X\ U, 1,01 ho(¢). Pak A je uzaviend mnozina a A C ho (o)
jelikoz U,cr ho(t) = X. Podle Véty 4. odst. 6.2 str. 143 existuje okoli V' mnoziny A tak,
7e ACV CcV C ho(). Ovsem clhg(wo) ¢ U, takze podle podminky (1) musi byt
ho(wo) = U,,. Klademe h{(t) =V pro ¢ = 1y a h{(t) = ho(e) pro ¢ # v. Pak hy je prvek
mnoziny G : hy spliiuje podminku (1) a

U ro(v) = ( U h6(L)) uv o ( U hg(L)) UA

el el\{eo} el\{wo}
= ( U hg(L)) U (X\ U hQ(L)) =X,
e\{eo} t€N{wo}

takze h{ spliuje také podminku (2). Ovsem hg < hy a hg # h{, takze hy nemuze byt
maximalni prvek G. Index ¢y € I, pro ktery clhy(tp) ¢ U,,, tedy nemuze existovat.
Tim je dikaz ukoncen.

6.4. Rozklad jednotkové funkce

Nosicem funkce f : X — R, definované na topologickém prostoru X, nazyvame
mnozinu supp f = cl{x € X | f(z) # 0}.

Méjme systém (f,),er redlnych funkei na X a predpoklddejme, ze systém mnozin
(supp f.).er je lokélné konecény. Pro kazdé = € X ozna¢ime symbolem Y f,(x) soucet vSech
nenulovych ¢isel f,(x), kde ¢ probihd I; podle pfedpokladu o lokalni kone¢nosti systému
(supp f,).er nejvyse koneéné mnoho z téchto ¢isel je nenulovych a tedy soucet Y f,(z)
existuje. Funkci  — Y f,(z) nazyvdame soucet systému funkei (f,),c; a oznacujeme > f,.

Je-li kazda z funkci f, spojitd, pak soucet > f, je také funkce spojitd. Skutecné, kazdy
bod x € X ma okoli U, na kterém je soucet > f, vyjadfen ve tvaru souctu kone¢ného
poctu spojitych funkci.

Spojitym rozkladem jednotkové funkce na topologickém prostoru X rozumime systém
(f.)er funkei f, : X — R spliujici tyto podminky:

1) Kazd4 z funkei f, je spojita.

2) Kazda z funkcei f, je nezdpornd, t.j. f,(x) > 0 pro kazdé = € X.

3) Systém nosicu (supp f,).cr je lokdlné konecny.

4) Soucet systému funkei (f,),er je roven jednotkové funkci, t.j. > f, = 1.

Bud (U,),er oteviené pokryti topologického prostoru X. Rikéme, Ze spojity rozklad
jednotkové funkce (f,),cr je kompatibilni s pokrytim (U,),cr, jestlize pro kazdé ¢« € I plati
supp f, C U,.

(
(
(
(

Véta 10. Ke kazdému lokdlné koneénému otevienému pokryti (U,),c;r normdlniho to-
pologického prostoru X existuje spojity rozklad jednotkové funkce na X kompatibilni s

(UL)LEI-
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Diikaz. Bud' (U,),cs lokdlné koneéné oteviené pokryti X. Podle Lemmatu 3. odst. 6.3
str. 150 existuje oteviené pokryti (V,),cr topologického prostoru X takové, ze clV, C U,
pro kazdé ¢ € I. (V,),er je evidentné lokdlné kone¢né. Podle Véty 4. odst. 6.2 str. 143 ke
kazdému ¢ € I existuje oteviend mnozina W, takova, ze clV, C W, C clW, C U,. Dale
z Urysohnova lemmatu (Véta 8. odst. 6.2 str. 145) vyplyvé, ze pro kazdé ¢ € I existuje
spojité zobrazeni g, : X — [0,1] takové, ze g,(x) = 1 na clV, a g,(z) = 0 na X\W,; pro
g, plati suppg, C clW, C U,. Oviem (V,),cs je pokryti X, takze pro kazdé = € X suma
> g.(z) je definovéna a plati > g,(x) > 1. Klademe pro kazdé ¢ € I a kazdé z € X

le) =5~

Kazdd z funkei f, je evidentné spojitd a nezdpornd, systém nosi¢u (supp f,).es je lokalné
konec¢ny, jelikoz systém (supp g,).er je lokdlné koneény, a > f, = 1. (f,).er je tedy spojity
rozklad jednotkové funkce na X. Déle pro kazdé ¢ € I supp f, = suppg, C U,, takze (f,).er
je kompatibilni s pokrytim (U,),e;.

Dusledek. Bud A uzaviend mnozina v normélnim topologickém prostoru X, (U,),cr
lokélné konecné oteviené pokryti A. Existuje systém (f,),es funkei f, : X — R spliaujicich
tyto podminky:

(1) Kazdé z funkei f, je spojité.

(2) Kazdé z funkei f, je nezédporna.

(3) supp f, C U, pro kazdé ¢ € I.

(4) Systém nosi¢u (supp f,).er je lokdlné koneény, > f,(z) =1proz € Aa ) f(x) <1
proz € X.

Dikaz. Systém mnozin U,, X\ A je lokdlné konecné oteviené pokryti X. Existuje tedy
spojity rozklad jednotkové funkce na X kompatibilni s timto pokrytim; tento spojity
rozklad jednotkové funkce je tvoren funkcemi f,, pro které supp f, C U,, a funkci g, pro
kterou suppg C X\ A. Systém funkei (f,),c;r mé pozadované vlastnosti (1) — (4).

6.5. Metrizovatelné normalni prostory

Bud X mnozina, 7 topologie na X, d metrika na X. Rekneme, Ze metrika d je kompati-
bilni's topologii 7, jestlize metricka topologie asociovana s d splyva s 7. Topologicky prostor
s topologii T se nazyva metrizovatelny, jestlize na ném existuje metrika, kompatibilni s 7;
v tomto pripadé také fikame, ze topologie 7T je metrizovatelnd.

Je-li topologie 7 metrizovatelnd, pak existuje nekoneéné mnoho (navzajem ekviva-
lentnich) metrik kompatibilnich s 7.

Jsou-li dva topologické prostory homeomorfni, pak bud’ oba jsou nebo oba nejsou me-
trizovatelné (pf. (2) odst. 5.10 str. 126); metrizovatelnost topologického prostoru je tedy
topologicky invariant.

Bylo jiz ukézano, ze metricky prostor je normalni (Véta 7. odst. 6.2 str. 144). Bylo
také ukazano, ze metricky prostor je prvniho typu spocetnosti (Véta 4. (a) odst. 5.2 str.
113). Metrizovatelné topologické prostory je tedy tfeba hledat mezi normalnimi prostory
prvniho typu spocetnosti.

Kazdy reguldrni prostor druhého typu spocetnosti je normdlni (Véta 6. odst. 6.2 str.
144) a je také prvniho typu spocetnosti; ukdzeme, ze je metrizovatelny. K tomu nejdiive
dokézeme dvé pomocnd tvrzeni.
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Lemma 4. Bud X reguldrni topologicky prostor. Predpoklddejme, e X md o-lokdlné
konecnou bdzi topologie. Pak X je normdlni a kaZdd uzaviend mnozina v X je priunikem
spocetného systému otevienych mmnozin.

Diikaz. 1. Bud W C X oteviend mnozina, v o-lokdlné koneénd béze X. Napisme
v = Uv; (sjednoceni pro i = 1,2,3,...), kde v; je lokdlné koneény systém mnozin v X.
Oznacme
viiW)={U ey |dUcCW}, U= |J U
UEVZ'(W)

Pak

clU; = U clU,
UGI/Z'(W)

jelikoz systém v;(WW) je lokalné koneény (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149), t.j. UU; C clU; C
w.

Na druhé strané plati W C |J U;. Skutecné, zvolme bod x € W. Existuje okoli V' bodu
x tak, ze 1V C W (Véta 1. odst. 6.1 str. 142); mozno vzit V z baze v. Pak V' € v; pro
jisté j; pak ovsem V € v;(W), takze x € U; C JU;.

Plati tedy W = |JU; = JclU; pro jisté oteviené mnoziny U; C X.

2. Bud A C X uzaviend mnozina. Klademe W = X\ A a napiSeme W ve tvaru W =
UclU; pro jisté oteviené mnoziny U; C X. Pak A = X\W = X\(UclU;) = N(X\ clT;).
Kazda uzaviend mnozina v X je tedy prunikem spocetného systému otevienych mnozin.

3. Ukdzeme, ze X je normélni. Bud'te A, B disjunktni uzaviené mnoziny v X. Z prvn{
¢asti dukazu vyplyva, ze

X\A={JU;=JdU;, xX\B=JVi=JdV;
pro jisté oteviené mnoziny U; a V;. Klademe
U =0\ Jav;, Vi=V\JdU;.
j=1 j=1

Déle klademe
uv=u, v =v.

U’, V' jsou zfejmé oteviené mnoziny. Piitom U’ je okoli mnoziny B. Necht napi. x € B.
Pak z disjunktnosti A, B vyplyva, ze
x € X\A = U, takze existuje k tak, ze x € Uy. Na druhé strané = ¢ |JclV;, takze

k
x ¢ U clV;
j=1

a tedy

k
z e U\ | aV; =Uj,
j=1

t.j. z € JU! = U. Plat{ tedy B C U’. Analogicky se ukaze, ze A C V.
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Zbyvéa dokazat, ze U' NV’ = (). Predpoklddejme, Ze prunik U’ NV’ obsahuje bod .
Pak x € U] NV} pro jisté i, j. Necht napi. i < j. Pak

S UZ\ U cl Vg,
k=1

takze x € Vj, coz je spor. Mnozina U' NV’ je tedy préazdnd a dukaz je ukoncen.

Lemma 5. Bud X requldrni topologickij prostor druhého typu spocetnosti.
(a) KaZda oteviend mnozina v X je sjednocenim spocetné mnoha uzavienych mnozin.
(b) Pro kazdou otevienou mnozinu U C X existuje spojitd funkce f : X — [0,1] takovd,
zZe f(x) >0 prox e U a f(x) =0 proxz € X\U.
(¢) Ezistuje spocetny systém spojitych funkcei f; + X — [0,1] takovych, Ze ke kaZdému
xo € X a ke kazdému okoli U bodu x¢ ezistuje index k, pro ktery fr(zo) >0 a fr(z) =0
pro x € X\U.

Dikaz. (a) Podle Lemmatu 4. odst. 6.5 str. 153 kazda uzaviend mnozina v X je
prinikem spoéetného systému otevienych mnozin. Bud W C X oteviend mnozina. Pak
X\W = NU; (prunik pro i = 1,2,3,...), kde U; jsou oteviené mnoziny, a tedy W =
X\(NT:) = UX\U;).

(b) Bud U C X oteviend mnozina, U = |JA4;, kde A; jsou uzaviené mnoZiny.
Z normélnosti X vyplyva, ze ke kazdému ¢ existuje spojitd funkce f; : X — [0,1] ta-
kova, ze fi(z) =1proxz € A; a fi(x) =0 pro z € X\U (Véta

6. odst. 6.2 str. 144, Véta 8. odst. 6.2 str. 145).

Bud x € X bod. Evidentné 0 < f;(x)/2¢ < 1/2% pro kazdé i. Jelikoz geometrickd fada
3" 1/2% konverguje, podle srovnavaciho kriteria pro fady s nezdpornymi ¢leny konverguje

také tada > fi(x)/2¢. Klademe
f@) =Y i)
i=1

Jelikoz

1
Oﬁzifi(w)SZ?zl—Q—k<17
i=1 '
pro limitu édstetnych souctu pro k — oo musi platit f(z) € [0, 1].
Uk4zeme, 7e systém funkei (fi/2");en konverguje k funkci f stejnomérné na X. Bud
€ > 0. Vybereme index n tak, aby platilo

1 1
W+W+...<§a

Pak pro ¢ > j > n a pro libovolné x € X

J
L - 2j%fﬂl(m) bt )

1 1 1 €
_F+...+§<W +W+---<§-
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Pro f(z) pak musi platit

i1
fl@) =Y o (@)

k=1

<€<
- <e&.
2

Bod x vsak byl volen libovolné, takze tato nerovnost dokazuje, ze posloupnost funkei

(%)
k=1 ieEN

konverguje k funkci f stejnomérné. Spojitost funkce f nyni vyplyva z Véty 23. odst. 5.9
str. 124.

(¢) Bud o = (U;)ien spocetnd béze X. Ke kazdému 7 zvolme spojitou funkei f; : X —
[0,1] takovou, ze f(x) > 0 pro xz € U; a f(z) = 0 pro z € X\U;; takova funkce existuje
podle jiz dokdzané ¢&sti (b) tohoto lemmatu. Provéiime, ze systém (f;);en mé pozadované
vlastnosti. Bud zg € X bod, U jeho okoli. Zvolme k tak, Ze xo € Uy, C U. Pak f(z9) > 0a
fr(x) =0 jpro x € X\Uy. Ovsem Uy, C U, takze X\U C X\Uy a fr(x) =0proxz € X\U.

Nasledujici véta o vnoreni ma také samostatny vyznam. Pripomenme si, ze zobrazeni
topologickych prostoru f : X — Y se nazyva vnoreni, je-li zobrazeni g : X — f(X),
vznikajici zizenim oboru hodnot zobrazeni f, homeomorfismus na topologicky podprostor
topologického prostoru Y.

Lemma 6. Bud X Hausdorffiv topologicky prostor. Predpoklddejme, Ze je ddn systém
(f.)er spojitych funked f, : X — R takovijch, Ze ke kazdému bodu xg € X a kaZdému okoli
U bodu xy existuje index v € I tak, Ze f,(xo) >0 a f,(x) =0 pro x € X\U. Pak zobrazeni
F: X — R!, definované vztahem F(x) = (f,(x)).e1, je vnoreni X do RI.

Dikaz. Zobrazeni F' je spojité, jelikoz kazda jeho slozka je podle predpokladu spojita
(Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). F' je injektivni; skutecné, pro libovolnd z, y € X, = # v,
existuje index ¢ € I tak, ze f,(x) > 0 a f,(y) = 0; musi tedy platit F'(z) # F(y). F je tedy
spojitd bijekce X na F'(X) (Véta 3. (b) odst. 3.1 str. 32). Staci tedy dokazat, ze zobrazeni
F: X — F(X) je oteviené (Véta 4. odst. 2.1 str. 19).

Bud U C X oteviena mnozina, yo € F(U) bod. Najdeme okoli W bodu yq takové, ze
W C F(U). Bud zy € U bod, pro ktery F(xq) = yo. Zvolme index x takovy, ze fx(zg) > 0
a fe(z) =0 pro x € X\U. Oznaéme V = pr;'((0,00)), kde pr, : Rl — R je kanonicks
projekee. Jelikoz V' C R! je oteviend mnozina, W = V N F(X) je oteviend mnozina
v podprostoru F(X) C R!. Jelikoz

pr.(yo) = pr.(F(x0)) = fu(zo) > 0, t.j. fu(xo) € (0,00), musi bod yg patfit mnoziné
Voatedy yo € VNF(X) = W. Bud ddle y € W libovolny bod. Existuje bod z € X
tak, ze y = F(z), a pro tento bod plati pr,(y) € (0,00), jelikoz y € V. Ovsem pr,(y) =
pr.(F(z)) = fe(x) >0, takze x € U, t.j. y = F(x) € F(U) a tedy W C F(U).

Véta 11. (Urysohnuv—Tichonovuv teorém) Reguldrni topologicky prostor druhého
typu spocetnosti je metrizovatelny.

Diikaz. Bud X reguldrni topologicky prostor druhého typu spocetnosti. Podle Lem-
matu 5. odst. 6.5 str. 154 existuje systém spojitych funkei f; : X — [0, 1] takovych, ze ke
kazdému xg € X a ke kazdému okoli U bodu z( existuje index k, pro ktery fi(xg) > 0
a f(x) =0 pro z € X\U. Klademe F(x) = (fi(x))ien. Pak F je vnofeni X do soucinu
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RN (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155). Topologie soucinu na RN je vsak metrickd (Véta 8.
odst. 5.4 str. 114, Véta 9. odst. 5.4 str. 115) a tedy topologie podprostoru F(X) c RN je
metrizovatelnd (Véta 7. odst. 5.4 str. 114). Topologie topologického prostoru X tedy musi
byt také metrizovatelna (pi. (2) odst. 5.10 str. 126).

Dusledek. Topologicky prostor druhého typu spocetnosti je metrizovatelny tehdy a
jen tehdy, kdyz je normalni.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 7. odst. 6.2 str. 144 a z Véty 11. odst. 6.5 str. 155.

Dokazeme nyni kriterium metrizovatelnosti topologického prostoru.

Véta 12. (Nagattv—Smirnoviv teorém) Bud X topologicky prostor. Ndsledujici dvé
podminky jsou ekvivalentni:

(1) X je reguldarni a md o-lokdlné koneénou bdzi.

(2) X je metrizovatelny.

Diikaz. 1. Predpoklddejme, Ze je splnéna podminka (1). Necht v = (Jv; je o-lokdlné
konecna béaze X. Ke kazdému i a U € v; zvolme spojitou funkei f;y : X — [0,1/i] tak,
ze fiv(x) >0prox € U a fiy(x) =0 pro xz € X\U (Lemma 4. odst. 6.5 str. 153, Véta
8. odst. 6.2 str. 145). K libovolnému bodu ¢ a jeho okoli V' existuje prvek U € v tak, ze
xzo € U C V. Pak U € v; pro jisté i, takze f; y(xzo) >0 a fipy(z) =0 prox € X\V.

Necht I obsahuje mnozinu vSech dvojic ¢ = (i,U) € N x v takovych, ze U € v;. Pak
firv = f.. Pro kazdé = € X klademe F'(z) = (f,(z)).,cr. F(x) je prvek souc¢inu mnozin
[0,1]7; dostdavame tedy zobrazeni F' : X — [0,1]/. Chceme ukazat, Ze na mnoziné [0, 1]
existuje metrika takova, ze F' je vnoreni v metrické topologii, asociované s touto metrikou.

Uvazujme uniformni metriku 6 na R’ (pft. (6) odst. 6.10 str. 164). Tato metrika indukuje
na [0, 1]/ metriku, definovanou vztahem

O(x,y) = sup{|z, — y,| | € I}.

Pifslusna metrické topologie na [0,1])! je silngjsf nez topologie soucinu (pi. (6) odst. 6.10
str. 164) a zobrazeni F : X — F(X) C [0,1]! je homeomorfismus v topologii, indukované
na F(X) topologii souc¢inu (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155). F' je tedy bijekce a zobrazeni
F~! je spojité také v metrické topologii na F(X) asociované s 6. Ukdzeme-li tedy, ze F
je spojité vzhledem k metrické topologii na F'(X) asociované s 6, bude dokézano, ze F' je
homeomorfismus a tedy vnoreni v této topologii, t.j. X bude metrizovatelny.

Bud zp € X bod, bud ¢ > 0. Najdeme okoli W bodu z tak, ze F(W) C By(F(z9),
)N F(X). Ke kazdému i € N zvolme okoli U; bodu z( protinajici nejvyse koneéné mnoho
mnozin ze systému v;. Pak nejvyse konetné mnoho funkci f; 7, kde U probiha v;, je na
U; ruznych od nulové funkce. Kazda z funkei f; 7 je ovSem spojitd; muzeme tedy vybrat
okoli V; bodu x¢ lezici v mnoziné U; tak, ze

fiw(z) = fiu(@o)| < g
pro kazdou funkci f; ;7 riznou od nulové funkce na U; a pro kazdé = € V;.

Zvolme index m tak, aby platilo 1/m < €/2 a polozme W = Vi N Vo N ---NV,y,. Bud

x € W libovolny bod. Plati-li pro index i nerovnost 7 < m, pak

|fiu(z) = fiu(zo)] <

£
2
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pro kazdé U € v;; neni-li totiz funkce f; 7 nulovd na W, pak je nenulova na V; a vyse
uvedend nerovnost musi byt splnéna. Pro ¢ > m, U € v; plati

|fiv(x) — fiv(zo)| < E < E,

m 2
jelikoz f; 7 zobrazuje X do [0, /z] Skutecné, necht f; y(x) > fiv(zo). Pak

1
|fiv(x) — fiv(zo)| = fiv(z) — fiv(wo)
< fiv(z) €0 ,1/]

)
tj. |fiv(z) — fiv(zo)| < 1/i < 1/m < g/2. Celkové tedy pro libovolny bod z € W
0(F (20), F(2)) = sup{ | f.(x) ~ fu(wo)| |1 € I} < &/2 < &, tj. F(W) C By(F(wo),2)NF(X),
coz jsme chtéli dokézat.

2. Predpokladdejme, ze X je metrizovatelny. Pak podle Lemmatu 8. odst. 6.6 str. 158
kazdé oteviené pokryti X ma o-lokalné konecné zjemnéni. Zvolme metriku na X kom-
patibilni s topologii X. Bud v; oteviené pokryti X tvofené vSemi otevienymi koulemi
poloméru 1/i. Bud k; o-lokdlné kone¢né zjemnéni v;; kazdy prvek U € k; md prumér
mensi nebo roven 2/i. Polozme k = |Jk;. Pro kazdé i je k; spocetné sjednoceni lokalné
kone¢nych systému otevienych mnozin, totéz tedy plati pro systém k. Zbyva tedy ukézat,
7e K je béaze topologie topologického prostoru X.

Bud z € X libovolny bod, r > 0. Zvolme m tak, ze 1/m < r/2. Existuje V € ki,
obsahujici z; pro prumér §(V') mnoziny V plati 6(V) <2/m <r a tedy V C B(z,r). k je
tedy baze topologie X.

6.6. Parakompaktni prostory

Budte (A,).er, (Be)rex dvé pokryti mnoziny X. Rikdme, Zze pokryti (B.)eex je
zjemnéni pokryti (A,),er, jestlize ke kazdému k € K existuje ¢ € I tak, ze B,, C A,.

Hausdorffuv topologicky prostor se nazyva parakompakini, jestlize ke kazdému jeho
otevienému pokryti (4,),cr existuje lokdlné koneéné oteviené zjemnéni (By)xex pokryti

(AL)LEI'

Véta 13. Uzavreny podprostor parakompakiniho topologického prostoru je parakom-
paktni.

Diikaz. Bud X parakompaktni prostor, Y C X jeho uzavieny podprostor. Topologicky
prostor Y je Hausdorffuv. Bud (U,),c; oteviené pokryti Y. Pro kazdé + € I je U, tvaru
U =V,NY, kde V, je oteviend mnozina v X. Uvazujme oteviené pokryti X tvofené
mnozinami V, a mnozinou X\Y. Podle predpokladu toto oteviené pokryti ma lokalné
konecné oteviené zjemnéni (Wy)er. Ovsem systém (W, NY).ex je lokdlné konecéné
oteviené pokryti topologického prostoru Y, které je zjemnénim pokryti (U,) ;.

Ukézeme, ze parakompaktni topologicky prostor je normdélni. K tomu nejdiive doka-
zeme pomocné tvrzeni.

Lemma 7. Bud'te A, B disjunktni uzavrené mnoZiny v parakompaktnim topologickém
prostoru X. Predpoklidejme, Ze ke kazdému x € A existuje okoli U, bodu x a okoli V,
mnoziny B tak, Ze U, NV, = 0. Pak existuje okoli U mnoziny A a okoli V mnoZiny B tak,
zZeUNV =0.
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Dikaz. Pokryjme X mnozinami X\ A, U,, kde x probiha A. Podle pfedpokladu existuje
lokélné konecné oteviené zjemnéni (W, ),cr tohoto pokryti. Polozme K = {x € I | W,;NA #
0}. Pro kazdé x € K plati W;NA # ) a tedy existuje bod x € A tak, ze W,, C U, C X\Vy,
cl W, C cl(X\V,) = X\V, C X\B; plati tedy pro kazdé xk € K c1W, N B = (). Klademe

U= JW. V=X\{Jdw..
rkeK keEK

U je evidentné okoli A a z toho, ze systém mnozin (W,).cx je lokdlné konecény, vyplyvé,
ze U Wy = cl(UW,) (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149), t.j. mnozina V je oteviend. Jelikoz
UNV =0, zbyva dokdzat, ze V je okoli mnoziny B.

Ukézali jsme, ze pro kazdé k € K plati clW, N B = (). Pak tedy clW, C X\B,
UclW, € X\B a tedy X\UclW, D X\(X\B) = B. Tim je dukaz ukoncen.

Véta 14. Parakompakini topologicky prostor je normdlni.

Diikaz. 1. UkdZeme nejdifve, ze parakompaktn{ prostor je reguldrni. Bud zg € X bod,
A C X uzaviend mnozina neobsahujici zg. Ke kazdému bodu z € A zvolme okoli U, bodu x
tak, ze xg ¢ clU,. Z podminky oddélitelnosti vyplyvéd, ze U, existuje: zvolme okoli V' bodu
xo a okoli U, bodu z tak, ze VNU, = 0; pak U, C X\V, t.j. clU, C cl(X\V) = X\V,
takze xg ¢ clU,. Uvazujme oteviené pokryti topologického prostoru X mnozinami U,,
X\A, kde x probihd A. Podle predpokladu existuje lokélné kone¢né oteviené zjemnéni
(W,).er tohoto pokryti. Oznacme K = {x € I | W, N A # (}. Pak (Wy)xek je lokélné
konecné oteviené pokryti mnoziny A. Dale cl W, nemuze obsahovat xq: jelikoz W,NA # 0,
Wy lezi v nékteré z mnozin U, a tedy cl Wy, lezi v nékteré z mnozin cl U,, neobsahujicich xq.
Klademe V = [J W, kde k probihd K. V je evidentné okoli mnoziny A. Ovsem (Wy)xek
je lokalné koneény systém mnozin, takze c1V = |Jcl W, (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149) a
xo ¢ clV. Déle klademe U = X\ cl V' a dostaneme okoli U bodu z( a okoli V' mnoziny A,
pro které UNV = (. X je tedy reguldrni topologicky prostor.

2. Vyuzijeme-li jiz dokézanou vlastnost regularity parakompaktniho prostoru, pak tvr-
zeni Véty 14. ihned vyplyne z Lemmatu 7. odst. 6.6 str. 157.

Prejdeme k dukazu parakompaktnosti metrizovatelného topologického prostoru. Dikaz
je veden ve ¢tyfech krocich, které formulujeme jako samostatnd pomocnd tvrzeni.

Lemma 8. Bud (U,),c; oteviené pokryti metrizovatelného topologického prostoru X.
Ezistuje posloupnost (v;)ien lokdlné konecnych systémi otevienych mnozin v X takovd,
ze v =v; je zjemnéni pokryti (U,),cr.

Dikaz. Bud d metrika, kompatibilni s topologii topologického prostoru X. Pro kazdé
i € N akazdé ¢ € I oznaéme F;, = {z € U, | d(z,X\U,) > 1/2'}. Mnozina U, je
oteviend, takze ke kazdému bodu z € U, existuje index j tak, ze B(x,1/27) C U, t.j.
d(z, X\U,) >1/2 azc Fj,, tj. z € U; Fi,; plati tedy U, = U; Fi.,.

Zvolme na I dobré usporadani < a oznac¢me

Gi,L = {1’ € E,L ’ € ¢ F1i+1,m"€ < L},
1
VN = {y e X | d(y,Gm) < W} .

Evidentne G;, C V;,. Polozme v; = (V;,),cr. Chceme ukézat, ze posloupnost (v;)ien
spliuje podminky Lemmatu 8.
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S kazdym bodem mnoziny V;, lezi v této mnoziné jistd oteviend koule se stfedem
v tomto bodé. Systém v; je tedy tvoren otevienymi mnozinami.

Nechf x € X je libovolny bod, necht « je nejmensi z indexii ¢ € I, pro které z € U,.
Jelikoz Uy = U; Fjja, pro jisty index i plati x € F; . OvSem = ¢ Uy prok < a, t.j. & Fj x
pro zadné j € N a £ < a. Podle definice G,  tedy x € G o C V, . Systém v = (14)ien
tedy pokryva X.

Ukézeme, ze V;, C U,. Bud y € V;, libovolny bod. Existuje x € G;, tak, ze d(y,z) <
1/273 ¢, d(y,z) < 1/2°1. Ovsem G;, C F;,, takie x € F;, a tedy

1 1 1
d(y, X\U,) = d(z, X\U,) — d(z,y) > ? - F = F,
tj.y € Fiyq, C Uj F;, = U,. Plati tedy V;, C U,, coz znamena, ze systém v = (v;) je
zjemnéni pokryti (U,),er.

Zbyvé tedy dokédzat, ze pro kazdé i = 1,2,3,... je systém v; lokdlné konecény. Nechf
t, & € I jsou dva riuzné indexy a piedpoklddejme, ze k < ¢. Zvolme = € G;,, y € Fj 4.
Z definice vyplyva, ze x ¢ Fii1 . Odtud

d(, X\U,,) < dly, X\U) = o

2i+1 ’

(porov. obr. 1).

Obr. 1

Pro libovolné z € X\U, plati d(y,z) < d(z,x) + d(z,y), odkud dostaneme, ze d(z,y) >
(1/2%) — (1/27F1) = 1/2FL, Ovéem G C Fiy, takze d(Gi,, Gix) > 1/2071. Z definice
mnozin V;, nyni pifmo vyplyvé pro libovolné z, € V; ,, . € V; 4

1

F < d(Gi,La Gi,n) < d(Gi,La 'IL) + d(xu xli)

1
+ d(z, Gi,n) < W +d(z,,x) + W’
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t.j. d(z,, ) > 1/20+2. Odtud dostavame

d(‘/i,w‘/l',li) Z W
Bud z € X libovolny bod. Z vyse uvedené nerovnosti vyplyvé, Ze oteviend koule
B(x,1/213) se nemtize protinat s vice nez s jednim prvkem systému v;.

Tim je dikaz Lemmatu 8. ukoncen.

Dusledek. Metrizovatelny topologicky prostor méa o-lokdlné koneénou béazi topologie.

Dikaz. Tvrzenf je primym dusledkem definice o-lokélné koneéného systému a Lem-
matu 8. odst. 6.6 str. 158, kde za (U,),c; bereme bazi topologie.

Lemma 9. Kazdé o-lokdlné konecné oteviené pokryti libovolného topologického pro-
storu ma lokdlné konecné (ne nutné oteviené) zjemnénd.

Diikaz. Bud (v;);en posloupnost lokalné koneénych systému otevienych podmnozin
topologického prostoru X takové, ze v = |Jv; je pokryti X. Ozna¢me U; sjednoceni mnozin
systému v;. Polozme

Vi=J Uk, Vo=0, Ai=Vi\Vi1
k=1

Ukézeme, ze mnoziny W N A;, kde W probihd v; a i = 1,2,3, ..., tvoii lokdlné konecné
zjemnéni pokryti v.

Mnoziny A, Ag, As, ... pokryvaji X. Skutecné, A; = Vi, Ag = Vo\V; a Vi C Vo, t.j.
Aj U Ay = Vy; déle

7 i—1
k=1 k=1

a predpokladame-li

i1
U A =V,
k=1

dostaneme

U Ak = (Vi\Vis)) UVie =V,
k=1

jelikoz V;_1 C V;. Mnoziny V; ovéem pokryvaji X, takze mnoziny A; musi také pokryvat
X.

Bud z € X libovolny bod. Existuje i tak, Ze z € A;. Pak ovSem z € V; a = ¢ V;_1, t.j.
x € U; a existuje mnozina W € y; tak, ze x € W. Bod x tedy patii mnoziné W N A;. Tim
je ukazano, ze systém mnozin W N A;, kde W probihd v; a i = 1,2,3,..., je pokryti X.
Jelikoz kazda z mnozin W N A; lezi v nékteré z mnozin systému v;, mnoziny W N A; tvori
zjemnéni pokryti v.

Ke kazdému = € X existuje index ¢ tak, ze x € V;. Mnozina V; je oteviena a systém
v; je lokdlné konecny. Ke kazdému j tedy existuje okoli Z; bodu x lezici v mnoziné V;,
které méd neprdzdny prunik pouze s koneéné mnoha mnozinami ze systému v;. Oznacme
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Z = Z1NZ3N---NZ;. Prunik mnoziny Z s mnozinami z v;, kde j = 1,2,...,4, je neprdzdny
jen v koneéné mnoha piipadech. Odtud ZNW N A; = 0 jen pro koneéné mnoho mnozin
WnNA;, Wev,j=1,23,...,i. Proj>iplati ZNA; CV,NnA; =V;n(V;\Vj1) =
VinVy\(VinV;_1) =Vi\Vi =10, t.j. ZNA; = 0. Odtud ZNW N A; = 0 pro libovolné
W patiici v;, kde j > i. Systém v je tedy lokdlné konecny a dikaz je ukoncen.

Lemma 10. Predpoklidejme, Ze ke kazdému otevienému pokryti (U,).cr reguldrniho
topologického prostoru X existuje jeho lokdlné koneéné (ne nutné oteviené) zjemnéni. Pak
existuje lokdlné konecné uzaviené zjemnéni pokryti (U,),cr.

Diikaz. Bud (U,),c; oteviené pokryti regularniho prostoru X. Ke kazdému x € X
existuje index k € I tak, ze x € Uy; z regularity X vyplyvé, ze existuje okoli V, bodu x
tak, ze clV, C Uy, (Véta 1. odst. 6.1 str. 142). Ozna¢me v systém vSech mnozin V. v je
oteviené pokryti X. Podle predpokladu tedy existuje lokalné konecné zjemnéni p pokryti
v. Bud cl pu systém vsech uzavéri mnozin z p a clv systém vsech uzdvéria mnozin z v. clv
je zjemneéni pokryti (U,),cr a cl u je uzaviené pokryti, které je zjemnénim pokryti clv; cl p
je tedy uzaviené zjemnéni pokryti (U,),cr. Pokryti cl u je ovSem lokélné koneéné (Lemma
1. odst. 6.3 str. 149).

Lemma 11. Predpoklddejme, Ze ke kaZdému otevienému pokryti Hausdorffova topo-
logického prostoru X existuje jeho lokadlné konecné uzavrené zjemneni. Pak X je para-
kompaktni.

Dukaz. Bud (U,).c; oteviené pokryti X, v jeho lokdlné kone¢né zjemnéni; podle
predpokladu v vzdy existuje. Kazdému xz € X prifadime jeho okoli W, jehoz prunik s
mnozinami ze systému v je neprazdny jen v konetné mnoha piipadech. Oznaéme p systém
vSech mnozin W,; i je oteviené pokryti X. Bud' x lokdlné konecné uzaviené zjemnéni p.
Daéle ozna¢me U, mnozinu ze systému (U,),c; obsahujici prvek A € v a C4 sjednoceni
viech mnozin F € Y, pro které AN EF = (. Jelikoz systém x je lokdlné konecny a je
tvofen uzavienymi mnozinami, mnozina C4 je uzaviend (Dusledek Lemmatu 2. odst. 6.3
str. 150); mnozina A" = Ug N (X\C4) = Uas\C4 je oteviend. Chceme ukdzat, ze systém
v viech mnozin A’, kde A probih4 v, je oteviené lokalné konecné zjemnéni otevieného
pOkrytf (UL)LGI-

Z definice mnoziny C'4 dostavdme, ze ANCy = 0, t.j. A C X\Ca a A C Uy, takze
A C AV je tedy pokryti X.

Déle A’ C Uy, takze v/ je zjemnén{ pokryti (U,),e;s-

Zbyva dokdzat, Ze systém v/ je lokdlné konecny. Kazdy bod x € X mé okoli V, jehoz
prunik s mnozinami systému x je neprazdny jen v koneéné mnoha piipadech. Oznaéme

Z1, Za, ..., Zj tyto mnoziny. Kazdd z mnozin Z; se nachazi v jisté mnoziné W, € pu
a podle definice protind se pouze s konetné mnoha mnozinami ze systému v. Oznacme
Air, Aip, ..., Aip, tyto mnoziny. Pro mnozinu A € v, A # A;q, Aio, ..., Ain,, kde
i=1,2,...,k, mnozina A" = Uy N (X\C4) mé prazdny prunik s mnozinami 7y, Zs, ...,

Zy:plati totiz ANZy =0, ANZy =0, ..., ANZ, = 0, takze A/NZy = UaN(X\Ca)NZ1 C
UsnN(X\Z1)NZy =0, AANnZy=0, ..., AN Z; =0, kde jsme vyuzili toho, ze Z1, Zs,
ceey Zi, C Cy. Pak oviem VNA C(Z3UZyU---UZg) N A = (). To dokazuje, ze systém
V' je lokalné konecny.

Véta 15. (Stoneova véta) Metrizovatelny topologicky prostor je parakompakind.
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Diukaz. Metrizovatelny topologicky prostor X je Hausdorffuv a je regularni (Véta 5.
odst. 5.2 str. 113, Véta 7. odst. 6.2 str. 144).

Bud (U,),es libovolné oteviené pokryti X. Existuje o-lokéalné spocetné zjemnén{ pokryti
(U,).er a tedy také lokalné konecéné (ne nutné oteviené) zjemnéni (Lemma 8. odst. 6.6 str.
158, Lemma 9. odst. 6.6 str. 160). Existuje tedy také lokdlné koneéné uzaviené zjemnéni
pokryti (U,),er (Lemma 10. odst. 6.6 str. 161); tvrzeni Véty 15. nyni vyplyva z Lemmatu
11. odst. 6.6 str. 161.

Dusledek. (a) Podprostor metrizovatelného topologického prostoru je parakompaktni.

(b) Soucin nejvyse spocetné mnoha metrizovatelnych topologickych prostoru je para-
kompaktni.

(c¢) Regulérni topologicky prostor druhého typu spocetnosti je parakompaktni.

Dukaz. (a) Tvrzeni vyplyva z toho, ze podprostor metrizovatelného prostoru je met-
rizovatelny.

(b) Tvrzeni vyplyva z Véty 8. odst. 5.4 str. 114 a Véty 9. odst. 5.4 str. 115.

(c) Tvrzeni je dusledkem Véty 11. odst. 6.5 str. 155.

Piejdeme nyni ke studiu spojitych rozkladu jednotkové funkce. Ukazeme, Ze pro para-
kompaktni topologicky prostor lze vétu o existenci spojitého rozkladu jednotkové funkce,
dokdzanou pro normadlni prostory (Véta 10. odst. 6.4 str. 151), dale zobecnit; v jiz
dokdzaném tvaru tato véta ovsem plati také na parakompaktnich prostorech (porov. Véta
14. odst. 6.6 str. 158).

Véta 16. Ke kazdému otevirenému pokryti (U,),er parakompaktniho topologického pro-
storu X existuje spojity rozklad jednotkové funkce (f,).er na X kompatibilni s (U,),c;.

Dukaz. Bud (U,),c; oteviené pokryti parakompaktniho prostoru X, (Vy)xecx lokélné
konecné oteviené zjemnéni tohoto pokryti. Existuje zobrazeni ¢ : K — I takové, ze
Vi C Uy pro kazdé x € K. Z Véty 14. odst. 6.6 str. 158 a Véty 10. odst. 6.4 str. 151).
vyplyvé, ze existuje spojity rozklad jednotkové funkce (gx)serx kompatibilni s (Vj)xex -
Pro kazdé ¢ € I klademe

fL: Z k-

p(r)=t

Jelikoz systém mnozin (supp gx )xex je lokélné koneény, soucet na pravé strané je definovan
korektné. Ukdzeme, ze systém funkei (f,).cr je spojity rozklad jednotkové funkce na X
kompatibilni s otevienym pokrytim (U,),c;.
Kazda z funkei f, je na okoli libovolného bodu x € X vyjadiena jako soucet konecné
mnoha spojitych funkci; je tedy spojita na X. Kazda z téchto funkci je nezaporna.
Ukézeme, ze systém mnozin (supp f,).cs je lokalné kone¢ny. Pro kazdé ¢ € I klademe

B, = U Supp G-
p(r)=t

Z lokélni konec¢nosti systému uzavienych mnozin (Supp gx)xex Vyplyva, ze B, je uzaviend
mnozina (Dusledek Lemmatu 6.3). 2. odst. 6.3 str. 150). OvSem podle definice f, plati
f.(x) = 0 pro x € X\B,; dostavame tedy supp f, = cl{x € X | f,(x) #0} C cIlB, = B,
a staci ukézat, ze systém (B,),cr je lokdlné koneény. Ke kazdému bodu z € X existuje
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jeho okoli W tak, ze mnozina J = {k € K | W NV, # 0} je konetné. Pro x € K\J plati
W NV, =0. Necht « € I\(J). Pak kazdy index & lezici ve p~1(1) lezi v K\J. Plati tedy

WnNB, = U (W Nsuppgx) C U (WnVv,) =0.
KEPTL(1) KEPT1(1)

Mnozina {¢ € I | WN B, # 0} je tedy podmnozinoukoneéné mnoziny ¢(J) C I a musi byt
kone¢nd. Systém nosic¢u (supp f,).cr je tedy lokdlné konecny.
Nakonec pro kazdé z € X plati

1= gu(@) =Y ( > gn(x)) = ful=),

kEK el \kep—1(1) el

kde jsme vyuzili definici funkce f,. Tim je ukézano, ze systém funkei (f,),esr je spojity
rozklad jednotkové funkce na X.

Zbyva proveérit, ze tento spojity rozklad jednotkové funkce je kompatibilni s pokrytim
(U,).er- Ukézali jsme jiz, ze supp f, C B, pro kazdé ¢; oviem B, = |Jsupp gx, kde k probihd
mnozinu ¢~ (1), a supp g« C Vi C U, pro kazdé € p~1(1), takze B, C U,, coz jsme chtéli
dokézat.

6.7. Piiklady

(1) Diskrétni topologicky prostor je parakompaktni, nebotf je metrizovatelny (Véta
15. odst. 6.6 str. 161, pf. (1) odst. 5.10 str. 125).

(2) Eukliduv topologicky prostor R™ je parakompaktni, nebot je metrizovatelny (Véta
15. odst. 6.6 str. 161, odst. 5.5).

(3) Mnozina RN s topologii soucinu je metrizovatelny topologicky prostor; je to tedy
parakompaktni prostor (Véta 15. odst. 6.6 str. 161, pt. (7) odst. 5.10 str. 128).

Oznaéme 7 (resp. o) topologii soucinu (resp. topologii silného soucinu) na RN (kap.
3, cviceni); o je silngjsi nez 7. Bud = € RN bod, = (2);en, U jeho libovolné okolf
v topologii o. Existuji oteviené intervaly I' C R tak, ze ' € I' a « € [[ I’ C U, piicemz
muzeme piedpokladat, ze []cl I’ C U; soucin [ I* je prvek baze topologie silného souéinu.
Pritom podle cv. 14 kap. 2 a Véty 12. odst. 3.3 str. 37

oy (TT7) c ot (TI 1) =11 c U.

RN s topologii silného souéinu je tedy regularni prostor (Véta 1. odst. 6.1 str. 142).
Otéazka, zda RN s topologii silného souéinu je normalni prostor, nenf plné vyjasnéna
(viz [12] str. 206).

(4) Uvedeme priklad topologického prostoru, ktery je reguldrni, ale neni normalni.
Necht I je nespocetnd mnozina. Prostor N’ se sou¢inem diskrétnich topologif je re-
gulérni, nebot je souc¢inem reguldrnich topologickych prostorii. Uvedeme Stonetv dikaz
tvrzeni, ze tento topologicky prostor neni normalni.
Ozna¢me A (resp. B) mnozinu zobrazeni x : I — N takovych, ze pro kazdé n # 1 (resp.
n # 2) mnozina {z7'(n)} obsahuje nejvyse jeden prvek; zjevné A, B C N’. Mnozina
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AN B je tedy tvorend vSemi = = (z(«))qer takovymi, ze pro kazdé n € N mnozina
tech a € I, pro kterd xz(a) = n, obsahuje nejvyse jeden prvek. Jelikoz I je nespocetnd
a N spocetnd, plati AN B = . Nechf z € N’ je libovolny bod. Ke kazdému okoli W
bodu z existuje prirozené ¢islo k a indexy aq, oo, ..., ap € I takové, ze {z(a1)} X
{z(ag)} x -+ x {z(ag)} x [IN* (soucin pres vSechna a € I ruznd od oy, o, ..., qr), lezi
ve W a obsahuje . Odtud plyne clA = A, cI B = B. Predpoklddejme, ze topologicky
prostor N’ je normélni. Necht U, V jsou disjunktni okolf mnozin A, B. Ozna¢me xy € N/
bod takovy, ze zo(a) = 1 pro kazdé o € I; ziejmé zyp € A. Existuje tedy okoli Uy
bodu zq takové, ze Uy C U. Plati Uy = ITI{1}¥ x [[N®, kde k = 1,2,...,mg pro néjaké
prirozené ¢islo mg a « probihd mnozinu I\{1,2,...,mg}. Klademe z1(1) =1, 21(2) = 2,
.y x1(mg) = mo, a z1(a) = 1 pro a € I\{1,2,...,mp}. x1 € A a existuje pfirozené
¢islo my > mg takové, ze Uy = {x1(1)} x {z1(2)} x --- x {z1(mo)} x [T{1}*¥ x [[N,
mo+1<k<my,acl a#l2, . ..,my, jeokoli bodu x; lezici v U. Dostavame tak
rostouci posloupnost prirozenych ¢isel mg < my < mg < ..., posloupnost bodu xg, 1, T2,
... € A aposloupnost otevienych mnozin Uy, Uy, Us, ... takovych, ze x; € U; a U; C U pro
kazdé i € N; ziejmé x,(1) =1, 2,(2) = 2, ..., p(Mp—1) = My_1, p(a) = 1 pro ostatni
aal, ={1} x {2} x -+ x {mp_1} x {1} x -+ x {1} x [IN%, kde a € I\{1,2,...,m,}
apry, (Up) =kprol <k<m-—1apr, (U,) =1prom, 1+1<k < m, Bud nyni
y € B bod takovy, ze y(ay) = k pro kazdé k € N a y(a) = 2 pro ostatn{ o € I. Necht
Vo je okoli bodu y takové, ze pr,(Vp) je jednobodova mnozina pro koneéné mnoho indexu
a a pry(Vp) = N pro ostatni a € I, a ze Vj C V. Oznaéme P(Vp) mnozinu téch o € I,
pro kterd je {pr(Vy)} jednobodova mnozina. Zvolme n tak, aby platilo o € I\P(Vp) pro
kazdé k > m,,. Pak U, 1 NVy # 0. Mnoziny U a V tedy nemohou byt disjunktni, t.j.
prostor N’ nenf normélni.

Mnozina N’ se sou¢inem diskrétnich topologii na N je zdroven pifkladem soucinu
normalnich prostoru, ktery neni normalni (zfejmé mnozina N s diskrétni topologii je met-
rizovatelny topologicky prostor a je tedy normélni prostor) a piikladem sou¢inu parakom-
paktnich prostori, ktery neni parakompaktni (N je parakompaktni nebof je metrizova-
telny).

(5) Mnozina N C R, kde R je mnozina redlnych ¢isel s prirozenou topologii, je
uzaviena; topologie podprostoru na N je diskrétni topologie. Necht I je nespocetnd
mnozina. Mnozina N’ je uzavieny podprostor souc¢inu R! (Véta 12. odst. 3.3 str. 37);
tento podprostor ovéem neni normalni (pt. (4) odst. 6.10 str. 163), neni tedy ani parakom-
paktni ani metrizovatelny. Sou¢in R! tedy nemiize byt normalni (Véta 5. odst. 6.2 str.
144) a tedy ani metrizovatelny (Dusledek (a) Véty 7. odst. 6.2 str. 145) ani parakompaktni
(Véta 13. odst. 6.6 str. 157).

Souéin R/ je ovéem podle Véty 2. (b) odst. 6.1 str. 142 reguldrni topologicky prostor.
Je tedy dalsim piikladem reguldrniho topologického prostoru, ktery neni normalni.

(6) Topologické grupy. Topologickou grupou nazyvéame mnozinu G, na které je déna
topologie a grupova operace G x G 3 (x,y) — x-y € G tak, ze zobrazeni G x G > (z,y) —
z-y ' € G je spojité (v topologii sou¢inu na G x G).

Podgrupa H topologické grupy GG, uvazovand jako topologicky podprostor G, je rovnéz
topologicka grupa, nebot zobrazeni H x H 3 (x,y) — x -y~ € H je spojité v indukované
topologii (Véta 3. odst. 3.1 str. 32).

Zobrazeni G 3 y — y~! € G topologické grupy G do sebe je spojité: je kompozici
spojitych zobrazeni G 3y — (e,y) € G x G, G x G > (x,y) — x -y ' € G. Zobrazeni
GxG >3 (z,y) — x-y € G je také spojité, nebot je kompozici spojitych zobrazeni
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GxG>3(z,y) = (2,y7 ) €EGXG,GXxG > (x,y) = x-y ! €G. Je ziejmé, 7e zobrazeni
y — y~! je homeomorfismus.

Levou translaci na grupé G o prvek x € G rozumime zobrazeni G > y — L,(y) =
x -y € G. Toto zobrazen{ je kompozice spojitych zobrazeni G > y — (z,y) € G x G,
G xG 3 (x,y) — x-y € G, je tedy spojité. Leva translace o prvek 27! je inverzni
zobrazeni k levé translaci o prvek z; odtud ihned dostdvame, ze L, je homeomorfismus.

Je-li topologickéd grupa Hausdorffova, je reguldrni. UkdZeme to. Bud nejdiive U li-
bovolné okoli neutralniho prvku e € G. Jelikoz je zobrazeni (z,y) — x -y~ ' spojité
v bodé (e, e), existuje okoli W bodu (e, e) zobrazujici se timto zobrazenim do U. Misto W
muzeme vzit néjaky prvek baze topologie souc¢inu Vi x V4 a také mensi mnozinu V x V|
kde V=ViNVa. Proobraz V-V ! ={z=2-y ' € G |z,y € V} pakplati V-V~ C U.
Ukézeme, 7e clV C U. Bud x € clV libovolny bod. Jelikoz levd translace L, je homeo-
morfismus zobrazujici e do z, L, (V) je okoli bodu z a tedy L,(V)NV # (. Existuje prvek
y € L,(V)NV. Jelikoz y € L,(V), existuje z € V tak, ze y = L,(z) = z - z. Zéroven
y €V, takiex =y-2"1 € V.V~! C U. Znamen4 to oviem, ze c1V C U. Necht nyn{
z € G je libovolny bod, U jeho okoli. Pak L,-1(U) je okoli bodu e a existuje okoli W bodu
e tak, ze clW C L,-1(U). V = L, (W) je okoli bodu z a plati L,(W) C L,(clW), t.j.
cdV=cL,(W)CL,(clW)C L,(L,-1(U)) =U. Podle Véty 1. odst. 6.1 str. 142 je tedy
topologicka grupa G regularni.

Vsimnéme si, ze topologie topologické grupy je plné urcena lokalni bazi v neutralnim
prvku grupy.

(7) Topologické vektorové prostory. Bud E vektorovy prostor nad polem redlnych ¢isel
R, uvaZovanym s piirozenou topologii. Rekneme, 7ze E je topologicky vektorovy prostor,
jestlize na mnoziné E je dana topologie Hausdorffova prostoru takova, ze operace scitdni
vektoru E X E 3 (£1,&) — & + & € E a nasobeni vektoru skaldirem R x E 3 (a,§) —
a- & € F jsou spojité (v topologii sou¢inu na E X F a R x E).

Analogicky je definovan topologicky vektorovy prostor nad polem komplexnich ¢isel C.

Ptimo z definice vyplyvaji tato tvrzeni:

(a) Vektorovy prostor uvazovany s trividlni topologii neni topologicky vektorovy pro-
stor, nebot neni Hausdorffuv.

(b) Vektorovy prostor uvazovany s diskrétni topologii neni topologicky vektorovy pro-
stor, nebot ndsobeni vektoru skaldrem nenfi spojité zobrazeni.

(c¢) Kazdy vektorovy podprostor topologického vektorového prostoru, uvazovany s in-
dukovanou topologii, je topologicky vektorovy prostor (porov. Véta 2. odst. 3.1 str. 32,
Véta 3. (a), (b) odst. 3.1 str. 32).

(d) Eukliduv topologicky prostor R™ uvazovany s pfirozenou strukturou redlného vek-
torového prostoru, je topologicky vektorovy prostor (pf. (5) odst. 2.5 str. 23). Podobné
mnozina uspoifadanych n-tic komplexnich ¢isel C" s piirozenou topologii a piirozenou
strukturou vektorového prostoru, je topologicky vektorovy prostor.

(e) Konetnérozmeérny vektorovy prostor s prirozenou topologii (pf. (6) odst. 3.7 str. 44)
je topologicky vektorovy prostor.

Bud' FE topologicky vektorovy prostor. Uvazujeme-li E s operaci s¢itani vektoru, je F
(komutativni) topologickd grupa,; je tedy definovan pojem (levé) translace o vektor £ € E
(porov. pf. (6) odst. 6.10 str. 164). Lokalni béze libovolného vektoru £ € E je tvorend
mnozinami L¢(U) = £ + U, kde U probihd lokalni bazi topologie v bodé 0 € E. Pro kazdé
a € R, a#0,jezobrazeni £ 3 £ — a- & € F linearni homeomorfismus; pro kazdé okoli U
nulového vektoru je mnozina a-U ={§ € E | { =a-(,( € U} okoli nulového vektoru.

Jelikoz topologicky vektorovy prostor F s operaci s¢itani vektoru je topologickd grupa,
je regularni (pi. (6) odst. 6.10 str. 164).
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(8) Normované a lokdlné konvexni vektorové prostory. Pseudonormou na redlném vek-
torovém prostoru E nazyvame zobrazeni p : F — R spliujici tyto podminky:

(1) p(&1 + &) < p(&1) + p(&2) pro kazdé &, & € E.

(2) pa-&) = |alp(§) pro kazdé a € R a kazdé £ € E. Spliuje-li pseudonorma p navic
podminku

(3) Jediny vektor £, pro ktery p(§) = 0, je vektor £ = 0, nazyva se normou. Vektorovy
prostor, na némz je déna pseudonorma (resp. norma), se nazyva pseudonormovany (resp.
normovany) vektorovy prostor.

Vektorovy prostor E, na némz je dén systém pseudonorem (p,),cr, se nzyva lokdlné
konvexni, jestlize jediny vektor £ € E splaujici podminku p,(§) = 0 pro kazdé ¢ € I, je
vektor £ = 0.

Pseudonorma p na vektorovém prostoru E spliuje podminku p(0) = 0 a p(§) > 0 pro
kazdé £ € E. Skutecné, rovnost p(0) = 0 je dusledkem podminky (2) pro a = 0; déle pro
libovolné § € E plati 0 = p(0) = p(§ + (=€) < p(§) + p(=§) = 2p(§), t.j. p(§) = 0, kde
jsme vyuzili (1) a (2).

Bud E vektorovy prostor, E 3 ¢ — ||£|| € R norma na E. Pro libovolné &, & € E
klademe d(&1,&2) = ||&1 — &2f|. Zobrazeni E X E 3 (£1,&2) — d(£1,&2) € R je metrika na

E; tato metrika se nazyva indukovand normou || ||. Metricka topologie na E, asociovand s
touto metrikou, se nazyva topologie, indukovand normou || || nebo také silnd topologie na
E.

Ukézeme, ze E s touto topologii je topologicky vektorovy prostor. Provéfime spojitost
s¢itani vektort v libovolném bodé (£y,¢p) € E x E. Bud & > 0 libovolné. Zvolme ¢ €
B(&,e/2), ¢ € B((o,£/2) (oteviené koule v metrice, indukované normou). Pak d(&p +
G0, §+C) = [l€o+Co—& =<l < [|€o =&l + IS0 — ¢l = d(&o, &) +d(Co, ¢) < &; scitani vektort
je tedy spojité v bodeé (&, (). Provéiime spojitost ndsobeni vektoru skaldrem (a,§) — a-§
v bodé (ag,&). Bud € > 0 libovolné. Polozme

1
20 = ((laol + lI&ll)? +2¢)* — lao| — [1€o]l

Zvolme a € (ap—6,ao+9), § € B(&o,6). Pak d(ap-&o, a-§) = [|ap-{o—a-{]| = [lao-(§—&o)+(a—
ap)-§o+(a—ag)-(§—&)| < laol-[€—Eoll+]a—aol-[|€ol|+]a—aol-[|E =&l < lao|-6+|€ol|-0+67
a po dosazeni dostaneme d(ag - &y, a-&) < £/2 < €; nésobeni vektoru skaldrem je tedy také
spojité.

Bud nyni E lokdlné konvexni vektorovy prostor, (p,),cs jeho systém pseudonorem. Pro
kazdé ¢ € F, kazdé € > 0 a libovolnou konecnou mnozinu J C I klademe

Ue(C,J) ={§ € E|p(§ — () <e,u €T}

Ziejme ( € U:(¢,J) a U (¢, J) = ¢+ U-(0, J). Ukdzeme, Ze systém mnozin tvaru U((, J),
kde ¢ probihd E, ¢ kladna cisla a J konetné podmnoziny indexové mnoziny I, spliiuje
podminky Véty 8. (b) odst. 1.4 str. 6, t.j. ze na E existuje topologie, kterd mé v bodé ¢
lokélni bazi tvofenou mnozinami U, (¢, J).

Nechf ¢ = 0. Ziejmé 0 € U.(0,J). Déle U-(0,.7) N Ux(0, K) = Upingeny (0,J U K).
Nakonec necht & € U-(0,J). Pro A < e —max{p,(§) | ¢ € J} plati U\(&,J) C U-(0,J): Pro
libovolné x € Uy (&, J) plati p,(x — &) < A pro kazdé ¢« € J a déle p,(x) =p.(x —§+ &) <
p(x — &) +p.(&) <A+ p.(§) <e. Podminky Véty 8. (b) odst. 1.4 str. 6 jsou tedy splnény
v bodé 0 € E.

Necht nyni ¢ € E je libovolny bod. Ziejmeé ¢ € U.(¢,J). Dédle napisme U.((,J) =
C+U6(07 J)? UA(C? K) = C+U)\(07 K) Pak Ua(Ca J) mUA(C? K) = C+U6(07 J) OU)\(()? K) =
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Umin{e,2} (¢, J U K). Nakonec necht £ € U.(¢,J) je libovolny bod. Pak & € ¢ + U(0, J),
t.j. £ — ¢ € U:(0,J) a existuje Uy(§ — ¢, K) tak, ze Ur(§{ — (,K) C Uc(0,J). Pak £ — ( +
Ux(0,K) C U(0,J), t.j. €+ Ux(0,K) C ¢+ U(0,J) = U(¢,J). Podminky Véty 8. (b)
odst. 1.4 str. 6 jsou tedy splnény v bodé (.

Tim je dokazéana existence pozadované topologie; jeji jednozna¢nost je jasna. Topologie
na E, jez mé v kazdém bodé £ € F lokélni bazi, tvofenou mnozinami U, (§, J), se nazyvé
(lokdlné konvezni) topologie, indukovand systémem pseudonorem (p,),cj.

Ukézeme, ze E s touto topologii je topologicky vektorovy prostor. Spojitost séitani
vektori a nasobeni vektoru skaldarem se provéruje analogicky jako v piipadé normovaného
vektorového prostoru. Bud (&y,(g) € F x E bod, U-(& + o, J) libovolny prvek lokdln{
baze topologie v bodé & + Co. Pro & € U, 2(80,J), ¢ € Uzj2(Co,J) a kazdé v € J plati
P+ C—E& — ) < p(§— &)+ p.(C— (o) < e, takze séitani vektoru je spojité v bodé
(&0,¢0)- Bud' (ap, &) € R x E libovolny bod, Uc(ag - &, J) libovolné okoli bodu ag - &.
Polozme pro kazdé « € J

1
25, = ((Jaol + pu(60))? +2)* — laol - pu(&0),
J = Héi}l{(sb}.

Zvolme a € (ag—9,a9+9), & € Us(&o, J). Pak pro kazdé ¢ € J dostavame p,(ag-&o—a-&) =
pao - (§ —&o) + (a—ap) - & + (a —ao) - (€ — &) < lao| - p(§ — &o) + |a — aol - p.(&o) +
la — ao| - p.(€ — &) < |ao| -6 +6 - p.(&) + 6%. Po dosazeni dostaneme p,(ag - & —a-€) < &;
znamena to, ze nasobeni skalarem je spojité.

(9) Zkonstruujeme topologicky prostor X, ktery je normélni, ale neni parakompaktni.
Konstrukce vychdzf z piikladu, uvedeného v knize E. Cech, Topologické prostory (dodatek
M. Katétov, PIné normélni prostory), CSAV Praha, 1959, str. 487 (viz také J. Nagata,
Modern General Topology, Amsterdam, 1984, str. 74, R. Engelking, General Topology
(rusky predklad), Moskva, 1986, str. 453). Zde uvadéné dukazy vlastnosti prostoru X
zpracoval M. Kovar.

Bud' Y libovolnd nespocetnd mnozina. Bez tjmy na obecnosti lze na Y zvolit dobré
usporadani < takové, ze v tomto dobrém usporadani existuje nejvétsi prvek 1 € Y mnoziny
Y. Oznacme 0 € Y nejmensi prvek mnoziny Y.

Na Y definujme piirozenym zptisobem intervaly. Nechf M je mnozina bodi z € Y,
pro které je interval [0, x) nespocetnd mnozina. Jelikoz [0,1) = Y'\{1} je nespocetn4, plati
1€ M a M # (). Ozna¢me symbolem co nejmens{ prvek mnoziny M. Interval X = [0, 00)
je nespocetny. Dale budeme mnozinu X uvazovat s indukovanym usporadanim (které je
rovnéz dobrym uspofdddnim). Je ziejmé, ze kazdd mnozina, kterd je v X ohranicend, je
nejvyse spocetnd a zadny prvek z X neni v X nejvétsi. Z dobrého usporadani mnoziny X
pak plyne, ze v X ma kazdy prvek svého néasledovnika.

Polozme 75 = {0} U{(z,y) | z,y € X}. Snadno se ovéri, ze 75 je baze jisté topologie
na X. Nalezneme tvar lokdlni baze této topologie v libovolném bodé x € X.

Lokéln{ bazi v bodé 0 € X je zfejmé jednoprvkovy systém 79 = {{0}}. Bud = € X,
x > 0 a necht U C X je oteviend mnozina v X, obsahujici bod z. Pak existuje otevieny
interval (u,v) € 7p tak, ze * € (u,v) C U. Necht w € X je ndsledovnik prvku x. Pak
r € (u,w) C (u,v) C U, aviak (u,w) = (u,z]. Systém 7, = ((u, ])ye(0,r) je tedy lokdlni
bazi topologie v bodé .

Nyni uz muzeme ukédzat, Zze X je normdlni. Pro body z, y € X takové, ze x < y, jsou
intervaly [0,z], (x,y] disjunktni okoli bodu z, y. X je tedy Hausdorffuv.



168 6. Regularni, normalni a parakompaktni prostory

Budte A, B C X uzaviené disjunktni mnoziny. Predpoklddejme nejprve, ze 0 ¢ A, B.
Z uzavienosti obou mnozin vyplyvé, ze pro kazdé x € A existuje u, < z tak, ze (u,,x]NB =
() a pro kazdé y € B existuje v, < y tak, ze (vy,y] N A = (. Klademe

U= U(uw,x], V= U(vy,y].

€A yeB

Mnozina U (resp. V) je okolf mnoziny A (resp. B). Predpoklddejme, ze U NV # (). Pak
existuje c € X, z € A, y € B tak, ze ¢ € (ug, z] N (vy,y]. Kdyby ¢ = z, pak by = € (vy,y],
coz dava spor. Tedy ¢ < x a podobné ¢ < y.

Plati-li x <y, je x € (¢,y] C (vy,y]. Je-li naopak = >y,

plati y € (¢,z] C (ug,z]. Oba piipady vedou ke sporu s tim, ze (u,,z| N B = ),
(vy,y] NA=0. Tedy nutne UNV = 0.

Vsimnéme si, ze zddna z mnozin U, V neobsahuje bod 0.

Necht nynf napt. 0 € A. Pak nutné 0 ¢ B. Oznacme A’ = A\{0}. Protoze 0 & A/,
k mnozindm A’, B, které jsou uzaviené a disjunktni (vS§imnéme si, ze mnozina {0} je
oteviend), existuji podle predchozfho disjunktni okoli U’, V', neobsahujici prvek 0. Staci
polozit U = U’ U {0}. Je ziejmé, ze A C U, BCV aUNV ={. Mnozina U je oteviend
jako sjednoceni dvou otevienych mnozin a je tedy zfejmé, ze X je normalni.

Ukézeme, ze X neni parakompaktni. Pfedpokladejme, Ze oteviené pokryti ([0, x)),ex
m4 lokdlné konecné zjemnéni (U,),cr. Pak ke kazdému ¢ € I existuje z, € X tak, ze
U, C [0,z,). Tedy mnozina U, je ohrani¢end a proto existuje p, = supy U,. Polozme
P ={p, | € I}. Dokdzeme, ze mnozina P je nejvyse spocetna. Nejprve ukdzeme, Ze pro
kazdé ¢ € I takové, zZe p, neni nejmensi prvek z P, ma p, v indukovaném usporadani svého
predchudce v P.

Necht ¢ € I je takové, Ze p, neni nejmensi z P. Pak existuje £ = supy P,, kde jsme
oznacili P, = {p € P | p < p,}. Jestlize ukdzeme, ze & € P,, je odtud ziejmé, ze & je
hledany predchudce prvku p, v mnoziné P.

Kdyz ¢ = 0, je P, = {0}, protoze 0 je supremum jediné mnoziny v X, a to pravé
mnoziny {0}. Tedy & € P,.

Necht & > 0. Z lokédln{ konecnosti pokryti (U,),er a tvaru lokélni baze v bodé € plyne, Ze
existuje r € X, r < £ takové, ze interval (r,¢] ma neprazdny prunik s U,; jen pro konecné
mnoho indext k € I. Oznaéme k1, Ko, ..., K tyto indexy.

Predpokladejme, ze pro néjaké k € I je p, € (r,&]. Pak p, > r a z definice suprema
plyne existence prvku t € Uy tak, ze r < t < p, < . Pak ovSem t € (r,&] N Uy, odkud
k € {Kk1,K2,...,kK}. Tedy v (r,&] lezi koneéné mnoho prvku z P. Z definice £ vyplyvéd, ze
prunik P, N (r,£] je neprdzdny a na zdkladé piredchozich ivah kone¢ny. Necht &' je nejvetsi

prvek z P, N (r,&]. Zvolme g € P, libovolné. Ziejmé g < £. Je-li ¢ € (r, ], musi byt ¢ < ¢'.
Kdyz q € (r,&], je ¢ < r a protoze £ € (r,&], je rovnéz ¢ < £'. Tedy &' je horni zdvora
P, t.j. & > & Zaroven vsak & € P, a £ je supremum P,. Odtud ¢ < &, takze celkové
E=¢ ePp,.

Tim jsme ukdazali, ze kazdy prvek z P, ktery neni v P nejmensi, ma v P svého
predchudce. OvSem mnozina P je dobfe usporadand ( v indukovaném usporadéni), takze
kazdy klesajici fetézec (t.j. iplné usporddand podmnozina) je kone¢ny. To znamend, zZe
k libovolnému p € P lze pritadit nezdporné celé ¢islo v(p), udavajici pocet vsech ¢ € P,
kterd jsou mensi nez p. Zobrazeni v : P — N U {0} je zfejmé injektivni, takze mnozina
P je nejvyse spocetnd. Pro vSechna ¢ € I plati U, C [0,p,] a [0,p,] je ohrani¢end a
tedy nejvyse spocetnd podmnozina mnoziny X. Protoze (U,),cr je pokryti X, je systém
([0,p.]).er pokryti X a tedy [0, p,] = U[0,p] = X (sjednoceni pro ¢ € I resp. p € P). Pak
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ovSem mnozina X je nejvyse spocetnd jako nejvyse spocetné sjednoceni nejvyse spocetnych
mnozin. To je spor s konstrukei mnoziny X, coz znamend, ze oteviené pokryti ([0, ))zex
nemd lokalné kone¢né zjemnéni. Topologicky prostor X tedy nemiize byt parakompaktni
a dukaz je ukoncen.

Vsimnéme si, ze topologicky prostor X uvedeny v diukazu, je prvniho typu spocetnosti,
neni véak druhého typu spocetnosti, nebot je reguldrni a musel by byt i parakompaktni.
X neni metrizovatelny, nebot neni parakompaktni.

(10) Existuji priklady topologickych prostoru, ktekré jsou parakompaktni, ale nejsou
metrizovatelné (viz pf. (9) odst. 7.8 str. 217).

(11) K tomu, aby linedrni zobrazeni topologickych vektorovych prostoru f : E — F
bylo spojité, staci, aby bylo spojité v bodé 0 € F.
Uké4zeme to. Necht f je spojité v bodé 0 € E. Bud ¢ € F libovolny bod, V' libovolné
okoli bodu f(§) € F. Pak Vj = —f(£) + V je okoli bodu 0 € F'. Podle predpokladu tedy
existuje okoli Uy bodu 0 € F tak, ze f(Uy) C V. Pro okoli U = £ + Uy bodu £ € E plati

fU)=f(E+Uo) = f(&)+ f(Up) Cf+Vo=V.

Zobrazeni f je tedy spojité v bodé £ € E a z libovolnosti & vyplyvé, Ze je spojité.

Cviceni

Oddélovaci axiomy

Bud X topologicky prostor. X se nazyvé Ty-prostor, jestlize k libovolnym dvéma rtiznym bodim
z, y € X existuje okoli U bodu z tak, ze y ¢ U. X se nazyva Ti-prostor, jestlize existuje okoli U
bodu z a okoli V bodu y tak, ze y ¢ U a x ¢ V. Hausdorffuv prostor se také nazyvé Ts-prostor.
X se nazyva Ts-prostor, jestlize kazda uzaviend mnozina a libovolny bod, ktery v ni nelezi, maji
disjunktni okoli. X se nazyva Ty-prostor, jestlize libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoziny v X
maji disjunktni okoli.

Podminky, definujici T-prostory, kde k = 0, 1, 2, 3, 4, se nazyvaji oddélovaci axiomy. Oddélovaci
axiomy jsou schematicky znazornény na obr. 2.

Obr. 2

Ty T,
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1. Dokazte:
(a) Topologicky prostor homeomorfni s Tj-prostorem je Tj-prostor (t.j. vlastnost byt Tj-
prostorem je topologicky invariant).
(b) Topologicky prostor X je Ti-prostor pravé tehdy, kdyz kazdé jednobodovd mnozina v X je
uzaviena.
(¢) Topologicky prostor X je reguldrni praveé tehdy, kdyz je zéroven T; a Ts-prostorem. Je
normalni pravé tehdy, kdyz je zaroven Tp a Ty-prostorem.

Reseni. (a) Nechf X, Y jsou homeomorfni topologické prostory, nechf X je Tj-prostor. Nechf
f: X =Y je néjaky homeomorfismus.

Necht k = 0. Necht y1, yo € Y jsou dva rizné body. Existuji z1, o € X, 21 # x9, tak, Ze
y1 = f(x1), y2 = f(x2). Necht U je okoli bodu z; takové, ze xo ¢ U. Pak f(U) je okoli bodu y;
neobsahujici ys.

Necht k = 1. Necht yi, y2 € Y jsou dva rizné body. Plati y; = f(z1), y2 = f(x2), kde z1,
22 € X, 11 # x2. Existuji okoli Uy bodu 21 a Uz bodu x5 takovd, ze xo ¢ Uy, x1 ¢ Us. Pak f(Uy)
je okoli y1, f(Uz) je okoli yo pFicemz yo ¢ f(Ur), y1 ¢ f(Us).

Necht k = 2. Je-li U; (resp. Us) okoli bodu 21 = f~1(y1) (resp. 2o = f~1(y2)), piicemz y; # yo
aUiNUy= (Z), pak f(Ul) EXIN f(Ug) DYz a f(Ul) N f(UQ) = 0.

Nechf k = 3. Bud A C Y uzaviend mnozina, y € Y bod nelezici v A. Existuje bod z € X a
mnozina B C X tak, ze y = f(z) a A = f(B). Pfitom zfejmé ¢ B a mnozina B je uzaviend,
nebot f je

homeomorfismus. Jelikoz X je Ts-prostor, existuji oteviené mnoziny U, V C X tak, ze x € U,
BcCcVaUNV =0. Pak f(U), f(V) jsou oteviené mnoziny takové, ze y € f(U), A C f(V) a
fo)ynfv)=0.

Necht k = 4. Tento piipad vySetiime analogicky jako piipad k = 3.

(b) Necht X je Ti-prostor, z € X,y € X\{z}. Pfedpoklddejme, 7e X je Ti-prostor. Pak existuje
okoli U, bodu y takové, ze x ¢ U,. Polozme U = |J U, (sjednoceni pro y € X\{z}). Ziejmeé x ¢ U
ay €U pro kazdé y € X\{z}, t.j. U = X\{z}. Mnozina U je jako sjednoceni otevienych mnozin
oteviend, takze mnozina {z} je uzavfens.

Obracené, nechf kazda jednobodova mnozina v X je uzaviena. Necht x, y € X jsou dva riizné
body. Pak X\{z} (resp. X\{y}) je okoli bodu y (resp. ), piicemz x & X\{z} a y & X\{y}. Tedy
X je Tj-prostor.

(¢c) Z definic plyne, ze Ta-prostor je zaroven Tj-prostor a Ti-prostor je Ty-prostor. Reguldrni
prostor je Th-prostor a T3-prostor, je tedy zaroven Tj-prostor a T3-prostor. Obracené, méjme to-
pologicky prostor X, ktery je T}-prostor a T3-prostor. Necht z, y € X jsou dva rtizné body. Podle
predpokladu mnoziny {z}, {y} jsou uzaviené (a disjunktni). Ovsem kazdd uzaviend mnozina a
bod v ni nelezici maji disjunktni okoli; to ovSsem znamenad, ze X je Ts-prostor.

Podobné postupujeme ve zbyvajicich piipadech.

Vsimnéme si, ze Ty, Ty-prostor je Ty, Ts-prostor, Ty, Ts-prostor je Th-prostor, Th-prostor je
Ti-prostor a Ti-prostor je Ty-prostor; normalita je tedy nejsilngjsi z oddélovacich axiomu.

Déle si vS8imnéme, ze z vét, dokazanych v této kapitole, vyplyva tento Fetézec implikaci
vlastnosti topologického prostoru:

metrizovatelny prostor = parakompaktni prostor = normalni prostor =
= reguldrni prostor = Hausdorffav prostor = Tj-prostor = Ty-prostor .

2. Uved'te piiklad topologického prostoru, ktery (a) neni To-prostor, (b) je Tp-prostor, ale
neni Ty-prostor, (¢) je Ti-prostor ale neni Hausdorffuv, (d) je Ts-prostor, ale neni reguldrni, (e)
je Hausdorffuv ale neni reguldrni, (f) je reguldrni ale neni normélni, (g) je Ty-prostor, ale neni
normalni.

Reseni. (a) X s trividlni topologif nenf Ty-prostor (kazdy bod x € X m4 jediné okoli U = X).
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(b) X = {a,b}, 7 = {0, X, {a}}; definovany topologicky prostor je Ty-prostor ale nen{ T;-prostor
(bod @ mé okolf {a}, které neobsahuje bod b, zatimco kazdé okoli bodu b obsahuje bod a).

(c) Bud’ X libovolnd nekone¢nd mnozina, 7 topologie koneénych dopliki na X. X je T;-prostor
(pro libovolné dva body z, y € X, x # y, je mnozina X \{z} okoli bodu y, které neobsahuje bod z
a mnozina X \{y} je okoli bodu = neobsahujici bod y), ale neni Hausdorffuv (cv. 13 kap. 1).

(d) X s trividlni topologif neni T;-prostor (viz (a)), ale je Ts-prostor (je-li z € X libovolny bod,
pak jedind uzaviend mnozina neobsahujici bod z je prazdnd mnozina; ptitom X je okoli bodu z
takové, ze X N0 = 0).

(e) Uvazujme mnozinu R a jeji podmnozinu K = {z € R | z = 1/n,n € N}. Definujeme
topologii 7 na R pomoci baze, tvofené viemi otevienymi intervaly (a,b) a véemi mnoZzinami tvaru
(a,b)\K. Tato topologie je silnéjsi nez pfirozend topologie, prostor (R, 7) je tedy Hausdorffuv.
Ukdzeme, ze (R, 7) neni T3-prostor. Mnozina K je uzaviend a 0 ¢ K. Pfedpoklddejme, ze existuji
oteviené mnoziny U, V tak, 2e 0 € U, K C V a U NV = (. Zvolme prvek béaze topologie T
obsahujici 0 a lezici v U. Tento prvek béaze musi mit tvar (a,b)\K, nebot libovolny prvek béze
tvaru (a,b) obsahujici 0 protind K. Okoli V mnoziny K md nutné tvar (J,,(cn,dy), kde interval
(¢n,dy) je prvek béze topologie T obsahujici bod 1/n € K. Vysetiime mnozinu ((a, b)\K)N(cp, dy)
pro 1/n € (a,b). Tato mnozina je ziejmé neprazdnd: bod z ¢ K takovy, ze z < 1/n a zdroven
z > max{cp, 1/n+1} je prvkem (a,b)\K a zaroven (cp,dy). To ovSem znamend, ze U NV # (), t.].
(R, 7) neni reguldrni.

(f) Ve cv. 3 dokézeme, ze mnozina R se Sorgenfreyovou topologii 7 je normélni prostor a ve
cv. 4 dokézeme, ze prostor R x R se souc¢inem Sorgenfreyovych topologii neni normalni; R x R je
ovSem reguldrni prostor (Véta 2. (b) odst. 6.1 str. 142).

(g) Trividln{ topologicky prostor.

3. Dokazte, ze mnozina R se Sorgenfreyovou topologii 7s je normalni topologicky prostor.

Reseni. (R, 7s) je Hausdorffiv prostor (pt. (5) odst. 1.8 str. 10). Necht A, B C R jsou dvé
disjunktni uzaviené mnoziny. Zkonstruujeme jejich disjunktni okoli. Pro kazdé x € A je mnozina
R\ B okolim bodu z. Existuje tedy e, > 0 takové, ze okoli bodu z tvaru [z,z + &) lezi v R\ B.
Podobné pro kazdé y € B existuje €, > 0 takové, ze [y, y + ¢,) C R\ A. Klademe

U= U[x,az—i—am), V= U[y,y—i—ay).

T€EA yeB

Ziejmé U je okoli A a V je okoli B. Necht z € U N V; pak existuji body z, y takové, 7Ze z €
[,2 4+ e,) N [y,y +&,). Podle predpokladu je z # y; necht napt. z < y. Pak oviem y € [z, + &),
coz je spor s piredpokladem, ze [z, z + ¢,) N B = 0. Je tedy U NV = 0, coz dokazuje normélnost
prostoru (R, 7g).

4. Zjistéte, zda mnozina R x R se soutinem Sorgenfreyovych topologii 75 je normalni topolo-
gicky prostor.

Reseni. Uvazujme R x R se soucinem Sorgenfreyovych topologii a topologicky prostor ¥ =
{(z,y) € R? | y = —2} C R x R. Tento podprostor je uzavieny, nebot je uzavieny v piirozené
topologii, ktera je slabsi nez soucin Sorgenfreyovych topologii; je diskrétni; kazdd jednobodova
mnozina {(z,—x)} C Y je oteviend, nebot {(z,—x)} = [z,x +£1) X [-x, —z + £2) N Y pro néjaké
€1, €2 > 0. Libovolna funkce f : Y — R xR je tedy spojita. Pfedpoklddejme, ze R x R je normaélni.
Podle Véty 9. odst. 6.2 str. 146 lze funkci f spojité rozsffit na R x R; oznaéme f né&jaké jeji spojité
rozsifeni. Uvazujme mnozinu M = Q x Q, kterd je hustd v R x R (v sou¢inu Sorgenfreyovych
topologif), a zobrazeni ¢ : RY — RM | definované vztahem ¢(f) = f|ar. Ukdzeme, 7e zobrazeni ¢ je
injektivni. Je-li o(f) = ©(g), t.j. flar = glar, pak f = g podle Disledku 1.Véty 8. odst. 3.2 str. 35,
nebot prostor R x R je Hausdorffiv. Za piedpokladu normélnosti R x R jsme tedy zkonstruovali
injektivni zobrazeni z mnoziny RY do RM; pfitom mnozina RY m4 stejnou mohutnost jako R®
(existuje zfejma bijekce mezi mnozinami R a Y) a mnozina R™ ma mohutnost mensi nez RF
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(mnozina M je spocetnd). To je oviem spor s tvrzenim Cantorovy—Bernsteinovy véty, podle které
by mohutnost RY méla byt mensi, nez mohutnost R*. Prostor R x R se sou¢inem Sorgenfreyovych
topologii tedy neni normalni.

Topologicky prostor R X R (s uvazovanou topologii) je pfikladem sou¢inu normélnich prostoru,
ktery neni normalni a zaroven ptikladem regularniho prostoru, ktery neni normalni.

5. Rozhodnéte, zda topologicky prostor (X, 7k ), kde X je mnozina a 7x je topologie koneénych
dopliiku na X, je (a) reguldrni, (b) normélni.

Reseni. Je-li mnozina X nekonecnd, pak (X, 7x ) nenf Hausdorffiv, a tedy nenf regularni (ani
normalnf). (X, 7x) je Ti-prostor (cv. 2 (c)).

Nechf X je koneénd mnozina. Pak (X, 7x) je Hausdorffiv prostor a kazdd mnoZina oteviend
v Tk je zaroven uzaviend (cv. 13 kap. 1). Libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoziny A, B C X
Ize tedy oddélit disjunktnimi otevienymi mnozinami: za tyto oteviené mnoziny lze vzit mnoziny

A, B.

6. Bud X Tj-prostor. Dokaizte, ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) X je normélni.
(2) Pro libovolnou dvojici disjunktnich uzavienych mnozin A, B C X existuje spojitd funkce
f: X —0,1] takovd, ze f(A) = {0}, f(B) = {1}.
Rozhodnéte, zda plati Urysohnovo lemma (Véta 8. odst. 6.2 str. 145, predpokldaddme-li, ze X
je Ty-prostor.

Reseni. Z podminky (1) vyplyva podminka (2) (Urysohnovo lemma). Obrécené, necht plati
(2). Polozme U = f~1([0,1/3)),V = f~1((2/3,1]). U a V jsou okoli mnozin A a B a plat{ UNV = .
X tedy splituje axiom Ty. Podle predpokladu je X Tj-prostor, je tedy podle cv. 1 (¢) normélni.

V dukazu Urysohnova lemmatu se nepfedpokladd platnost axiomu 75, tato véta tedy plati i
v Ty-prostorech.

7. Bud X normélni prostor, A C X uzaviend mnoZzina, U jeji okoli a f : U — R spojita
funkce. Existuje okolf V mnoziny A a spojitd funkce g : X — R takovd, ze g|y = f|v. Dokazte.

Reseni. Podle Véty 4. odst. 6.2 str. 143 existuje okoli V mnoziny A takové, ze c1V C U. Pak
flav je spojitd funkece, definovand na uzaviené podmnoziné normélniho prostoru; existuje tedy
spojité rozsiteni g na cely prostor (Véta 9. odst. 6.2 str. 146). Evidentné g|y = f|v.

8. Dokazte, ze plati:

(a) Je-li X reguldrni topologicky prostor, pak libovolné dva body z, y € X, x # y, maji okoli,
jejichz uzéveéry jsou disjunktni.

(b) Je-li X normélni topologicky prostor, pak libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoziny v X
maji okoli, jejichz uzavéry jsou disjunktni.

Plati obracena tvrzeni?

Reseni. (a) Tvrzeni plati (vyplyvd z Véty 1. odst. 6.1 str. 142). Obracené tvrzeni obecné
neplati. Necht libovolné dva rizné body z, y topologického prostoru X maji okoli, jejichZz uzaveéry
jsou disjunktni. Pak X je zfejmé Hausdorffuv; nemusi vsak spliovat axiom T3 (porov. cv. 1
(c)). Prikladem je topologicky prostor, uvedeny v feseni cv. 2 (e). Oznaéme 72 jeho topologii,
71 prirozenou topologii na R. R s pfirozenou topologii je regularni, a tedy ke kazdym dvéma
bodim z, y € R,  # v, existuje okoli U bodu z a okoli V bodu y tak, ze cl,, U Ncl, V = 0.
Ovsem podle cv. 14 kap. 2 platicl,, U Ccl;, Uacl,V Ccl, V,tj. cl,UnNcl, V Ccl, Uncl, V.
Odtud cl, U Ncl,, V = 0. V daném topologickém prostoru (R, 72) lze tedy libovolné dva ruzné
body oddélit okolimi, jejichz uzdvéry jsou disjunktni; pfitom (R, 72) nespliiuje axiom 75 a nenf
tedy regulérni.

(b) Tvrzeni je piimym dusledkem Véty 4. odst. 6.2 str. 143. Obracené tvrzeni neplati. Pfedpo-
kladejme totiz, ze libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoziny v topologickém prostoru X maji
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okoli, jejichz uzavéry jsou disjunktni. Pak X je Ty-prostor, ale nemusi byt Hausdorffiiv. Uvazujme
napf. trivialni topologicky prostor X. X a @ jsou jediné dvé uzaviené mnoziny a jsou disjunktni.
Pfitom X je okolim X a 0 je okolim () a plati c1 X Ncl) = X NP = . X oviem neni normélni,
nebot neni Hausdorffav.

9. Bud X mnozina, 71, » dvé topologie na X, 7 C 7». Rozhodnéte, zda plati nékteré z téchto
¢trnacti tvrzeni:
(a) Je-li (X,71) Ty-prostor, kde k = 0,1,2,3,4 (resp. reguldrni, resp. normélni prostor), pak
také (X, 7o) je Tg-prostor (resp. reguldrni, resp. normélni prostor).
(b) Je-li (X,72) Ti-prostor, kde k = 0,1,2,3,4 (resp. reguldrni, resp. normdlni prostor), pak
také (X, 1) je Tp-prostor (resp. reguldrni, resp. normélni prostor).

Reseni. Tvrzeni (a) ziejmé plati pro Ty-prostor, kde k = 0,1,2; pro k = 3,4 neplati.

Tvrzeni (b) neplati. Uvedeme piiklady. Na R uvazujme topologii koneénych dopliku 7x,
piirozenou topologii 7, Sorgenfreyovou topologii 75 a topologii 7/, definovanou ve cv. 2 (e). Plati
Tx C T C Ts a stejné inkluze plati pro souc¢iny téchto topologii na R x R. Pfitom R x R se
soucinem topologii 7x neni normalni, R x R se soucinem topologii 7 je normélni a R x R se
soucinem topologii 7¢ neni normélni (cv. 4). Podobné plati 7 C 7 C 7/; pritom (R, 7x) nenf
reguldrni, (R, 7) je reguldrni a (R, 7’) neni reguldrni.

10. Uzitim definice parakompaktniho prostoru ukazte, ze reguldrni topologicky prostor
druhého typu spocetnosti je parakompaktni.

Reseni. Bud X reguldrni topologicky prostor druhého typu spocetnosti, o jeho spocetna béze.
Bud v oteviené pokryti X. Nechf U € v a z € U je libovolné ale pevné zvoleny bod. Podle Véty
1. odst. 6.1 str. 142 existuje mnozina W € o takovd, ze ¢ € W a clW C U. Pro kazdé i € N
vybereme pravé jednu mnozinu U; € v takovou, ze cl W; C U;, kde mnoziny W;, ¢ € N, probihaji
bdzi 0. Ztejme (U;);en je spocetné podpokryti pokryti v. Pro kazdé n € N klademe

V. =U,\ cl (nU Wz> =U,\ (TU chi> .

i=1

Mnoziny V;, jsou oteviené. Ukdzeme, ze (V;,)nen je lokdlné koneéné zjemnéni pokryt{ v. Evidentné
plati, ze V;, C U, pro kazdé n € N a |J,, V, = Ur U (U2\ clW1) U (Us\(cl Wy UclWy)) U--- =
U, Un = X, nebot clW; C U; pro kazdé i € N. Necht y € X je libovolny bod. Existuje index
k € N a mnozina Wy, € o takova, ze y € Wy. Pak

Wi N Vi = Wi, N (Un\ (ch1Wi>> =0

i=1

pro kazdé n > k. Topologicky prostor X je tedy parakompaktni.

11. Bud X topologicky prostor, definovany ve cv. 15 kap. 4.
(a) Ukazte, ze X je Hausdorffuv.
(b) Ukazte, ze X je normalni.

Reseni. (a) K libovolnym dvéma riznym bodim z, y € X existuji prvky U, V béze topologie
takové, zex c U,y ValUNV = 0.

(b) Kazdd mnozina ze systému (o4 )zex (viz cv. 15 kap. 4) je zdroven oteviend i uzaviena.
Prostor X je tedy normélni (Véta 4. odst. 6.2 str. 143).
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Metrizovatelné topologické prostory

12. Rozhodnéte, zda jsou metrizovatelné tyto topologické prostory:

Trividlni topologicky prostor.
YR s topologif bodové konvergence, je-li Y metrizovatelny topologicky prostor.
(g) C(N,Y) s topologif bodové konvergence, je-li Y metrizovatelny topologicky prostor.

Reseni. (a) Neni; neni prvniho typu spocetnosti (pf. (4) odst. 1.8 str. 9). (b) Neni; neni
normdlnf (cv. 4). (c¢) Nenf; plyne z Véty 8. odst. 5.4 str. 114. (d) Je-li T nespotetnd mnozina, pak
[0,1]F C R’ neni metrizovatelny (Véta 10. odst. 5.4 str. 116). V ostatnich piipadech je metrizo-
vatelny jako podprostor metrizovatelného topologického prostoru. (e) Neni; nen{ Hausdorffuv. (f)
Neni (Véta 10. odst. 5.4 str. 116). (g) Je metrizovatelny jako podprostor metrizovatelného prostoru
(Véta 9. odst. 5.4 str. 115); pFitom zFejmé nezdlezi na topologii prostoru N.

13. Necht X je mnoZina, 71, 7 dvé topologie na X. Je-li X metrizovatelny v jedné z téchto
topologii, je metrizovatelny v druhé?

Reseni. O metrizovatelnosti X v druhé z obou topologii nelze nic ici ani v pipadé, ze topolo-
gie 11, T2 jsou srovnatelné. Piikladem je mnozina R s topologii kone¢nych dopliku 7x, pfirozenou
topologii T a Sorgenfreyovou topologii 7¢. A¢koliv 7x C 7 C 75, je (R, 7) metrizovatelny, zatimco
(R, 7K), (R, Ts) metrizovatelné nejsou.

14. Dokazte, ze metrizovatelny topologicky prostor je parakompaktni (Stoneova véta).

Reseni. Uvedeme dikaz M. Kovéra, ktery se lisf od dikazu Stoneovy véty, podaného v odst.
6.6.

Bud X metrizovatelny topologicky prostor. Zvolme na X metriku kompatibilni s topologii a
polozme pro vSechna z € X, n, m € N

BM™ = B(z,27"(1-2"™)), B™ = B(z,27").

Snadno se ovéri, ze pro libovolnou podmnozinu Y € X, n, m € N, k € N U {oo}, kde m < k,
plati

(1) cl (U Bf”") cJBrm.
tey tey

Predpoklddejme, ze mnozina X je dobie usporddand. Pro libovolnd x € X, n, m € N, k € NU{oo}
klademe
plz,n, k) = min{t eX|ze Bf’k},

Wym = Bt ol <U Bf’m”) , V= B\ <U Bf’m+3> :

t<x t<z

n,m __ pn,m+2 n,m-+1
Q=B | U B

t<(z,n,m+2)

Existence prvku u(z,n,k) € X plyne z dobrého uspotadani mnoziny X a faktu, ze z € B™F.
Pomoci (1) se snadno ukéze, ze pro vsechna x € X, n, m € N plati

(2) AV C W,
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Déle budeme postupovat v nékolika krocich, ve kterych ovérime vlastnosti vyse zkonstruovanych
otevienych mnozin W™, V™ Q.

(a) Ukazeme, ze pro pevné n, m € N pro libovolné ¢ € X plati £ € Q™™ a pro vSechna z € X,
x # (& n,m+2) je Q" NWHT = 0.

Zvolme ¢ € X. Klademe y = pu(&,n,m + 2). Pak £ € By™*? ale vzhledem k (1) & ¢
U<y B coz dava € € Q™. 7 definice mnozin Qe™, W™ je ziejmé, ze

pro z # y je Q" N W = 0.

(b) Z tvrzeni (a) vyplyva, ze systém (W ™), cx je lokdlné koneény. Ze vztahu (2) pak vyplyva,
ze je lokalné konecny i systém (cl V™) ex.

(¢) Ukdzeme, ze pro libovolnou otevienou mnozinu U C X a bod ¢ € U existuji € X, n,
m € N tak, ze £ € V™ a W™ C U.

Zvolme piirozené &fslo n tak, ze ng,oo C U. Oznacme y = p(&,n,00). £ € B> a tedy
existuje m € N tak, ze £ € Bp'™. Oviem & ¢ |, Bi"™, odkud podle (1) ¢ & cl(U,., Bf"™).
To znamend, ze § € V™. Z inkluz{l W™ C B>, y € B{"™ pak dostaneme W™ C B> C
B{Th® cU.

Meéjme nyni libovolné oteviené pokryti v topologického prostoru X. Pro libovolné n, m € N
ozna¢ime X™™ mnozinu bodu ¢ € X takovych, Ze existuje U € v, pro které W,”™ C U. Dale
klademe K = {(n,m) € N x N | X™™ £ (}. Mnozinu K uspotfddejme v posloupnost a oznatme
pro viechna (n,m) € K, z € X"™™.

3) vpr=wrmo ) | an

(,5)<(n,m) te X3

Provérime, ze systém A = {U»™ | (n,m) € K,z € X™™} je oteviené lokélné koneéné zjemnéni
pokryti v. Zvolme libovolné pevné bod & € X. Oznac¢me L(£) mnozinu dvojic (i,7) € K takovych,
7e existuje t € X%, pro které £ € W7, Mnozina L(€) je neprdzdnd. Vskutku, k prvku £ existuje
oteviend mnozina U € v tak, ze £ € U. Ovsem podle (c) a vztahu (2) dostdvame, zZe existuje
r1 € X, ny, my € N s vlastnosti £ € V1™ C el Vo™ C Wpb™ C U. Pak x € XM 4 (),
(n1,m1) € K a protoze { € W™ je (n1,m1) € L(§).

Necht (ng,mg) je nejmensi prvek mnoziny L(¢) (v uspofdddni indukovaném z K). Existuje
prvek zg € X"0™0 tak, ze £ € W0 Mo, Avsak

¢¢ U U awv,

(i,j)<(n0,mg) teX i

jinak pomoci (3) snadno odvodime spor s tim, ze (ng, mp) je minimélni prvek mnoziny L(§). Tedy
§ € Upo™o podle (3) a proto A pokryva X.
Klademe

p=vimal N Qv

(4,5)<(n1,m1)

Z (a) vyplyvd, ze P je okoli bodu &. Necht pro ngjaké (n,m) € K ax € X™™ je PNUM™ # (). Pak

oviem V7™ N U™ # (), odkud podle (3) je (n1,m1) > (n,m). Potom viak P C Q™ a proto

Q™ W™ £ 0. Z (a) opét plyne, ze x = (&, n,m + 2). Ukdzali jsme, ze pokud PN U™ # 0,

musi byt (n,m) < (n1,m1) a x = u(&,n,m+ 2). Tedy A je lokdlné koneény systém mnozin. Jejich

otevienost plyne z (3) a z (b), pficemz A zjemnuje pokryti v, jak je zfejmé z definice mnozin X™™.
Tim je dikaz ukoncen.

Poznamka. Vsimnéme si, ze z (b) a (c¢) plyne, ze systémy mnozin (W2™)zcx nmeN,
(V™) pe x.n,meN jsou o-lokélné koneéné baze (metrické) topologie topologického prostoru X.
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15. Topologicky prostor X se nazyva lokdlné metrizovatelny, jestlize kazdy bod x € X ma
okoli U, které je metrizovatelné jako topologicky podprostor X.
Dokazte, Ze topologicky prostor je metrizovatelny préaveé tehdy, kdyz je parakompaktni a lokalné
metrizovatelny (Smirnoviv metrizacni teorém).

Reseni. Je-li topologicky prostor X metrizovatelny, pak je zFejmé lokélné

metrizovatelny a podle Stoneovy véty (Véta 15. odst. 6.6 str. 161) parakompaktni.

Obracené, necht X je parakompaktni a lokdlné metrizovatelny. UkaZeme, ze X md bézi, ktera
je o-lokalné kone¢né. Pokryjeme X otevienymi mnozinami, které jsou metrizovatelné, a vybereme
lokalné kone¢né zjemnéni v tohoto pokryti. Podle definice kazdy prvek U € v je metrizovatelny;
oznaéme dy metriku na U kompatibiln{ s topologii U. Oteviend koule By (z,e) (v metrice dy),
lezici v U, je oteviend podmnozina X. Pro pevné n € N klademe v™ = {By(z,1/n) | U €
v,z € U}. Z parakompaktnosti X vyplyvé, ze existuje lokdlné koneéné zjemnéni{ \" pokryt{ v™ pro
kazdé n € N. Klademe A = |JA™. Pak X je o-lokdlné koneéné pokryti X. Ukdzeme, ze A je bdze
topologie topologického prostoru X. Bud z € X libovolny bod, V jeho okoli. Bod z je prvkem

kone¢né mnoha mnozin z pokryti v; ozna¢me tyto mnoziny Uy, Us, ..., Ug. Pak V N U; je okoli
bodu z v mnoziné U;, existuje tedy e; > 0 takové, ze By,(z,e;) C V NU;. Zvolme n € N tak,
aby 1/n < min{ey,ea,...,e5}/2. Systém mnozin A\ pokryvd X, existuje tedy mnozina W € A"

obsahujici x. Protoze A\™ je zjemnéni v", existuje pro néjaké U € v a né&jaky bod y € U koule
By (y,1/n), obsahujici W. To znamend, ze « € U, a tedy U je nékterd z mnozin Uy, Us, ..., Uk.
Necht napt. U = U;. Pak plati By, (y,1/n) C By, (z,&;), nebot d(y,z) < 1/n implikuje d(z,z) <
d(z,y) +d(y,z) < 1/n+1/n < min{e1,ea,...,ex} < &;, a tedy W C V. Podle Véty 9. odst. 1.4
str. 7 je A™ béaze topologie topologického prostoru X. Tato topologie je parakompaktni, a tedy
regularni. Podle Véty 12. odst. 6.5 str. 156 je prostor X metrizovatelny.

Topologické grupy

16. Ukazte, ze grupa GG, na niz je dana topologie, je topologickou grupou pravé tehdy, kdyz
jsou spojitd zobrazeni G >z — 2 '€ GaG x G > (x,y) »x-y €G.

Reseni. Oznaéme e neutralni prvek grupy G a predpoklddejme, ze G je topologicka grupa.
Zobrazeni G > x — (e,2) € G x G aG x G > (x,y) — x -y~ ! € G jsou spojita, jejich kompozice
r — x7 ! je tedy také spojitd. Podobné zobrazeni (x,y) — x - y je spojité, nebot vznika slozenim
spojitych zobrazeni (z,y) — (z,y~ 1), (z,y) — -y~ L.

Obréacens, jsou-li zobrazeni x — x~ 1, (2,y) — x -y spojita, pak také zobrazeni (x,y) — x -y~
je spojité jako kompozice zobrazenf (z,y) — (x,y~ 1) a (z,y) — x - y.

1

17. Bud X topologicka grupa. Ukazte, Ze plati nasledujici tvrzeni:
(a) Zobrazeni x — x~! je homeomorfismus grupy G na sebe.

(b) Pro libovolné = € G jsou zobrazeni L, : G — G, R, : G — G, definované vztahem
L.(g9) =a-g, Ri(g9) = g-a (levd a pravd translace o prvek a), homeomorfismy.

(¢) Pro libovolné dva body z, y € G existuje homeomorfismus f : G — G takovy, ze f(z) =y
(G je homogenni prostor).

Reseni. (a) Zobrazeniz — 2! je bijektn{ a spojité a je totozné se svym inverznim zobrazenim.

(b) Zobrazeni L, je spojité jako kompozice spojitych zobrazeni x — (a,z), (z,y) — = - y. Pro
inverzni zobrazeni plati (L,)~! = Ly, kde b = a~!. Analogicky vysetiime R,.

(c) Zobrazeni G 3 z — f(2) = z- 27! -y € G je hledany homeomorfismus.

18. Bud G topologicka grupa, A C G podmnozina. Dokazte, Ze plati:
(a) Je-li A oteviend (resp. uzaviend), pak A~! je oteviend (resp. uzaviend).
(b) Je-li A oteviend (resp. uzaviend), pak pro kazdé z € G je mnozina - A a A - x oteviend
(resp. uzaviend).
(c) Je-li A oteviend, pak pro libovolnou mnozinu B C G jsou oteviené mnoziny B- A a A - B.
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Plati tvrzeni (c), zaménime-li slova “oteviend mnozina” za “uzaviend mnozina”’?

Reseni. (a) Podle cv. 17 (a) jsou mnoziny A, A~! homeomorfni.
(b) Podle cv. 17 (b) jsou mnoziny A, z - A = L,(A), A-x = R,;(A) homeomorfni.
(c) Jelikoz

AB=|JAz, B-A=|Jz-A

reB zeB

a mnoziny A -z, x - A jsou oteviené, jsou také mnoziny A - B, B - A oteviené.

Tvrzeni analogické s tvrzenim (c) pro uzaviené mnoziny neplati. Dokonce i v piipadé, ze obé
mnoziny A, B jsou uzaviené, nemusi byt mnozina A - B uzaviend. Uvedeme piiklad. Uvazujme
mnozinu R? s grupovou operaci +, definovanou vztahem x+y = (21 +y1, 22 +92), kde x = (21, 22),
y = (y1,y2) (operace s¢itani). R? s touto operaci je topologicka grupa. Polozme

1
A= ,T2) € R? >0,0< 2 <1— :
{(961 962) |961_ S T2 S x1+1}

B = {(,7:1,302) €R2|$2:O}.

Mnoziny A, B jsou uzaviené. Pro mnozinu A + B dostdvdme A+ B ={z+y € R? |z € A,y €
B} = {(x1,72) € R? | 21 € R, 25 € [0,1)}, A+ B tedy nenf uzaviena.

19. Necht G je topologickd grupa, e jeji neutralni prvek.
(a) Je-li U okoli e, pak U~! je okolf e.
(b) Je-li U okoli e, pak existuje okoli V' bodu e takové, ze
Vi=vaVcuU.
(¢) Ke kazdému okoli U bodu e existuje okoli V' bodu e takové, ze V-V C U.
(d) Ke kazdému okoli U bodu e existuji okoli V1, Va bodu e takova, ze Vi -Vt c U, Vy Vo C U.
(e) Je-li U okoli e, pak pro kazdé x € G je x - U - =1 okoli e.
Dokazte.

Reseni. (a) Mnoziny U, U~! jsou homeomorfni (cv. 17 (a)) a U~! obsahuje e.

(b) Klademe V = UNU 1. V je oteviend mnozina obsahujicie, V C U aplati V- = U~tNU =
V.

(¢c) Zobrazeni G x G 3 (x,y) — x -y € G je spojité, ke kazdému okoli U bodu e tedy existuji
okoli Wy, W5 bodu e takova, ze W1 - Wy C U. Klademe V=W NWs. Pak V-V Cc Wy - W, C U.

(d) Dukaz je podobny jako v (c).

(e) Mnozina z - U - 271 je oteviena (je homeomorfni s U) a obsahuje e.

20. Dokazte, ze je-li topologicka grupa Ty-prostor, pak je Hausdorffuv prostor.

Reseni. Nechf G je topologicka grupa, z, y € G dva ruzné body. Existuje okoli W bodu y
takové, ze x ¢ W. Pritom W = y - U, kde U je okoli neutrdlniho prvku e. Tedy = & y - U, t.j.
y~ 1.2 € U. Podle cv. 19 (d) existuje okoli V bodu e takové, ze V- V=1 C U. Mnozina x - V (resp.
y-V) je okoli bodu z (resp. y) a plati z-VNy-V = (. Kdyby totiz existoval bod z € z-VNy-V, platilo
byz l-zeV,y t-zeV,atedyzt-z eV tayt-2€V.Odtudy t-2- 272 e V-V CU,
t.j. y~1 -2 € U, coz je spor s vybérem mnoziny U.

21. Bud G topologicka grupa, H jeji podgrupa, uvazovana s topologii podprostoru. Dokaite,
ze plati:
(a) cl H je podgrupa G.
(b) Je-li int H # (), pak H je oteviend v G.
(c) Je-li H oteviend v G, pak je také uzaviend v G.
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Reseni. (a) Z definice podgrupy je ziejmé, ze staci ukazat, ze pro libovolné dva body =,
y € clH plati z -y~ € cl H. Ukdzeme, ze libovolné okoli W bodu z - y~! méa neprazdny prinik
s H. Zobrazen{ (x,y) — x -y~ ' je spojité, existuji tedy okoli U > z, V > y v G takova, 7e
U-V-t cW. Jelikoz « € cl H, y € cl H, existuji body a, b € H takové, ze a € U, b € V. To oviem
znamend, ze a - b1 € U -V 1, Jelikoza-b' € H,plati U - V"' NH C WN H # 0.

(b) Necht x € int H, W je okoli z takové, e W C H. W = x - U, kde U je okoli e. Bud y € H
libovolny bod. y- U je okoli y aplati y - U =y - (=" )W) = (y-27')- W C H, nebot z7! € H a
také y-2~! € H.

(c) Bud H C G oteviend mnozina. Ukdzeme, ze G\H = (G\H) - H. Necht € G\H. Pak
r=z-e€(G\H)-H,t.j. G\H C (G\H) - H. Obrécené, necht = € (G\H) - H. Pak z = y - 2, kde
y € G\H a z € H. Odtud plyne, 7ze y ¢ H, a tedy také x ¢ H (H je podgrupa), t.j. x € G\H.
Dostali jsme tak (G\H)- H C G\H, coz dokazuje, ze plati vyse uvedend rovnost. Podle cv. 18 (c)
je mnozina (G\H) - H oteviend, coz dokazuje uzavienost H.

22. Uved'te piiklady topologickych grup.

Reseni. (a) Kazd4 grupa, uvazovana jako trividlni topologicky prostor, je topologicka grupa.

(b) Kazd4 grupa, uvazovand jako diskrétni topologicky prostor, je topologickd grupa.

(¢) (Redlny nebo komplexni) kone¢nérozmeérny vektorovy prostor s operaci séitani vektoru a s
piirozenou topologif je (komutativn{) topologicka grupa (pf. (6) odst. 3.7 str. 44).

(d) Mnozina R\{0} s operaci ndsobeni redlnych ¢isel (multiplikativni grupa redlngch déisel)
s pfirozenou topologii je topologickd grupa. MnoZina kladnych ¢isel R™ s operaci nésobeni a s
indukovanou topologii je jeji podgrupa. Zobrazeni R > ¢t — ¢! € R* je izomorfismus grup a
homeomorfismus.

(e) Ozna¢me GL,(R) grupu ¢tvercovych reguldrnich matic fddu n jejichz prvky jsou redlnd
¢isla. Uvazujme GL,(R) jako topologicky podprostor Euklidova prostoru R™. Plati GL,(R) =
R"\{A € R | det A = 0}, kde det A oznacujme determinant matice A. Funkce det je oviem
spojitd, takze mnozina boda A, pro které det A = 0, je uzaviend (Dusledek (a) Véty 8. odst. 6.2
str. 77); GL,(R) je tedy oteviend mnozina.

Je ziejmé, ze nasobeni matic GL,(R) x GL,(R) 3 (4,B) — A-B € GL,(R) je spojité: vznika
zuzenim definiéniho oboru ¢ hodnot spojitého zobrazeni R” x R" > (A,B")— A -B' € R™.
Ukazeme, 7e také zobrazeni GL,(R) > A — A~! € GL,(R) je spojité. Funkce det, ziZena na
topologicky podprostor GL,(R) topologického prostoru R”z, je spojita a vsude ruzna od nuly;
funkce GL,(R) 2 A — 1/det A € R je tedy také spojitd (pf. (3) odst. 3.7 str. 43). Z definice
inverzn{ matice jiz nynf snadno vyvodime, 7ze zobrazeni GL,(R) > A — A~! € GL,(R) je spojité.

GL,(R) s topologii podprostoru Euklidova prostoru R je tedy topologickd grupa; nazyva se
obecnd linedrni grupa rddu n.

(f) Kazdé podgrupa topologické grupy (s indukovanou topologii) je topologickd grupa. Uvedeme
nékteré podgrupy obecné linearni grupy

GL,(R) (“maticové grupy” ): specidlni linedrni grupa SL,(R) = {A € GL,(R) | det A = 1},
ortogondlni grupa O,(R) = {A € GL,(R) | A- A = E}, kde A je transponovana matice k matici
A a E je jednotkovd matice, specidlni ortogondini grupa SO, (R) = O,(R) N SL,(R).

(g) Mnozina komplexnich ¢éisel S = {z € C | z = z+ 1y, |2| = 1} spolu s ndsobenim komplexnich
¢isel a s piirozenou topologif je topologickd grupa: zobrazeni S x S 3 (21, 22) — 21 - 22_1 € S, kde
271 = 2* je komplexné sdruzené ¢islo, vzniks ztizenim definiénfho oboru a oboru hodnot spojitého
zobrazeni (z1,22) — 21 - 29.

Zobrazeni R > t — f(t) = 2™ € S, kde R je uvazovano jako topologickd grupa s operacf
s¢itdni (viz (c¢)), je homomorfismus grup a je spojité.

(h) Podobneé jako v (e) lze definovat kompleznd obecnou linedlrni grupu G L, (C) a jeji podgrupy
SL,(C)={A € GL,(C) | det A = 1} (komplexni specidlni linedrni grupa), U, = {A € GL,(C) |
A - (A"t = E}, kde A* oznatuje matici komplexné sdruzenou k A (unitdrni grupa), SU, =
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{A € U, | det A = 1} (specidlni unitdrni grupa); vsechny tyto grupy maji pfirozenou strukturu
topologickych grup.

23. Rozhodnéte, které z topologickych grup SL,(R), O,(R), SO,(R) C R, S c C,
GL,(C), SL,(C), U,, SU, C C" jsou oteviené (resp. uzaviené).

Regeni. Plati SL,(R) = det™({1}), takze tato mnozina je uzaviens. Déle pro A € R™",
A = (a;;), klademe

flA)=4 A"= (Z aikajk> )
k

dostavéme spojité zobrazeni f : R" — R™ . Plati O, (R) = f~!(E), takze mnozina O, (R) C R™’
je uzavfend. Dale uvazujeme-li funkei det zizenou na O, (R), plati SO, (R) = det™*({1}) € O,.(R);
SO, (R) je tedy uzaviend v O,(R) a tedy také v Euklidové prostoru R (Véta 4. (c) odst. 3.1
str. 32).

S je uzaviend v C. GL,(C) C c je oteviena, SL,(C), U, a SU, jsou uzaviené mnoziny
v C",

Topologické vektorové prostory

24. Rozhodnéte, zda vektorovy prostor RN s topologii 7, kde 7 je (a) silny souéin ptirozenych
topologif, (b) sou¢in pfirozenych topologii na mnoziné redlnych ¢isel R, je topologicky vektorovy
prostor.

Reseni. V obou pifpadech je RN Hausdorffiiv prostor. Oznacéme 71, (resp. m3) prvni (resp.
druhou) projekci soucinu RN x RN. Vysetiime spojitost zobrazeni F : RN x RN — RN defino-
vaného vztahem F = 1 +72. Analogicky ozna¢me p (resp. m) prvni (resp. druhou) projekei sou¢inu
R x RN; vysetiime spojitost zobrazeni G : R x RN — RN, definovaného vztahem G = p- 7. Kazdé
ze zobrazeni 71, ma, p, T je spojité (Véta 7. (a) odst. 3.2 str. 34).

(a) Uvazujme na RY silny soucin piirozenych topologii. Dokazeme, ze pro libovolny topologicky
prostor X a libovolnd spojitd zobrazeni f,g : X — RN jsou zobrazeni f +¢, f-g: X — RN
spojita.

Oznaé¢me h = f+g. Bud z € X libovolny bod, U = (h!(x)—e!, h(z)+et) x (h?(x) —e2, h?(z)+
€2) x prvek béaze topologie silného soucinu v bodé h(x). Existuji okoli V4, V2 bodu « takovai,
z7e f(Vl) (fi(x) —et/2, f () +e'/2) x (f2(z) — €2/2, f(x) + %/2) x --- (spojitost f v bodeé

x), 9(V2) C (g' () —€'/2,9"(z) +€'/2) x (¢*(x) — £%/2, 9°(x) +€%/2) x - - (spojitost g v bodé x).
Bud y € V4 N Vz libovolny bod. Pak pro kazdé i plati |f'(y) — fi(z)| < €'/2,|¢%(z)| < /2. Odtud
|hi(y) — hi(x)| < €® a tedy h(y) C U, t.j. h(V1 N Vz) C U. Zobrazeni h je tedy spojité v bodé z.

Oznaéme h = f-g. Bud x € X libovolny bod, U = (h!(z) —e!, hl(x) +eb) x (h?(x) — %, h?(z) +
£?) x - -+ prvek baze topologie silného souc¢inu v bodé h(z). Podobné jako v pi. (3) odst. 3.7 str.
43 klademe

)
[y S

=%<((|f"(w)l+lgi(w)|) 4)” ~|fi(a)] - |<x>|>.

Existuji okoli V3, Va bodu x takova, ze f(Vl) (fi(x) El,fl($)+€1 (fz( )—e, f2(x)+et) x
(spojitost f v bodé z), g(Va) (g} (z) — £b, 6" (2) + 1) x (g2(x) — 23, g*(x) + 3) x - - (spojitost
g v bodé z). Bud y € Vi N V5 libovolny bod Pro kazdé i € N dostaneme podobneé jako v pf. (3)
odst. 3.7 str. 43 |hi(y) — hi(z)| < (e9)* + (|f1(x)] + |g'(x)]) - €} = &. Odtud h(V1 N V2) C U, takze
funkce h je spojita v bodé x.
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Vektorovy prostor RN se silnym sou¢inem piirozenych topologif je tedy topologicky vektorovy
prostor.

(b) Jelikoz topologie sou¢inu na RN je slabi nez topologie silného souéinu, ze spojitosti zobrazeni
f+g, f-g vysetiovanych v (a) vyplyva jejich spojitost v topologii soucinu. Vektorovy prostor RN
s topologii sou¢inu pfirozenych topologii je tedy také topologicky vektorovy prostor.

Bud E reélny (resp. komplexn{) vektorovy prostor. Mnozina A C E se nazyvd vyvdZend, jestlize
pro kazdé a € R (resp. a € C) takové, ze |a|] < 1, plati a - A C A. Pro libovolnou neprézdnou
mnozinu B C E je mnozina B’ ={{ € F | £ =a-(,|a|] <1,( € B} vyvazend; nazyva se vyvdZeny
obal mnoziny B. Ztejmé B C B'.

25. Nechf oq je lokdlni baze topologického vektorového prostoru E v bodé 0. Systém mnozin
o(, tvofeny vyvazenymi obaly mnozin ze systému o, je lokdlni bdze topologického vektorového
prostoru v bodé 0. Ukazte.

Reseni. Ukdzeme, ze vyvazeny obal W’ okoli W nulového vektoru 0 je okoli 0. Ziejmé 0 € W”.
Bud ¢ € W’ libovolny nenulovy vektor. Podle definice vyvézeného obalu € = a-(, kde ( € W a
la| < 1; zFejmé a # 0 a zobrazeni E > 1 — a-n € E je homeomorfismus. Nechf U je okoli bodu ¢
lezici ve W; pak mnozina a - U obsahuje &, je oteviend jako homeomorfni obraz oteviené mnoziny
a lez{ ve W’ jelikoz W' je vyvdzend mnozina.

Bud U libovolny prvek baze 0. Ukdzeme, Ze existuje vyvazené okoli V bodu 0 tak, ze V C U.
Zobrazeni R x E > (t,n) — f(t,n) =t-n € E je spojité v bodé (0,0). Existuje tedy ¢isloe > 0 a
okoli W bodu 0 € F tak, ze f([0,e) x W) C U. Ozna¢me V = f([0,e) x W). Mnozina V obsahuje
nulovy vektor a ziejmé oteviend, nebot je sjednocenim otevienych mnozin ¢ - W, kde t probihd
interval [0, ). UkdZeme, Ze V je vyvazend. Necht £ € W, a € [0,1]. Pak £ =t-( = f(¢,() pro jisté
t €[0,e) a ( € W. Pro vektor a - £ dostdvdme a - £ = at - ( = f(at, () € V, jelikoz at < .

Systém o je ovSem lokalni baze v bodé 0, existuje tedy prvek Uy € o tak, ze Uy C V. Vyvazeny
obal U, mnoziny Uy je oteviend mnozina; ptitom Uj C V' =V C U, coZz jsme chtéli ukdzat.

26. Dokazte, ze na jednorozmérném realném nebo komplexnim vektorovém prostoru E existuje
jediné topologie, se kterou ma E strukturu topologického vektorového prostoru.

Reseni. Bud e € F nenulovy vektor, ktery vezmeme za bézi vektorového prostoru E. Necht
E m4 strukturu topologického vektorového prostoru. Staci ukézat, ze zobrazeni E 3 £ — f.(§) =
9 e R, kde € = €9 - ¢, je linedrni homeomorfismus. Pfedpokldadejme, ze vektorovy prostor E je
redlny.

Zobrazen{ f. je linedrn{ bijekce a inverzni zobrazeni f, ! : R — FE je spojité, nebot je zizenim
spojitého zobrazeni R x E 3 (a,§) — a - £ € E. Ukdzeme, 7e zobrazeni f. je spojité. Staéi ukézat,
7e je spojité v bodé 0 € E. Bud ¢ > 0. Nalezneme okoli V nulového vektoru 0 € E takové, Ze
fe(V) C (—¢,¢). Zvolme ¢ € R tak, aby platilo 0 < ¢ < e. Topologicky prostor E je Hausdorffuv,
takze existuje okoli U bodu 0 € E neobsahujici bod c¢ - e. Déle existuje vyvazené oteviené okoli V'
bodu 0 € E takové, ze V. C U (cv. 25 kap. 6). Ukdzeme, ze pro kazdé & € V plati f.(§) € (—¢,¢),
t.j. fe(V) C (—¢,¢). Pro € = 0 je fo(&) = 0 € (—¢&,¢). Necht € = €0 e # 0, t.j. £€° # 0. Kdyby
platilo |€°| > ¢, pak by muselo platit

c o c
T AR
jelikoz ¢/|€°| < 1, coz oviem neni mozné, jelikoz c-e ¢ U. Plat{ tedy |€°] < ¢, t.j. fo(€) = €0 € (—¢,¢)
a dikaz spojitosti linedrniho zobrazeni f. v bodé 0 je ukoncen.
V piipadé komplexniho vektorového prostoru E se postupuje analogicky.

Oznaéme @ primg soucet vektorovych podprostorti vektorového prostoru. Bud E topologicky
vektorovy prostor, E1, Fs, ..., E, jeho vektorové podprostory takové, ze E = E1 ® Eo @ --- P
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E,. Rekneme, ze E je topologicky primy soucet podprostort Ey, Es, ..., E, (uvazovanych jako
topologické vektorové prostory), jestlize kanonické bijektivni zobrazeni (£1,&a,...,&,) — &+ & +
..+ &, soucinu Ey X Fy X --- X E, na E je homeomorfismus.

27. Nechf E je topologicky vektorovy prostor, ktery je piimym souétem svych podprostort
Ey, Es, ..., E,. E je topologickym pfimym souc¢tem podprostoru E;, Es, ..., E, tehdy a jen
tehdy, kdyz ze zobrazeni u; : E — E;, piitazujici vektoru £ € E jeho komponentu & € Fj;, je
spojité.

Reseni. Nechf E je topologicky pifmy soucet svych podprostora Ei, Es, ..., E,. Podle
definice zobrazeni £ 3 £ — (£1,&2,...,&n) € E1 X Ey X -+ X E,, definované rozkladem ¢ =
&+ &+ ...+ &, je spojité; kompozici tohoto zobrazeni s projekei souc¢inu F1 X Fg X -+ X E, na
FE; dostaneme zobrazeni u;, které je zfejmé spojité.

Obracené necht E je topologicky vektorovy prostor, ktery je pfimym souétem svych vektorovych
podprostoru E1, Es, ..., By, t.j. E=FE1 ® Es ®---® E,. Predpoklddejme, ze kazdé ze zobrazeni
u; : B — E; je spojité. Pak zobrazeni E 3 € — (u1(€),uz(§),...,un(§)) € E1 X Ea X - -- X E,, je také
spojité (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Jelikoz zobrazeni Fy x By X -+ X Ep, 3 (€1,82,...,&n) —
&L+ &+ ...+ & € F je spojité jako ziazeni séitani vektort na topologicky podprostor, je toto
zobrazeni homeomorfismem.

28. Je-li topologicky vektorovy prostor E topologickym pfimym souc¢tem svych podprostoru
Ey, Es, ..., E,, pak kazdy z podprostoru E1, Es, ..., E, je uzavieny.

Reseni. Necht n =2, E = E; ® E. Nechf f : Ey x E; — E oznacuje kanonicky homeomor-
fismus. Bud & € E vektor takovy, ze £ € 1. Pak £ = & + &, kde & € By, & € Ey, & # 0. Plati
f(&1,&) = &€ Z oddélitelnosti Ey vyplyvd, Ze existuje okoli U bodu & v Es, neobsahujici nulovy
vektor 0 € FEs. Jelikoz f je homeomorfismus, f(E; x U) je okoli bodu &, které neobsahuje body
podprostoru E;. Odtud je jiz vidét, ze topologicky podprostor E; C F je uzavieny.

29. Bud E redlny (nebo komplexni) vektorovy prostor, F' jeho vektorovy podprostor, E/F
faktorovy prostor (t.j. faktorovy prostor podle ekvivalence “¢ ~ (, jestlize £ — ¢ € F”). Ozna¢me
¢ : E — E/F faktorovou projekci a uvazujme E/F jako faktorovy prostor topologického prostoru
E. Ukazte:

(a) Zobrazeni ¢ je oteviené.

(b) Je-li o lokalni béze topologie v bodé 0 € E, pak systém mnozin ¢(og) ={V C E/F |V =
o(U),U € gy} je lokalni baze v bodé¢ 0 € E/F.

(c) / F je topologicky vektorovy prostor tehdy a jen tehdy, kdyz F' je uzavieny podprostor E.

Re {. (a) Pro libovolnou otevienou mnozinu U C E plati
e Hp) =U+F=J+0),
CEF

coz je jako sjednoceni otevienych mnozin oteviend mnozina v E. Podle definice faktorové topologie
je tedy mnozina ¢(U) C E/F oteviena.

(b) Jelikoz podle (a) je pro kazdé U € o¢g mnozina ¢(U) € p(og) oteviend, staci ukdzat, ze pro
libovolné okoli W bodu 0 € E/F existuje U € og tak, Ze ¢(U) C W. Mnozina ¢~ (W) je oteviena,
jelikoz ¢ je spojité, existuje tedy U € oq tak, ze U C o 1 (W), t.j. p(U) C p(p~t(W)) = W jelikoz
 je surjektivni.

(c) Je-li E/F topologicky vektorovy prostor, pak podle definice E/F je Hausdorffuv. Mnozina
{0} € E/F je tedy uzaviend a jeji vzor ¢~(0) = F je uzaviend mnozina.

Predpoklddejme nyni, ze F je uzavieny podprostor. Ukdzeme nejdiive (bez pouziti tohoto
piedpokladu), ze vektorové operace v E/F jsou spojité. Oznacme f (rep. f) scitani vektort na E
(resp. E/F) a g (resp. §) nasobeni vektoru skaldrem na F (resp. E/F’). Dostavame diagramy (v
pripadé, kdy E je redlny vektorovy prostor)
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S g

EXE——> F RXE ——> F
<p><<pl ~ lcp idR><<Pj lcp
EIFXEIF - EIF RXE/F—5—~EIF

V téchto diagramech jsou zobrazeni ¢ x ¢ a idr x¢ oteviend (Véta 10. (d) odst. 3.3 str. 36) a
surjektivni; pro otevienou mnozinu W C E/F tedy plati

FTTW) =(exe)exe) ™ (f7F W) (e x o) (f71 (¢ W))),

coz je oteviend mnozina v E/F x E/F; analogicky se ukaze, ze g~ (W)je oteviend mnozina v R, x
E/F. Zobrazeni f, g jsou tedy spojité.

Zbyva ukézat, ze faktorovy prostor E/F je Hausdorffuv. Ekvivalence definujici faktorovy
prostor E/F je oteviend, jelikoz ¢ je oteviené zobrazeni podle (a). Déle graf této ekvivalence
{(,Q) e EX E| p(&)p(¢)} ={(&,¢) € Ex E| & —( € F} je uzavienad mnozina, nebot je vzorem
uzaviené mnoziny F vzhledem k zobrazeni E x E 3 (§,() — £ — ¢ € E. Podle Véty 20. (b) odst.
3.6 str. 42 je tedy E/F Hausdorffuv prostor.

30. Bud FE topologicky vektorovy prostor, E1, Es jeho vektorové podprostory, dim By = 1,
a predpokladejme, ze E = Ey @ Es. Oznatme ¢ : E — E/E; faktorovou projekci a u : E — FEs,
definované vztahem u(§) = &2, kde £ = &+ &2, & € Ey, & € Es. Definujeme zobrazeniv : E/Ey —
E5 vztahem u = v o . Dokazte, ze nésledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
(1) E je topologickym pfimym souc¢tem podprostoru E7, Fs.
(2) Podprostory Ei, E; C E jsou uzaviené a zobrazeni v je homeomorfismus topologickych
vektorovych prostoru.

Reseni. Predpoklddejme, ze E = E; ® E» je topologicky piimy soucet podprostori. Pak E,
Es5 jsou uzaviené (cv. 28). Déle u je spojité a je oteviené (cv. 29 (a)), takze v je spojité. Ovsem
také ¢ je spojité a u je oteviené, odkud vyplyva, ze v je oteviené. Zobrazeni v je evidentné bijekce;
je tedy homeomorfismus (Véta 4. odst. 2.1 str. 19).

Obrécené, piedpokladejme, Ze je splnéna podminka (2). Chceme ukézat, ze kanonické zobrazeni
E1 x E2 3 (§,¢) — f(§,¢) = £+ ¢ € E je homeomorfismus. f je ziejmé spojitd bijekce. Je tedy
tieba dokdzat, ze zobrazeni f~! : E — FE; x E, je spojité. Druh4 slozka tohoto zobrazeni je
rovna zobrazeni u = v o ¢ a je tedy podle piedpokladu spojitd. Necht u; oznaéuje prvni slozku
zobrazeni f~1. Definujeme zobrazeni v, : E/Ey; — E; vztahem u; = v 0 1 ve kterém ¢ : E —
E/ E, je faktorové projekce. Déle oznacme g : E1 — R linedrni homeomorfismus jednorozmérného
topologického vektorového prostoru F; a R (cv. 26). Pak zobrazeni gowv; : E/FEy — R je linedrni
izomorfismus a na zékladé cv. 26 opét dedukujeme, ze g o v; je homeomorfismus. Zobrazeni vq
musi tedy byt také homeomorfismus. Prvni slozka u; = v; o ¢ zobrazeni f~! je jako kompozice
spojitych zobrazeni spojitd, ¢imz je dukaz ukoncen.

Bud E topologicky vektorovy prostor, S : I — E sif v E. Sit S se nazyvéa cauchyouvskd,
jestlize ke kazdému okoli nulového vektoru 0 € F existuje index ¢y € I takovy, ze z podminky ¢1,
to > 1o vyplyva S(11)—S(12) € U. Topologicky vektorovy prostor E se nazyva dplny, jestlize kazda
cauchyovsks sit v E je konvergentni.

Podle Véty 7. odst. 4.2 str. 91 mé kazd4 konvergentn{ sit v E pravé jednu limitu.

31. Dokazte, ze kazd4a konvergentni sit v topologickém vektorovém prostoru je cauchyovska.

Reseni. Bud S : I — E konvergentni sit v topologickém vektorovém prostoru E, £ € E
jejf limita. Bud U libovolné okoli nulového vektoru. Existuje okoli W nulového vektoru takové, ze
W4+W C U (cv. 19 (c) kap. 6). Zvolme vyvézené okoli V' nulového vektoru takové, ze V.C W (cv.
25); ziejmé V+V C U. Existuje index ¢ € I takovy, ze S(¢) € {£+V prokazdé: > 1o, t.j. S(1)—€ €V
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pro kazdé ¢ > 1o. Pro kazdé 11, 1o > 1o tedy plati S(t1) —S(t2) = S(t1) —E+£6—S(2) eV+V CU.
Sit je tedy cauchyovska.

32. Bud X topologicky vektorovy prostor, F' C E vektorovy podprostor. Dokazte:
(a) Je-li E dplny a F uzavieny, pak F' je Uplny.
(b) Je-li F tplny, pak je uzavieny.

Reseni. (a) Nechf jsou splnény predpoklady (a) a nechf S je libovolné cauchyovské sit v F.
Existuje vektor £ € FE, ktery je limitou sité S. Podle Dusledku Véty 2. odst. 4.2 str. 89 £ € F,
takze F' je tplny.

(b) Necht F je tiplny a necht £ € cl F je libovolny bod. Podle Véty 2. odst. 4.2 str. 88 existuje
v F sit S, konvergujici k bodu &. Sit S je tedy konvergentni (v E) a tedy cauchyovskd (cv. 31).
7 uplnosti F vyplyva, ze lim S € F, t.j. £ € F. Plati tedy cl F C F, takze F je uzavieny podprostor
E.

Topologické vektorové prostory E, F' se nazyvaji linedrné homeomorfni, jestlize existuje izo-
morfismus f: E — F, ktery je zdroven homeomorfismem topologickych prostoru.

33. Jsou-li dva topologické vektorové prostory linearné homeomorfni, pak jsou bud’ oba tiplné
nebo ani jeden z nich neni uplny.

Reseni. Bud f: F — F linedrni homeomorfismus topologickych vektorovych prostori, bud
S : I — F libovolna cauchyovska sit. Ukdzeme, ze obraz f~1(S) sité S pfi zobrazeni f~! je
cauchyovska sif v E. Necht U je okolf nulového vektoru v F'. Pak f~1(U) je okoli nulového vektoru
v E a existuje index ¢ € I takovy, Ze pro viechna 1, to > 1o platf f=1(S(t1)—S(12)) = f~1(S(t1)) —
F7HS(2)) € f7HU). Sit f71(S) = f~1 0 S je tedy cauchyovska.

Obraz f(S) libovolné cauchyovské sité S v F je tedy cauchyovska sit v F. Déle konverguje-li
sif S k vektoru € € E, pak sit f(S) konverguje k vektoru f(£) € F (Véta 5. odst. 4.2 str. 90).

Odsud jiz vyplyva, ze E je uplny tehdy a jen tehdy, je-li uplny topologicky vektorovy prostor
F.

34. Dokazte, ze normovany prostor je uplny jako topologicky vektorovy prostor praveé tehdy,
kdyz je tiplny jako metricky prostor (v metrice indukované normou).

Reseni. Bud E normovany prostor, d metrika na E asociovand s normou. Ukédzeme, ze po-
sloupnost S : N — FE je cauchyovska ve smyslu topologickych vektorovych prostoru pravé tehdy,
kdyz je cauchyovska ve smyslu metriky d.

Necht S : N — E je posloupnost cauchyovska ve smyslu vektorovych topologickych prostori.
Podle definice existuje ke kazdému okoli U nulového vektoru index ny € N takovy, ze S(ni) —
S(n2) € U pro viechny indexy ni, ns > ng. Ziejmé tedy lze ke kazdé oteviené kouli By(0, ¢) nalézt
index ng takovy, ze pro véechnany, ny > ng plati S(n1)—S(n2) € B4(0,¢), t.j. d(S(n1)—S(ns2),0) =
[IS(n1) — S(n2)|| = d(S(n1),S(n2)) < e. Posloupnost S je tedy cauchyovskd ve smyslu metrickych
prostoru. Obréacené, je-li S posloupnost cauchyovska ve smyslu metrickych prostort, pak ke kazdé
oteviené kouli B;(0,¢) existuje index ng tak, ze d(S(n1) — S(n2),0) < €, t.j. S(n1) — S(n2) €
B4(0,¢) pro véechna ny, na > ng. Ovsem oteviené koule B4(0, ¢), kde ¢ probiha kladnd ¢isla, tvori
lokalni bazi topologie v bodé 0 € E; odtud vyplyva, ze S je cauchyovska ve smyslu topologickych
vektorovych prostoru.

Je-li E uplny jako topologicky vektorovy prostor, je ziejmé uplny jako metricky prostor.
Dokazeme obracené tvrzeni.

Necht E je tplny jako metricky prostor. Bud S : I — E cauchyovskd sit v E. Zvolme spoéetnou
lokélni bézi o9 = (U;)ien v bodé 0 takovou, ze Uy D Us D Us D ... (Véta 4. odst. 5.2 str. 113,
Véta 10. odst. 1.5 str. 7). Existuje index A\ tak, ze S(t) — S(k) € Uy pro vSechna ¢, k > ).
Polozme y; = S(A1). Déle existuje index ¢y tak, ze S(t) — S(k) € Uy pro kazdé ¢, k > g, a
index A2 > A1, t2. Klademe yo = S()A2). Takto lze pokracovat dal. Vznikd posloupnost (y;)ieN,
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ktera je ziejmé cauchyovskd; oznacme ¢ jeji limitu. Bud U libovolné okoli nulového vektoru, W
okoli nulového vektoru takové, ze W + W C U (cv. 19 (c) kap. 6). Existuje index m tak, ze
Un CWay,—&=8\)—& € Uy pro kazdé n > m. Pro kazdé ¢ € I, v > A, tedy plati
S()=€E=8() = SAm)+SAm) €€ Uy + Uy, CW+W CU, t.j. sit S konverguje k bodu &.
Topologicky vektorovy prostor F je tedy tuplny.

35. Dokazte:

(a) Prirozend topologie na redlném nebo komplexnim koneénérozmérném vektorovém prostoru je
jedind topologie, kterd je Hausdorffova, a ve které jsou operace séitdni vektoru a ndsobeni vektoru
skalarem spojité.

(b) n-rozmeérny podprostor redlného (resp. komplexniho) topologického vektorového prostoru je
linedrné homeomorfni s vektorovym prostorem R"™ (resp. C™) s pfirozenou topologii.

(¢) Kazdy koneénérozmeérny vektorovy podprostor topologického vektorového prostoru je
uzavieny.

Reseni. Omezime se na piripad reslného vektorového prostoru; v pifpadé komplexniho vekto-
rového prostoru se postupuje analogicky.

(a) Budeme postupovat indukei podle dimenze vektorového prostoru. Podle cv. 26 tvrzeni (a)
plati pro jednorozmeérny vektorovy prostor.

Bud E n-rozmérny redlny topologicky vektorovy prostor, (e1,es, ..., e,) jako baze. Uvazujme
(n — 1)-rozmérny vektorovy podprostor F' v E, generovany vektory ej, e, ..., e,—1. F je topologie
totozna s prirozenou topologif. Zobrazeni (&1, €2 dots, €77 1) — Eleg +&2ea+ ...+ " Le, 1 Eukli-
dova topologického vektorového prostoru R”~! na F je tedy linedrni homeomorfismus. Topologicky
prostor R~ je iplny, proto také F je tplny (cv. 33) a podle cv. 32 (b) je F uzavieny podprostor
topologického vektorového prostoru E.

Oznac¢me F’ jednorozmérny vektorovy podprostor v E, generovany vektorem e,. Topologicky
vektorovy prostor F” je linedrné homeomorfni s R, je tedy také dplny a uzavieny v E. Faktorovy
vektorovy prostor E/F’ je topologicky vektorovy prostor (cv. 29 (c)), pficemz dim E/F' = n — 1.
Podle indukéniho predpokladu je rovnéz tento topologicky vektorovy prostor linedrné homeomorfni
s R"~!, coz znamend, Ze topologické vektorové prostory F a E/F' jsou linedrné homeomorfn{. Podle
cv. 30 je tedy E topologickym piimym souc¢tem svych podprostoru F a F”.

Znamend to ovsem, ze zobrazeni F x F' 3 (£,{) € F & F' = E je linedrni homeomorfismus.
Zbyva tedy dokédzat, ze soucin F x F' je linedrné homeomorfni s R"”. Oznaéme f : F — R" !,
g : F/ — R linearni homeomorfismy a pro kazdé (£,¢) € F x F’ polozme h(£,¢) = (f(£),9(C)).
Timto vztahem je definovdno linedrni zobrazeni h : F x F/ — R". Toto zobrazeni je surjektivni a
jeho jadro je tvoreno nulovym vektorem, je tedy také injektivni; h je tedy linedrni izomorfismus.
Jelikoz h = f X g, t.j. h je soucin zobrazeni f, g, zobrazeni h je spojité (Véta 10. (c) odst. 3.3 str.
36); zdroven zobrazeni h je oteviené (Véta 10. (d) odst. 3.3 str. 36), takze h je homeomorfismus
(Véta 4. odst. 2.1 str. 19). Tim je dukaz tvrzeni (a) ukoncen.

(b) Bud F n-rozmérny vektorovy podprostor topologického vektorového prostoru E. F' je to-
pologicky vektorovy prostor v indukované topologii. Zéroven m4 prirozenou topologii (pi. (6) odst.
3.7 str. 44), ve které je linedrné homeomorfni s R™ (resp. C"). Z jiz dokdzaného tvrzeni (a) vyplyva,
ze indukovand topologie na F je totoznd s pfirozenou topologii a tvrzeni (b) je dokdzano.

(¢) Koneénérozmerny vektorovy podprostor topologického vektorového prostoru je linedrné ho-
meomorfni s ngjakym Euklidovym topologickym prostorem R™, je tedy tplny (cv. 33) a uzavieny
(cv. 32 (b)).

Normované prostory

Bud E vektorovy prostor. Metrika d na FE se nazyva normovatelnd, jestlize existuje norma || ||
na FE tak, ze pro kazdé &, ¢ € FE plati d(§,() = ||€ — ¢||- Existuje-li takova norma, pak je jediné:
pro vektor £ € FE plati ||€|| = d(&, 0).




6.7. Priklady 185

Oznaéme t; : E — E translaci o vektor (, t.j. zobrazeni, definované vztahem t¢(§) = ¢ + &.

36. (a) Dokazte: Metrika d na normovaném prostoru je normovatelnd tehdy a jen tehdy, kdyz
jsou splnény tyto dvé podminky:
(1) d(te(&1),tc(&2)) = d(&1, C2) pro kazdé ¢, &1, & € E (invariantnost metriky vici translacim).
(2) d(a-&,a-C) =|a|-d(&,¢) pro libovolné &, ¢ € E, a € R (resp. a € C).
(b) Uved'te pifklady normovatelnych a nenormovatelnych metrik.

Reseni. (a) Normovatelns metrika d ziejmé spliuje podminky (1), (2). Obricené, mame-li
metriku d spliiujici podminky (1), (2), pak vztahem [|£]| = d(&,0) je definovdna norma takovd, ze
d(&,¢) = ||€ — (]| pro libovolné vektory &, C.

(b) Pfirozend metrika na vektorovém prostoru R™ (resp. C™) je normovatelna.

Necht E je n-rozmérny redlny vektorovy prostor, f : E — R™ line4rni izomorfismus. Necht d
oznacuje prirozenou metriku na R™. Pro £, ¢ € E polozme p(&, () = d(f(£), f(¢)). Snadno zjistime,
7ze p spliiuje axiomy metriky na E. Tato metrika spliuje podminky (1), (2) uvedené vyse a je tedy
normovatelna.

Diskrétni metrika na vektorovém prostoru je pfikladem metriky, kterd neni normovatelna.

Dalsi priklad nenormovatelné metriky dostaneme, polozime-li

~_lg - ¢
d(f, C) = T e A
2T -]
kde & = (&%), ¢ = (¢%) jsou vektory z R™: ziejmé pro & = (1,0,...,0) a a € R, |a] # 1, je
d(a-&,0) # |a| - d(§,0). Pii ovéfovani podminek z definice metriky je tfeba vyuzit nerovnost

o8l _ _lal I8
1+la+8] — 1+|al 14|68

kde «, 8 € R (resp. e, 8 € C) jsou libovoln4 &isla.

Necht || ||1, || |2 jsou dvé normy na vektorovém prostoru E. Rekneme, ze norma || ||, je slabsi
nez norma || |2, jestlize topologie, indukovand normou || ||; je slabsi, nez topologie, indukovand
normou || ||2; v tomto pripadé také fikdme, Ze norma || ||2 je silnéjsé nez norma || ||;. Normy || |1,
| l|2 se nazyvaji ekvivalentni, jestlize tyto topologie splyvaji.

37. Budte || ||1, || |2 dvé normy na vektorovém prostoru E. DokaZte:
(a) Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) || |l1 je slabsi nez || ||2-
(2) Existuje ¢islo k > 0 takové, ze pro kazdé & € E plati €] < k. ||€])2-
(b) Nésledujici tii podminky jsou ekvivalentni:

(1) Normy || |]1, || |2 jsou ekvivalentni.

(2) Existuji ¢isla k1, k2 > 0 takovd, ze pro kazdé € € E plati ||£]]1 < k1. [|€]l2 < ka2 - ||€]l1-
(3) Metriky indukované normami || |1, || || jsou ekvivalentni.

(c) Je-li vektorovy prostor E kone¢nérozmérny, pak normy || |1, || ||2 jsou ekvivalentni.

Uved'te ptiklady norem na koneénérozmérném vektorovém prostoru a tyto normy srovnejte.

Reseni. (a) Oznacme 7, (resp. 7o) topologii, indukovanou normou || |1 (resp. || ||2).
Predpoklddejme, zZe || ||1 je slabsi nez || ||2. Pak identické zobrazeni idg z (E,72) do (E,71) je
spojité. Z jeho spojitosti v bodé 0 vyplyvé, ze ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro
kazdé &, pro které ||€]|2 < 6, plati [|€]|; < e. Bud £ € F libovolny nenulovy vektor. Polozme ¢ = 1,

€0 = (6/2[|¢]l2)-€. Pak [[&oll2 < 6, a tedy [|€olly = (6/2)- (€]l /11€]]2) < 1. Odtud [[€]]y < (2/0)-[|]l2-
Je-li £ =0, pak ||€]|l1 = [|€]]2 = 0. Celkem

2
€]l < <[I1€]]2
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pro kazdé & € E, coz jsme chtéli ukazat.

Obrécené, necht je splnéna podminka (2). Bud & > 0 libovolné a polozme § = ¢/k. Pak pro
kazdé £ € E takové, ze ||£||2 < 4, plati ||£||1 < k-0 =&, a tedy identické zobrazeni idg z (E, 1) do
(E,T2) je spojité. To oviem znamend, ze norma || |1 je slabsi nez || ||2.

(b) Ekvivalence podminek (1), (2) je dusledkem tvrzeni (a). Ekvivalence podminek (1) a (3)
plyne z definice ekvivalentnich norem a ekvivalentnich metrik.

(c) Necht E je koneénérozmérny vektorovy prostor. Pak F m4 jedinou topologii, se kterou je
topologickym vektorovym prostorem. (cv. 35). Kazdd norma na E tedy indukuje tuto topologii.

Uvedeme pitklady norem na C™:

n n %
Izl =D l2*),  llzll2 = (Z lel2> o [@llmax max |27].
i=1 =1 -

V téchto vyrazech z = (x',22,...,2™). Snadno lze ukdzat, 7e pro kazdé » € C" plati

2llmax < [l2ll2 < V7 - [lEmaxll, (2 lmax < l2lls < 0 fl]max-

Podobné priklady lze uvést pro R"™.

38. Bud E metrizovatelny topologicky vektorovy prostor, di, do dvé metriky na E. Oznaéme
71 (resp. T2) topologii, indukovanou metrikou d; (resp. d2). Rozhodnéte, zda je pravdivé toto
tvrzeni: 71 je slabsi pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo k& > 0 takové, ze pro kazdé z, y € E plati
dy(z,y) < k-da(x,y).

Reseni. 1. Uvedené tvrzeni neni pravdivé. Uvedeme piiklad. Polozme E = R a uvazujme
na R metriky di(z,y) = |z — y|, da2(x,y) = |arctgz — arctgy|. Metrickd topologie, indukovand
metrikou dy, splyva s metrickou topologii, indukovanou ds a je totoznd s prirozenou topologii na
R; R je tedy topologicky vektorovy prostor v obou metrikach. Predpokladejme, Ze existuje k& > 0
tak, ze pro kazdé x, y € R plati dy(z,y) < k - da(2,y), t.j. |arctgx — arctgy|/|x — y| > 1/k. Pro
y = 0 ovSem plati
. arctgx
lim

T—00 xT

=0,

coz je spor. Viimnéme si, ze metrika da nenf normovatelnd (cv. 36).
2. Jsou-li metriky d;, d2 normovatelné, pak tvrzeni plati (cv. 36, 37).

39. Ukazte, ze norma || || na vektorovém prostoru E je spojita v topologii, indukované touto
normou.

Reseni. Bud ¢ € F libovolny bod, (||€]| — &, [|€]| + €) okoli bodu ||¢] € R. Pak B(¢,¢) = {¢ €
E | ||€ =]l < e} je okoli bodu £ takové, ze pro kazdé n € B(&,¢) je |Inll € (€]l — &, ||€]] + &).
Skutecne, [ || = lInll| = [€ = n+nll = ol | < T =nll+lnll = ol | = € —nll <e.

40. Rozhodnéte, zda topologie silného soucinu CN je indukovans néjakou normou.

Reseni. Kdyby existovala norma, indukujici topologii silného souéinu, byla by tato topologie
metrizovatelnd; topologie silného soucinu na CN vsak neni metrizovatelnd, nebot ani topologie
silného sou¢inu na RN neni metrizovatelnd (cv. 11 kap. 5) a CN (s topologif silného souéinu) je
homeomorfni s RN x RN (se souc¢inem topologif silnjch soucinii).

41. Uvazujme mnozinu ¢ = {x € CN |z = (2',22,23,...), 3 |2%|? < oco}. Ukaite, ze 2 je
vektorovy podprostor vektorového prostoru CN a ze vztahy

3

o0

2]l sup = SUP1 cic o0 l2],  [2ll2 = (Z Wl?)
=1
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definujici normy na ¢2. Srovnejte topologie, indukované témito normami. Srovnejte tyto topologie
se soucinem piirozenych topologii a se silnym soucinem pfirozenych topologii na CN.
Rozhodnéte, zda zobrazeni f, g, definované vztahem

oo

=Sl gl =Y Sl
i=1 i=1

jsou normy na vektorovém prostoru x £2.

Reseni. Pro libovolné vektory = = (z*,22,2°,...), y = (y*, 4%, 9°,...) z £2 a libovolné kom-
plexni ¢islo a plati

oo oo
o'+ y P < 202 + 1y’ ), Y la-a'P =af?- Y |2
=1 =1

Mnozina ¢? je tedy uzaviena vzhledem ke s¢itani vektori a ndsobeni vektoru skaldrem a ¢2 je
vektorovy podprostor CN.

Ziejmé kazdy prvek mnoziny ¢2 piedstavuje ohrani¢enou posloupnost. Pro kazdé
x = (zt,2%,23,...) € % existuje k > 0 tak, Ze |z°| < k pro vSechna i; znamend to, Ze existuje
¢islo sup |2¢|. Zobrazen{ || ||sup, || ||2 splituji véechny podminky z definice normy; trojihelnikovou
nerovnost pro normu || || dostaneme z Minkowského nerovnosti (cv. 4 kap. 3) limitnim pfechodem
pro n — oo.

Pro kazdé x € (2

1
() e
[z]l2 = sup |27] - —— 5 | Zsuwp ] = [[#]lsup-
— (sup |27])
Topologie, indukovand normou || [|sup je tedy slabsi nez topologie, indukovand normou | ||2.
Ukézeme, ze tyto topologie nejsou ekvivalentni. Predpokladejme, ze existuje a > 0 takové, ze
[#lsup > a- ||z]2 pro kazdé = € 62 Volme postupné z tak, ze z* = 1, ' = 0 pro i > I
2l=22=1,2"=0proi>2;...;x° =1proi <n, 2* =0 pro ¢ > n; .... Dostaneme nerovnost

1 > a - +/n, platnou pro kazdé n E N. Tuto nerovnost Ize splnit jen pro a = 0 coz je spor, ktery
dokazuje, ze uvazované normy nejsou ekvivalentni.

Oznaéme T souéin piirozenych topologii na CN a 7/ topologii, indukovanou na ¢2 ¢ CN. Déle
ozna¢me Ty (resp. Tsup) topologii na ¢2, indukovanou normou || ||2 (resp. || ||sup)- Zvolme libovolny
prvek bdze topologie Tyup, Beup(2,¢) = {y € 0% | sup |2° —y'| < e}. ZFejmé pro kazdé y € Bsyp(,€)
a i € N plati y* € By(a',€), kde d je pfirozend metrika na C, a tedy

Bap(z,2) = (][ Ba(z",€))n 2.
neN

Ziejmé neexistuje prvek béze topologie 7/ lezici v Bgyp(, €), t.j. 7/ neni silnéjsi nez ryyp ani s Tsup
nesplyva. Je-li naopak B prvek baze topologie T tvaru

B = (Bg(x!,e') x By(x?,€%) x --- x Bg(z",e") x CN\L2mby q g2,

kde By(z?, ") jsou oteviené koule v ptirozené topologii na C, pak ke kazdému bodu y € B existuje
cislo e > 0 tak, ze Bsup(y7 ) sup(y, &) C B; staci zvolit za € nejmensi z ¢isel &1, &a, .. ., &, takovych,
7e Ba(y', &) C Ba(z',€%). Mnozina B je proto oteviend v topologii Teup. Topologie 7/ a Tgyp jsou
tedy srovnatelne a plati 7/ C Tgup. Celkoveé 7' C Tyyp C To.

Oznaéme Tg topologii na mnoziné ¢2, indukovanou silnym souéinem topologii na CN. Zvolme
libovolny prvek Ba(z,e) béze topologie 72 a libovolny bod y € Ba(z, ). Existuje € > 0 takové, ze
Bs(y,&) C Ba(x,€). Polozme pro kazdé n € N 6" = é/n\/i Ztejmé

_9 o

> 2 1 1
Y N

=1 n=1 n=0
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Mnozina ([T Ba(y™, 6™)?)N¢? je tedy okoli bodu y v topologii 7, lezici v Ba(y, £), t.j. také v Ba(z, €).
Obrécené, necht

= (H Bd(x",l/n)> N2

neN

je prvek baze topologie 7s v bodé x € £2. Ziejmé neexistuje prvek Ba(z,¢) baze topologie 7o, lezici
v B; muselo by totiz platit |z — y™| < ¢ < 1/n pro kazdé n € N, t.j. ¢ = 0. Dokdzali jsme tedy,
ze 7o C 7g. Celkoveé 7/ C Tup C 12 C Ts.

Zobrazen{ g je norma na ¢?. Pro kazdé x € ¢? a kazdé i € N plati |z?| < ¢ pro jisté ¢ > 0 a
tedy fada c- > 1/2¢ majorizuje fadu 3 |2?|/2°. Rada c¢- Y 1/2¢ oviem konverguje, tedy také fada
>~ |2t /2% konverguje. Dosazenim do podminek, definujicich normu, se piesvédéime, Ze g je norma
na /2.

Funkce f oviem neni definovdna na celém ¢2. Uvazujme napi. vektor z = (1,1/2,1/3,...) z CN.
Plati |x 1?2 =371/i% < 0o a tedy x € £2. OvSem Fada Y 1/i diverguje (harmonlcka rada) a tedy
f(x) nenf definovéno. f tedy nenf norma na ¢2.

42. Oznac¢me .Z*([a,b]) mnozinu komplexnich funkei redlné proménné, kvadraticky integro-
vatelnych na intervalu [a,b], t.j. takovych, Ze existuje integral f; |f(t)]2dt € R. £*([a,b]) m4
prirozenou strukturu vektorového prostoru nad C a mnozina .Z3([a,b]) tvofens funkcemi f €
Z£?(|a,b)). Oznaéme L2 ([a,b]) faktorovy prostor £2([a,b])/ ZLa(]a,b]). Pro kazdé f € Z2([a,b])

klademe
1
b 2
- ( / |f<t>|2dt>

Zjistéte, zda funkce p je norma na .2*([a,b]) (resp. Z*([a,b])).

Regeni. f%([a, b]) je vektorovy podprostor vektorového prostoru .2 ([a, b]), jelikoz sjednoceni
dvou mnozin nulové miry je mnozina nulové miry.

Ukézeme, 7e funkce p : Z*([a,b]) — R neni norma. Nejdiive dokdzeme dvé nerovnosti. Pro
libovolné funkee f, g € Z*([a,b]) plati |f(t) - g(t)| < [f()|?/2 + |g(t)|?/2, a tedy funkce f - g je
kvadraticky integrovatelna. Déle plati

</ |f(t) Idt> /If (t)|?dt - / lg(t)2dt
-3/ b / " |F($)9(t) — £yg(s) Pdsdt,

jak snadno provérime primym vypoctem. Odtud dostavame Cauchyho—Bunjakovského nerovnost

(/ 110 |dt> / F(0)Pdt - / l9(t) .
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Potom

b b b
/ F(®) + a(t) Pdt = / F)Pdt + / (1) Pt

b b b
vz [C1rwgde < [ 1foPa+ [ loPa

b b 1/2 b 3
+2( / ORE / |g<t>|2dt> - ( / |f<t>|2dt>
) N
+< / |g<t>|2dt>

odkud plyne Minkowského nerovnost

b % b b %
( / If(t)+g(t)|2dt> g( / If(t)|2dt> +( / |g<t>|2dt> .

7 Minkowského nerovnosti plyne pro libovolné f, g € £?([a, b]) nerovnost p(f+g) < p(f)+p(g).
Déle ziejmé pro kazdé a € C plati p(a - f) = |a| - p(f). Plati-li p(f) = 0, pak podle definice je
funkce f rovna nule skoro vsude, t.j. f € Z2([a,b]).

Z podminky p(f) = 0 tedy nevyplyva f = 0, coz znamend, ze funkce p neni norma.

Na druhé strané pro libovolné f € £2([a,b]), fo € ZLa([a,b]) plati p(f + fo) = p(f); funkce
p je tedy konstantni na tifdéch ekvivalence, definovanych podprostorem Z5([a,b]). Lze ji tedy
chépat jako funkci z £?([a,b]) do R (jde fakticky o faktorovou projekci funkce p); tato funkce
spliiuje vSechny podminky normy. Vektorovy prostor tfid kvadraticky integrovatelnych funkci je
tedy normovany prostor.

D=

Unitarni prostory

Bud E komplexni vektorovy prostor. Ozna¢me a* &islo komplexné sdruzené k &islu a € C.
Skaldrnim souc¢inem na E rozumime zobrazeni Ex E 3 (£,() — (£|¢) € C splaujici tyto podminky:

(1) (&1 + &[¢) = (&11€) + (&2[¢) pro kazdé ¢, &, & € E.

(2) (a-€l¢) =a- (£[¢) pro kazdé a € C, &, ( € E.

(3) (£1¢)" = (¢[€) pro kazdé &, ¢ € E.

(4) (£]€) > 0 pro kazdé £ € E a z podminky (£|€) = 0 vyplyvd £ = 0. Komplexni vektorovy
prostor, na kterém je definovén skaldrni soucin, se nazyva (komplexni) unitdrni prostor.

Skaldarni sou¢in na redlném vektorovém prostoru E je definovan analogicky; je tedy zobrazeni
E x E 3 (&,¢) — (¢¢) € R spliuyjici podminky (1) — (4). Analogicky je také definovén (redlny)
unitarni prostor. Konetnérozmeérny realny unitarni prostor se nékdy nazyva FEuklidiv prostor.

43. Bud E komplexn{ unitdrnf prostor.
(a) Dokazte, ze pro kazdé ¢, &1, & € E a kazdé a € C plati

(Clér + &2) = (¢I&1) + (Cl€2), (&ila- &) = a™ - (&1]éa)-

(b) Dokazte, ze pro kazdé &, ¢ € F plati Schwartzova nerovnost

IEIO] < V(EIE) - V(CIQ)-

Vyjasnéte, kdy v této nerovnosti nastava rovnost.
(c) Dokazte, ze zobrazeni ||| : E — R, definované vztahem ||£|| = 1/(£[€), je norma na E.
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Reseni. (a) Uvedené vztahy jsou pifmym disledkem podminek (1) — (3) z definice skaldrniho
soucinu.

(b) Podle podminky (4) z definice skaldrniho souc¢inu plati pro libovolné vektory &, ¢ € E a
libovoln4 ¢isla a € C, b € R nerovnost (£ — ab(,& — abl) > 0, t.j.

(€l€) — ab(¢le) — a*b(€|¢) + al*b*(l¢) = 0.

Predpokladejme, ze (£[€), (¢|¢) # 0 a polozme

€Ol 1€l
W =T T

Cislo a zFejmé spliuje podminku |a| = 1. Pak oviem

(EIOF _ 1EOP | 1€
_ _ 0,
@@~ @ e~
odkud jiz vyplyva pozadovand nerovnost. Plati-li (£|¢) = 0 nebo (¢|¢) = 0, pak je tato nerovnost
také splnéna.

Je-li alesponi jeden z vektoru &, ¢ nulovy, pak evidentné plati |(£|C)] = +/(&|€) - /(C]Q).

Ukézeme, ze pro nenulové vektory &, ¢ tato rovnost plati pravé tehdy, kdyz jsou linedrné zévislé.
Predpoklidejme, 7e pro €, ¢ # 0 plati | (£10)] = v/(€]€) - /(C[0). Pak také (£]¢)- (CI0) — (€[OI = 0,
a tedy (£]€) —ab(¢|€) — a*b(&|C) + |al?b?(¢|¢) = (€ —ab(, & — abl) = 0, kde &fsla a, b jsou definovana
vztahem (1). Podle podminky (4) z definice skaldrnfho soué¢inu plati £ = ab(, t.j. vektory &, ¢ jsou
linearné zavislé. Obracené tvrzeni dokdzeme pFimym vypoctem.

(c) S vyuzitim Schwartzovy nerovnosti dostaneme pro libovolné vektory &, ¢ € E ||€ +¢||? =
(E+¢Ig+¢) = [IElIP+2Re(€]O)+ €11 < IENZ+21EIO IS < NEIZ+2[IEl- IS+ 1€ = CIEl+1<I)?,
kde Rez oznacuje redlnou ¢dst komplexniho ¢isla z. Odtud jiz vyplyva, ze |€ + || < €]l + |I<]I-
Ostatni podminky z definice normy se provéii pfimym vypocétem. Zobrazeni || || je tedy norma na
E.

419

Z cv. 43 (¢) vyplyvé, ze unitarni prostor mé pfirozenou strukturu normovaného prostoru. Norma
I || na unitdrnim prostoru F, definovana ve cv. 43 (c), se nazyvé indukovand skaldrnim souc¢inem
na FE. Metrika (resp. topologie) indukovand touto normou, se nazyva indukovand metrika (resp.
indukovand topologie) na unitdrnim prostoru E.

44. (a) Dokazte, ze skaldrni soucin je spojité zobrazeni v silné topologii.
(b) Dokazte, ze norma || || na vektorovém prostoru E je indukovand néjakym skaldrnim souc¢inem
tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé &, ( € E plati rovnobéznikovd rovnost

1€ + ¢l + 1€ = ¢II* = 2(llEl* + NI¢?).-

Reseni. (a) Necht F je unitdrni prostor, &, & € E dva vektory a a = (£]&2) jejich skalarni
soucin. Bud & > 0. UkéZeme, Ze existuji oteviené koule By (£1,1), Ba(&2,2) v metrice, indukované
skaldrnim sou¢inem, takové, ze pro kazdé n € B1(£1,81) a ( € Ba(&,&92) plati (n,{) € Ba(a,e),
kde d oznacuje prirozenou metriku na C. Polozme

- € <1 € > - €
1= - , &2 = o
2|\ &l 2([& ] - 162l + 2| &1l

Pak pro n € B1(£1,81), ¢ € Ba(§2,82) a x = (9|¢) plati d(z,a) = |v — a| = [(&1]&2) — (0|C)]
[(611€2 — Q) + (&1 = nl&2) + (&1 — 0l = &)| < [(Galé2 — O + (61 = nl2)| + (61 — nl¢ — &2

IA
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€l 162 —=ClI+1[& —nll-[[€2]l+11&1 —nll - [[{ = &2l podle Schwartzovy nerovnosti. Ovsem |2 — (|| < &2,
€1 —nll < &1, a tedy

d(z,a) <

+<. (1 - >+ -
2 20|&all - g2l +2/  All&all - [I€ll

&_2

3
2
( ):£+£_
2H§1II H§2||+s 272 20l el +eo)

3
4||§1H~H§2|| 4l Telenal el +e ~

odkud vyplyvé, ze (n|¢) € Ba(a,e).
Vsimnéme si, ze ze spojitosti skaldrniho soucinu vyplyva, ze pro libovolné dvé konvergentni
posloupnosti (£,)neN, (Cn)nen vektort z E plati lim(&,|¢,) = (im &, |lim ).

(b) Bud' FE libovolny prostor, jehoz norma || || je indukovéna skaldrnim sou¢inem (| ). Pak pro
libovolné &, ¢ € E plati [|€ + C|I2 + € — C[]2 = (€ + CI€ + €) + (€ — CJE — €) = 2(€]e) + 2(C[¢) =
2/ + IC]2):

Obracené, necht E je komplexni vektorovy prostor s normou || || spliiujici rovnobéznikovou

rovnost. Klademe pro kazdé &, ( €

(1) (€1¢) = Z(UIE + ¢ = Nl = <l +illg +acll* = ill§ —ill*).

kde i oznacuje imagindrni jednotku. Provéiime, ze zobrazeni E X E 3 (§,() — (£|¢) € C je skaldrn{
soucin a ze tento skaldrni sou¢in indukuje danou normu na E.

Doké4zeme platnost podminky (1) z definice skaldrniho soucinu. Bud'te &1, &, n € E libovolné
vektory. Podle predpokladu plati rovnobéznikova rovnost, ze které dostaneme

1€ +mn) + &> ==& +n) — &7 +2[1& +0l)* + 2]1&)°,
€1+ (& —n)|I> = —[|(&2 —n) — &> +2[1& —nl]* + 2],
£,
Re((&1 + &ln) — (&) — (&n) = (/& + & +nl?
=&+ & —nl* = €+ nl* + & — nlI> = 1&2 +nll?
+ 162 —nl1?) = 1Ul& + 0l + 21607 — & —nl* — 2/|& 17

+ & = nll> = &2 +nl?) =
Podobné dostaneme

m((&1€2,m) — (§1,m) — (§2,m)) =0

Dokéazeme platnost podminky (2). Pro kazdé a € C klademe ¢(a) = (a-&1|&2) —a - (£1]€2), kde
&1, & jsou libovolné pevné zvolené vektory. Ziejmé ¢(0) = 0, p(—1) = 0 a tedy pro kazdé celé
a € Z dostaneme ¢(a) = signa - (|a[&1]§2) — a(&|é2) =signa- (& +& +... +&1l&) —a- (&]§2) =
signa- ((&1162) + (&l&2) + ...+ (&11€2)) —a- (&11€2) =signa-la - (&1]&2) —a- (&1]&2) = 0, kde soucty
obsahuji |a| s¢itancu a signa oznacuje znaménko ¢isla a € Z. Pro libovolnd celd ¢isla p, ¢, ¢ # 0,
odtud dostaneme

p(L&11&) — L(&1l&) = p(3611&2) — B(&ilé2)
=L.q- (5&l&) - B&lé) = B(&lé) — 2(&l&) =

Pro kazdé raciondlni ¢islo a tedy p(a) = 0 a ze spojitosti funkce ¢ dostdvame, ze ¢(a) = 0 pro
kazdé a € R (Dusledek 1. Véty 8. odst. 3.2 str. 35). Ze vztahu ¢(i) = 0 dostaneme pro libovolné
z € C, z=a+ib, kde a, b € R, 7e musi platit p(z) = 0, coz jsme chtéli dokézat.
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Platnost podminky (3) se provéi{ primym vypoctem.
Nakonec pro kazdé & € E plati

(€1€) = 7 (I12€)1* +ill€ + ig||* — ill —€]*) = [l€lI®
+ 7 (ille +igll* — il (=) (€ +iO)]*) = ll€l*.

Je tedy splnéna také podminka (4) z definice skaldrniho soucinu.

Vztah (£|€) = ||&]| zdroven ukazuje, ze skaldrni soucin (1) indukuje normu || ||. Tim je dikaz
ukoncen.

Vztah (1), definujici skaldrn{ sou¢in pomoci normy na E, spliujici rovnobéznikovou rovnost, se
nazyva polarizacni rovnost.

Pro redlny vektorovy prostor se tvrzeni (b) dokazuje analogicky; polarizaéni rovnost mé v tomto
pripadé tvar

2) €)= % (IE+ <P =1l = <II”) -

45. Dokazte, ze plati Gramova—Schmidtova véta:
Bud E unitarni prostor, A C E nejvyse spocetns linedrné nezavisld mnozina. Existuje mnozina
A’ C E spliujici tyto ¢tyii podminky:
(1) A’ je podmnozina linedrniho obalu mnoziny A.
(2) A’ méa stejnou mohutnost jako A.
(3) Pro libovolné dva ruzné vektory &, ¢ € A’ plati (¢|¢) = 0.
(4) Pro kazdé £ € A’ plati ||£]| = 1.

Reseni. Oznacme A = (1;)ien. Vektory n; jsou linedrné nezéavislé a tedy n; # 0 pro kazdé 1.
Klademe & = n1/||m||; zfejmé ||&1]| = 1. Jelikoz vektory 71, n2 jsou lonedrné nezavislé, jsou také
vektory &1, n2 linedrné nezdvislé, t.j. n2 — (n2/&1) - &1 # 0. Klademe

- n2 — (m2061) - &
2 — (n21€1) - &)

ziejme ||&2]| =1 a (§1]&2) = 0. Déle klademe

n3 — (m31€1) - &1 — (m3162) - &2
lns — (n31&1) - &1 — (03, &2)&z|

atd. Mnozina A’ = {&, &, &3, dots}, kterou takto zkonstruujeme, mé pozadované vlastnosti.

§s =

Bud FE unitdrn{ prostor. Pro kazdé ¢ € E klademe pe(¢) = [(€]C)]. Zobrazeni ¢ — pe(C) je
pseudonorma na E. Vektorovy prostor E se systémem pseudonorem (p¢)ecr je lokdlné konvexni
vektorovy prostor (pf. (8) odst. 6.10 str. 166). Jeho topologie se nazyva slabd topologie na unitdrnim
prostoru E.

46. Ukazte, ze slabd topologie na unitarnim prostoru E' je slabsi nez silna topologie a ze tyto
dvé topologie jsou totozné tehdy a jen tehdy, kdyz vektorovy prostor F je kone¢nérozmérny.

Reseni. Oznacme 75 (resp. Tyy) silnou (resp. slabou) topologii na E. Kazdémun € E, & > 0
a libovolné kone¢né mnoziné {&1,&s,...,£,} C F je piifazen prvek béze slabé topologie

UE(na{glaé-Qa"'agn}) :{<€E|pfz(n_4) <g, 1 SZS?’L}

Polozme
_ €
E= ————.
max &
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Pak B(n,&) = {C € E| || —nl < &} lezi v Uc(n,{&, &2, ...,&n}): Pro vektor ¢ € B(n,€) totiz
podle Schwartzovy nerovnosti plati [(§|n—C)| < ||&||- |ln—¢| < [|&l]-€ < e prokazdéi =1,2,...,n
a tedy vektor ¢ pati{ mnoziné U.(n, {&1, &2, ..., & }). Odtud 7w C 75.

Predpokladejme, ze vektorovy prostor E je nekoneénérozmsérny a ze plati 7¢ C 7. Podle
Gramovy—Schmidtovy véty (cv. 45) k libovolné koneéné mnoziné vektoru {&1,&s,...,&,} C E
existuje nenulovy vektor £ € E takovy, ze (&;/€) = 0 pro kazdé i; kdyby takovy vektor neexistoval,
vektorovy prostor E by byl kone¢nérozmeérny. Zvolme prvek béze silné topologie v bodé 0, B(0, ¢).
Podle piedpokladu existuje okoli Us(0,{&1, &2, ..., &xn}) nulového vektoru v slabé topologii, lezici
v B(0,¢). Pro kazdé a € C plati (a - £|&;) = 0 pro kazdé i = 1,2,...,m, coz znamend, ze a - § €
U:(0,{&,&,...,&m}). Pritom pro a takové, ze |a| > ¢/|&|| je a - €& € B(0,¢), coz je spor. To
dokazuje, ze v piipadé nekoneénerozmérného vektorového prostoru £ 75 ¢ Ty .

Je-li vektorovy prostor E koneénérozmeérny, pak topologie 7s, Ty splyvaji (cv. 35); vyse uvedend
uvaha ukazuje, ze splyvaji-li 75 a Ty, E nemuze byt nekonetnérozmeérny.

47. Rozhodnéte, které z normovanych prostoru ve cv. 41, 42, 37 jsou unitdrni a urcete prislusny
skalarni soucin.

Reseni. Stacf zjistit, které z uvedenych norem spliuji rovnobéznikovou rovnost (cv. 44 (b)).

% s normou || ||2 je unitérni, s normou || ||sup nebo || |1 nebo g nenf unitarni.

L2([a,b]) s normou || flla = (f2 |£(£)[2dt)"/2 je unitérni.

C™ s normou || ||2 je unitdrni, s normou || ||max nebo s normou || ||; neni unitdrni.

V unitdrnim prostoru R™ (resp. C", resp. £, resp. L?([a, b])) m4 skaldrni soucin tvar (£|¢) =
2E°C (resp. (€]¢) = 22€°(¢7)", resp. (&]¢) = 22€(¢")* (soucet pro i =1,2,3,...), resp. (flg) =
J2 F0g" @)de).






Kompaktni a lokalné kompaktni prostory

Budeme fikat, ze topologicky prostor X je kompaktni, jestlize kazdé jeho oteviené pokryti
ma kone¢né podpokryti. Mnozina A C X se nazyva kompaktni, je-li kompaktni jako podpro-
stor topologického prostoru X. “Kompaktnost” tedy znamena “konec¢nost v topologickém
smyslu” a patii mezi nejsilnéjsi vlastnosti topologického prostoru. Topologicky prostor X se
nazyva lokalné kompaktni, ma-li kazdy jeho bod okoli, jehoz uzavér je kompaktni mnozina.

Mezi nejdulezitéjsi pfiklady kompaktnich mnozin, znamé z klasické analyzy, patii
uzavieny interval [a, b] v mnoziné redlnych ¢isel R (Heineho—Borelova-Lebesgueova véta) a
ohranic¢end uzaviend podmnozina Euklidova topologického prostoru R"™. Topologicky pro-
stor R™ neni kompaktni, je vSak lokalné kompaktni.

Znamé je také klasické tvrzeni o tom, ze spojitd realnd funkce, definovand na uzavieném
intervalu, nabyva svého minima a maxima (Weierstrassova véta); toto tvrzeni plati také pro
spojité realné funkce na libovolném kompaktnim prostoru X.

V této kapitole studujeme zakladni vlastnosti kompaktnich a lokdlné kompaktnich topo-
logickych prostoru (odst. 7.1 — 7.4). Mezi hlubsi vysledky pati{ Tichonovova véta o souc¢inu
topologickych prostoru, kterd tvrdi, ze souc¢in neprazdnych topologickych prostori je kom-
paktni tehdy a jen tehdy, je-li kazdy z téchto prostoru kompaktni (odst. 7.2). V odst.
7.5 zavadime pojem o-kompaktniho prostoru, ktery vyuzivame ve formulaci postacujici
podminky parakompaktnosti lokalné kompaktniho prostoru.

Ve druhé céasti kapitoly (odst. 7.6, 7.7) se zabyvédme problémem kompaktifikace, t.j.
problémem existence vnofen{ f : X — Y (nekompaktniho) topologického prostoru X
do néjakého kompaktniho topologického prostoru Y, takového, ze f(X) C Y je hustd
mnozina. Ukazuje se, ze kazdy topologicky prostor mé kompaktifikaci, napt. tzv. Ale-
xandrovu (jednobodovou) kompaktifikaci. Je-li topologicky prostor X Hausdorffuv, vznikd
otazka existence jeho vnofeni do kompaktniho Hausdorffova prostoru (oddélitelnd kompak-
tifikace). Tiida Hausdorffovych prostoru, které lze takto kompaktifikovat, je charakteri-
zovana jako tzv. Gplné regularni prostory. Uplné regularni prostor 1ze ovsem kompaktifikovat
mnoha zpusoby; kromé Alexandrovy kompaktifikace, kterd je “minimdlni”, studujeme také
Cechovu—Stoneovu “maximalni” kompaktifikaci.

7.1. Kompaktni prostory

Topologicky prostor se nazyva kompaktni, jestlize z kazdého jeho otevieného pokryti
lze vybrat konecné podpokryti.
Uvedeme kriterium kompaktnosti topologického prostoru. Rekneme, ze systém o
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podmnozin mnoziny X je centrovany, jestlize prunik libovolného konecéného podsystému
systému o je neprazdny.

Veéta 1. Topologicky prostor X je kompakini tehdy a jen tehdy, kdyz kazdy centrovany
systém uzavienych podmmnozZin mnozZiny X md neprdzdny pranik.

Dukaz. 1. Bud X kompaktni prostor. Nechf (4,),cs je libovolny centrovany systém
uzavienych mnozin v X. Pro kazdé + € I klademe U, = X\A,. Podle predpokladu
pro libovolnou koneénou podmnozinu J C I plati N,c; A, # 0. Pak ovsem U,;U, =
Ues(X\A,) = X\Nes A # X, takze systém (U,),c; nepokryva X. Systém (U,).cr
také nepokryva X, jinak by totiz X nebyl kompaktni. Mame tedy X # U,c;U. =
Uer(X\A,) = X\ N,er A, takze N,cr A, # 0, coz jsme chtéli dokdzat.

2. Predpokladejme, ze kazdy centrovany systém uzavienych podmnozin mnoziny X ma
neprazdny prunik. Bud (Uy)xex libovolné oteviené pokryti X. Klademe A, = X\U,.
Pak N.cx Ax = X\ Unex Usx = 0, takze podle predpokladu systém (Ay)wex nemuze byt
centrovany. Existuje tedy koneénd mnozina J C K tak, ze (,c;Ax = 0. Pak ovSem
Uees Ue = Upes(X\Ax) = X\NiesAx = X a tedy (Ugx)wes je konecné podpokryti
(Uk)rek - Topologicky prostor X je tedy kompaktni.

Véta 2. Topologicky podprostor Y topologického prostoru X je kompaktni tehdy a jen
tehdy, kdyz jeho pokryti mnoZinami otevienymi v X obsahuje konecéné podpokryti.

Diikaz. 1. Piredpoklddejme, ze Y C X je kompaktni topologicky podprostor. Bud
(U,).er pokryti Y mnozinami otevienymi v X. Pak (V}),cr, kde V, = U, NY, je oteviené
pokryti Y a existuje koneénd mnozina J C I tak, ze U,c;V, =Y. Evidentné J,; U, D Y.

2. Predpokladejme, ze kazdé pokryti mnoziny Y otevienymi mnozinami v X obsahuje
koneéné podpokryti. Bud' (V,),cs libovolné oteviené pokryti mnoziny Y. Pro kazdé « € I
tedy existuje mnozina U, oteviend v X tak, ze V, = U, NY. Evidentné Y = {J,;V, =
U.er(U.NY) C U,er U.. Podle predpokladu tedy existuje konetnd mnozina J C I takova,
ze UegU DY . Pak U,c; Vi = U,er(U.NY) = (U,es U) NY =Y. Topologicky prostor Y’
je tedy kompaktni.

Podmnozina topologického prostoru X se nazyva kompaktni, je-li kompaktni jako to-
pologicky podprostor topologického prostoru X.

Véta 3. (a) Sjednoceni dvou kompaktnich mnozin je kompakini mnozina.

(b) Je-li mnozina A kompaktni a U oteviend, pak mnozina A\U je kompakini.

(¢) Predpokladejme, Ze pro mnozZiny A, B plati A C B a mnoZina cl B je kompaktni.
Pak cl A je kompaktnd.

(d) Pranik libovolného systému kompaktnich uzavienych mnozin je kompakini uzaviend
mnozina.

(e) K tomu, aby podmnozina topologického prostoru X byla kompaktni je nutné a staci,
aby byla kompakini v néjakém topologickém podprostoru X.

Diikaz. (a) Bud'te A, B kompaktni mnoziny, (U,),c; oteviené pokryti mnoziny AU B.
Podle predpokladu existuje koneénd mnozina J C I a konetnad mnozina K C [ tak, ze
(U,).e je pokryti mnoziny A a (U,),cx je pokryti mnoziny B. Pak (U,),cjux je konecné
podpokryti (U,).er-

(b) Bud (U,),er oteviené pokryti mnoziny A\U. Pak mnoziny U,, U pokryvaji A a z
kompaktnosti A vyplyva, ze pro jisté indexy ¢1, t2, ..., tp mnoziny U,,, Uy, ..., U, , U
pokryvaji A. Mnoziny U,,, U,,, ..., U, musi tedy pokryvat mnozinu A\U.

(¢) Bud X topologicky prostor, A, B C X mnoziny takové, ze A C B a cl B je kom-
paktni. Bud’ (U,),es oteviené pokryti mnoziny cl A. Pak mnoziny U,, X\ cl A tvoi{ oteviené
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pokryti X a tedy také oteviené pokryti cl B. Z kompaktnosti cl B vyplyva, ze pro jisté
L1, L2, ..., tp mnoziny U, U,, U, , X\clA pokryvaji cl B. OvSem z podminky A C B
vyplyva cl A C ¢l B a tedy mnoziny U,,, U,,, ..., U, musi pokryvat cl A.

(d) Bud (A,),er systém kompaktnich uzavienych podmnozin topologického prostoru
X. N A, je uzaviend mnozina. Staci tedy dokdazat jeji kompaktnost. Zvolme k € I; pak
NA, C Ax. Bud (Uy)aer oteviené pokryti mnoziny () A,. Pak mnoziny Uy, X\ (A4,
pokryvajl X. Pokryvaji tedy také kompaktn{ mnozinu A, a musi existovat indexy Aq, Ao,
ooy A\g € L tak, ze mnoziny Uy,, Uy,, ..., Uy, X\A, pokryvaji A,. Systém mnozin Uy,
Uxys - -, Uy, je tedy pokryti mnoziny (] A,.

(e) Tvrzeni vyplyvé piimo z definice indukované topologie.

Véta 4. Uzavrend podmnozina kompaktniho topologického prostoru je kompaktni.

Diikaz. Bud X kompaktni topologicky prostor, A C X uzaviend mnozina, (U,).,cs
pokryt{ mnoziny A otevafenymi mnozinami. Oteviené mnoziny U,, X\A pokryvaji X.
Z kompaktnosti X vyplyva, Ze pro jisté indexy ¢1, to, ..., ¢ty mnoziny U,, U, ..., U,,

X\A pokryvaji X. Mnoziny U,,, U, ..., U, tedy pokryvaji A a mnozina A musi byt
kompaktni (Véta 2. odst. 7.1 str. 196).

Véta 5. Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickiyjch prostori, A C X podmnoZina.
Je-li A kompaktni, pak také mnozina f(A) CY je kompakini.

Diikaz. Bud (V,),e; oteviené pokryti mnoziny f(A). Pak (f~%(V,)).er je oteviené
pokryt{ mnoziny A (Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Z kompaktnosti mnoziny A vyplyva, ze
pro jisté indexy t1, t2, ..., 1 € I mnoziny f~1(V,,), f1(Viy), .., f~1(V.,) pokryvaji A.
Mnoziny V,,, V,,, ..., V,, tedy pokryvaji mnozinu f(A).

Disledek 1. Faktorovy prostor kompaktniho prostoru je kompaktni.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva ze surjektivnosti faktorové projekce.

Dusledek 2. Kompaktni topologicky prostor neni homeomorfni s nekompaktnim to-
pologickym prostorem.

Dikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem Véty 5. odst. 7.1 str. 197.

7.2. Soucin kompaktnich prostora

Véta, kterou nyni dokdzeme, patii k zdkladnim vysledkum obecné topologie.

Véta 6. [Tichonoviv teorém] Bud (X,).e; systém topologickych prostori takovy, Ze
X, # 0 pro kazdé v € 1. Pak soucin [] X, je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz topologicksj
prostor X, je kompakini.

Dikaz. 1. Je-li souc¢in X = [] X, kompaktni, pak kompaktnost X, vyplyva ze spojitosti
a surjektivnosti projekce pr, (Véta 5. odst. 7.1 str. 196, Véta 10. (a) odst. 3.3 str. 36).

2. Predpokladejme, ze kazdy z topologickych prostora X, je kompaktni. Chceme ukézat,
ze pro libovolny centrovany systém (A, )xex uzavienych podmnozin topologického pro-
storu X =[] X, je prunik () A, neprézdny (Véta 1. odst. 7.1 str. 196).
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Oznactme o systém vSech centrovanych systému podmnozin mnoziny X.oc mé konec-
ny charakter: Koneény podsystém centrovaného systému je podle definice centrovany a
plati-li pro néjaky systém podmnozin mnoziny X, ze kazdy jeho kone¢ny podsystém je
centrovany, pak tento systém je také centrovany. Z axiomu vybéru (viz odst. III, Tu-
keyho podminka) tedy vyplyvéa, ze kazdy centrovany systém mnozin je obsazen v jistém
maximalnim centrovaném systému.

Bud (Ax)kex libovolny centrovany systém uzavienych mnozin v X. (Ayx)xerx je pod-
systém maximélnfho centrovaného systému (A, )kxer (ne nutné uzavienych) podmnozin
mnoziny X. Abychom ukdzali, ze N,.cx Ax # 0, staci ukdzat, ze existuje bod z € X tak,
ze x € cl Ay pro kazdé k € L. Potom totiz Nycx Ax = Neer 1 Ak D Nuer, cl A # 0.

Uvazujme systém mnozin (Ax)xer. Jelikoz je tento systém maximélni (v o), a pro
libovolné k1, k2, ..., ki € L pifiddnim mnoziny A,, NA,,N---NA,, k tomuto systému opét
vznikne centrovany systém, musi mnozina A, N A., N--- N A,, patfit systému (Ay)xer.
Podobné je-li B C X mnozina takové, ze B N A, # 0 pro kazdé x € L, priddnim B
k systému (A )xer vznikne centrovany systém a tedy B patii systému (A,)xecr. Nakonec
si vSimnéme, ze systém mnozin (clpr,(Ag))ser v X, je také centrovany pro kazdé ¢ € I:
maéme pro libovolné k1, ka, ..., Kk € L inkluze clpr, (A, )Neclpr,(Ax,)N---Nelpr, (Ag,) D
pr,(As,) Npr,(Ag,) N---Npr,(Ax,) D pr(As, NAg, N---NAg,) # 0 jelikoz A, N Aw, N
N A, # 0. Z kompaktnosti X, tedy vyplyva, ze N,cr clpr,(Ax) # 0 a tedy existuje
bod z, € N,.er, clpr,(Ax).

Klademe x = (z,),e7. Ukdzeme, ze = € cl A, pro kazdé k € L.

Bud W, okoli bodu x, v X,. Pro kazdé x € L plati z, € clpr,(A4). Okoli W, bodu
x, mus{ tedy mit s mnozinou clpr,(A,) neprdzdny prunik. Odtud 0 # W, Npr,(Ax) =
pr,(pr, (W) N A,), t.j. pr,; 1(W,)N A, # 0. Tento vztah plati pro kazdé x, takze pr, 1 (W,)
musi pattit systému (A )xer-

Koneéné priiniky mnozin typu pr, *(W,) ovéem definuji bézi topologie sou¢inu X =
[TX,. Jak jsme jiz ukdzali, tyto pruniky také patii systému (Ag)xer-

Kazdy prvek baze, obsahujici bod = = (z,),e5 tedy patii systému (A, )xer. Ovsem tento
systém je centrovany; pro libovolny prvek baze U obsahujici bod z tedy plati A, NU # (.
Odtud vyplyva, ze x € cl A, coz jsme chtéli dokazat.

7.3. Kompaktni Hausdorffovy prostory

V tomto odstavci studujeme kompaktni Hausdorffovy prostory, jejich podmnoziny a
zobrazeni.

Véta 7. (a) Kompaktni mnozina v Hausdorffové topologickém prostoru je uzaviend.
(b) Prunik libovolného systému kompaktnich mnozin v Hausdorffové topologickém pro-
storu je kompaktni mnozina.

Diikaz. (a) Bud X Hausdorffiv prostor, A C X kompaktn{ mnozina. Plati-li X\ A = 0,
pak A = X a tedy A je uzaviend. Nechf X\A # 0. Bud z € X\A libovolny bod. Ke
kazdému y € A existuje okoli U, bodu x a okoli V,, bodu y tak, ze U, NV, = . Mnoziny
Vy pokryvaji A a z kompaktnosti mnoziny A vyplyva, Ze existuje konecny systém mnozin
Vi, Vo - -+, Vi, } pokryvajici A. Klademe U = Uy, N Uy, N --- N Uy,. Ziejmé U je okoli
bodu z. Déle pro kazdé ¢ = 1,2,...,.kplati UNV,, C U, NV, =0, tj. UNA=0.
Tedy U C X\A a z libovolnosti bodu z vyplyvé, ze mnozina X\ A je oteviend; A je tedy
uzaviena.

(b) Tvrzeni plyne z jiz dokdzaného tvrzeni (a) a z Véty 3. odst. 7.1 str. 196.
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Véta 8. Bud X Hausdorffiv prostor, A C X kompaktni mnozina, x € X\A bod.
Existuje okoli U mmnoziny A a okoli V bodu x tak, Ze U NV = (.

Diikaz. Ke kazdému bodu y € A existuje okoli U, bodu y a okoli V,, bodu x tak, zZe
Uy NV, = 0. (Uy)yea je oteviené pokryti mnoziny A. Z kompaktnosti A tedy vyplyva,
ze pro jisté body yi, y2, ..., yp € A mnoziny Uy,, Uy,, ..., Uy, pokryvaji A. Klademe
U=U,, UU,U---UU,, V=V, NV,N---NV,.

Véta 9. Kompaktni Hausdorffuv prostor je parakompaktng.

Disledek. Kompaktni Hausdorffiv prostor je normalni.

Diukaz. Tvrzeni vyplyva z toho, Ze parakompaktni prostor je normélni (Véta 14. odst.
6.6 str. 158).

Véta 10. Spojité bijektivni zobrazeni kompaktniho topologického prostoru na
Hausdorffuv prostor je homeomorfismus.

Diikaz. Necht f: X — Y je zobrazeni, spliiujici predpoklady Véty 10.. Staci dokazat,
ze f je oteviené (Véta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud U C X oteviend mnozina. Pak X\U
je uzaviend mnozina a tedy mnozina kompaktni (Véta 4. odst. 7.1 str. 197); f(X\U) je
tedy kompaktni mnozina (Véta 5. odst. 7.1 str. 197). Ovsem z oddélitelnosti topologického
prostoru Y vyplyva, ze f(X\U) je uzaviena mnozina (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Déle
z bijektivnosti zobrazeni f vyplyva, ze f(X\U) = Y\ f(U), takze f(U) C Y je oteviena
mnozina. Zobrazeni f je tedy oteviené.

Dusledek. Bud X mnozZina, 71, 7o dvé topologie na X . Pfedpokliddejme, Ze topologické
prostory X1 = (X, 1), X2 = (X, 72) jsou Hausdorffovy a kompaktni a ze topologie 11, T2
jsou srovnatelné. Pak 7 = 7o.

Diikaz. Necht je napf. topologie 75 silnéjsf nez 7. Pak zobrazeni idy : Xo — X; je
spojité a bijektivni. Je to tedy homeomorfismus, odkud vyplyva, ze 71 = 9.

Véta 11. Soucin parakompaktniho a kompaktniho Hausdorffova topologického prostoru
je parakompaktny.

Diikaz. Bud X parakompaktni a Y kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor. Je-
likoz soucin X x Y je Hausdorffuv (Véta 13. odst. 3.3 str. 38), je tfeba dokézat, ze libovolné
oteviené pokryti topologického prostoru X x Y ma lokalné konecné zjemnéni.

Ke kazdému (z,y) € X x Y existuje okoli U,,) bodu z € X a okoli V{,,) bodu
y €Y tak, ze Uy, X Vg, je podmnozina nékteré z mnozin pokryti o. Pro kazdé z
tvorl mnoziny V|, ), kde y probiha Y, oteviené pokryti Y. Podle predpokladu existuji

tedy body y1, y2, ..., Yr@) € Y tak, ze mnoziny Vg 4y, Viggys)s - s V'(JCM(DC)) pokryvaji
Y. Polozme Uy = Uy y) N Uy, M- N U(:v,yk(z))' U, je okoli bodu z a kazda z mnozin
U X Viey1)r Ue X Vigys)y -5 Uz X V(x,yk(x)) je podmnozinou nékteré z mnozin pokryti

o. Systém (U,).ex je oteviené pokryti X; existuje tedy jeho lokdlné kone¢né zjemnéni
(P.)ier- Pro kazdé v € I vyberme bod z(¢) tak, ze P, C Uy, a polozme Q,; = P, X Viz(,).4),
1 <4 < k(z(e)). Ukdzeme, ze mnoziny Q,; tvoii lokalné koneéné zjemnéni pokryti o.
Mnoziny @, ; jsou oteviené a evidentné pokryvaji X x Y: pro libovolné (z,y) € X xY
bod z lezi v jistém Py, k € I, jelikoz (P,),er je pokryti X, a bod y padne do nékteré z
mnozin ‘/(:v(/i),yl)a Wm(n),yz% ceey ‘/(x(,{)gk(x(,{))) pokryvajfcich Y. Dale QL,i C U{L’(L) X ‘/(x(L) i)

)
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takze Q,; je podmnozina nékteré z mnozin pokryti o; pokryti X x Y mnozinami @,; je
tedy zjemnéni o. Nakonec k libovolnému bodu (z,y) bod x mé okoli W, jehoz prunik s
mnozinami P, je neprazdny jen pro kone¢né mnoho indexu ¢. Jelikoz (W xY)NQ,; =
(WNP)x (YN Vigw).m) = (WNP) X Vi), prunik okoli W x Y bodu (z,y) s mnozinami
Q.,; je neprazdny jen pro koneéné mnoho indexi ¢, 1.

Tim je dikaz ukoncen.

V nésledujici vété uvazujeme mnozinu redlnych ¢isel R s pfirozenou topologii.

Véta 12. Uzavreny interval [a,b] C R je kompaktni.

Dukaz. Bud [a,b] C R uzavieny interval, a < b, o jeho oteviené pokryti. Uvazujme
mnozinu A, bodu z € R, pro které (1) a <z < b, (2) interval [a, z] 1ze pokryt konetnym
poctem mnozin ze systému o. Zrejmé A, # (): vybereme U € o tak, ze a € U, a ¢éislo c € U
tak, ze a < ¢ <b a [a,b] C U; pak [a,c) C A,. Mnozina A je shora ohrani¢end (¢islem b),
existuje tedy a = sup A, (viz odst. IV), pficemz a < o < b. Staci tedy ukazat, ze interval
[a, a 1ze pokryt koneénym poctem mnozin ze systému o a ze o = b.

Plati o < b. Existuje tedy oteviend mnozina U € o takova, ze a € U. Musi tedy
existovat ¢islo 6 > 0 tak, ze (a« —d,a] C U. OvSem a = sup A,, takze v intervalu (o — 9, ]
existuje bod = € A,. Interval [a, z| 1ze podle definice mnoziny A, pokryt konetnym poctem
mnozin ze o, interval (o — §, o je pokryt jedinou mnozinou U € o, tedy interval [a, o] lze
pokryt koneénym poctem mnozin systému o.

Predpokladejme, ze oo < b. Pak existuje bod y € R tak, ze a < y < b a interval [a, y] je
pokryt jedinou mnozinou U € o. Tedy y € A,. OvSem y > «, coz je spor s predpokladem,
ze o = sup A,. Musi tedy platit o = b.

Dusledek 1. Mnozina A C R" je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz je uzaviena a
ohranicena.

Diikaz. 1. Bud A kompaktni. R" je Hausdorffitv topologicky prostor, takZe mnozina A
je uzaviena (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Z kompaktnosti A déle plyne, ze mnozinu A lze
pokryt koneénym poctem otevienych kvadri a tedy také koneénym poctem uzavienych
kvadri. Mnozina A tedy celd lezi v néjakém uzavieném kvadru a musi byt ohranicena.

2. Necht A je uzaviend a ohrani¢end. Existuje uzavieny kvadr K C R" tak, 7e A C K.
K je ovsem kompaktni mnozina (Véta 12. odst. 7.3 str. 200, Véta 6. odst. 7.2 str. 197) a
A je uzaviend v topologickém podprostoru K C R™ (Véta 4. (b) odst. 3.1 str. 32). Podle
Véty 4. odst. 7.1 str. 197 a Véty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 je A kompaktni v R".

Dusledek 2. Bud X kompaktni topologicky prostor, f : X — R spojitd funkce.
Existuje bod z1 € X tak, ze f(x1) > f(z) pro kazdé z € X, a bod =9 € X tak, ze
f(ze) < f(x) pro kazdé = € X.

Dikaz. Podle Véty 5. odst. 7.1 str. 197 je mnozina f(X) C R kompaktni, je tedy
uzaviend a ohranicend (Dusledek 1. Véty 12. odst. 7.3 str. 200). Oznacme ¢ = sup f(X).
Libovolné okoli bodu ¢ € R mé neprazdny prunik s mnozinou f(X); znamend to, ze
cecl f(X). Ovsem cl f(X) = f(X), takze existuje bod z; € X tak, ze f(z1) = c.

Stejné se dokaze existence bodu xs.
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7.4. Lokalné kompaktni prostory

Topologicky prostor se nazyva lokalné kompaktni, jestlize kazdy jeho bod méa okoli,
jehoz uzavér je kompaktni mnozina.
Kazdy kompaktni prostor je lokdlné kompaktni.

Véta 13. Bud X Hausdorffiv topologicky prostor. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvi-
valentni:

(1) X je lokdlné kompaktnd.

(2) Ke kazdému bodu x € X a ke kazdému okoli U bodu x ezistuje okoli V' bodu x takové,
zZe clV je kompaktni mnoZina a plati clV C U.

Diikaz. 1 Predpoklddejme, ze X je lokdlné kompaktni. Bud = € X bod, U jeho okoli.
Podle predpokladu existuje okoli V,, bodu z tak, ze cl V, je kompaktni mnozina. Polozme
A = clV,\U; A je kompaktni mnozina (Véta 3. (b) odst. 7.1 str. 196). Zvolme okoli Z
mnoziny A a okoli W bodu x tak, ze ZNW = () (Véta 8. odst. 7.3 str. 199). Polozme
V =WnV, V je okoli bodu z. Pfitom V C V., takze clV C clV, je jako uzaviend
podmnozina kompaktn{ mnoziny kompaktni (Véta 4. odst. 7.1 str. 197). Zbyvéa dokazat,
ze clV C U. Plati V. .C W, takze clV C clW; dédle W N Z = () a mnoziny Z, W jsou
oteviené, takze clW N Z = (). Odtud ovSem dostavdme, ze clV N Z =0, t.j. clVNA=0,
jelikoz Z je okoli A. Mnozina clV tedy lezi v clV, a neprotind A. Ze vztahu A = clV,\U
tedy vyplyva, ze clV C U, coz jsme chtéli dokazat.

2. Je-li splnéna podminka (2), X je evidentné lokalné kompaktni.

Dusledek 1. V lokalné kompaktnim Hausdorffové prostoru existuje béaze topologie o
takova, ze pro kazdé U € o je mnozina cl U kompaktni.

Dukaz. Za o vezmeme systém mnozin V' z podminky (2) Véty 13. odst. 7.4 str. 201;
o je béze topologie (Véta 9. odst. 1.4 str. 7).

Dusledek 2. Libovolné oteviené pokryti lokalné kompaktniho Hausdorffova prostoru
ma zjemnéni, tvofené otevienymi mnozinami, jejichz uzavéry jsou kompaktni mnoziny.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé.

Véta 14. Homeomorfni obraz lokdlné kompaktniho topologického prostoru je lokdlné
kompaktni prostor.

Diikaz. Bud X lokalné kompaktn{ prostor, f : X — Y homeomorfismus. Bud y € Y
bod a polozme x = f~!(y). Necht U je okoli bodu z takové, Ze clU je kompaktni. Pak
V = f(U) je okoli bodu y takové, ze clV je kompaktni (Véta 5. odst. 7.1 str. 197).

Podmnozina topologického prostoru X se nazyva lokdlne kompakint, jestlize je lokalné
kompaktni jako topologicky podprostor X.

Véta 15. (a) Uzaviend podmnozZina lokdlné kompaktniho prostoru je lokdlné kom-
paktni.

(b) Otevrend podmnozina lokdlné kompaktniho Hausdorffova prostoru je lokdlné kom-
pakini.

(¢) Podmnozina Y lokdlné kompaktniho Hausdorffova prostoru X je lokdlné kompakini
tehdy a jen tehdy, kdyz Y = ANU, kde A C X (resp. U C X ) je uzaviend mnozina (resp.
oteviend mnozina,).
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Diikaz. (a) Bud A uzaviend podmnozina lokdlné kompaktniho topologického pro-
storu X. Je-li A prazdnd, pak je kompaktni a tedy lokalné kompaktni. Necht A # (.
K libovolnému x € A existuje okoli U bodu x takové, ze clU je kompaktni mnozina.
Mnozina U N A je okoli bodu x v A; ukazeme, ze cl4(U N A) je kompaktni mnozina v A.
Stac¢i ukdzat, ze tato mnozina je kompaktni v X (Véta 3. (e) odst. 7.1 str. 196). Plati
cla(UNA)=c(UNA)NA (Véta 4. (a) odst. 3.1 str. 32), takze cl4(U N A) je jako prunik
dvou uzavienych mnozin uzaviend mnozina. Dale cl(UNA) C clU, t.j. (UNA)NA C clU,
takze cl4(UNA) je podmnozina kompaktni mnoziny; je to tedy mnozina kompaktni (Véta
4. odst. 7.1 str. 197), coz jsme chtéli dokazat.

(b) Bud U oteviend podmnozina lokdlné kompaktniho prostoru X, x € U bod. Existuje
okoli V' bodu z takové, ze clV je kompaktni mnozina a clV C U (Véta 13. odst. 7.4 str.
201); U je tedy lokalné kompaktni.

(c) Bud Y C X lokalné kompaktni podmnozina. Najdeme uzavienou mnozinu A C X
a otevienou mnozinu U C X tak, z2e Y = ANU.

Y mozno uvazovat jako lokdlné kompaktni podmnozinu lokalné kompaktniho Hausdor-
ffova prostoru Z = clY (viz jiz dokdzané tvrzeni (a) a Véta 2. (a) odst. 3.1 str. 32).
Ukézeme nejdiive, ze Y je oteviend podmnozina Z.

Bud y € Y libovolny bod. Podle predpokladu existuje okoli V bodu y v Y tak, ze cly V
je kompaktni mnozina v Y. cly V je tedy kompaktni v Z (Véta 3. (e) odst. 7.1 str. 196) a
z oddélitelnosti Z vyplyva, ze je to mnozina uzaviend v Z (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).
Dale V CclyV =clzVNY atedy clzV CeclgcelyV =clyV =clzVNY C Y. Bud
W C Z oteviend mnozina takova, ze V = W NY. Z toho, ze Y je mnozina hustd v Z,
vyplyvé, ze cly W = clz(W NY) (Véta 12. odst. 1.6 str. 8). Spojenim vySe uvedenych
vztahu dostdvame W C clz W = clz(WNY) = clzV C Y. Bod y byl ovsem zvolen
libovolné a W je jeho okoli lezici v Y, takZze mnozina Y C Z je oteviena.

7 toho ovSem vyplyva, ze existuje oteviend mnozina U C Y tak,zeY = UNZ = UNclY,
coz jsme chtéli dokézat.

Dokazeme nyni, ze mnozina ¥ = ANU, kde A C X je uzaviend mnozina a U C X
je oteviend mnozina, je lokdlné kompaktni. Podle jiz dokdzaného tvrzeni (a) A je lokélné
kompaktni; z oddélitelnosti X vyplyvd, ze A je lokalné kompaktni Hausdorffuv topologicky
podprostor topologického prostoru X . Dale ANU je oteviena mnozina v A, takze podle (b)
ANU je lokadlné kompaktni podmnozina A. ANU je tedy lokdlné kompaktni topologicky
podprostor X, coz jsme chtéli dokazat.

Véta 16. Bud A kompaktni mnoZina v lokdlné kompaktnim prostoru X . Ezistuje okoli
U mnoziny A takové, Ze clU je mnozina kompakitnt.

Dikaz. Ke kazdému =z € A ozna¢me U, okoli bodu x takové, ze clU, je kompaktni
mnozina. Systém (U,),cx je oteviené pokryti mnoziny A a z kompaktnosti A vyplyvé,
ze pro jistd 1, 2, ..., o € A mnoziny Uy, U,,, ..., Uy, pokryvaji A. Klademe U =
Ug, UUyz, U -+ UUy,. Pak clU je sjednoceni mnozin clU,, (Véta 4 (d) odst. 1.3) a z
kompaktnosti téchto mnozin vyplyva kompaktnost mnoziny clU (Véta 3. (a) odst. 7.1 str.
196).

Véta 17. Bud (X,).e; systém neprdzdnijch topologickych prostori. Ndsledujici dvé
podminky jsou ekvivalentni:

(1) Soucin [1 X, je lokdlné kompaktnd.

(2) Ezistuje koneénd mnozina J C I takovd, Ze pro v € J je topologicky prostor X,
lokdlné kompaktni a pro v € I\J je X, kompakind.
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Diukaz. 1. Predpokladejme, ze soucin [[ X, je lokalné kompaktni. Pro libovolny bod
y € [1X,, y = (y.), libovolné k € I a libovolné z,; € X, klademe f(z,) = (), kde 2/ =y,
pro ¢ # k a x), = x,. f je homeomorfismus X, na uzavieny podprostor souc¢inu [[ X,
(Véta 9. (b) odst. 3.3 str 36, Dusledek 1. Véty 12. odst. 3.4 str. 38); X, je tedy lokdlné
kompaktni topologicky prostor (Véta 14. odst. 7.4 str. 201). Bud U okoli bodu y takové,
ze clU je kompaktni mnozina. Z definice topologie souc¢inu vyplyva, ze U obsahuje okoli
bodu y tvaru pr,, ' (U, ) Npr,,}(U,)N---Npr; H(U,,), kde U,, C X, jsou oteviené mnoziny.
Klademe J = {i1,t9,...,t;}. Pak pro libovolné « € I'\J mnozina pr,(clU) je kompaktni.
Ovsem pr,(clU) D pr,(U) = X,, takze pr,(clU) = X, a podminka (2) je splnéna.

2. Pfedpokléddejme, Ze je splnéna podminka (2). Bud x = (x,) libovolny bod soucinu
[1X,. Pro kazdé + € J necht U, je okoli bodu z, € X, takové, ze clU, je kompaktni
mnozina. Pro ¢ € I\J polozmeU, = X,. Pak []U, je okoli bodu x; podle Véty 6. odst. 7.2
str. 197 je topologicky prostor []clU, kompaktni. Ovsem cl[[U, =[] clU, (Véta 12. odst.
3.3 str. 37 takze mnozina IIU, je okoli bodu z, které mé kompaktni uzdvér. Podminka (1)
je tedy splnéna.

7.5. o-kompaktni prostory

Topologicky prostor, jenz je sjednocenim posloupnosti kompaktnich mnozin, se nazyva
o-kompaktni.

Véta 18. Lokdlne kompakini topologicky prostor druhého typu spocetnosti je o-kom-
paktni.

Dikaz. Bud X lokdlné kompaktni topologicky prostor druhého typu spocetnosti, v
jeho spocetna baze. Podle predpokladu ke kazdému bodu x € X existuje jeho okoli V,, tak,
ze clV, je kompaktni mnozina. Déale existuje okoli U, bodu x tak, ze U, € v, U, C V,.
Pak ovsem clU, je kompaktni mnozina (Véta 4. odst. 7.1 str. 197, Véta 4. (b) odst. 3.1
str. 32 Evidentné X = |JU,, t.j. X = JclU, a ze spocetnosti baze v vyplyva, ze toto
sjednoceni je spocetné.

Prejdem k formulaci postacujici podminky parakompaktnosti lokdlné kompaktniho
Hausdorffova prostoru. K tomu ukazeme, ze kazdy o-kompaktni lokalné kompaktni to-
pologicky prostor je sjednocenim jisté rostouci posloupnosti otevienych mnozin.

Lemma 1. Bud X lokdlné kompaktni o-kompaktni topologicky prostor. Existuje po-
sloupnost (Us)ien oteviengch mnozin x X takovd, Ze pro kazdé i je mnozina clU; kom-
paktni, clU; C Ui—f—l; aUU; = X.

Diikaz. Bud (4;);en posloupnost kompaktnich podmnozin mnoziny X takova, ze X =
U A4;. Podle Dusledku 1. Véty 13. odst. 7.4 str. 201 a Véty 4. (d) odst. 1.3 str. 4 a Véty
3. (a) odst. 7.1 str. 196 ma mnozina A; okoli U; takové, ze mnozina clU; je kompaktni.
Pak mnozina As U clU; je kompaktni a mé tedy okoli Us takové, ze clUs je kompaktni
mnozina. Déle postupujeme indukci a pro libovolné ¢ > 2 definujeme U; jako takové okoli
kompaktni mnoziny A; U clU;_1, ze clU; je kompaktni mnozina. Posloupnost (U;);en mé
pozadované vlastnosti.

Veéta 19. Lokdlné kompaktni o-kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor je para-
kompaktni.
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Dukaz. Bud (U;)ien posloupnost otevienych mnozin v lokélné kompaktnim o-
kompaktnim topologickém prostoru X takova,, ze pro kazdé ¢ je mnozina cl U; kompaktni,
clU; C Uiy a X = JU; (Lemma 1. odst. 7.5 str. 203). Polozme Uy = 0, U_; = (). Déle
pro kazdé i € N polozme A; = (clU;)\U;—1. A; je kompaktni mnozina (Véta 3. (b) odst.
7.1 str. 196). Nahrazenim mnoziny cl U; mnozinou vétsi a mnozinou U;_1; mnozinou mensi
dostaneme, ze A; C Uj1\ clU;—2; mnozina U1 clU;_1 je oteviend. Snadno je vidét, ze
mnoziny Ay, Ag, As, ... pokryvaji X. Skutecné, k libovolnému bodu x existuje mnozina
U; tak, ze x € U;. Je-li k nejmensi z ¢isel 4, pro které x € U;, pak © &€ Up_1 a tedy = € Ay,
t.j. x € U A4;.

Bud' v libovolné oteviené pokryti X. Kazdy bod z € A; mé okolf Wi » lezici v nékteré
z mnozin systému v a zaroven v mnoziné U1\ clU;_o. Z kompaktnosti A; vyplyva, ze
pro jisté body x1, xa, ..., zg) mnoziny Wiz, Wigs, ..., Wi7$k(i) pokryvaji A;. Systém
vsech mnozin W o, Wi 4o, ..., ka(i); kde ¢ probiha mnozinu N, je tedy oteviené pokryti
mnoziny X, které je zjemnénim otevieného pokryti v.

Zbyva ukézat, ze pokryti X mnozinami W, , 1 < j < k(i), je lokdlné koneéné. Bud
zg € X libovolny bod, n nejmensi z indexu i, pro které zy € U;. Pak tedy xg € U,_1,
t.j. zo € clU,—2. Klademe V = U, N (X\clU,—2) = U,\clU,_2. V je evidentné okoli
bodu zg. Jelikoz pro libovolné i plati ij C Uiy1\ clU;_9, plati také inkluze ij N
V C (UZ‘_H\CI Ui_z) N (Un\ cl Un_z). Vezméme ¢ < n — 3. Pak U; C clU;41 C clUy—o
a tedy (Ui+1\Cl UZ;Q) N (Un\ cl Unfg) C (Cl Ui+1\Cl UZ;Q) N (Un\Cl Ui+1) = (). Podobné
vezméme i — 2 > n. Pak clU, C Up41 C U;—1 C clU;—; C Uj—2 a tedy (Ujt1\ clUj—2) N
(U, \clUy—2) C (Uis1\ clU;—2) N (clU,\ clUy,—2) = @ nebot clU, C clU;_s. Wiz, NV je
tedy prazdnd mnozina pro kazdé i, pro které i <n — 3 nebo i —2 > n. Prinik W;,, NV
muze tedy byt neprazdny jen pro i spliujici podminku n — 2 < i < n+ 1, t.j. jen pro
konecny pocet mnozin Wi ..

Je-li tedy topologicky prostor X Hausdorffuv, je také parakompaktni a dukaz je
ukoncen.

Dusledek. Lokalné kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor druhého typu spo-
Cetnosti je parakompaktni.

Dikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem Véty 18. odst. 7.5 str. 203 a Véty 19. odst. 7.5
str. 203.

7.6. Uplné regularni prostory

V tomto odstavci [0, 1]7 oznacuje mnozinu zobrazen{ f mnoziny J do intervalu [0, 1] C
R, uvazovaného s piirozenou topologii; mnozina [0,1]7 je pfitom uvazovana s topologif
soucinu, se kterou je kompaktnim topologickym prostorem (porov. pf. (10) odst. 3.7 str.
46, Véta 12. odst. 7.3 str. 200, Véta 6. odst. 7.2 str. 197). Budeme se zabyvat problémem
existence vnoreni daného topologického prostoru do (kompaktniho) prostoru tvaru [0, 1]7.

Hausdorffuv topologicky prostor X se nazyva tuplné regularni nebo také Tichonovuv,
jestlize ke kazdé uzaviené mnoziné A C X a kazdému bodu =z € X\A existuje spojita
funkce f: X — [0,1] takovd, ze fla =0a f(z) = 1.

Véta 20. (a) Uplné requldrni topologicky prostor je reguldrni.
(b) Normdlni topologicky prostor je uplné reguldrni.
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Dukaz. (a) Pfi oznaceni z definice tplné reguldrniho prostoru oteviené mnoziny

f710,1/2)) > A, f71((0/2,0]) > =
(b) Tvrzeni vyplyvéa z Urysohnova lemmatu (Véta 8. odst. 6.2 str. 145).

Véta 21. (a) Topologicky podprostor uplné requldrniho prostoru je uplné reguldrni.
(b) Soucin systému iplné requldrnich prostori je uplné reguldrni prostor.

Duikaz. (a) Bud Y topologicky podprostor iplné regularniho topologického prostoru
X, A C Y uzaviend mnozina, y € Y\A bod. Plati A = clANY, kde cl A je uzavér
mnoziny A v X, odkud vyplyva, ze y ¢ cl A. Podle predpokladu existuje spojitd funkce
f:X —[0,1] takovd, ze flaa =0 a f(y) = 1. Funkce g : Y — [0, 1], definovand vztahem
g = fly, je spojité a spliuje podminky g|4 = 1, g(y) = 0.

(b) Bud (X,),er systém uplné regularnich topologickych prostoru, A C I1X, uzaviena
mnozina, z € [[ X, bod, nelezici v A, x = (z,). Mnozina [] X,\A je oteviend; zvolme
prvek béaze topologie [ U, obsahujici x a lezici v mnoziné [ X,\ A. Podle definice topologie
souc¢inu U, = X, pro kazdé ¢« € I\J, kde J = {t1,19,...,1;} je jistd konecnd mnozina. Bud
fi + X,, — [0,1] spojita funkce takovd, ze fi’XLi\ULZ. =0, fi(z,,) =1, kdei =1,2,... k.
Polozme ¢; = f; o pr,.. ¢; je spojité zobrazeni z X do [0,1]. Klademe pro kazdé y € X
fw) =¢1(y) - v2(y) ... or(y) (souéin v R). f je spojité zobrazeni X do [0, 1]. Padne-li bod
y = (y,) do mnoziny A, pak nepatii mnoziné IIU,. Existuje tedy index i tak, ze y,, € U,,, t.j.
Y € X, \Uy, a fi() = 0, 6. f(y) = 0. Proy = a plati f(x) = filw,)fal@s) .- fi(ws) =
1.

Teorém, ktery nyni dokdzeme, poddva charakteristiku iplné reguldrnich prostoru jako
téch topologickych prostorti, které lze vnofit do kompaktnich prostort tvaru [0,1]7.

Véta 22. Topologicky prostor X je upiné reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro jistou
mnoZinu J ezistuje jeho vnoteni do topologického prostoru [0,1]”.

Diikaz. 1. Bud X tplné regularni prostor, J libovolnd mnozina parametrizujici
mnozinu vsech spojitych funkel f z X do [0,1]. Bud zg € X bod, U jeho okoli. Podle
piedpokladu existuje spojitd funkce g : X — [0, 1] takovd, ze g[x\v = 0 a g(zo) = 1. Podle
véty o vnoreni (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155) je vztahem f(z) = (f,(x)),es definované
vnofeni X do R7. Oviem f(X) C [0,1]7 a ztiZzenim oboru hodnot f na [0,1]” evidentn&
opét dostaneme vnofeni X do [0, 1]”. To dokazuje prvni éast tvrzeni.

(2) Predpokladejme, Ze pro jistou mnozinu .J existuje vnofeni f : X — [0,1]7. Snadno
je vidét, ze topologicky prostor [0,1]7 je tiplné reguldrni: R je norméalni (Véta 7. odst.
6.2 str. 144), je tedy tiplné reguldrni (Véta 20. (b) odst. 7.6 str. 204); déle soucin R’ je
uplné reguldrni (Véta 21. (b) odst. 7.6 str. 205) a jeho topologicky podprostor je také tiplné
reguldrni (Véta 21. (a) odst. 7.6 str. 205). Podle stejného tvrzeni musi tedy byt topologicky
podprostor f(X) C [0,1]” také tiplné reguldrni. Topologicky prostor, homeomorfni s tipIné
regularnim prostorem, je ovSem uplné regularni.

Disledek. Bud X topologicky prostor. Nésledujici t¥i podminky jsou ekvivalentni:
(1) X je uplné regularni.

(2) X je homeomorfni s podprostorem kompaktihjo Hausdorffova prostoru.

(3) X je homeomorfni s podprostorem normalniho prostoru.

Dikaz. Z Véty 22. odst. 7.6 str. 205 vyplyva, ze sta¢i ukazat, ze topologicky prostor
[0,1]7 je HausdorfFiv, kompaktni a normélni. Jeho oddélitelnost vyplyva z Véty 13. odst.
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3.3 str. 38 a kompaktnost z Véty 12. odst. 7.3 str. 200 a Véty 6. odst. 7.2 str. 197. Jeho
normalnost vyplyva z Dusledku Véty 9. odst. 7.3 str. 199.

7.7. Kompaktifikace topologického prostoru

Kompaktifikaci topologického prostoru X rozumime vnoreni f : X — Y topologického
prostoru X do kompaktniho topologického prostoru Y takové, ze mnozina f(X) C Y
je hustd v Y. Nemuze-li dojit k nedorozuméni, nazyvame kompaktifikaci topologického
prostoru X také samotny topologicky prostor Y.

Je-li f vnoreni topologického prostoru X do kompaktniho topologického prostoru Y,
pak Y = cl f(X) je uzavieny podprostor Y'; tento podprostor je ovsem kompaktn{ (Véta 4.
odst. 7.1 str. 197), takze zobrazeni g : X — Y, které dostaneme z f zizenim oboru hodnot,
je kompaktifikace topologického prostoru X. Tato kompaktifikace se nazyva asociovand
s vnorenim f.

Kazdy kompaktni topologicky prostor X ma kompaktifikaci f; za f lze vzit napf. iden-
tické zobrazeni idx : X — X.

Kompaktifikace f : X — Y se nazyva oddélitelnd, je-li Y Hausdorffuv topologicky
prostor.

Ukéazeme nejdiive, ze kazdy (nekompaktni) topologicky prostor ma kompaktifikaci.

Bud X nekompaktni topologicky prostor. Zvolme bod nepatiici mnoziné X a oznaé-
me jej oo; muzeme napiiklad vzit oo = X. Polozme X* = X U {oo}. Bud 7 topologie
topologického prostoru X. Ozna¢me 7* systém vSech podmnozin U mnoziny X* spliujicich
jednu z téchto dvou podminek:

(1) U je podmnozina mnoziny X, t.j. co ¢ U, a U € 7.

(2) U je podmnozina mnoziny X* obsahujici bod co a U ma tvar U = (\A) U {oc}, kde
A je kompaktni uzaviend podmnozina mnoziny X.

Lemma 2. 7* je topologie na X*.

Dukaz. Z podminky (1) vyplyvé, ze § € 7*. Déle X* = (X \0) U {co} a mnozina () je
kompaktni a uzaviena v X, takze X* € 7*.

Bud (U,),er systém podmnozin mnoziny X*, patiicich systému 7*. Ukdzeme, ze U =
UU, € 7. Oznatme J = {1 € I | U, # o0}, K ={v €1 |U, 5 co}. Pro kazdé + € K
mé U, tvar U, = (X\A4,) U {oo} pro jistou kompaktni uzavienou mnozinu A, C X. Plat{
U=V UW, kde

V=0,

vedJ
W= U= U(X\A) Ufoo}) = (U (X\A) U oo}
= (X\([) A)) U {oo}.

LeEK

Evidentné V' € 7 a podle Véty 3. (d) odst. 7.1 str. 196 je mnozina A = () A,, kde ¢ probiha
K, kompaktni a uzaviend. Pro U tedy dostavame vyjadreni U = (v U (X\A)) U {o0} =
(X\(A\V)) U {oo}. Mnozina A\V je ovsem kompaktni (Véta 3. (b) odst. 7.1 str. 77?).
Déle A\V = AN (X\V), takze mnozina A\V je také uzaviend. Mnozina U tedy spliuje
podminku (2), t.j. pati{ systému 7*.
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Nakonec ukazeme, ze pro libovolné dvé mnoziny U, V € 7% plati U NV € 7*. Spliauji-li
obé mnoziny U, V podminku (1), pak UNV € 7, t.j. UNV € 7*. Splauje-li U podminku (1)
a V' podminku (2), t.j. V' = (X\A)U{oo} pro jistou kompaktni uzavienou mnozinu A C X,
pak UNV =UN(X\A) € 7, t.j. opét UNV € 7*. Nakonec spliuji-li obé mnoziny U, V'
podminku (2), t.j. U = (X\A) U{oo}, V = (X\B) U {00} pro jisté kompaktni uzaviené
mnoziny A, B C X, dostavame UNV = ((X\A) N (X\B))U{oo} = (X\(AUB)) U {oc0}.
Pritom AU B je kompaktni mnozina (Véta 3. (a) odst. 7.1 str. 196) a uzaviend mnozina,
takze U NV opét spliuje podminku (2) a UNV € 7.

Véta 23. Bud X nekompaktni topologickyj prostor s topologii T.
(a) Mnozina X* s topologii T* je kompaktni topologicky prostor.
(b) Kanonické viozeni X do X* je kompaktifikace topologického prostoru X .

Diikaz. 1. UkdZeme, Ze topologicky prostor X* je kompaktni. Bud (U,),e oteviené po-
kryti X*. Existuje index (¢ € I tak, ze co € U,,. Pak podle definice mnozina X*\U,, je kom-
paktni (a uzaviend) v X. Systém (U,),erovéem pokryvda X*\U,,. Existuji tedy indexy ¢1,
L2, ..., b € I tak, ze mnoziny U,,, U,,, ..., U, pokryvaji X*\U,,. Pak {U,,U,,,..., U, }
je konecné podpokryti pokryti (U,),c;.

2. Ozna¢me ¢ : X — X* kanonické vlozeni. Plati «(X) = X. Ukdzeme, ze mnozina X je
hustd v X. Kazdé okoli U bodu oo mé tvar U = (X\A) U {0}, kde A C X je kompaktn{
mnozina, t.j. A # X; plati tedy UNX # 0, t.j. oo € c1 X a X*cl X. Mnozina X je tedy
husta v X.

Zbyva proveéfit, ze ¢ je homeomorfismus X na «(X) C X*. Z definice topologie 7* ihned
vyplyva, ze vzor libovolné oteviené mnoziny U C X* je oteviend mnozina v X; ¢ je tedy
spojité zobrazeni (Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Déle ¢ je zfejmé oteviené zobrazeni, je to tedy
homeomorfismus X na ¢(X) (Véta 3., Véta 4. odst. 2.1 str. 18).

Kompaktifikace ¢ : X — X* (kanonické vlozeni nekompaktniho topologického prostoru
X do X*) se nazyva Alexandrovova nebo také jednobodova kompaktifikace.

Nésledujici teorém poddava nutné a postacujici podminky oddélitelnosti Alexandrovy
kompaktifikace (Alexandrovuv teorém).

Véta 24. Bud X nekompaktni topologicky prostor, X* jeho Alexandrovova kompakti-
fikace. Nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(1) X je lokdlné kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor.

(2) X* je Hausdorffuv topologicky prostor.

Dikaz. 1. Predpokladejme, ze X je lokélné kompaktni Hausdorffuv prostor. Zvolme
dva ruzné body x, y € X*. Patii-li x, y mnoziné X, existuje okoli U bodu z a okoli V'
bodu y v X tak, ze U NV = {); tato okoli jsou ovSem oteviené mnoziny v X*. Necht
nyni € X, y = co. Bud’ U takové okoli bodu x, Ze clU je kompaktni mnozina. Klademe
V = (X\clU)U{oo}. V je okoli boduooaUNV = 0.

2. Je-li topologicky prostor X* Hausdorffuv, pak X je také Hausdorffuv. Déle jedno-
bodova mnozina {oco} je uzaviend v X*, takze X = X*\{oo} je oteviend mnozina v X* a
podle Véty 15. (b) odst. 7.4 str. 201 je tato mnozina lokalné kompaktni.

Podminky existence oddélitelné kompaktifikace nekompaktniho topologického prostoru
vyjasnuje tato véta.

Véta 25. Topologicky prostor ma oddélitelnou kompaktifikaci tehdy a jen tehdy, kdyz
je uplné reguldrni.
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Dikaz. Tvrzeni predstavuje jinou formulaci Dusledku Véty 22. odst. 7.6 str. 205.
Uvedeme nékteré dusledky Véty 24. a Véty 25..

Dusledek 1. K tomu, aby nekompaktni tiplné reguldrni prostor mél oddélitelnou Ale-
xandrovovu kompaktifikaci, je nutné a staci, aby byl lokdlné kompaktni.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 24..

Disledek 2. Lokalné kompaktni Hausdorffiiv prostor je uiplné regularni.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 24. a Véty 25..

Diisledek 3. Bud f : X — Y oddélitelnd kompaktifikace nekompaktnfho topolo-
gického prostoru X. Je-li X lokdlné kompaktni, pak mnozina f(X) C Y je oteviena.

Dikaz. Podle Véty 14. odst. 7.4 str. 201 je homeomorfni obraz f(X) lokdlné kom-
paktniho prostoru X lokélné kompaktni podprostor Y. Z Véty 15. (¢) odst. 7.4 str. 201
vyplyva, ze f(X) = ANU, kde A (resp. U) je uzaviend (resp. oteviend) podmnozina
mnoziny Y. Odtud cl f(X) =Y CclA,tj. Y =clA=Aatedy f(X)=YNU=U.

Oddélitelnd Alexandrovova kompaktifikace topologického prostoru X je “minimélni{”
ze vSech oddélitelnych kompaktifikaci X ve smyslu nasledujiciho tvrzeni.

Disledek 4. Necht f : X — Y je oddélitelnd kompaktifikace nekompaktniho topo-
logického prostoru X, ¢ : X — X* jeho Alexandrovova kompaktifikace. Predpokladejme,
ze X* je Hausdorffuv. Existuje jediné spojité surjektivni zobrazeni g : ¥ — X* tak, ze
diagram

Y
f jg

komutuje.

Dikaz. Pro kazdé y € Y klademe

) {wfl(y% v e f(X),
0, y e Y\f(X).

Ukéazeme, ze zobrazeni g : Y — X*, definované timto vztahem, spliuje podminky uvedené
v Dusledku 4..

Dokézeme spojitost g. Bud U C X* oteviend mnozina lezicf v X. Pak g~ }(U) =
g LY U)) = f(.=H(U)) je oteviend mnozina v podprostoru f(X) C Y. Ovéem f(X) je
oteviend mnozina v Y (Disledek 3. Véty 25. odst. 7.7 str. 208), takze ¢~ !(U) musi byt
oteviena v Y (Véta 4. (¢) odst. 3.1 str. 32). Bud nyni U C X* oteviend mnozina tvaru
U = (X\A4) U {0}, kde A je kompaktni podmnozina X (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).
Pak g1 (U) = g (X\A)Ug™ ({oo}) = g H(X\AU(Y\f(X)) = Y\(f(X)\g ™ (X\4)) =
Y\ (XN H(A) = Vg H(A4) = Vg L H(4) = Y\fi"'(A). Jelikoz
f71(A) je kompaktni v f(X), podle Véty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 je fi=1(U) kompaktni
rovnéz v Y. Topologicky prostor Y je oviem Hausdorffiiv, takze fi=!(A) je uzaviena
mnozina (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Odtud jiz vyplyva, ze mnozina g~ (U) je otevien4.
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Zobrazeni g je evidentné surjektivni. Jeho jednoznaénost vyplyva z toho, ze g je spojité
rozsiteni zobrazeni ¢ o f~1, definovaného na hustém podprostoru Y (Dusledek 1. Véty 8.
odst. 3.2 str. 35

Bud X tplné reguldrni topologicky prostor. Bud J libovolnd mnozina parametri-
zujici mnozinu vsech ohranicengch spojitych funkei f : X — R; oznaéme (f,),cs systém
ohranic¢enych spojitych funkci f : X — R. Ke kazdému ¢ € J zvolme uzavieny interval
I, C R tak, ze f,(X) C I,. Pro kazdé = € X polozme cx(z) = (f,(z)).es. Podle Ticho-
novovy véty (Véta 6. odst. 7.2 str. 197) je soucin ]I, kompaktni topologicky prostor.
Z uplné regularity X pak vyplyvd, ze zobrazeni cx : X — [[1, je vnofeni (Lemma 6.
odst. 6.5 str. 155). Klademe SX = clex(X) (uzdvér v topologii sou¢inu na []1,). Topo-
logicky prostor 8X se nazyva (-obal Gplné regularniho topologického prostoru X. §-obal
BX je jako uzavieny podprostor kompaktniho prostoru kompaktni (Véta 4. odst. 7.1 str.
197) a jako podprostor Hausdorffova prostoru Hausdorffuv (Véta 13. odst. 3.3 str. 38).
Kompaktifikace topologického prostoru X asociovand s vnofenim cy, se nazyvé Cechova
Stoneova kompaktifikace. Ztzime-li obor hodnot vnofeni c¢x muzeme Cechovu—Stoneovu
kompaktifikaci uplné regularniho prostoru X oznacit jako zobrazeni cx : X — 8X.

Je-li topologicky prostor X kompaktni, pak ¢x(X) C [] I, je kompaktni mnozina (Véta
5. odst. 7.1 str. 197), a tedy uzaviend mnozina (Véta 4. odst. 7.1 str. 197). V tomto piipadé
ﬂX =Cx (X)

Uvedeme nékteré zakladni vlastnosti Cechovy-Stoneovy kompaktifikace.

Véta 26. Bud X dplné requldrni topologicky prostor, cx : X — BX jeho Cechova—
Stoneova kompaktifikace, f : X — R spojitd ohranicend funkce. Existuje jedind spojitd
funkce f: X — R takovd, Ze f = focx.

Diikaz. Pii oznaceni z definice Cechovy-Stoneovy kompaktifikace necht 1) je kanonické
vnofeni topologického podprostoru SX do [ 1,. Pro z € X evidentné ¢(cx(z)) = cx ().
Bud f: X — R spojitd ohranic¢ens funkce. Existuje index x € J tak, ze f = f.. Klademe
f = pr,, o9, kde pr,, je kanonické projekce souéinu [] I, na I,. Pak focyx = pr, o ocy
a tedy pro libovolné = € X plati f(cx (x)) = pr,, ot (ex (2)) = pro(fu(@)hes) = fule) =
f(x); to ovéem znamend, ze f ocx = f a je dokdzana existence funkce f.

Jednoznaénost funkce f vyplyvéa z Disledku 1. (b) Véty 8. odst. 3.2 str. 35.

Véta 27. Bud cx (resp. cy ) Cechova-Stoneova kompaktifikace iplné reguldrniho topo-
logického prostoru X (resp. Y), f: X — Y spojité zobrazeni. Existuje prdvé jedno spojité
zobrazeni Bf : X — BY takové, Ze Bf(cx(x)) = ey (f(x)) pro kazdé z € X.

Diuikaz. Bud (g,),er systém vsech spojitych ohrani¢enych redlnych funkei, definovanych
na Y. Pro kazdé ¢« € I je f, = g, o f spojita ohranicena reélna funkce na X. Oznacme

f. : BX — R spojitou funkci takovou, ze f, = f,ocx (Véta 26. odst. 7.7 str. 209). Klademe
pro kazdé y € gX

Bfy) = (£.(9)),¢; -

Pro kaidé © € X plati Bf (cx () = (froex (#))ier = (file)er = (0 f(@))ier = ey (f(2).
Provéfime spojitost funkce 8f. Oznac¢me I, C R takovy uzavieny interval, ze ¢,(Y) C I;
pak podle definice BY C []1,. Pro kazdé X € I plati pr, o3f = fy, kde fy je spojita funkce
a pry : [[1, — I je kanonickd projekce. Zobrazeni 3 f uvazované z X do [[I, je tedy
spojité (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36); ztizenim jeho oboru hodnot [] I, na Y dostdvame
spojité zobrazeni Bf : X — BY.
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Jednoznaé¢nost zobrazeni Sf vyplyva z Dusledku 1. (b) Véty 8. odst. 3.2 str. 35.

V dukazu Véty 27. jsme pouzili Vétu 26.; dusledek Véty 27., ktery nyni uvedeme, je
zobecnénim Véty 26..

Disledek 1. Bud c¢x Cechova-Stoneova kompaktifikace tplné reguldrniho topolo-
gického prostoru X, Y kompaktni Hausdorffuv prostor a f : X — Y spojité zobrazeni.
Existuje pravé jedno spojité zobrazeni F': X — Y takové, ze F ocx = f.

Dukaz. Kompaktni Hausdorffuv prostor je tiplné reguldrni (Dusledek 2. Véty 25. odst.
7.7 str. 208); z kompaktnosti Y vSak vyplyvd, ze ¢y : Y — (Y je homeomorfismus.
Klademe F' = c;l ofBf.

Ukézeme, 7ze Cechova—Stoneova kompaktifikace iplné reguldrniho topologického pro-
storu X je “maximélni” ze vSech oddélitelnych kompaktifikaci X.

Disledek 2. Necht f : X —Y je oddélitelnd kompaktifikace iplné reguldrniho pro-
storu X, zx : X — X jeho Cechova—Stoneova kompaktifikace. Existuje jediné surjektivni
zobrazeni F' : X — Y tak, ze diagram

komutuje.

Dukaz. Vezmeme-li v Diusledku 1. za F oddélitelnou kompaktifikaci X, vidime, Ze
zbyvéa ukédzat, ze F' je surjektivni zobrazeni. Vztah F o cx = f déva inkluzi f(X) =
F(ex(X)) € F(BX) C Y; ovsem f je kompaktifikace, takze clf(X) = Y a tedy
cl F(BX) =Y. Ovsem F(BX) je kompaktni mnozina (Véta 5. odst. 7.1 str. 197) a tedy
uzaviena mnozina (Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198), takze cl F(5X) = F(6X) =Y.

7.8. Piiklady

(1) Trividlni topologicky prostor je kompaktni. Diskrétni topologicky prostor X je
kompaktni pravé tehdy, kdyz X je konetnd mnozina. Podmnozina A diskrétniho topolo-
gického prostoru je kompaktni pravé tehdy, kdyz je kone¢nd. Diskrétni topologicky prostor
je lokalné kompaktni.

(2) Mnozina redlnych ¢isel R s prirozenou topologii neni kompaktni: piikladem
otevieného pokryti R, z néhoz nelze vybrat koneéné podpokryti, je pokryti intervaly
(—=n,n), kde n probihd mnozinu pfirozenych ¢isel N. R s prirozenou topologii je lokélné
kompaktni, nebot kazdy bod z € R lezi v néjakém otevieném intervalu (a,b) takovém, ze
cl(a,b) = [a,b] je kompaktni interval (Véta 12. odst. 7.4 str. 200).

Euklidav topologicky prostor R™ neni kompaktni (sou¢in nekompaktnich topologickych
prostoru), je v8ak lokdlné kompaktni jako sou¢in koneéné mnoha lokélné kompaktnich
prostoru. Kazda oteviend a kazdd uzaviend podmnozina R"™ je lokélné kompaktni (Véta
15. (a), (b) odst. 7.4 str. 201). Podmnozina R™ je kompaktni tehdy a jen tehdy, je-li
uzaviend a ohranic¢end (Dusledek 1. Véty 12. odst. 7.3 str. 200).
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(3) Kompaktni metrické prostory. Necht X je metricky prostor s metrikou d. Bud
e > 0. Rekneme, 7e mnozina A C X je e-sif v metrickém prostoru X, jestlize je kone¢nd
a d(r,A) < e pro kazdé x € X. Metricky prostor X se nazyva totalné ohraniceny, jestlize
ke kazdému éislu € > 0 existuje v X e-sit. Metrika d se nazyva totalné ohrani¢end, jestlize
metricky prostor X je totalné ohraniceny.

Ukézeme, ze kompaktni metricky prostor ma nésledujici vlastnosti: (a) je totélné
ohraniceny, (b) je tuplny, (c) je separabilni, (d) je druhého typu spocetnosti.

(a) Piedpokladejme, Ze metrika d metrického prostoru X nenf totdlné ohrani¢end. Necht
e > 0 je takové, ze v X neexistuje e-sit. Pak k libovolné kone¢né posloupnosti bodu
x1,%9, ..., € X existuje bod zpiq tak, ze d(z;, xryr1) > € pro kazdé i < k. Zaéneme-li
tedy od libovolného bodu z; € X, muzeme indukei definovat posloupnost (x;);en bodu
X takovou, ze d(z;,z;) > € pro i # j. Uvazujeme mnozinu A = {z1,z2,23,...} C X.
Podle Véty 9. (a) odst. 4.4 str. 93 je A uzaviend v X. Topologicky podprostor A C X je
diskrétni; jelikoz mnozina A neni koneénd, neni kompaktni (viz pt. (1) odst. 7.8 str. 210).
Na zdkladé Véty 4. odst. 7.1 str. 197 odtud dostaneme, ze X nemuze byt kompaktni.
Kompaktni metricky prostor tedy musi byt totdlné ohraniceny.

(b) Tvrzeni je pfimym dusledkem Véty 1. odst. 7.1 str. 196 a Cantorovy véty (cv. 25.
kap. 5 ).

(c) Bud X kompaktni metricky prostor s metrikou d. Pro kazdé n € N systém
otevienych koulf (B(x,1/n))zex pokryvad X. Necht (B(x},1/n))1<i<k(n) je konecné pod-
pokryti tohoto pokryti. Klademe M = {x € X |z =x;,7 = 1,2,3,...,1 < i < k(j)}.
Mnozina M je spocetnd. Ukazeme, ze clM = X. Bud x € X libovolny bod, B(z,¢) li-
bovolnd oteviend koule se stiedem z. Zvolme n tak, ze 1/n < e. Pro kazdé m systém
(B(z",1/m))1<i<k(m) Pokryvd X, existuje tedy i € N, 1 < i < k(n), takové, ze
x € B(z!',1/n). To ovSem znamend, ze d(z,z}) < 1/n, t.j. d(z,z}) < e a plati
x' € B(z,¢e). Odtud vyplyvé, ze pro kazdé ¢ > 0 je B(z,e) N M # () a tedy x € cl M.
Separabilita kompaktniho metrického prostoru je dokézéana.

(d) Tvrzeni je dusledkem Véty 4. (b) odst. 5.2 str. 113 a jiz dokdzané vlastnosti (c).

(4) Kompaktné-oteviend topologie. Necht X, Y jsou topologické prostory, necht Y X
je mnozina vSech zobrazeni f : X — Y. Pro libovolnou kompaktni mnozinu K C X a
libovolnou otevienou mnozinu U C Y klademe W (K,U){f € YX | f(K) C U}. Systém
mnozin W (K, U) pokryva Y X je tedy systémem generdtorti néjaké topologie na mnoziné
YX. Tato topologie se nazjva kompaktné-oteviend topologie na YX.

7 definice je ziejmé, Ze kompaktné-oteviena topologie je silnéjsi nez topologie bodové
konvergence (pi. (6) odst. 1.8 str. 10, pi. (11) odst. 3.7 str. 47). Zobrazeni Ev, : YX — Y
(evaluace v bodé z € X) je spojité v topologii bodové konvergence, je tedy také spojité
v kompaktné-oteviené topologii. Je-li topologicky prostor Y Hausdorffiv, pak YX s kom-
paktné-otevienou topologif je také Hausdorffiiv, nebof mnozina YX s topologii bodové
konvergence (t.j. topologii sou¢inu) je Hausdorffuv prostor.

Topologie, indukovan na libovolné podmnoziné A C Y¥ kompaktné-otevienou topo-
logii, se také nazyva kompaktné-oteviena.

Necht Y je reguldrni topologicky prostor. Ukézeme, ze pak mnozina C(X,Y) C YX
vsech spojitgjch zobrazeni f : X — Y je regularni topologicky prostor v kompaktné-
oteviené topologii.

Jelikoz C'(X,Y) je jako podprostor Hausdorffova prostoru Hausdorffuv, staci ukazat, ze
k libovolnému bodu f € C(X,Y) a k libovolnému okoli W (K, U) bodu f existuje oteviend
mnozina V' C U tak, ze f € W(K,V) N C(X,Y) C cloxy)(W(K,V)NnC(X,Y)) C
W(K,U)NC(X,Y), kde clg(x,y) je topologicky uzévér v podprostoru C(X,Y’) C yX.
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Z kompaktnosti mnoziny f(K) (Véta 5. odst. 7.1 str. 197) a z regularity Y snadno
vyvodime na zdkladé Véty 1. odst. 6.1 str. 142, ze existuje oteviend mnozina V C U
takova, ze f(K) C V CclV C U. Klademe W(K,clV) ={g € YX | g(K) C clV}. Pak

W(K,dV) = (] W(z,cV)
rzeK

je uzaviend mnozina, jelikoz kazdd z mnozin W (z,cl V)Y X\W(z,Y\clV) je evidentné
uzaviena. Jinymi slovy clW(z,clV) = W(xz,clV) a tedy f € W(K,V)NC(X,Y) C
cexyyW(K, V)N OX,Y)) = (WK, V)N CX,Y)) N CX,Y) C cIW(K, V)N
CX,Y) CcdW(K,clV)NC(X,Y)=W(K,clV)NC(X,Y)C W(K,U)nC(X,Y).

(5) Topologické variety s okrajem. Nechf R® = {y € R" | y = (v},v%,...,y"),
y" < 0} je poloprostor v.R™ (pf. (2) odst. 3.7 str. 43) n-rozmérnym soufadnicovym
systémem v bodé x topologického prostoru X rozumime dvojici (U, ¢), kde U je okoli x a
¢ je homeomorfismus U na otevienou mnozinu V' C R™. Rikdme, 7e topologicky prostor
X je lokalné homeomorfni s poloprostorem R” | jestlize v kazdém bodé z € X existuje n-
rozmérny souiadnicovy systém. Hausdorffuv topologicky prostor druhého typu spocetnosti,
lokélné homeomorfni s R™, se nazjva n-rozmérna topologicka varieta s okrajem. Cislo n
se pritom nazyva dimenze n-rozmérné topologické variety s okrajem.

Je-li zfejmé, o jaké n se jednd, hovorime o soufadnicovém systému a topologické varieté
s okrajem.

Bud’ X n-rozmérna topologickd varieta s okrajem. Bod € X se nazyva vnitini, jestlize
existuje souradnicovy systém (U, ¢) v x takovy, ze p(U) C R” je oteviend mnozina v R";
x se nazyva okrajovy bod, neni-li vnitifnim bodem. Ozna¢ime-li OR” okraj poloprostoru
R”, t.j. mnozinu {y € R™ | y(y*, %, ...,y"),y™ = 0}, pak bod € X je vnitin{ tehdy a jen
tehdy, kdyz existuje souradnicovy systém (U, ) v x takovy, ze o(U)NOR"™ = (). Mnozina
vsech okrajovych bodu x € X se nazyva okraj variety s okrajem X a oznacCuje se 0X.
Plati-li 90X = (), fikdme, Ze X je topologickd varieta bez okraje, nebo prosté topologickd
varieta.

Ve vyse uvedenych definicich je pouzita zauzivana terminologie, kterd neni presnd (to-
pologickd varieta s okrajem, topologickd varieta bez okraje, topologickd varieta).

Na obr. 1 je zndzornén soutadnicovy systém (Ujpi) ve vnitinim bodé z; € X a
soufadnicovy systém Us, ¢2) v okrajovém bodé zo topologické vaariety s okrajem X.

Obr. 1

n-1

yl,yz,...,y

Rn
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Soufadnicovy systém (U, ) v bodé x topologického prostoru X se nazyva globélni,
plati-i U = X.

Na kompaktnim topologickém prostoru X neexistuje globalni soufadnicovy systém.
Dokéazeme to sporem. Predpoklddejme, ze mame globalni souradnicovy systém (X, ¢). Pak
mnozina ¢(X) C R” je kompaktni (Véta 5. odst. 7.2 str. 197) a zaroven podle definice
oteviend. Je tedy sjednocenim mnozin tvaru K, N R, kde K, je vhodny otevieny kvadr
v R" obsahujici bod y € p(X) takovy, ze K, N R C ¢(X). Z kompaktnosti ¢(X) tedy
vyplyva, ze p(X) = (K1NR™)U(K;NR®)U---U(K,,,NR"™) = (K1 UKyU---UK,,)NR™
pro vhodné oteviené kvadry Ki, Ks, ..., K, v R". Z tohoto vyjadfeni mnoziny ¢(X)
ovSem vyplyva, ze tato mnozina neni uzaviena (viz obr. 2).

Obr. 2

n-1

yl,yz,...,y

Rl’l

Kazda n-rozmérna topologicka varieta s okrajem X je lokdlné kompaktni. Dokazeme to.
Bud z € X bod, (U, ¢) soufadnicovy systém v bodé x. Mnozina ¢(U) je podle definice okoli
bodu ¢(z) v R”. R” je ovSem uzaviend podmnozina lokalné kompaktniho Hausdorffova
prostoru R™, takze je s indukovanou topologii sama lokalné kompaktni Hausdorffiv prostor
(Véta 15. (a) odst. 7.4 str. 201, Véta 2 (a) odst. 3.1). 2. (a) odst. 3.1 str. 32). Existuje
tedy okoli V' bodu p(z) v R” takové, ze clV je kompaktni mnozina lezici ve ¢(U). Pro
okoli o1 (V) bodu z plati o=} (V) c U acle (V)= (V) CU.

7 lokalni kompaktnosti topologické variety s okrajem X vyplyva, ze X je metrizovatelny
topologicky prostor (Dusledek Véty 19. odst. 7.5 str. 204, Véta 14. odst. 6.6 str. 158,
Dusledek Véty 11. odst. 6.5 str. 156). Poloprostor R™ je n-rozmérna topologicka varieta
s okrajem; jeji okraj splyva s okrajem OR”™ poloprostoru R™.

Eukliduv topologicky prostor R™ je homeomorfni s otevienou podmnozinou {y € R" |
y = (yy? ..., y"),y" < 0} C R"; za pozadovany homeomorfismus mizeme napi. vzit
zobrazeni (y,y?,...,y") — (y4,y%,...,y" 1, —e¥"). R" je tedy n-rozmérns topologické
varieta bez okraje.

(6) Kazdou kompaktni n-rozmérnou topologickou varietu bez okraje lze vnorit do R™
pro jisté m > n. Dokdzeme to.

Bud X kompaktni m-rozmérns topologickd varieta bez okraje. Existuji oteviené
mnoziny U; C X a vnofeni ¢; : U; — R", kde 1 < ¢ < k, tak, Zze systém mnozin
{U1,Us, ..., Uy} pokryva X. Topologicky prostor X je parakompaktni, existuje tedy roz-
klad {x1, X2, ..., Xk} jednotkové funkce, kompaktibilni s pokrytim {Uy,Us,..., U} (Véta
14. odst. 6.6 str. 158). Pro kazdé i = 1,2,. .., k definujeme zobrazeni h; : X — R" vztahem

hl(w) _ {XZ(CU) . gpl(ﬁﬂ), T € Ui,

0, x € X\ supp x;-
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Zobrazen{ h; je definovdno korektné, nebot supp x; C U; a h;i(z) = 0 pro = &€ supp x; - h;
je spojité, nabot jeho zizeni na oteviené mnoziny U;, X\supp x; je spojité. Pro z € X
klademe

f(x) = (Xl(x)’ X2($), s an(x)a hl(x)’ h2($), R hk(x))

Timto vztahem je definovdno spojité zobrazeni f : X — RF x R*™ (Véta 10. (b) odst.
3.3 str. 36). Ukazeme, ze f je injektivni. Pfedpoklddejme, ze f(x) = f(y) pro z, y € X.
Pak xi(x) = xi(y) a hi(z) = hi(y) pro kazdé i = 1,2,... k. Ovsem Y x;(z) = 1, a tedy
existuje index j tak, ze x;(z) > 0, t.j. rovnéz x;(y) > 0. Odtud vyplyva, ze ¢;(z) = ¢;(y).
Podle predpokladu je zobrazeni ¢; injektivni, takze plati © = y, coz jsme chtéli ukazat.

Topologicky prostor X je podle predpokladu kompaktni a topologicky podprostor
f(X) ¢ RF x R*¥ je Hausdorffiiv; ztiZzenim oboru hodnot spojitého injektivniho zob-
razeni f dostaneme homeomorfismus f : X — f(X) C R* x R*™ (Véta 10. odst. 7.3 str.
199). Tim je dukaz tvrzeni ukonéen.

Dokazané tvrzeni znamenad, ze kazdou kompaktni topologickou varietu bez okraje lze
“realizovat” jako vhodny topologicky podprostor jistého Euklidova topologického prostoru.
Podobné tvrzeni lze dokézat bez predpokladu kompaktnosti jinymi metodami (algebraickd
topologie).

(7) Prikladem tplné reguldrniho topologického prostoru, ktery neni normadlni, je
soucin R!, kde I je nespocetnd mnozina. V tomto pifpadé totiz R (s pfirozenou topo-
logii) je uplné reguldrni, jelikoz je metrizovatelny (Véta 15. odst. 6.6 str. 161, Véta 14.
odst. 6.6 str. 158, Véta 20 (b) odst. 7.6), 20. (b) odst. 7.6 str. 204), a tedy R/ je tiplné
reguldrni (Véta 21. odst. 7.6 str. 205); na druhé strané R! nenf normdlni (pi. (5) odst.
6.10 str. 164).

(8) Uvedeme piiklad topologického prostoru, ktery je reguldrni, ale neni uiplné regu-
larni (J. Thomas, Amer. Math. Monthly 76 (1969), 181-182).

V nékolika krocich zkonstruujeme jistou podmnozinu X mnoziny R?. Pro kazdé sudé
¢islo m klademe L,, = {m} x [-1,0]. Déle pro kazdé liché ¢islo n a kazdé prirozené
k > 2 Klademe Af, = {n+1 - 1/k} x [-1,0], A, = {n -1+ 1/k} x [-1,0],
Bng = {(z,y) € R? | (zx —n)? +y* = (1 —1/k)*,y > 0}, Cpp = A;k U B i UA;k.
Konstrukce mnozin L, a Cy, } je zndzornéna na obr. 3.

Obr. 3
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“Nejvyse polozeny bod” mnoziny C,,  oznacime P, j a nazveme vrchol (mnoziny Cy, x);
ziejmé P, x = (n,1 — 1/k). Dale zvolime body A, B € R? tak, aby nelezely v zadné z
mnozin Cy, i, Ly,; vezmeme napi. A = (0,2), B = (0,3). Nakonec polozime

X = (ULm) U (UCnr) u{aru{B}

(sjednoceni pres viechna m sudd a vSechna n lichd, k > 2 pfirozend).

Na X =zavedeme topologii pomoci jisté baze. Budeme ftikat, Ze oteviend tusecka
(a,b) x {yo} v R2%, rovnobézna s osou z, je zdkladni, jestlize neobsahuje zadny z bodu
Pk, A, B. Bud U C X podmnozina. U se nazyvé proniho druhu, jestlize U = X Nq, kde
q je néjaka zakladni usecka. U se nazyva druhého druhu, jestlize U = Cy, ;)\ M pro jisté n,
k, kde M C C,, 1 je nejvyse konecna mnozina (M muze byt prazdnd). U se nazyva tretiho
druhu, jestlize existuje m sudé tak, ze U = {A} U{(x,y) € X | © < m}. Nakonec U se
nazyva cturtého druhu, jestlize existuje m sudé tak, ze U = {B} U {(z,y) € X | x > m}.
Snadno lze ukdazat, ze systém o tvoreny mmnozinami prvniho, druhého, tfetitho a ¢tvrtého
druhu, je baze topologie na X. Tento systém zifejmé pokryva mnozinu X. Piimo lze
ovérit, ze spliuje predpoklady Véty 8. (a) odst. 1.4 str. 6. o je tedy baze topologie na X,
kterou ozna¢ime 7. UkdZeme, Ze X s topologii 7 je Hausdorffiv prostor. Budte P, Q € X
dva ruzné body. Rozlisime nékolik moznosti: (a) P € Cp i, P # Py, @ € Cp 3 v tomto
piipadé mnozina {P} je prvniho druhu a je tedy oteviend; C, ;\{P} > @ je druhého
druhu a je tedy také oteviend; body P, @ lze tedy oddélit otevienymi mnozinami; (b)
P e Cpg Q¢ Cyy; pak bud Q € Cs, pro (s,7) # (n,k), nebo Q € Ly,, nebo Q = A
nebo @) = B; ve vSech piipadech mé bod @ okoli, disjunktni s Cy, i; (c) P € Ly, Q € Ly;
v tomto piipadé maji P, @) distjunktni okoli prvniho druhu; (d) P € L,,, Q@ = A, B;
v tomto piipadé lze oddélit body P, @) mnozinami prvniho a tfetiho (resp. prvniho a
¢tvrtého) druhu; (e) P = A, Q = B; v tomto piipadé lze oddélit body P, ) mnozinami
tfetiho a ¢tvrtého druhu. Schematicky jsou moznosti (a) — (e) zndzornény na obr. 4.

Obr. 4
(a) (b)
0
d A
0 L=
P
0
Cn,k Cn,k Cs,r Lm
(©) (d) 0=A ) ,0=A
0] °
L IP Q=B
Lm Lk Lm

Ukézeme, zZe topologicky prostor X je regularni. Staci ukazat, ze k libovolné zvolenému
bodu P € X a jeho okoli U existuje takové okoli V' bodu P, ze c1V C U (Véta 1. odst. 6.1
str. 142). Rozlisime nékolik moznosti: (a) P € Cy, i, P # P, . V tomto piipadé je mnozina
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{P} uzaviend i oteviend, takze cl{ P} = {P} C U. (b) P = P, ;. V tomto piipadé okoli U
bodu P obsahuje prvek baze C,, ;\M, kde M C C,, . je nejvyse konecnd mnozina. Ovsem
doplnék mnoziny C, ;\M v X je oteviend mnozina, takze cl(Cy, x\M) = Cy, ;,\M C U. (c)
P € L,,. Pak U obsahuje mnozinu X N ¢, kde ¢ je zakladni tsecka v R?, jdouci bodem z.
Ziejmé doplnek X\ (X N gq) je oteviend mnozina, takze cl(X N¢g) = X NgC U. (d) P €
{A, B}. Necht napi. P = A. Pak U obsahuje mnozinu tvaru {A}U{(z,y) € X | x <m} a
tedy A € {A}U{(z,y) e X |z <m -2} Ccl{A}U{(z,y) € X |z <m—2}) ={(z,y) €
X|x<m-2}C{A}U{(z,y) € X |z <m} CU. Tim je dokdzana regularita X.

Ukézeme, ze X nenf tplné reguldrni. Bud f : X — R spojitd funkce. Ke kazdému
bodu t € R existuje spoetny systém otevienych mnozin (U;);en takovy, ze {t} = N U;;
mozno napt. vzit U; = (t — 1/i,t + 1/i). Pak oviem f~(t) = f~YNU;) = NfHU) a
ze spojitosti funkce f vyplyvd, Ze mnozina f~1(t) C X je priinikem spoéetného systému
otevienych mnozin.

Polozme

Spg ={P € Cpy | F(P)# f(Payp)}, S =] S
n,k

Mnozina f~1(f(P,x)) musi byt prinikem spoetného systému otevienych mnozin ob-
sahujicich P, ;. Jelikoz kazdé okoli bodu P, j obsahuje mnozinu tvaru C,;\K, kde
K C Cuy je koneénd mnozina, plati f=1(f(pnr)) O N(Cni\K;) pro jisté koneéné
mnoziny K; C C, ) neobsahujici P, (sjednoceni pies ¢ € N). Odtud S, =
Crg\f 1 (Poug)) C Crp\(N(Crp\K7)) = Cpp\(Crp\UK;) = UK;. Mnozina S, je
tedy nejvyse spocetnd odkud vyplyva, ze mnozina S je nejvyse spocetna.

Zkonstruovali jsme tedy nejvySe spocetnou podmnozinu mnoziny |JCy, . Oznacme Iy
mnozinu bodu ¢ € [—1,0] takovych, Ze existuje z € R tak, ze (z,t) € S. Jelikoz S je nejvyse
spocetnd, mnozina Iy nemuze byt nespocetna. Existuje tedy prvek a € [—1,0]\Iy. Pak pro
kazdé x € R plati (x,a) € S. Bod (z,a) tedy nepatii zddné z mnozin S, ;. Padne-li tedy
bod (x,a) do mnoziny {J C,, x, musi platit f(x,a) = f(Ps,) pro jisté r, s.

Nepadne-li bod (z,a) do mnoziny |JCy, x (a padne do mnoziny X), pak existuje index
m tak, ze (x,a) € Ly,. Bud U okoli bodu f(z,a). Pak f~1(U) je okoli bodu (z, a), existuje
tedy zékladni tsecka ¢ tak, ze (x,a) € ¢ a X Nq C f~Y(U). Existuji tedy pfirozend é&isla
ki, ko tak, ze f~1(U) obsahuje vSechny body u € Cy,—1 N g, kde k > k;, a viechny
body v € Cyy1 5 N g, kde k > ko. Pritom f(u) = f(Pn-1k), f(v) = f(Pnt1k) & tedy
mnozina U obsahuje vSechny body f(P,,—1 %), kde k > k1, a vSechny body f(Pp+1.), kde
k > ko. Znamend to, ze posloupnost (f(Py—1k))ken (resp. posloupnost (f(Ppt1.k))keN)
konverguje v R k bodu f(z,a), t.j.

f(z,a) = klggo f(Pm—1k) = klggo F(Pmsik)-

Oznacime-li z,, = (z,a) = (m,a), dava tato rovnost vztah f(zp,) = f(zm+2)-

Klademe f(z,) = v pro libovolné m. Ukézeme, ze v bodé A € X plati f(4) = .
Predpokladejme, ze f(A) # . Pak existuje otevieny interval J obsahujici f(A) a neob-
sahujici v; ze spojitosti f ovéem vyplyva, ze f~!(.J) je oteviend mnozina obsahujici bod
A, v kazdém pifpadé tedy f~'(J) obsahuje alespoii jeden z bodii z,,; to je ovéem spor
s tim, jak jsou konstruovéna okoli bodu A (mnoziny tfetiho druhu). Skutecné tedy plati
f(A) = v a analogicky ukazeme, ze f(B) = .

Topologicky prostor X je ovSem Hausdorffuv, takze mnoziny {A}, {B} C X jsou
uzaviené; pritom pro libovolnou spojitou funkci f : X — R plati f(A) = f(B), takze
X neni iplné regularni.
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Poznamenavame, ze v tomto piikladé jsme se bohuzel nevyhnuli oznacovani dvou
ruznych (standardnich) pojmu stejnym (rovnéz standardnim) symbolem (a,b); poneché-
vame na Ctenari, aby uvazil, kde je timto symbolem oznac¢ovana usporadana dvojice a kde
otevieny interval.

(9) Topologicky prostor [0,1]!, kde I je nespocetnad mnozina, je piikladem parakom-
paktniho prostoru, ktery neni metrizovatelny. [0,1]! je totiz Hausdorffav (Véta 13. odst.
3.3 str. 38) a kompaktni (Véta 6. odst. 7.2 str. 197), odkud jiz vyplyvé jeho parakom-
paktnost (Véta 9. odst. 7.3 str. 199). Podle Véty 10. odst. 5.5 str. 116 neni ovSem tento
topologicky prostor metrizovatelny.

(10) Uvedeme piiklad podprostoru normalniho topologického prostoru, ktery neni
normélni. Nechf Rg ozna¢uje mnozinu redlnych &isel se Sorgenfreyovou topologii (pi. (5)
odst. 1.8 str. 10). Rg je normalni topologicky prostor (cv. 3 kap. 6), soué¢in Rg x Rg
je tedy tuplné regularni (Véta 20. (b) odst. 7.6 str. 204, Véta 21. (b) odst. 7.6 str. 205)
a je definovana Cechova-Stoneova kompaktifikace ¢ : Rg x Rg — B(Rg x Rg). Topolo-
gicky prostor 3(Rg x Rg) je normalni (Dusledek Véty 9. odst. 7.3 str. 199). Topologicky
podprostor ¢(Rg x Rg) C f(Rgs x Rg) ovéem neni normélni (cv. 4 kap. 6).

(11) Uvedeme piiklady oddélitelné kompaktifikace intervalu (0,1) C R uvazovaného
s prirozenou topologii.

Zobrazeni ¢ : (0,1) — (0,1] = (0,1) U {1}, kde ¢(t) a mnozina (0,1) U {1} je uvazovand
s topologii 7* z Lemmatu 2. odst. 7.7 str. 206 (Alexandrova kompaktifikace) je evidentné
kompaktifikace intervalu (0, 1); tato kompaktifikace je oddélitelna podle Alexandrovy véty
(Véta 24. odst. 7.7 str. 207).

Kompaktifikace intervalu (0, 1), asociovand s kanonickym vnofenim ¢ : (0,1) — R, je
oddélitelna.

Zobrazeni f: (0,1) — [—1,1] x [—1, 1], definované vztahem

f(t) = (t,sin(1/1)),

je ziejmé vnoteni (topologickd sinusoida), kompaktifikace, asociovand s timto vnofenim,
je oddélitelna (porov. obr. 5).

Obr. 5
sin 1

Wy

Zobrazeni g : (0,1) — [—1,1] x [-1,1] x [—1,1], definované vztahem

g(t) = (t,sin(1/t),cos(1/t)),
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je ziejmé vnoreni; kompaktifikace, asociovand s timto vnorenim, je oddélitelna.
Zobrazeni f: (0,1) — S', kde S* € R? je jednotkové kruznice, definované vztahem

f(t) = (cos 27t sin 27t),

je vnotfeni (cv. 10 kap. 3) a plati cl f((0,1)) = S'; f je tedy kompaktifikace intervalu
(0,1). Tato kompaktifikace je ziejmé oddélitelnd. Topologicky prostor S' (s pfirozenou
topologii) je homeomorfni s intervalem (0, 1] s topologii 7* (viz vyse), t.j. s Alexandrovou
kompaktifikaci intervalu (0,1): polozime-li h(t) = f(t) pro t € (0,1) a h(1) = (1,0),
dostaneme homeomorfismus & : (0,1] — S*.

Cviceni

Kompaktni topologické prostory

1. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R s prirozenou topologii. Ukazte, uzitim definice kom-
paktniho prostoru, ze (a) intervaly (0,1], [0,1) a (0,1) nejsou kompaktni, (b) mnozina X =
{0}U{1/n|n € N} je kompaktni.

Reseni.

(a) Staci najit oteviené pokryti, z néhoz nelze vybrat koneéné podpokryti.

(b) Bud o libovolné oteviené pokryti X. Existuje mnozina U € o takova, ze 0 € U. MnoZina U
obsahuje viechny body 1/n az na kone¢éné mnoho. Pro kazdy bod x € X, ktery nelezi v U, zvolme
prvek U, € o, obsahujici . Pak mnoziny U, U, tvoii konetné podpokryti o.

2. Uvazujme mnozinu redlnych ¢isel R se Sorgenfreyovou topologii. Rozhodnéte, které z
nésledujicich mnozin jsou kompaktni: (a) R, (b) [0, 1), (0,1], (0,1), (¢) [0, 1].

Reseni. Nechf R (resp. Rg) je mnozina redlnych &isel s piirozenou (resp. Sorgenfreyovou)
topologii. Jelikoz zobrazeni idg : Rs — R je spojité (pt. (6) odst. 2.5 str. 23), mnoziny R, [0, 1),
(0,1], (0,1) nejsou kompaktni v Rg. Ukdzeme, Ze ani interval [0, 1] nenf kompaktni. Systém mnozin
{1}, [ak,bk), kde k probihd N, ay = by—1 prok € Na b, =1—-1/(k+ 1) pro k € {0} UN, tvoii
pokryt{ intervalu [0, 1], z néhoZz nelze vybrat konecné podpokryti.

3. Rozhodnéte, zda mnozina raciondlnich ¢isel Q je kompaktni (a) v pfirozené topologii, (b)
v Sorgenfreyoveé topologii, (¢) v topologii koneénych dopliik, (d) v trividlni topologii na R.

Reseni. Systém mnozin ({z})zeq je oteviené pokryti Q v topologii, indukovanou pfirozenou
a také Sorgenfreyovou topologii. Z tohoto pokryti ovSem nelze vybrat konec¢né podpokryti, takze
v uvedenych pifpadech Q neni kompaktni. V topologiich (c), (d) je Q kompaktni.

4. Charakterizujte kompaktni mnoziny v topologii koneénych dopliikti na mnoziné X. Pomoci
Véty 7. (a) odst. 7.3 str. 198 ukazte, ze je-li X s touto topologii Hausdorffuv prostor, pak je mnozina
X konecna.

Reseni. Libovolnd podmnozina A C X je kompaktni: Je-li A = ), pak A je kompaktni (v
libovolné topologii). Nechtf A # (), nacht (U,),cr je libovolné oteviené pokryt{ mnoziny A. Zvolme

index ¢y € I libovolné. Pak U,, je pokryti mnoziny A\{x1,x2, ..., 2} pro jistou koneé¢nou mnozinu
{z1,29,...,zr}. Kazdy z bodu x; lez{ v nékteré z mnozin U,, patiicich systému (U,),er, mnoziny
Uy, Uy ..., U, tedy tvoii koneéné podpokryti pokryti (U,),er. To ovéem znamend, ze A je

kompaktni (Véta 2. odst. 7.1 str. 196).
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Je-li topologicky prostror X Hausdorffuv, pak kazda kompaktni podmnozina X je uzaviend
(Veta 7. (a) odst. 7.3 str. 198) a z definice topologie kone¢nych dopliku vyplyvd, ze kazda
podmnozina mnoziny X je kone¢nd; mnozina X je tedy také konecna.

5. Nechf Y je nekoneénd mnozina, a, b dva rizné body nendlezici mnoziné Y. Polozme
X =Y U{a,b} a oznatme 7 systém podmnozin mnoziny X tvofeny prazdnou mnozinou, véemi
podmnozinami mnoziny Y, mnozinou X a témi podmnozinami mnoziny X, jejichz dopliky jsou
koneéné mnoziny. Ukazte, ze T je topologie na X. Jsou mnoziny A =Y U{a}, B=Y U{b}, ANB
kompaktni v topologickém prostoru X7

Reseni. Standardnim zpiisobem se ovéii, ze jsou splnény axiomy topologie.

Ukézeme, Ze mnozina A je kompaktni. Bud ¢ oteviené pokryti A. Existuje mnozina U € 7
takovd, ze a € U, AN A € o. Podle definice topologie 7 to oviem znamend, ze doplnék mnoziny
U v X je koneénd mnozina, t.j. U = X\{x1,z2,...,zr} pro jisté x1,xs,..., 2 € X. Ke kazdému
z bodu z; vybereme prvek V; pokryti o, obsahujici x;. Systém mnozin U N A, Vi, Vs, ..., Vi je
koneéné podpokryti pokryti o.

Stejné se dokaze kompaktnost mnoziny B.

Mnozina A N B neni kompaktni. Plati totiz A N B = Y. Mnozina Y je podle predpokladu
nekonecna a topologie 7 indukuje na Y diskrétni topologii. Odtud jiz plyne, ze Y neni kompaktni.

6. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny kompaktni v pfirozené topologii:
{(z,y) e R* [ 2%y* <72, 7 >0, (z,y) # (0,0)}.

{(z,y) e R? [z < 0}.

{(z,y) eR?* |y=1/z,0 <z < 1}.

{(z,y) € R? |y =sin(1/z), 0 <z < 1}.

(e) S x R Cc R3.

(f) St x St c R%.

Reseni. Z4ddna z mnozin (a) — (e) nenf kompaktni: mnoziny (a), (d) nejsou uzaviené, (b), (c),
(e) nejsou omezené. Mnozina (f) je kompaktn{ (soucin kompaktnich mnozin).

7. Zformulujte definici kompaktniho topologického prostoru pomoci pojmu zjemnéni pokryti
a ukazte ekvivalenci vasi definice se zndmou definici.

Reseni. Ukdzeme, ze topologicky prostor X je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz kazdé
oteviené pokryti X ma konecné zjemnéni.

Bud o = (V,),er oteviené pokryti X, v{Uy,Us,...,U,} jeho koneéné zjemnéni. Ke kazdému
k=1,2,...,n existuje index ¢ € I takovy, ze Ay C V,. Vybereme mnoziny V), € o tak, aby platilo
Ay, C Vi, pro kazdé k. Pak systém (Vi)i1<k<n je koneéné podpokryti pokryti o. Obrécené tvrzeni
je ziejmé, jelikoz kazdé podpokryti daného pokryti je rovnéz jeho zjemnénim.

8. Je-li topologicky prostor X kompaktni v topologii 7, pak je X kompaktni rovnéz v kazdé
topologii slabsi nez 7. Dokazte.
Plati, ze X je kompaktni v topologii silnéjsi nez 77

Reseni. Je-li X/ mnozina X s topologii 7/ slabsi nez 7, pak zobrazeni idx : X — X’ je spojité
a tedy X' je kompaktni (Véta 5. odst. 7.1 str. 197). Druhé tvrzeni obecné neplati (trividlni a
diskrétni topologie na nekoneéné mnozing).

9. (a) Uved'te ptiklad topologického prostoru a jeho podmnoziny, kterd je kompaktni, ale neni
uzaviena.
(b) Je kazd4d uzaviend podmnozina Hausdorffova prostoru kompaktni?
(c) Plati, ze podprostor A kompaktniho Hausdorffova prostoru X je kompaktni prave tehdy,
kdyz je mnozina A uzaviend v X7
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Reseni. (a) Piiklady je nutno volit z topologickych prostort, které nejsou Hausdorffovy (Véta
7. (a) odst. 7.3 str. 198).

Je-li X # () trividln{ topologicky prostor, z € X bod, pak mnozina {z} C X je kompaktni
nebot je kone¢nd, neni viak uzaviend v X.

Necht X = {0,1}, 7 = {0,{0},{0,1}}. Uvazujme mnozinu {0} C X. Tato mnozina je kone¢nd
a tedy kompaktni, neni vsak uzaviena.

(b) Uzaviend podmnozina Hausdorffova prostoru nemusi byt kompaktni (R jako podmnozina
R s pfirozenou topologif; posloupnost bodu nekoneéné mnoziny s diskrétni topologif).

(c) Tvrzeni plati (Véta 4. odst. 7.1 str. 197, Véta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).

10. Libovolné dvé disjunktni kompaktni mnoziny v Hausdorffové prostoru maji disjunktni
okoli. Dokazte.

Reseni. Necht A, B jsou kompaktni podmnoziny Hausdorffova topologického prostoru X.
Podle Véty 8. odst. 7.3 str. 199 existuje ke kazdému bodu = € A okoli U, bodu x a okoli V,, mnoziny
B tak, ze U, NV, = (). Systém mnozin (U, )ze je oteviené pokryti mnoziny A. Z kompaktnosti A
vyplyvé, ze existuje jeho kone¢né podpokryti (Uy,, Uy,, ..., Uy, ). Klademe

k k
U= U, V= Ve.
i=1 =1

Ziejmeé U, V jsou hledand disjunktni okoli mnozin A, B.

11. Dokazte, ze spojité zobrazeni kompaktniho topologického prostoru do Hausdorffova pro-
storu je uzaviené.

Reseni. Bud X kompaktni, Y Hausdorffav prostor, f : X — Y spojité zobrazeni, A C X
uzaviend mnozina. Podle Véty 4. odst. 7.1 str. 197 je A kompaktni, takze f(A) C Y je také
kompaktni (Véta 5. odst. 7.1 str. 197). Kompaktn{ mnozina v Hausdorffové prostoru je oviem
uzaviend (Véta 7. odst. 7.3 str. 198).

12. (a) Bud X kompaktn{ prostor, Y Hausdorffiv prostor a f : X — Y spojité zobrazeni.
Necht Z; je ekvivalence na X, asociovand se zobrazenim f, 7y : X — X/Z%; faktorovd pro-
jekce. Zobrazeni g : X/Z¢ — f(X), definované kanonickym rozkladem fio g o 7y zobrazeni f, je
homeomorfismus. Dokazte.

(b) S vyuzitim tvrzeni (a) vyfeste cv. 25 kap. 3 (Mdbilova pdska) a cv. 28 kap. 3(Kleinova ldhev).

Reseni. (a) Tvrzeni ihned vyplyva z Véty 16. odst. 3.5 str. 40 a Veéty 10. odst. 7.3 str. 199.
(b) V obou piipadech jsou splnény predpoklady tvrzeni (a).

13. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici topologické prostory, uvazované s piirozenou topologii,
homeomorfni:
(a) Intervaly [a,b], (a,b) v R.
(b) Intervaly [a, ], [a,b) v R.
(c) Sféra S? v R? a rovina R2.
(d) Sféra S? v R? a oteviend koule v R3.
(e) Interval (0,1] v R a kruznice S* v R2.

Reseni. Zadné z uvedenych topologickych prostorti nejsou homeomorfni (Diisledek 2. Véty 5.
odst. 7.1 str. 197).

14. Bud C([a,b]) vektorovy prostor spojitych komplexnich funkci, definovanych na intervalu
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[a,b] C R.
(a) Dokazte, ze uniformni topologie na C([a, b]) je normovateln4.
(b) Ukazte, ze vztahy

. ) }
|um/WﬂM&,|mb</|ﬂm%Q

definuji normy na C([a, b]). Srovnejte topologie, asociované s témito normami, s uniformni topologii.

Reseni. (a) Z Dusledku 2. Véty 12. odst. 7.3 str. 200 vyplyvé, ze kazda funkce f € C([a,b])
je ohranicend; C([a,b]) je tedy podmnozina metrického prostoru B([a,b], C) ohrani¢enych kom-
plexnich funkci, definovanych na intervalu [a, b] (porov. odst. 5.9). Uniformni topologie na C([a, b])
je indukovéna metrikou

dmax(f,9) = Jnax |f(t) — g(t)]-

Tato metrika spliiuje podminky normovatelnosti; piislusnou normu oznacujeme || ||max-

(b) Ukdzeme, ze z podminky ||f|l1 = 0 vyplyvéd f = 0; ostatni podminky z definice normy jsou
ziejmeé splnény. Je-li f # 0, existuje bod ty € [a,b] takovy, ze f(to) # 0. Ze spojitosti f plyne
existence intervalu, obsahujiciho ¢, na kterém |f(¢)| > 0; to ovSem znamend, ze ||f]1 > 0 a || |
je norma na C([a, b]).

Podobneé se dokédze (s vyuzitim Minkowského nerovnosti), ze || ||2 je také norma na C([a, b]).

Ozna¢me 7 (resp. 71, resp. 72) uniformni topologii (resp. topologii asociovanou s || ||1, resp.
topologii asociovanou s || ||2). Ukézeme, ze plati 71 C 72 C 7, piicemz 71 # T2, T2 # T.

Normy || ||max;, || [|1, || |2 nejsou ekvivalentni. Ziejme plati || |1 < (b—a). || [lmax, || [|2 < (b—a)
I [lmax- Dokazeme to. Uvazujme napf. interval [a, b] = [0, 1] a polozme f,(t) = 1—¢/npron € (0,1],
0<t<naf,(t)=0pron e (0,1],n <t < 1. Ziejmé f, € C([a,b]) pro kazdé n € (0,1] a plati

/2.

[N

n n
1 llmax = 1, Hnm=§,nnm=(§ ,

a tedy
an”max -0 lim an”max —0.

lim
n—oo || full2

n—=oc | fallx
Z Cauchyho—Bujakovského nerovnosti v intevrdlnim tvaru (cv. 42 kap. 6) dostaneme, polozime-li
g=1,7¢ |fll1 < (b—a)?||f|l2 pro kazdé f € C([a,b]). Neexistuje oviem &islo k > 0 takové, ze
If1ll > & || fll2 pro kazdé f € C([a,b) (pro funkce f, mdme ||f,|l2\|fall1 — O pro n — oo). Pro
topologie 7, 1, T2 tedy plati 7 C 2 C 7.

15. Bud X kompaktni Hausdorffitv prostor. Je-li kazdy bod z € X hromadny bod prostoru
X, pak mnozina X je nespocetnd. Dokazte.
Ukazte, ze kazdy uzavieny interval v R je nespocetny.

Redeni. 1. Bud X kompaktni Hausdorffiv prostor. Ukdzeme, ze ke kazdé oteviené mnoziné
UcX,U#0, a ke kazdému bodu z € X existuje neprdzdnd oteviend mnozina V C U takovi,
ze clV # x. Jestlize z € clU, pak zfejmé tvrzeni plati. Nechf = € clU. Zvolme bod y € U, y # z
libovolné. Takovy bod zfejmé existuje, nebot x je hromadnym bodem X a U # (. Oznaéme W,
(resp. Ws) okoli bodu x (resp. y) takova, ze Wy NWe = 0, ze W1 NWa = 0, a polozme V = U NWs.
Pak V C U, V je oteviend mnozina a x & cl V.

2. Bud X kompaktni Hausdorffiiv prostor. UkdZeme, Ze neexistuje surjektivni zobrazeni
mnoziny pfirozenych ¢isel N na X. Bud f takové zobrazeni. Pro kazdé n € N klademe x,, = f(n).
Vyse bylo ukdzano, ze existuje oteviend mnozina Vi3 C X tak, ze x; & cl V. Déle existuje oteviend
mnozina Vo C X tak, ze Vo C V7 a cl Vs & zo. Ke kazdému n muzeme najit mnozinu V,, C X tak,
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ze V, C V1 a clV, 3 x,. Mnoziny cl Vi, k € N, tvofi centrovany systém. Podle Véty 1. odst.
7.1 str. 196 existuje bod x € (cl V. Ovem x # z,, pro kazdé n € N, nebotf x € clV,, a z & clV,.
Dostali jsme tedy spor se surjektivnosti f, coz dokazuje nespocetnost X.

3. Interval [a,b], kde a, b € R, a < b, je kompaktni (Véta 12. odst. 7.3 str. 200) Hausdorffuv
prostor (Véta 2. odst. 3.1 str. 32) a plati clla,b] = [a,b]. Odtud vyplyvd, Ze mnozina [a,b] je
nespocetna.

16. (a) Ukazte, ze kompaktni Hausdorffav prostor je reguldrni.
(b) Ukazte, ze kompaktni Hausdorffiv prostor je normalni.

Reseni. (a) Bud X kompaktni Hausdorffiv prostor, z € X bod, A C X uzaviend mnozina
neobsahujici z. Ke kazdému bodu a € A existuje okoli U, bodu a a okoli V, bodu z tak, ze
U, NV, = 0. Mnoziny U,, kde a probihd A, tvoii oteviené pokryti mnoziny A. Mnozina A je
oviem jako uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru kompaktni (Véta 4. odst. 7.1 str. 197).
Pro jistou koneénou mnozinu {ay, az, ..., sy} C A tedy mnoziny U,, pokryvaji A. Polozme

U je okoli mnoziny A a V je okoli bodu z, pficemz UNV = §; kdyby totiz existoval bod y € UNV,
pro jisté ¢ by muselo platit y € V,,, y € U,,, coz by byl spor s konstrukci mnozin U,,, V,,. Tim je
regularnost X dokazana.

(b) Postupujeme analogicky jako v ptipadé (a) s tim, ze bod z nahradime uzavienou mnozinou
B a vyuzijeme regularnosti X.

17. Dokazte, ze ortogonalni grupa O,, (R), uvazovand jako podprostor Euklidova topologického
prostoru R”Z, je kompaktni topologickd grupa.

Reseni. Bylo jiz ukazdno, ze O,(R) je topologicks grupa (cv. 22 kap. 6) a uzaviens
podmnozina R™ (cv. 23 kap. 6). Ukdzeme, ze mnozina O, (R) je ohrani¢end. Necht A € O, (R),
A = (aji), necht E = (§;1) je jednotkovd matice. Podminka A - A® = E m4 tvar

n
Z aixajr =05, 1<1, j<n
k=1
odtud dostavame pro i = j

n
Zaszl, 1<i<n,
k=1

a tedy |a;x| <1 pro 1 <14, k <n. Mnozina 0,(R) C R"™ je tedy ohrani¢end. Kompaktnost O.(R)
nyni vyplyva z Dusledku 1. Véty 12. odst. 7.3 str. 200.

Sité a filtry v kompaktnim prostoru

18. Dokazte, ze plati tato tvrzeni:
(a) Topologicky prostor X je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz kazd4 sif v X m4 hromadny
bod.
(b) Topologicky prostor X je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz kazd4 sif v X m4 konvergentn{
podsit.

Reseni. (a) Bud S : I — X sif v kompaktnim topologickém prostoru X. Pro kazdé + € T
oznaéme A, mnozinu vsech bodu S(x) € X, pro které xk > . Systém mnozin (A4,),cs je centrovany
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a systém mnozin (cl A,),cs je také centrovany. Z kompaktnosti X vyplyvé, ze existuje bod = €
(N cl A,. Predpokladejme, ze  neni hromadnym bodem sité S. Pak existuje okoli U bodu « a index
k € I tak, 7e pro zadné . > k nelezi x, v U. To ovSem znamend, 7e A, NU =0, a tedy = & cl A,
coz je spor se skutecnosti, ze x € A, pro vsechna ¢ € I. Bod z je tedy hromadny bod sité S.

Obracené piedpoklddejme, Ze v topologickém prostoru X mé kazd4 sif hromadny bod. Bud o
libovolny centrovany systém uzavienych mnozin v X. Definujeme systém v = (B,),es jako systém
v8ech koneénych prunikit mnozin systému o. Systém v je centrovany a kazda z mnozin systému
v lezi v nékteré z mnozin systému o, pricemz kazdd z mnozin systému o je prvkem systému v.
Staci tedy ukdzat, ze () B, # 0. Systém v je uzavieny vzhledem ke koneénym prunikum, proto lze
na v definovat usmérnéni pomoci mnozinové inkluze C. Pro kazdé ¢« € I vybereme z mnoziny B,
bod zp,. Dostavame tak sit S = (xp,)p,cr v X. Podle piedpokladu mé tato sit hromadny bod;
oznacme jej x. Z definice hromadného bodu vyplyva, ze pro kazdé okoli U bodu x a pro libovolné
B, € v existuje B, C B, tak, ze B, NU # 0, t.j. Ze pro kazdé okoli U bodu z a pro libovolné
B, €evije B,NU # (. To oviem znamend, ze x € cl B, = B, pro véechny mnoziny B, € v, t.j. ze
x € () B. Kompaktnost prostoru X nyni{ vyplyva z Véty 1. odst. 7.1 str. 196.

(b) Tvrzeni je dusledkem jiz dokdzaného tvrzeni (a) a cv. 8, 9 kap. 4.

19. Dokazte Bolzanovu—Weierstrassovu vétu: Nechf X je topologicky prostor prvniho typu
spocetnosti. Je-li X kompaktni, pak kazda posloupnost v X mé konvergentni podposloupnost.

Reseni. Podle cv. 18 (a) méa kazd4 posloupnost v kompaktnim prostoru hromadny bod. Je-
likoz X je prvniho typu spocetnosti, podle cv. 10 kap. 4 mé kazda posloupnost v X konvergentni
podposloupnost.

20. Dokazte, ze nasledujici t¥i podminky jsou ekvivalentni:
(1) Topologicky prostor X je kompaktni.
(2) Kazdy filtr v topologickém prostoru X méa hromadny bod.
(3) Kazdy ultrafiltr v topologickém prostoru X je konvergentni.

Reseni. Bud X kompaktni topologicky prostor, ¢ libovolny filtr v X. Oznacéme ¢ = (A,),e;.
Z definice filtru vyplyvd, ze systém mnozin (4,),cs je centrovany; systém mnozin (cl A,),cs je tedy
také centorvany. Plati tedy (cl A, # 0, coz znamen4, ze existuje bod = € X tak, ze x € cl 4, pro
kazdé ¢ € 1, t.j. x je hromadnym bodem filtru ¢.

Ptfedpokladejme, ze X je topologicky prostor, v némz mé libovolny filtr hromadny bod.
Ukézeme, 7e X je kompaktni. Bud o libovolny centrovany systém uzavienych mnoZin v X.
Uvazujme systém mnozin v v X, tvofeny vSemi koneénymi pruniky mnozin ze o. v je ziejmé
béaze filtru v X. Podle pfedpokladu ma filtr ¢, hromadny bod. Oznac¢me jej x. Pak ovSem pro
kazdou mnozinu B € ¢, plati z € ¢clB = B, t.j. « € (B (prunik mnozin B € ¢,) a tedy
také x € ﬂB (prunik mnozin B € v). Jelikoz kazd4 z mnozin systému o je prvkem systému v,
dostdvdme x € bigcapA (prunik mnozin A € o), t.j. systém o ma neprazdny prunik. Podle Véty
1. odst. 7.1 str. 196 je X kompaktni topologicky prostor.

Zbyva dokézat ekvivalentn{ tvrzeni (2) a (3). Necht X je topologicky prostor takovy, Ze kazdy
filtr v X m4& hromadny bod. Pak také kazdy ultrafiltr je konvergentni, nebof pro ultrafiltr pojmy
“limita” a “hromadny bod” splyvaji (porov. cv. 20 kap. 4). Obracené necht kazdy ultrafiltr v X je
konvergentni. Bud ¢ libovolny filtr v X. Existuje ultrafiltr ¢’ jemnéjsi nez ¢; piedpokladejme, Ze
x je jeho limita. Pak x je hromadny bod filtru ¢ a tvrzeni je dokazano.

Poznamka. V analogii s cv. 18 si lze polozit otazku, zda plati tato dvé tvrzeni:

(a) Topologicky prostor prvniho typu spocetnosti v némz kazdd posloupnost mé konvergentn{
podposloupnost, je kompaktni.

(b) Topologicky prostor prvniho typu spocetnosti v némz kazd4d posloupnost mé hromadny bod,
je kompaktni.

Z4dné z téchto tvrzeni obecné neplati (viz teorie sekven¢éné kompaktnich a spocetné kom-
paktnich topologickych prostoru [8]).
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Topologicky prostor se nazyva sekvenéné kompaktni, jestlize kazdd posloupnost jeho bodi ma
konvergentni podposloupnost. Topologicky prostor se nazyva spocetné kompaktni, jestlize kazdé
jeho spocetné oteviené pokryti obsahuje konetné podpokryti. Lze ukazat, ze topologicky prostor
X je spocetné kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz kazda posloupnost v X mé hromadny bod.

V topologickych prostorech prvniho typu spocetnosti pojmy sekvenéni kompaktnost a spocetna
kompaktnost splyvaji. V metrizovatelnych topologickych prostorech tyto pojmy splyvaji s pojmem
kompaktnost (srov. cv. 29).

Soucin kompaktnich prostori

21. Nechf X je kompaktni topologicky prostor, Y topologicky prostor, yo € Y bod, U okoli
mnoziny X X {yo} v X x Y. Existuje oteviend mnozina V' C Y obsahujici bod yo takova, ze
X xV CU. Ukazte.

Reseni. Zvolme bod = € X. Ziejmé (x,0) € U a tedy existuje prvek W, baze topologie
soucinu takovy, ze (z,yo) € W, C U. W, mé tvar M, x L., kde M, (resp. L,) je okoli bodu z
(resp. yo). Mnoziny M, tvoii oteviené pokryti X. Z kompaktnosti X plyne existence koneéného
podpokryti {M,,, My,, ..., M, } tohoto pokryti. Klademe

Mnozina V ma pozadované vlastnosti.

22. Ukazte, ze souéin kone¢ného systému kompaktnich topologickych prostoru je kompaktni
topologicky prostor.

Reseni. Staéi dokdzat tvrzeni pro soucin dvou topologickych prostori. Provedeme pifmy
dikaz. Bud'te X, Y kompaktni topologické prostory, o oteviené pokryti sou¢inu X x Y, z € X
bod. o je oteviené pokryti podprostoru {x} x Y, ktery je homeomorfni s kompaktnim prostorem
Y. Existuje tedy koneéné podpokryti o, podprostoru {z} x Y. Podle cv. 21 lze najit okoli U,
bodu x takové, 7e o, pokryvd mnozinu U, x Y. Systém (U,)zex je oteviené pokryti X. Necht
{Uz,,Uszyy ..., Uz, } je jeho koneéné podpokryti. Kazdd z mnozin U,, X Y je pokryta konetnym
systémem mnozin ze systému o, tedy souc¢in X x Y je pokryt kone¢nym systémem mnozin ze o.

23. Dokazte pomoci teorie filtrii Tichonovovu vétu: Necht (X,),er je systém kompaktnich
topologickych prostora. Pak sou¢in X =[] X, je kompaktni topologicky prostor.

Reseni. Nechf ¢ je ultrafiltr v X. Podle cv. 19 (c) kap. 4 je m,(¢), kde m, : X — X, je
projekce, ultrafiltr v X, pro kazdé ¢ € 1. X, je podle pfedpokladu kompaktni topologicky prostor,
t.j. limm,(p) # @ (srov. cv. 20). To ovSem znamend, Ze limp # 0 (cv. 26 kap. 4). X je tedy
kompaktni (cv. 20).

24. Budte X, Y topologické prostory a uvazujme mnozinu Y ¥ s topologii bodové konvergence.
(a) Je-li Y kompaktni, je uzavieny podprostor F' C YX kompaktni?
(b) Je-li Y Hausdorffitv, pak kompaktn{ podprostor I C Y je uzaviend mnozina. Plat{ toto
tvrzeni i pro kompaktné-otevienou topologii na YX?

Reseni. (a) Tvrzeni plati. Je-li Y kompaktni, pak také Y je kompaktni podle Tichonovovy
veéty (Véta 6. odst. 7.2 str. 197, cv. 23) a tedy F je kompaktni podle Véty 4. odst. 7.1 str. 197.

(b) Tvrzeni plati. Je-li Y Hausdorffiv, pak také YX s topologii bodové konvergence je
Hausdorffuv prostor (Véta 13. odst. 3.3 str. 38). Kompaktné oteviend topologie je ovsem silnéjs{
nez topologie bodové konvergence (pt. (4) odst. 7.8 str. 211), takze YX s touto topologii je také
Hausdorffiv. Mnozina F C YX kompaktni v kompaktné-oteviené topologii je tedy uzaviena.
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Kompaktni metrické prostory

25. Metricky prostor, v némz kazda uzaviend koule je kompaktni, je uplny. Dokazte.

Reseni. Bud X metricky prostor, v némz kazdé uzaviena koule je kompaktni. Necht (z;) je
libobolnd cauchyovskd posloupnost v X . Posloupnost (z;) je ohrani¢end (Dusledek Véty 21. odst.
5.8 str. 123), lezi tedy celd v néjaké uzaviené kouli B. B je oviem podle predpokladu kompaktn{
prostor prvniho typu spocetnosti a podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty (cv. 19) ma posloupnost
(x;) v B konvergentni podposloupnost. Ozna¢me 2z limitu této podposloupnosti. V libovolném okol{
U bodu z lezi nekoneéné mnoho bodi posloupnosti (z;). Podle Lematu 2. odst. 5.5 str. 117 tedy
x = lim x;. Topologicky prostor X je tedy uplny.

26. Bud X nekompaktni metricky prostor s metrikou d. Ke kazdé kompaktni mnozing A C X
a libovolné oteviené mmoziné U obsahujici A existuje ¢islo r > 0 takové, ze By(A,r) C U. Dokazte.

Reseni. Bud A kompaktni mnozina v X, U jeji okolf riizné od X. Pro kazdé z € X klademe
f(z) = d(z, X\U). Redlnd funkce f: X — R je nezdpornd na mnoziné A (t.j. f(x) > 0 pro kazdé
x € A). Podle Véty 15. odst. 5.6 str. 119 je funkce f|4 spojitd a podle Dusledku 2. Véty 12. odst.
7.3 str. 200 je tato funkce ohranicend. Existuje tedy ¢islo r > 0 takové, ze f(x) > r pro vSechna
x € A. Ztejmé pak

Ba(A,r) = | Ba(z,r) CU.
x€EA

Nechf nyni U = X. Jelikoz A je kompaktni a X neni kompaktni, existuje bod = € X\A. X je
Hausdorffuv prostor, proto mnozina V = X\{z} je oteviend. V je okoli mnoziny A, V # X, a tedy
podle vyse dokdzaného existuje r > 0 takové, ze By(A, r)subsetV. Je proto také By(A,r) C U = X.
Tim je dukaz ukoncen.

Bud o oteviené pokryti metrického prostoru X, A > 0 redlné &islo. Rekneme, ze \ je
Lebesgueovo &islo pokryti o, jestlize ke kazdé mnoziné A C X takové, ze §(A) < A, existuje
mnozina U € o takovd, ze A C U (zde 0(A) oznacuje prumér mnoziny A).

27. Bud X metricky prostor, o jeho oteviené pokryti, A > 0. Dokazte, ze plati tato tvrzeni:
(a) Je-li A Lebesgueovo ¢islo pokryti o, pak pokryti X otevienymi koulemi B(z, \/2), kde z
probiha X, je zjemnéni pokryti o.
(b) Je-li pokryti (B(z, \)).ex metrického prostoru X zjemnénim pokryti o, pak A je Lebesgueovo
¢islo pokryti o.

Reseni. (a) Predpoklddejme, ze oteviené pokryti ¢ metrického prostoru X mé Lebesgu-
eovo &islo X. Pak ke kazdé mnoziné B(z,\/2) existuje U € o tak, Ze B(z,\/2) C U, nebot
0(B(z,A/2))zex je zjemnénim pokryti o.

(b) Predpoklddejme, Ze oteviené pokryti (B(z, \))zex topologického prostoru X je zjemnéni
pokryti 0. Bud A C X mmnozina takova, Ze 6(A) < A, # € A libovolny bod. Ziejmé A C B(z, \).
Existuje U € o tak, ze B(z,\) C U, t.j. také A C U. Pokryti 0 m4 tedy Lebesgueovo ¢islo .

28. (a) Dokazte Lebesgueovu vétu o pokryti kompaktniho metrického prostoru: Ke kazdému
otevienému pokryti o kompaktniho metrického prostoru existuje Lebesgueovo ¢islo pokryti o.
(b) Dokazte, ze kazdy kompaktni topologicky prostor prvniho typu spocetnosti je sekvencéné
kompaktni. Zobecnéte Lebesgueovu vétu (a) na piipad sekvenéné kompaktnich metrickych pro-
storu.

Reseni. (a) Bud X kompaktni metricky prostor, o jeho oteviené pokryti. Ke kazdému z € X
zvolme £, > 0 takové, ze oteviend koule B(z,2e,) lezi v nékteré z mnozin pokryti o. Uvazujme
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oteviené pokryt{ (B(x,e,))zex topologického prostoru X. X je kompaktni, existuje tedy koneénd
mnozina {x1, z2,...,x,} C X takova, ze

k
X = B(wi,ca,).
=1

Polozme € = min{e,,,€4,,...,E5,} & uvazujme systém mnozin 5 = (B(xz,¢€))zex. O je oteviené
pokryti X. Déle ke kazdému bodu x € X existuje oteviend koule B(x;,e,,) tak, ze x € B(x;,e,,),
a tedy pro otevienou kouli B(z,e) plati B(x,e) C B(z;,2e,,). To oviem znamend, ze existuje
U € o tak, 7ze B(z,e) C U. Systém S je tedy zjemnéni pokryti o. Podle cv. 27 (b) m4 pokryt{ o
Lebesgueovo ¢islo e, coz bylo tieba dokazat.

(b) Kompaktni topologicky prostor prvniho typu spocetnosti je sekvenéné kompaktni podle
Bolzanovy—Weierstrassovy véty (cv. 19). Ukdzeme, ze kazdé oteviené pokryti sekven¢né kom-
paktniho prostoru mé Lebesgueovo ¢&islo.

Predpokladejme, ze oteviené pokryti o sekvenéné kompaktniho metrického prostoru nema Lebe-
sgueovo ¢islo. Neexistuje tedy ¢islo A > 0 takové, ze kazdd mnozina A C X, pro kterou 6(A) < A,
lezi v nékteré z mnozin pokryti . To ovSsem znamend, ze pro pfirozené ¢islo n € N lze nalézt
mnozinu B,, takovou, ze §(B,) < 1/n, a pfitom B,, nelez{ v zddné z mnozin pokryt{ o. Pro kazdé
n € N zvolme bod x,, € B,, a uvazujme posloupnost (z,,),ecn. UkdZeme, Ze tato posloupnost nema
zadnou konvergentni podposloupnost. Necht (z,,) je podposloupnost, konvergujici k néjakému
bodu z € X. Pak existuje U € o tak, ze x € U, a protoze mnozina U je oteviend, existuje € > 0
tak, ze B(x,e) C U. Bod z je limitou posloupnosti (x,,), lze tedy vybrat k& € N tak, aby pla-
tilo d(z,zp,) < €/2 a zéroven 1/ny < £/2. Ovsem x,, € B,, a zdroven x,, € B(x,e/2), proto
By, C B(z,e). Odtud vyplyvé, ze By, C U, coz je spor s konstrukei mnoziny B, . Nalezli jsme
tedy posloupnost (z;), kterd nemé zddnou konvergentni podposloupnost; proto X neni sekven¢né
kompaktni prostor. Tim je dukaz ukoncen.

29. Bud X metricky prostor. DokaZte, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) X je kompaktni.
(2) Kazdé nekoneénd mnozina v X md hromadny bod.
(3) Kazdé posloupnost v X ma hromadny bod.
(4) Kazdé posloupnost v X m4 konvergentni podposloupnost.

Reseni. 1. Nechf X je kompaktni topologicky prostor. Ukézeme, Ze kazd4 nekoneéns mnozina
v X m4 hromadny bod (dokézeme tedy, ze implikace (1) = (2) plati dokonce i pro nemetrizovatelné
topologické prostory).

Bud A C X mnozina, kterd nema zddny hromadny bod, t.j. acA = (). Pak acA C A a podle
cv. 19 kap. 1 je mnozina A uzaviend. Podle Véty 4. odst. 7.1 str. 197 je A kompaktni. Bud = € A
libovolny bod. Protoze x ¢ ac A, existuje okoli U, bodu z takové, ze U, N (A\{z}) = (). Systém
mnozin (Uy)zex je pokryti A a z kompaktnosti A vyplyvd, ze mé koneéné podpokryti, Feknéme
{Us,,Usy, ..., Uz, }. Kazdd z mnozin U,, vsak obsahuje jediny bod mnoziny A, a to bod z;. Je
tedy A = {x1,x2,...,2,}. t.j. mnozina A je konecnd. Tim je dokézano, ze z podminky (1) vyplyva
podminka (2).

2. Ukdzeme, ze pro libovolny Hausdorffiv prostor z podminky (2) vyplyva podminka (3).

Bud X Hausdorffitv prostor v ném? kazdd nekoneénd mnoZina m4 hromadny bod. Bud (z;)
libovolnd posloupnost v X. Uvazujme mnozinu A = {z1,z2, 3, ...}. Je-li A koneénd, pak existuje
bod z € A takovy, ze © = x; pro vSechny indexy i az na kone¢né mnoho indext. Kazdé okoli bodu
x tedy obsahuje vsechny body posloupnosti (z;) az na konetné mnoho bodu. To oviem znamen4, ze
2 je hromadnym bodem posloupnosti (x;). Je-li mnozina A nekoneénd, pak mé podle predpokladu
hromadny bod. UkdZeme, 7e kazdy bod z € ac A je hromadny bod posloupnosti (z;). Bud U
okoli bodu z. Topologicky prostor X je podle predpokladu Hausdorffuv, proto v U lezi nekoneéné
mnoho bodt mnoziny A (cv. 20 kap. 1), tedy také nekoneéné mnoho bodu posloupnosti (z;). Odtud
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vyplyvd, ze x je hromadnym bodem posloupnosti (z;).

3. Ze cv. 10 kap. 4 vyplyva, ze podminka (4) je dusledkem podminky (3).

4. Dokézeme, ze z podminky (4) vyplyvd podminka (1). Pfedpoklddejme, ze libovolnd posloup-
nost v metrickém prostoru X ma konvergentni podposloupnost.

Nejprve ukdzeme, ze pro libovolné € > 0 lze z pokryti (B(x,¢€)).ex metrického prostoru X
vybrat konetné podpokryti { B(z1,¢), B(x2,¢),..., B(xg,e)}.

Predpokladejme, ze existuje € > 0 takové, ze X nelze pokryt kone¢né mnoha otevienymi kou-
lemi B(z,¢). Zkonstruujeme posloupnost, kterd nemd konvergentni podposloupnost. Bud z; € X
libovolny bod. Ziejmé B(z1,e) # X, a tedy existuje bod xzo € X, xo ¢ B(x1,e). OvSem
B(x1,e)UB(z2,¢) # X, a tedy existuje bod 3 € X, x3 &€ B(x1,¢), B(x2,¢). Takto lze postupovat
déle. Pro kazdé n € N lze nalézt bod z,4+1 & B(z1,¢e) U B(xa,e) U -+ U B(zy,¢), nebot oteviené
koule B(z;,e) nepokryvaji X. Pritom zFejmé d(x,41,2;) > € pro 1 < i < n. Vznikd posloupnost
(2;)ieN, kterd nemd zddnou konvergentni podposloupnost, coz je spor s vychozim predpokladem.

Nyni ukdZeme, 7e X je kompaktni. Bud o libovolné oteviené pokryti X. Protoze X spliauje
podminku (4), existuje podle cv. 28 (b) Lebesgueovo ¢islo pokryti o. Zvolme ¢ = \/3 a kone¢né po-
kryti {B(x1,A/3), B(x2,A/3), ..., B(xy, A/3)} topologického prostoru X. Pro kazdéi=1,2,...,n
plati 6(B(z;, A/3)) < 20/3 < A, a tedy existuje U; € o tak, ze B(x;, A/3) C U;. Systém mnozin
{U1,Us,...,U,} je hledané koneéné podpokryt{ o.

Tim je dikaz ukoncen.

Poznamka. Topologicky prostor X spliiujici podminku (2), se nazgvd BW-kompaktni. Vyse
dokazané tvrzeni znamend, ze v metrickém prostoru pojmy “kompaktnost”, “BW-kompaktnost”,
“spocetnd kompaktnost” a “sekvenéni kompaktnost” splyvaji.

30. Ukazte, ze kazdé spojité zobrazeni f : X — Y kompaktniho metrického prostoru X do
metrického prostoru Y je stejnomérné spojité.

Reseni. Ozna¢me dx (resp. dy) metriku na X (resp. Y). Bud & > 0 libovolné ¢&islo, zvolme
§ > 0 tak, aby bylo Lebesgueovym &fslem otevieného pokryti (f~(B(y,£/2))yey metrického
prostoru X (srov. cv. 28 (a)). Pro libovolné body x1, zo € X takové, ze dx(x1,x2) < ¢, tedy
existuje y € Y tak, ze x1, 12 € f1(B(y,&/2)), t.j. dy(f(z1), f(x2)) < e. Zobrazeni f je tedy
stejnomérné spojité.

31. Metricky prostor je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz je tUplny a totalné ohraniceny.
Dokazte.

Reseni. Kompaktni topologicky prostor je tiplny a totdlné ohrani¢eny podle pi. (3) (a), (b)
odst. 7.8 str. 211.

Méjme tplny, totdlné ohrani¢eny topologicky prostor X. Pro kazdé i € N uvazujme v X (1/2i)-
sit {a%, xb, .. .,x};(i)}. Proj=1,2,...,k(i) polozme B]’: = B(mé, 1/24). Ziejme

k(i)
X = U B!
j=1

a §(B}) < 1/i. Bud A C X libovolnd nekonetna mnozina. Ukdzeme, ze A mé hromadny bod, t.j.
acA # (. Mnozina A je nekone¢nd a mnoziny le» pokryvaji X, existuje tedy n < k(1) tak, ze
mnozina A4; = AN B}L je nekoneénd. Pro mnozinu A; tak plati A D A;, 6(4;) < 1. Analogicky
ziskdme mnozinu Ay = A; N B2, pro jisté m; rovnéz As je nekonecnd a plati A O A; D As,
0(As) < 1/2. Indukei 1ze takto definovat posloupnost (A;);en nekoneénych mnozin A; takovych,
ze A DA D Ax D ...,0(A;) < 1/i pro kazdé i € N. Posloupnost (cl 4;);en zFejmé vyhovuje
predpokladium Cantorovy véty (cv. 25 kap. 5) a z uplnosti X vyplyva, ze

() cl4, #0.

neN
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Bud z € Ncl A, libovolny bod. Pak pro kazdé n € N plati z € cl 4, a tedy kazdé okoli bodu z
m4 neprazdny prinik s A,. Bud V libovolné okoli z. Pak pro jisté i € N plati B(x,1/i) C V.
Dale rovnéz B(z,1/3i) je okolf bodu z, proto B(z,1/3i) N As; = B(z,1/3i) N AN B3 # 0, t.j.
také B(z,1/3i) N B(z3',1/6i) # 0. Pro kazdy bod y € B(a3,1/6i) tak dostavame d(z,y) <
d(z, z3) + d(23', y) < d(z,2) + d(z,23)) + d(23,y), kde z € B(z,1/3i)N B(z3',1/6i), t.j. d(z,y) <
(1/3i) + (1/64) + (1/6i) < 1/i. Odtud vyplyva, ze B(x3!,1/6i) C B(z,1/i) C V,atedy ANV D
AN B3 = Az;. Mnozina ANV je tak ziejmé nekoneéna. Dokézali jsme tedy, Ze v libovolném okolf
bodu z lezi nekoneé¢né mnoho bodu mnoziny A; x je tedy hromadnym bodem A. Podle cv. 29 je
metricky prostor X kompaktni.

32. Dokazte, Ze ziplnéni X’ metrického prostoru X je kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz X
je totalné ohraniceny.

Resen{. Piedpoklddejme, ze metricky prostor X’ je kompaktni. Pak podle cv. 31 je X’ totalné
ohraniceny. Ukazeme, ze kazdy podprostor totdlné ohraniceného prostoru je totalné ohraniceny;
tim bude ukazano, ze X je totalné ohranic¢eny.

Bud Y totalné ohrani¢eny metricky prostor, d jeho metrika, A C Y podprostor. Pro libovolné
e > 0 zvolme (¢/2)-sit B = {z1,22,...,2x} v Y. Nech+t {xn,,Zn,,...,2n,} je mnozina vsech
bodu z B, jejichz vzdélenost od A je mensf nez £/2, a necht ', 25, ..., 2}, jsou libovolné body z
A, pro neéz d(af, xp,) < €/2. Ukdzeme, ze B’ = {x},25,...,2,} je e-sif v A. Bud x € A libovolny
bod. Existuje i < k tak, ze d(z,z;) < /2. Tedy x; = x,, pro néjaké j < p. Dostdvame tak
d(z,z}) < d(x,7y;) + d(w,75;) <e.

Obracené predpokladejme, ze metricky prostor X je totdlné ohraniceny a uvazujme jeho
zuplnéni{ X’. Staci ukdzat, ze X' je totdlné ohraniceny; pak totiz X’ je kompaktni podle cv. 31.
Bud ¢ > 0, A libovlnd (£/2)-sit v X. Necht z € X' = cl X je libovolny bod. Kazdé okoli B(z,£/2)
bodu z m4 neprézdny prinik s mnozinou X; bud z bod tohoto priniku. Existuje x5 € A tak, ze
d(z,x1) < /2. Pak ovsem d(z,z) < d(z, z) + d(z,zr) < €. Odtud vyplyvd, ze A je e-sit v X' a
X'’ je totdlné ohraniceny.

33. Rozhodnéte, zda je pravdivé toto tvrzeni: Kompaktni topologicky prostor je metrizova-
telny prave tehdy, kdyz je Hausdorffuv a druhého typu spocetnosti.

Reseni. Ukdzeme, ze uvedené tvrzeni plati. Je-li X kompaktni metrizovatelny prostor, pak
je ziejmé Hausdorffuv (Véta 5 odst. 5.2) 5. odst. 5.2 str. 113) a druhého typu spocetnosti (pf. (3)
odst. 7.8 str. 211). Obracené necht X je kompaktni Hausdorffitv prostor druhého typu spoéetnosti.
Pak podle Dusledku Véty 9. odst. 7.4 str. 199 je X normalni prostor druhého typu spocetnosti; je
tedy metrizovatelny podle Urysohnovy—Tichonovovy véty (Véta 11. odst. 6.5 str. 155).

Lokéalné kompaktni topologické prostory

34. Zjistéte, zda nasledujici topologické prostory jsou lokalné kompaktni:
(a) Neprazdnd mnozina X s topologii koneénych dopliku.
(b) Mnozina raciondlnich ¢isel Q C R s pfirozenou topologii.
(c) Soucin RN.

Reseni. (a) X je kompaktni a tedy také lokdlné kompaktni.

(b) Q neni lokélné kompaktni. Ukdzeme to.

Bud z € Q libovolny bod a piedpoklddejme, Ze existuje okoli V bodu z v Q takové, ze clq V
je kompaktni v Q. Pak ovSem clq V' je kompaktni i v R, je to tedy uzaviena a ohrani¢ena mnozina
v R. Existuje mnozina U C R takové, ze clq V' = clU. To je ovSem spor, nebot clg V' C Q, ale
v uzaveéru libovolné podmnoziny R lezi i iraciondlni ¢isla.

Jiné feSeni: Mnozina Q neni lokdlné kompaktni, nebot ji nelze vyjadiit jako prinik oteviené a
uzaviené mnoziny v R; plati totiz cl Q = R, takze kazda uzaviena mnozina, obsahujici Q obsahuje
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zérovenl R a je tedy totoznd s R (Véta 15. odst. 7.4 str. 201).

(c) Tvrzeni neplati (Véta 17. odst. 7.4 str. 202). Tvrzeni dokdzeme také piimo. Bud z € RN
libovolny bod. Necht existuje okoli U bodu z takové, ze clU je kompaktni. Pak existuje prvek
béze topologie V obsahujici x takovy, ze V' C U. To ovSem znamend, ze clV C clU. Podle Véty
3. (c) odst. 7.1 str. 196 je mnozina clV kompaktni v RN. Oviem V obsahuje nekoneéné mnoho
souciniteln rovnych R, a tedy jeho uzdvér nemuze byt kompaktni podle Tichonovovy véty (Véta
6. odst. 7.2 str. 197). Soucin pfirozenych topologii na RN tedy neni lokalné kompaktni.

35. Dokazte Rieszovu vétu: Redlny (ev. komplexni) topologicky vektorovy prostor je lokélné
kompaktni pravé tehdy, kdyz méa kone¢nou dimenzi.

Reseni. Necht E je lokdlné kompaktni topologicky vektorovy prostor, U okoli nuly takové,
ze clU je kompaktni. Pak mnozina 2U je rovnéz okoli nuly a mnozina 2clU je kompaktni, nebot
zobrazeni E 5 ¢ — 2¢ € E je homeomorfismus (srov. pf. (8) odst. 6.10 str. 166). Pro kazdé
£ e€2-clU je £+ U okoli bodu £ a systém mnozin £ + U, kde £ probiha 2 - clU, je oteviené pokryti
mnoziny 2 - clU. Oznaéme {& + U, & + U, ..., & + U} koneéné podpokryti tohoto pokryti a F
linedrni obal mnoziny vektoru {xiq,&a,...,&}. F je k-rozmérny vektorovy prostor a F + U =
{£+n| €€ F,ne U} pokryvd mnozinu 2 - clU. Plati tedy F' + clU D 2-clU. S vyuzitim vztahu
F+ F = F odtud dostaneme F+clU D F+2-clU, F+2-clU=F+F+2-clU =2(F+clU) D
20F+2-clU) D F4+4-clU, a déle indukei F + clU D F 4 2™ - clU pro kazdé n € N. Zfejmeé
2n=1.clU C 2" - clU C E pro kazdé n € N. Ukazeme, ze |J2" - clU = E. Bud ¢ € E libovolny
vektor. Mnozina a - U, kde a # 0, tvoif lokdln{ bazi topologie v bodé 0, proto existuje b € R (resp.
be C)an e U takové, ze & = bn. Zvolme n tak, aby platilo b < 2. Pak £ € 2 -U. Odsud vyplyva,
ze F4+clU D F+E, tj. F+clU = E. Ukdzeme, ze F' = E. Bud £ € E libovolny vektor nepatiici
podprostoru F. F' ma konecnou dimenzi, a tedy indukovand topologie na F' splyvé s pfirozenou
topologif (cv. 35 kap. 6). To znamend, ze F' je tplny, a tedy uzavieny v E (cv. 32 (b) kap. 6).
Oznaéme We okoli bodu ¢ takové, ze We C E\F. Existuje vyvazené okoli W nulového vektoru
takové, ze £ + W C We. Kdyby nyni platilo £ € F' + W, muselo by platit { = n+ &, kde { € F
aleW, tj =& =n€F.Ovsem £ — & € £+ W, t.j. platilo by (£ + W)NF # 0, coz je
spor. Tedy € ¢ F'+ W a déle pro kazdé a #0a- F +a-W = F+a-W # a-£ Mnozina clU je
kompaktni a systém mnozin a - W, kde a probiha kladna ¢isla, pokryva mnozinu clU. Oznac¢me
{a1-W,a2-W, ... am-W} kde a1 < as < ... < an,jeho konetné podpokryti. Ziejmé clU C a,, W,
tj. F+clU € an, - &, a dostavame spor s predpokladem, ze F + clU = E. Dokazali jsme tedy, ze
E = F, t.j. ze E ma konec¢nou dimenzi.

Obréceng, je-li E n-rozmérny redlny (resp. komplexni) topologicky vektorovy prostor, je ziejmé
lokalné kompaktni, nebot topologie na E je vzorem lokalné kompaktn{ pfirozené topologie na R"
(cv. 35 kap. 3).

36. Dokazte, ze lokdlné kompaktni Hausdorffuv prostor je reguldrni (bez vyuziti Dusledku 2.
Véty 25. odst. 7.7 str. 208 nebo Véty 13. odst. 7.4 str. 201).

Reseni. Bud X lokdlné kompaktni Hausdorffiv prostor. Je-li X kompaktni, pak je normalni
(Dusledek Véty 9. odst. 7.3 str. 199) a tedy reguldrni. Neni-li X kompaktni, je podprostorem
kompaktniho Hausdorffova prostoru X* (Véta 23. odst. 7.7 str. 207) a je tedy reguldrni jako
podprostor reguldrniho topologického prostoru (Véta 2. (a) odst. 6.1 str. 142).

Uvedeme dald{ dikaz, zaloZeny na Vété 1. odst. 6.1 str. 142. Bud X lokdlné kompaktni
Hausdorffuv prostor, * € X bod. Existuje okoli U bodu z takové, ze clU je kompaktni;
z oddélitelnosti X vyplyvd, ze clU je reguldrni (Dusledek Véty 9. odst. 7.3 str. 199). Bud V
libovolné okoli bodu x v X. Ukazeme, Ze existuje okoli W bodu z tak, ze clW C V. VNU je okoli
bodu z v reguldrnim topologickém prostoru clU (Véta 4. (b) odst. 3.1 str. 32). Existuje tedy okoli
W bodu = v clU takové, ze clayy W C VNU (Véta 1. odst. 6.1 str. 142). Existuje okoli W bodu
v X takové, ze W = WNclU. Uvazujme mnozinu W NU. Tato mnozina je ziejmé okoli bodu = v X
aplati WNU C W. Pak ovem cl(WNU) = cl(WNU)NclU) = cl(WNclU)NU) = c(WNU) =
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dWneU=clay W Cc VNU CV (vyuzili jsme Vétu 4. (a) odst. 3.1 str. 32). Mnozina WNU je
tedy hledané okoli bodu z. Podle Véty 1. odst. 6.1 str. 142 je topologicky prostor X reguldrni.

37. Bud X lokalné kompaktni Hausdorffiv prostor, U C X oteviend mnozina. Dokazte, Ze pro
libovolnou kompaktni mnozinu A C U existuje kompaktni mnozina B C X tak, ze A Cint B C U.

Reseni. Bud z € A libovolny bod. U je okoli bodu z, a tedy podle Véty 13. odst. 7.4 str.
201 existuje okoli V,, bodu z takové, ze clV,, je kompaktni mnozina a clV, C U. Systém mnozin
(Vi)zea je oteviené pokryti mnoziny A a z kompaktnosti A vyplyvd, ze existuje jeho konecné
podpokryti {Va,, Vs, - .-, Vi, }. Klademe

k
V= U Ve, B=clV.
=1

Mnozina B je sjednocenim konecného poc¢tu kompaktnich mnozin clV,,, i = 1,2,...,k, a tedy
kompaktni (Véta 3. (a) odst. 7.1 str. 196). Déle ziejmé A C V, a tedy také A C B. Jelikoz
clV,, C U, dostavame B C U. Mnozina B ma vSechny pozadované vlastnosti.

38. (a) Je obraz f(X) lokdlné kompaktniho topologického prostoru pii spojitém zobrazeni
f: X — Y lokalné kompaktni topologicky prostor?
(b) Necht f : X — Y je spojité oteviené zobrazeni lokdlné kompaktniho prostoru X do Hausdor-
ffova prostoru Y. Pak f(X) je lokdlné kompaktni podprostor Y. Dokazte.

Reseni. (a) f(X) nemusi byt lokdlné kompaktni. Uvedeme piiklad. Nechf Q; (resp. Q2) je
mnoZzina raciondlnich ¢isel s diskrétni (resp. pfirozenou) topologii. Pak zobrazeni id : Q1 — Qa2 je
spojité, Qi je lokdlné kompaktni (pi. (1) odst. 7.8 str. 210) a Q2 neni lokdlné kompaktni (cv. 34
(b) kap. 7).

(b) Bud y € f(X) libovolny bod. Uvazujme bod = € X, pro ktery y = f(z). X je lokalné
kompaktni, proto existuje okoli U bodu x takové, ze clU je kompaktni. Ze spojitosti f vyplyva, ze
mnozina f(clU) obsahujici y, je kompaktni (Véta 5. odst. 7.1 str. 197), a ze plati f(clU) C cl f(U)
(Véta 2. odst. 2.1 str. 18). Jelikoz topologicky prostor f(X) je Hausdorffuv, mnozina f(clU) je
uzaviend (Véta 7. odst. 7.3 str. 198). Ovéem U C clU, t.j. f(U) C f(clU) atedy cl f(U) C f(clU).
Dostavame tak, ze f(clU) = cl f(U). Podle predpokladu je ovSem zobrazeni f oteviené, f(U) je
tedy okoli bodu y v f(X), pro které cl f(U) je kompaktni.

39. Ukazte, ze v lokdlné kompaktnim topologickém prostoru druhého typu spocetnosti existuje
spocetnd baze topologie tvofend mnozinami, jejichz uzavéry jsou kompaktni.

Reseni. Bud (W;)ien spocetnd béze topologie lokélné kompaktniho prostoru druhého typu
spocetnosti X. Bud z € X libovolny bod. z mé okoli U takové, ze mnozina clU je kompaktni.
Zéroven existuje index k € N tak, ze x € W, C U. Odtud clWj, C clU, a tedy mnozina cl Wy, je
kompaktni podle Véty 3. (c) odst. 7.1 str. 196. Ozna¢me i, j-ty z indext 4, pro které jsou mnoziny
cl Wi kompaktni, a polozme V; = W;,. Ukazeme, ze systém (V;)en je bdze topologie topologického
prostoru X. Protoze kazdéd z mnozin V; je oteviend, staci ukdzat, Ze k libovolnému bodu z € X a
libovolnému jeho okoli U existuje prvek Vi systému (V;) jen obsahujici x a lezici v U (Véta 9. odst.
1.4 str. 7). Nechf 2 € X je libovolny bod, U jeho okoli. Existuje okoli V bodu x takové, Ze clV je
kompaktni. Mnozina U NV je okoli z, existuje tedy I € I tak, ze W; C U NV. Odtud dostavame,
zeclW; Ccl(UNV) C (clU)N (clV), t.j. clW; C clV, az Véty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 vyplyvé,
ze clW; je kompaktni. Musi tedy platit W; = Vj, pro jisté k € N. Systém mnozin (V;);en je tedy
spocetné béze topologie takova, ze clV; je kompaktni mnozina pro kazdé j.

40. Uvazujme topologicky prostor Y zobrazeni mnoziny X do topologického prostoru Y
s topologii bodové konvergence.
(a) Naleznéte nutné a postacujici podminky kompaktnosti YX.
(b) Naleznéte nutné a postacujici podminky lokaln{ kompaktnosti YX.
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Reseni. (a) YX s topologif bodové konvergence je kompaktn{ tehdy a jen tehdy, kdyz Y je
kompaktni (Véta 6. odst. 7.2 str. 197).

(b) YX s topologii bodové konvergence je lokélné kompaktni tehdy a jen tehdy, kdyz je splnéna
jedna z nésledujicich podminek: (1) Y je kompaktni; (2) Y je lokdlné kompaktni a mnozina X je
konec¢na. Tvrzeni ihned vyplyvé z Véty 17. odst. 7.4 str. 202.

41. Bud X lokdlné kompaktn{ Hausdorffiv prostor, Y topologicky prostor, C(X,Y) mnozina
spojitych zobrazeni z X do Y s kompaktné-otevienou topologii. Pro (z, f) € X x C(X,Y) klademe
Ev(z, f) = f(x). Je zobrazeni Ev : X x C(X,Y) — Y spojité?

Reseni. Ukizeme, ze Ev je spojité. Bud (z, f) € X x C(X,Y) libovolny bod, V' okoli bodu
f(x). Ze spojitosti f vyplyvé, ze existuje okoli U bodu z tak, ze f(U) C V. Mnozinu U lze ptitom
vybrat tak, Ze clU je kompaktni a f(clU) C V (Dusledek 1. Véty 13. odst. 7.4 str. 201). Necht
W(lU, V) = {g € C(X,Y) | g(clU) C V}; mnozina W(clU,V) je oteviend v C(X,Y). Pro
libovolny bod (2, f') € U x W(clU, V) plati Ev(2/, f') = f'(2’) € V, a tedy Ev(U x W(clU,V)) C
V.

42. Bud X lokalné kompaktn{ Hausdorffiv prostor, Y topologicky prostor, C(X,Y) mnozi-
na spojitych zobrazeni z X do Y s kompaktné-otevienou topologii. Bud Z topologicky prostor,
F : X x Z — Y zobrazeni. Definujeme zobrazeni ¢ : Z — C(X,Y) vztahem ¢(z) = F,, kde
F,(z) = F(x,z) pro kazdé z € X. Dokazte, ze zobrazeni F je spojité tehdy a jen tehdy, kdyz je
zobrazeni ¢ spojité.

Reseni. Nechf F je spojité. Bud zy € Z bod, W (K,U) C C(X,Y) prvek systému generdtort
kompaktné-oteviené topologie, obsahujici bod ¢(zg). Ukédzeme, ze existuje okoli V' bodu zg v Z
takové, ze (V) C W(K,U). Podle Véty 5. odst. 2.2 str. 19 odtud jiz vyplyne spojitost zobrazen{
©.

Podle pfedpokladu F.,(z) = F(x,29) € U pro kazdé © € K, t.j. F(K x {z0}) C U. Ze spoji-
tosti F' vyplyva, ze F~1(U) je oteviend mnozina, obsahujici mnozinu K x {zp}. Zfejmé mnozina
F~1(U) € K x Z je oteviend v K x Z a obsahuje K x {2}. Podle cv. 21 existuje oteviend mnozina
V C Z obsahujici bod zy takovd, ze K x V. C (F"Y({U)NK x Z), a tedy K x V C F~Y(U).
Pak pro kazdé x € K a z € V plati F(x,z) € U. Tedy F. € W(K,U) pro vsechna z € V, t.j.
(V) Cc W(K,U).

Poznamendvame, ze k dukazu spojitosti ¢ jsme nepouzili topologie topologického prostoru X.

Obracené predpokladejme, ze zobrazeni ¢ je spojité. Dostavame komutativni diagram

id, X

XXZ XXC(X,Y)

F Ev

Zobrazeni Ev je spojité podle cv. 41 a idx x¢ je spojité podle Véty 10. (b) odst. 3.3 str. 36. Je
tedy F spojité (Véta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Parakompaktni topologické prostory
43. Lze v definici parakompaktniho topologického prostoru nahradit pozadavek existence
lokalné konetného zjemnéni pozadavkem existence lokalné koneéného podpokryti?

Reseni. Nelze. Uvedeme pifklad. Uvazujme mnozinu pfirozenych éisel N s diskrétni topologii.
Vznikajici topologicky prostor je parakompaktni, nebot je metrizovatelny (pi. (1) odst. 5.10 str.
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125). Pfitom napt. pokryti ({1,2,...,7});en neobsahuje zddné lokélné konetné podpokryti, ma
viak lokédlné kone¢né zjemnéni ({i})en-.

44. Dokazte tato tvrzeni:
(a) Lindelofuv lokdlné kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor je parakompaktni.
(b) Lokélné kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor druhého typu spocetnosti je parakom-
paktni.
(¢) o-kompaktni lokdlné kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor je parakompaktni.

Reseni. (a) (M. Kovar) Bud X Lindelfiv lokalné kompaktni Hausdorffiiv prostor, o jeho
oteviené pokryti. Podle Dusledku ?? Véty 13. odst. 7.4 str. ?7 existuje zjemnéni ¢’ pokryti o,
tvofené otevienymi mnozinami, jejichz uzavéry jsou kompaktni. X je podle predpokladu Lindelofuv
prostor, z pokryti o’ lze tedy vybrat spocetné podpokryti (U;)ieN-

Polozme Ny = N U {0}. Ke kazdému n € Ny sestrojime oteviené pokryti (V;");en, takové, ze
V" C U; amnozina cl V" je kompaktni. Klademe ko = 1 a ddle V;? = U; proi € N. Pokryti (V?);en
ma pozadované vlastnosti. Mnozina cl V, je kompaktni, existuje tedy ¢islo k3 € N, k1 > ko, tak,
ze

k1
v c | v
j=1
Dale budeme postupovat indukci. Necht je jiz definovédno éislo k, € N, k, > kn_1, a systém
(V*)ien otevienych mnozin pozadovanych vlastnosti. Mnozina cl(V{* UVy* U---U V! ) = cl V" U
clVytU---UeclV)! je kompaktni, existuje tedy prirozené ¢islo ky+1 > Ky, takové, ze

kn+t1

Fn
alJvrcly v
j=1 j=1

Klademe

wrr Vi J < knga,

i {Uj\cl(Vln UVSU---UVR), T > kntr.
Kazd4 z mnozin an+1 je oteviend. Déle Vj"+1 C U; a jelikoz cl Vj"'|r1 je uzaviend podmnozina
kompaktniho prostoru clUj, je kompaktni v clU; a tedy i v X. Ukdzeme, zZe systém (Vj""’l)jeN je
pokryti X. Dostavame

kniy1

U an+1: U an+1 U U an+1 =
jEN J=1 J=kny1+1
kn+1 o0
(U)ol U @hawrowo-un) )=
j=1 Jj=knt1+1
kn+1 o
=y v|u U o |\druvu-uyp) | =
j=1 J=kny1+1
kn+1 oo
-(Uw)vl U w=-Uu-=x
j=1 Jj=knt1+1 JEN

nebot podle predpokladu

kn+1

dAd(Vruvgu--uvr)c | v
j=1
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Systém mnozin (Vj”H) jen ma tedy vSechny pozadované vlastnosti.

Pomoci systému mnozin (V;");en, kde n € Ny, nyni sestrojime nové pokryti topologického
prostoru X. Polozme W; = V? = U;. Ke kazdému ¢islu j € N ziejmé existuje n € Ny tak, ze
kn < j < knt1. Klademe W; = V'. Dostdvdme tak systém otevienych mnozin (W:)ien takovy,
ze W; C U; pro kazdé i € N. (W;);en je zjemnéni pokryti o, a tedy i 0. Ukdzeme, ze (W;);eN je
pokryti X. Evidentné

kn k
Uwi=Uu
Jj=1 Jj=1
Pak
Ent1 En knq1 kn knt1
U w = wilul U wil=(Uu]|ul U vi|=
j=1 =1 j=kn+1 =1 j=kn+1
kn knt1
- uiful U (Uj\cl(vl"‘lUVQ"‘lumuvk’jlj)) =
j=1 j=kn+1
kn knt1
- U; | U U o[\ tuvytuuveth | =
j=1 j=kn+1

kniy1
- U o
Jj=1

Odtud vyplyva, ze pro kazdé n € N plati
kn k’ﬂ
Uwi=Uu,
j=1 j=1

systém mnozin (W} ) en je tedy pokryti X. Nakonec ukdzeme, ze toto pokryti je lokdlné konecné.
Zvolme j € N libovolné. Existuje n € Ny tak, ze j < k. Necht ¢ > ky41. Uréime W; N W;.
Protoze i > kn41, existuje m € N tak, ze k,, < i < ky,41. Posloupnost ¢isel kg, k1, ko, ... je
rostouci, plati tedy k41 < kp,. Odtud vyplyva, ze j < ky, < k;—1. Dostavame tak W; = V" =
U\ VUV o0V = U\ (V2 UV 20 UV 22); oviem ki—o < i < k1,
tj. W =V 2 VPP UV TP U UV TR Odtud Wy = Ui\ e(V" 20V 2 UV 2)
U \W,; C X\W,, takze W; N W; = (). Ukdzali jsme tedy, ze pro kazdé j < k,, je W; N W, = 0 pro
vSechna ¢ > ky41. Existuje vSak jen koneéné mnoho ¢isel ¢ takovych, ze i < kyyq, t.j. Wy NW,; # 0
nejvyse pro konecny pocet indexu i € N. (W;);en je tedy lokdlné koneény systém mnozin a dukaz
parakompaktnosti topologického prostoru X je ukoncen.

(b) Topologicky prostor druhého typu spocetnosti je ziejmé Lindelofuv, takze tvrzeni (b) vyplyva
z (a).

Uvedeme jiny dukaz tvrzeni (b) pomoci piime konstrukce lokélné koneéného zjemmnéni
otevieného pokryti lokalné kompaktniho Hausdorffova prostoru druhého typu spocetnosti X; tato
konstrukce je odlisnd od konstrukce, uvedené v ¢ésti (a) tohoto cviceni.

V X existuje baze topologie (U;);en takova, ze pro kazdé ¢ je mnozina cl U; kompaktni (cv. 39).
Pomoci této béze sestrojime posloupnost kompaktnich mnozin (K;);en takovou, ze K; C int K; 1
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pro kazdé i € N a |JK; = X. Klademe K; = clU; - K; je kompaktni, existuje tedy konecny
podsystém {U;, U;,, ..., U;, } systém (U;);en pokryvajici K1, t.j. Ky C U;; UU;, U- - -UU;, . Polozme
K> = Cl(Uil uU;,,U---uU Uzk) =clU;, UclU;,U---Ucl Uzk K5 je kompaktni mnozina a plati K1 C
int K5. Dédle postupujeme analogicky. Dostaneme systém mnozin (K;);en, ktery md pozadované
vlastnosti.

Bud (W,),er oteviené pokryti X. Ukdzeme, Ze (W,),c; ma lokdlné kone¢né oteviené zjemnéni.
Polozme A1 = K1, A; = K;\ int K;_1 pro i = 2,3,.... Systém mnozin (4;);en pokryvd X. Jelikoz
int K;_1 C K;, plati A; C K; a z uzavienosti mnoziny A; v K; vyplyva, ze mnozina A; je kom-
paktni (v K; a tedy v X). Pro kazdé i € N tedy existuje koneény podsystém W/ , WS, ..., Wfk(i)
pokryvajici mnozinu A;. Klademe

vk =

{Wb’j Nint Kpp1, k=1,2
J

Wblj Nint(Kpe1\Kr—2), k=3,4,...

Konstrukce mnozin ij je znazornéna na obr. 6.

Obr. 6
I' A
'\Wl./' (‘ ’
Ukézeme, Ze systém mnozin (V]l), i = 1,2,3,..., j 1,2,...,k(), je lokdlné konetné

oteviené zjemnéni pokryti (W,),c;. Polozme K_; 0, Ko = 0; pak V/ = W/, n
int(K;+1\K;—2) pro kazdé i = 1,2, 3, .... Kazdd z mnozin Vji je oteviend a tyto mnoziny pokryvaji
X. Déle V C ij, takze systém (V}) je zjemnén{ systému (W,),er. Nakonec pro libovolné i, 7,
k, m plati V]Z NVE C(Kip1\Ki—2) N (Kkt1\Kg—2). Zvolime-li pevné indexy k, m, dostaneme pro
kazdé i < k—3 a kazdé i > k + 3(K;11\K;—2) N (Kk+1\Kg—2) = 0 jelikoz pro i < k — 3 plati
K11 C K2 aproi > k+3plati K11 C K;_o. Prunik ij‘ NV muze tedy byt riizny od prazdné
mnoziny jen pro k — 2 < i < k + 3. Je tedy ziejmé, ze mnozina V¥ m4 neprazdny priinik nejvyse
s koneénym poc¢tem mnozin systému (V;) Odsud jiz vyplyvé, ze systém mnozin (V;) je lokdalné
koneé¢ny.

Nyni je jiz evidentni, ze lokdlné kompaktni Hausdorffuv prostor druhého typu spocetnosti je
parakompaktni.

(¢) (M. Kovéar) Uvedeme feseni odlisné od dukazu Véty 19. odst. 7.5 str. 203. Staci ukdzat,
7e kazdy o-kompaktni topologicky prostor X je Lindelofuv; tvrzeni pak vyplyne z (a). Napisme
X =JX; (sjednoceni pro i € N), kde X; je kompaktni mnozina v X. Bud o oteviené pokryti X.
Ke kazdému i € N existuje kone¢ny podsystém o; systému o, pokryvajici X;. Pak | o; (sjednocent
pro ¢ € N) je spocetné podpokryti o.

45. Uzitim definice dokazte nasledujici tvrzeni:
(a) Diskrétn{ topologicky prostor je parakompaktni.
(b) Mnozina redlnych ¢isel s piirozenou topologii je parakompaktni prostor.
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Reseni. (a) Libovolné oteviené pokryti diskrétniho topologického prostoru X mé zjemnéni
({})zex; tento systém mnozin je lokélné koneéné pokryti X. Jelikoz diskrétni topologie je
Hausdorffova, X je parakompaktni.

(b) Bud' (U,).es libovolné oteviené pokryti mnoziny R s pfirozenou topologii. R lze vyjddfit
jako sjednoceni uzavienych intervalii [n,n + 1], kde n probihd mnozinu celych ¢isel Z. Pro kazdé
n € Z uvazujme otevieny interval (n — 1,n + 2) a polozme W,,, = (n — 1,n + 2) N U,. Zfejme
pro kazdé n pevné je systém mnozin (W, ,),er pokrytim intervalu [n,n + 1] a (W,,).crnez je
zjemneéni pokryt{ (U,),cr. Interval [n,n + 1] je ovSem kompaktni, existuje tedy koneéné pod-
pokryti {Wy .., Wh s, - 'an,me)} pokryti (Wp,).er- Klademe o = (W,,,), kde n € Z,
k =1,2,...,m(n). o je oteviené pokryti R a je zdroven sjemnénim pokryti (U,),c;. Dédle pro
libovolny bod = € R existuje n € Z a interval (n,n + 1) obsahujici z. Pfitom (n,n+1)NW,,, # 0
pouze pro p = n — 1, n, n+ 1. Pro kazdé p je ovem systém mnozin (W, ,,) koneény, odkud
vyplyva, ze pokryti o je lokdlné konecné. Jelikoz R s pfirozenou topologii je Hausdorffuv prostor,
R musi byt parakompaktni.

46. Je mnozina raciondlnich ¢isel s prirozenou topologii parakompaktni topologicky prostor?

Reseni. Mnozina raciondlnich ¢isel Q s pFirozenou topologif je podprostor metrizovatelného
prostoru a je tedy sama metrizovatelny topologicky prostor. Parakompaktnost Q tedy vyplyva ze
Stoneovy véty (Véta 15. odst. 6.6 str. 161).

47. Uvazujme interval I = [0, 1] s pfirozenou topologii 7. Ozna¢me I, mnozinu vsech ira-
cionalnich ¢isel z I a 79 systém podmnozin mnoziny I, tvofeny prazdnou mnozinou a mnozinami
tvaru UU A, kde U € 7 a A C Iy. Ukazte, ze 79 je topologie na I. Srovnejte topologie 7 a 19. Je
topologicky prostor (I, 7y) Hausdorffuv? Je parakompaktni?

Reseni. Ukdzeme, ze 7y je topologie na I. Ziejmé ) € 9 a I € 1. Necht Vi, Vo € 7 jsou
libovolné mnoziny. Plati Vi = Uy U Ay, Vo = Us U As, kde Uy, Uy € T a Ay, Ay C Ip. Pak
VinVy = (UlﬂUg)U(Al OAQ)U(UlmAQ)U(UQOAl); ovsem Uy NUy € 7, A1 N A, Uy N Ay,
UsN Ay C Iy, takze Vi NVa € 79. Necht (V,),er je systém mnozin patiicich 79. Pak pro kazdé ¢ plati
V.=UnNA, kdeU, eTa A, Cl. Odtud UV, = (JU,)U(JA.), coz je zFejmé prvek systému 7.

Je ziejmé, ze topologie 7y je silnéjsi nez 7 a ze tyto topologie nesplyvaji. Jelikoz topologie T je
Hausdorffova, je také topologie 7y Hausdorffova.

Ukézeme, Ze topologicky prostor (I,7) je parakompaktni. Bud (V,),e; oteviené pokryti in-
tervalu I v topologii 7. Pro kazdé « € IV, = U, UA,, kde U, € 7 a A, C Iy. Mnozina |JU,
je oteviend v pfirozené topologii, je tedy parakompaktni jako podprostor R (Véta 15. (b) odst.
7.4 str. 201). Systém (U,),er je oteviené pokryti podprostoru |JU,; existuje tedy lokélné koneéné
oteviené zjemnéni (Wy)aer pokryti (U,),es. Oznaéme o systém mnozin, tvofeny mnozinami Wy a
mnozinami {z}, kde = probihd I\ |JU,. Evidentné I\ |JU, C Iy. o je zfejmé oteviené pokryt{ inter-
valu I v topologii 9. Bud nyni = € I libovolny bod. Nepatii-li z Iy, existuje mnozina W C |JU,,
oteviend v topologii 7 a tedy také v 7y, obsahujici bod x, majici bod x, majici neprazdny prunik
s nejvyse koneénym poc¢tem mnozin W, ze . Ddle W N {z} = 0 pro kazdé = € I\|JU,, a tedy W
je okoli bodu = v topologii 79 na I, které mé neprdazdny prunik s nejvyse koneé¢né mnoha prvky
pokryti o. Necht = € Iy. Pak bud = € |JU,, a tedy podobné jako v pfedchozim pi¥ipadé x m4 okoli,
které protind nejvyse kone¢ny pocet mnozin pokryti o, nebo x & | JU,, a pak {z} = 0 |J{z} je okoli
bodu x, které protind pravé jeden prvek pokryti o, a to mnozinu {x}. Pokryti o je tedy lokdlné
koneéné. Z jeho konstrukce vyplyvd, ze o je zjemnéni pokryti (U,),er. Tim je parakompaktnost
topologického prostoru (I, 79) dokédzdna.

48. Dokazte, ze regularni Lindel6fuv topologicky prostor je parakompaktni.

Reseni. Bud X reguldrni Lindelfiv topologicky prostor, o jeho oteviené pokryti. Podle Véty
1. odst. 6.1 str. 142 ke kazdému bodu =z € X existuji mnoziny U,., V, takové,zex € U, C clU, C V,
a V,, lezi v nékteré z mnozin pokryti o. Systém mnozin (Uy,).cx je oteviené pokryti X. Oznacme
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(Uy,)ien jeho spocetné podpokryti a polozme W; = V. \(clU,, UclU,, U---UclU,,_, pro kazdé
i=1,2,3,.... Systém mnozin (W;);cN je oteviené pokryt{ topologického prostoru X: pro libovolny
bod z € X uvazujme nejmensi z cisel i, pro které x € V,,; pak x ¢ V,; pro zadné j < i, a tedy
x € W;. Déle (W)ien je evidentné lokalné konecné zjemneéni pokryti o, nebot U,, N\W; = emptyset
pro vSechna i > j. Prostor X je regularni, a tedy také Hausdorffuv; z vyse uvedeného jiz vyplyvé,
Ze ja parakompaktni.

49. Ukazte, ze mnozina redlnych ¢isel R se Sorgenfreyovou topologii 75 je parakompaktni
topologicky prostor. Je tento topologicky prostor metrizovatelny?

Reseni. Ve cv. 3 kap. 6 bylo ukézano, ze (R, 7s) je normalni topologicky prostor. Ukazeme,
ze (R, 7g) je Lindelofuv prostor; jeho parakompaktnost pak bude dusledkem cv. 48.

Bud (U,),er oteviené pokryti R v topologii 7s. Oznaéme 1 pfirozenou topologii na R a V, =
int, U, pro kazdé ¢ € I. Ukdzeme, ze mnozina M = R\ [JV, je nejvyse spocetnd. Ke kazdému
bodu z € M existuje index x(x) € I a redlné &islo a(x) > x takové, ze pro libovolné dva ruzné
body z, y € M plati [z,a(x)) N [y,y(y)) = 0. Oviem libovolnd mnoZina polouzavienych navzdjem
disjunktnich intervalu je ziejmé nejvySe spocetna, proto také mmnozina M je nejvySe spocCetné.
Systém (Uy(x))zem

je tedy spocetny podsystém pokryti (U,),es, pokryvajici mnozinu M. Dale mnozina R\M je
oteviend v prirozené topologii 7 na R a (V,),cr je jeji oteviené pokryti. Topologicky prostor R\ M
(s indukovanou topologif) je Lindeléfuv, existuje tedy spocetné podpokryti (V,,)ien pokryti (V.),er.
Pak systém (U,,);eN je spocetny podsystém otevieného pokryti (U,),e s, pokryvajici mnozinu R\ M
v topologii 75. Systém (U (q))zenr U (U, )ien je tedy spocetnym podpokrytim otevieného pokryti
(U,).er prostoru (R, 7s). Prostor (R, 7s) je tedy reguldrni Lindel6fav prostor a ze cv. 48 vyplyva,
ze je parakompaktni.

Topologicky prostor (R, 7s) neni metrizovatelny: v pt. (5) odst. 1.8 str. 10 jsme ukdzali, ze
(R, Ts) je separabilnf a neni druhého typu spocetnosti; podle Véty 4. (b) odst. 5.2 str. 113 tedy
neni metrizovatelny.

Topologické variety

50. Predpoklddejme, ze kazdy bod x topologického prostoru X mé okoli, homeomorfni s Eu-
klidovym topologickym prostorem R™.

(a) Je topologicky prostor X druhého typu spocetnosti?

(b) Je X Hausdorffuv topologicky prostor?

(c) Kritizujte nésledujici “dikaz”, ze X je Hausdorffiv prostor: Necht z1, s jsou dva rizné
body z X, Uy (resp. Us) okoli bodu z; (resp. x2) homeomorfni{ s R™; ozna¢me ¢ : Uy — R"
(resp. @2 : Uy — R™) pifslusny homeomorfismus. Topologicky prostor R™ je Hausdorffuv, existuje
tedy okoli V1 bodu ¢;(x1) a okoli V2 bodu @a(z2) tak, ze Vi N Vo = 0. Pak (pl_l(Vl), g02_1(V2) jsou
disjunktni okoli bodt z1, xs.

(d) Ukazte, ze X je Ty-prostor.

Reseni. (a) Mnozina redlnych ¢isel R se Sorgenfreyovou topologif je ziejmé piikladem topolo-
gického prostoru, jehoz kazdy bod & mé okoli, homeomorfni s Euklidovym prostorem R (napf. inter-
val (x—e,z+¢), kde ¢ > 0); pfitom (R, 75) neni druhého typu spocetnosti (pf. (5) odst. 1.8 str. 10).
paritem[(b)] Topologicky prostor X nemusi byt Hausdorffuv. Uvedeme piiklad. Uvazujme fakto-
rovy prostor (R; URg)/~, definovany ve cv. 32 kap. 3. Tento topologicky prostor neni Hausdorffuv,
jak bylo ukdzéno ve cv. 32 kap. 3. Pfitom ovSem kazdy bod « € (R; UR3)/~ mé okol{ homeomorfn{
s R, nebot mé evidentné okol{, homeomorfn{ s otevienym intervalem v R (srov. obr. 28 kap. 3).

(¢) Nemusf platit ;' (Vi) Ny t(Va) = 0.

(d) Necht z1, z2 € X jsou dva libovolné rizné body, nechf U; je okoli bodu z; a ¢; : U; — R™
homeomorfismus, kde i = 1,2. Plati-li 1 € Us, 2 & Ui, neni co dokazovat. Necht napf. z1,
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29 € Up. V tomto piipadé lze body ¢1(z1), ¢1(x2) € R™ oddélit otevienymi mnozinami Vy, Va;
body 1, z3 jsou pak oddéleny otevienymi mnozinami @7 *(V1), @7 (Va). X je tedy Ty-prostor.

51. (a) Ukazte, ze v definici n-rozmérné topologické variety bez okraje lze pozadavek, aby
kazdy jeji bod mél okoli homeomorfni s podmnozinou poloprostoru R”, otevienou v R"™, nahradit
ekvivalentnim pozadavkem, aby kazdy jeji bod mél okoli, homeomorfni s R™, nebo ekvivalentnim
pozadavkem, aby kazdy jeji bod mél okoli, homeomorfni s otevienou mnozinou v R”.

(b) Bud'te X, Y n-rozmérné topologické variety bez okraje. Ukazte, Ze pro libovolné body z € X,
y € Y existuje okoli U bodu z, okoli V' bodu y a homeomorfismus f : U — V.

(c¢) Dokazte, ze kazd4 oteviend podmnozina n-rozmérné variety bez okraje je n-rozmérnd topo-
logicka varieta bez okraje. Plati analogické tvrzeni i pro topologické variety s okrajem?

Reseni. (a) Nejdifve ukdzeme, Ze oteviend koule B(y,r) C R”, kde r > 0, je homeomorfni

s R™. Ozna¢me t, : R — R" translaci, definovanou vztahem t,(y) = y — . Déle pro kazdé
2z € B(0,7), 2= (21,2%,...,2"), polozme

rz
f(z) =
(2) \/r2 —(21)2 — (22)2 — — (2m)2
a pro ka6d0 z € R™, x = (z!,2%,...,2"), polozme
rT
g9(x)

- \/7.2+($1)2+($2)2+“.+(1.n)2'

Dostavame spojitd zobrazeni f : B(0,r) — R"™, g : R™ — B(0,r), kterd jsou navzijem inverzni;
zobrazeni f je tedy homeomorfismus. Slozené zobrazeni f o t, je pak homeomorfismus B(y,r) na
R".

Odsud jiz ihned dostaneme tvrzeni (a).

(b) Podle (a) existuje okoli U bodu z a homeomorfismus ¢ : U — R", déle existuje okoli V'
bodu y a homeomorfismus v : V — R"™. Klademe f =11 o ¢.

52. Bud n > 2, bud X n-rozmérnd topologickd varieta s okrajem 9X # (). Pak okraj X
s topologii podprostoru topologického prostoru X je (n — 1)-rozmérnd topologickd varieta bez
okraje.

Reseni. Mnozina X C X s indukovanou topologii je Hausdorffiv prostor druhého typu
spocetnosti. Zbyva tedy ukdzat, ze ke kazdému bodu x € X existuje (n — 1)-rozmérny souradni-
covy systém (V,4) na X v bodé x takovy, ze (V) C R"~! (porov. cv. 51).

Jelikoz X je m-rozmérna topologickd varieta s okrajem, existuje n-rozmérny soufadnicovy
systém (U, ), ¢ = (1, 22,...,2™), v bodé x € dX. Bez Gijmy na obecnosti mozno piedpoklddat,
7e p(U) = V' x (—a,0] pro jisty otevieny kvadr V' C R"~! a jisté a > 0. Pak UNJX = {z €
Ula"(z) =0} ={z €U |z € o (V' x{0}) = o 1(V' x{0}). Klademe V = U N JX,
o= (yhy?,...,y" 1Y), kde y¢ = 2|y pro i = 1,2,...,n — 1. V je oteviend mnozina v 9X
a 1 je zobrazeni V do R"™"1. Pro libovolny bod z € V' x {0}, z = (z%,22%,...,2"1,0),
plati $p1(2) = (5 (" @) 12 @ @),y @) = (@ e @) (o @)
2" He HZ))) = (@272, ., 27" ). Oznaéime-li 7 kanonickou projekci R™ na R"™!, defi-

novanou vztahem w(z~1,272,... 27") = (z~ Y, 272,..., 27" 1), bude platit

Yo~ = mlyvrxqoy-

Nyni dostdvame (V) = o=t (p(V)) = (V' x {0}) = V', coz je oteviensd mnozina v R"~ 1.
Zobrazeni ¥ : V — V' je zfejmé spojitd bijekce. V&imnéme si, Zze inverzni zobrazeni ~! :
V' — V vznikd zizenim oboru hodnot kompozice spojitych zobrazeni V' > (y%,y2,...,y" 1) —
(92, . ..,y" 1 0) € V! x (=a,0], V' x (=a,0] > (¥4, 9%,...,9") — o Lyt 92 ...,y") €U 2z U
na V C U; zobrazeni ¥~ je tedy spojité. Odtud jiz vyplyva, ze ¢ : V — V' je homeomorfismus.
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53. Oznatme R_ =R!, R?k)f ={zh 2% .. ,a") eR" |2 <0,k <i<n}.

(a) Ukazte, ze souc¢in R_ x R_ je dvourozmeérna topologickd varieta s okrajem.

(b) Dokazte, ze soucin kone¢ného systému topologickych variet s okrajem je topologickd varieta
s okrajem. Urcete dimenzi této topologické variety s okrajem.

(c) Dokazte, ze R?k)_ s prirozenou topologii je n-rozmérna topologickd varieta s okrajem. Urcete
jejl okraj.

Reseni. (a) R_ x R_ je Hausdorffiv prostor druhého typu spocetnosti. Ukdzeme, ze R_ x R_
je homeomorfni s R? . Pro (z,y) € R_ x R_ klademe

(0,0), (z,y) = (0,0),
fley)=q( 2*—y* 21y
VaZ ey Vit

Tim vztahem je definovdno zobrazeni f : R_ x R_ — R2 (porov. obr. 7).

>, ? +y? #£0.

Obr. 7

R XR~(_
(x.y) Y

Ukézeme, Ze f je homeomorfismus. Zobrazeni f je ziejmé spojité v kazdém bode (x,y) # (0,0).
Snadno lze dokazat spojitost f v bodé (0,0). Bud U okoli bodu (0, 0) v R2. MoZno pfedpokladat, ze
U = B((0,0),e)NR2 pro jisté € > 0. Polozme V = B((0,0),e)N(R_ xR_). Necht (z,y) € V. Plati-
li (z,y) = (0,0), pak f(z,y) = (0,0) € U. Necht (z,y) € V, (x,y) # (0,0). Jelikoz 22 + y* < &2,
pro bod f(z,y) € R? dostaneme

(z27y2)2 4x2y2

2 2 2
=a"F+y <eg7,
z2+y2 x2+y2

takze opét f(x,y) € U. To dokazuje spojitost f v bodé (0,0). Zobrazeni f je tedy spojité. f je
oviem bijektivni a zobrazeni g : R> — R_ x R_, definované vztahem

9(z,y) = (%W(rm, %\/mm) L or=Va

je inverzni k zobrazeni f. Ze spojitosti g vyplyva, ze f je homeomorfismus.

(b) Tvrzeni dokdZeme nejprve pro dvé topologické variety s okrajem. Necht X (resp. V) je n-
rozmérnd (resp. m-rozmérna) topologicka varieta s okrajem. Polozme Z = X x Y. Z je Hausdorffuv
prostor druhého typu spocetnosti. Bud' (z,y) € Z libovolny bod. Existuje okoli U (resp. V') bodu
x (resp. y) a homeomorfismus ¢ : U — ¢(U) C R” (resp. ¥ : V — (V) C R™). Klademe
W=UxXV,x=px1. W je okoli bodu (x,y) a x je homeomorfismus W na otevienou mnozinu
e(U)x (V) CR™ x R™. Oviem R® = R” x R_, R™ = R™ ! x R_, takze sou¢in R” x R™ je
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homeomorfn{ se sou¢inem R"*™~2 x R_ x R_ a tady podle (a) se sou¢inem R"*™~2 x R2 . Tento
souéin je oviem roven soucinu R"*™~1 x R_ = R"™™. Je tedy ziejmé, ze W je homeomorfni s
otevienou mnozinou v R™"™ coz jsme chtéli dokazat.

Indukei se ukdze, ze soucin koneéného systému (X;) topologickych variet s okrajem je topolo-
gicka varieta s okrajem, jejiz dimenze je rovna souctu dimenzi variet X;.

(c) Ziejme R’(’k)f je homeomorfn{ s topologickym prostorem R*~1 R"7**1 coz je podle (b)
topologicka varieta s okrajem. Jeji dimenze je rovna n. Plati R?k)f = (z',2%,...,2") R" 2F =
2l = =" =0.

54. Urcete, které z nize uvedenych podprostoriu Euklidova prostoru jsou topologické variety s
okrajem. Urcete jejich dimenzi a okraj.
(a) Oteviend mnozina U C R™.

(b) Uzaviend mnozina A C R"™.

(©) X = {(0,0)) U{(z.y) € R | % 4 4 > 2}.

(d) Q" C R™

(e) B ={(z,y) € R?| 2® + y? < 1} (uzavieny jednotkovy kruh).

(f) 8™ = {(a,2?,dots,x" ™) C R"™ | (21)? + (2?)? + ... + (2"T1)? = 1} (jednotkova sféra
v R,

(g) Toroid v R?3.

(h) Vélec v R3.

(cv. 51 (¢)).

(b) Uzaviend mnozina R? U {(z,y) € R? | z = 0,y > 0} C R? nenf topologickd varieta s
okrajem; uzaviend mnozina R? je topologicka varieta s okrajem (pi. (5) odst. 7.8 str. 212).

(¢) Kdyby mnozina X méla strukturu topologické variety s okrajem, pak by muselo platit
dim X = 2, jelikoz X\{(0,0)} je oteviend mnozina v R% Ovsem bod (0,0) € X nem4 okoli,
homeomorfni s otevienou mnozinou v R%; X tedy nem4 strukturu topologické variety s okrajem.

(d) Q C R neni lokdlné kompaktni prostor (cv. 34 (b)) a tedy ani Q™ neni lokdlné kompaktni
(Véta 17. odst. 7.4 str. 202); Q™ tedy nemuze byt topologickou varietou s okrajem (pf. (5) odst.
7.8 str. 212).

(e) Ukdzeme, ze B je dvourozmérnd topologickd varieta s okrajem. Uvazujme oteviené pokryti
B mnozinami U; = {(z,y) € B | 2> + 4> < 1}, Uz = {(z,y) € B | y > 0}, Us = {(x,y) €
B|ly <0} U ={(z,y) € B|xz>0},Us ={(z,y) € B|x < 0}. Mnozina U; je oteviend
v R? a je tedy homeomorfni s otevienou mnozinou v R%. U, je homeomorfni s mnozinou V =
{(z,y) € R? | y € (0,1]} (srov. obr. 8) a V je homeomorfni s mnozinou W = {(z,y) € R? | y €
(—1,0]}, ktera je oteviend v R2; za homeomorfismus ¢ : Uy — V mozno napf. vzit zobrazeni,
definované vztahem ¢(z,y) = (ux,uy), kde u = (22 + y?)/?/y (inverzni zobrazeni ¢~ : V — U,
je pak definovédno vztahem ¢~ '(z,y) = (kz,ky), kde k = y/(2® + y?)Y/?). Ziejmé také Us, Uy,
Us s topologi{ podprostoru prostoru X jsou homeomorfni s W. Kazdy bod (z,y) € B m4 tedy
okoli, homeomorfni s otevienou mnozinou v R2. Jelikoz B je Hausdorffiv prostor druhého typu
spocetnosti, B je topologicks varieta s okrajem. Plat{ dim B = 2, B = S'.

(f) Ukdzeme, ze S™ C R™™! je m-rozmérna topologickd varieta bez okraje. S™ je ziejmé
Hausdorffuv prostor druhého typu spocetnosti. Zbyva tedy provérit, ze S™ je lokalné homeo-
morfni{ s R”. Podle pt. (8) odst. 3.7 str. 45 je dvojice (S"\{N}, ), kde N je severni pdl sféry
S™ a ¢ je stereografickd projekce sféry S™ ze severniho pélu N na R'™, soufadnicovy systém na
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S™. Analogicky se ukéze, ze dvojice (S™\{S},v), kde S = (0,0,...,0,—1) € S™ je jizni pdl a
¥ S™\{S} — R™ je stereografickd projekce z jiznfho péluS na R™, definované vztahem

1 2 n
x x T
1/)(x1,x2,...,:17")< .. >,

1+xn+171+$n+1’ '71+$n+1

je soufadnicovy systém na S™. Jelikoz mnoziny S™\{N}, S™\{S} pokryvaji sféru S™, je S™ topo-
logicka varieta bez okraje a dim S™ = n.

(g) Podle cv. 26 kap. 3 je toroid T2 homeomorfni s topologickym prostorem S' x S c R*.
Jelikoz S je topologickd varieta bez okraje (cv. 54 (f)), soucin S* x S! je topologickd varieta s
okrajem (cv. 53 (b)). Kazdy bod S* x S! je ovem vnitini, takze S* x S! je topologicka varieta
bez okraje.

(h) Valec je homeomorfni s topologickym prostorem S* x [0, 1], coz je dvourozmérna varieta s
okrajem (cv. 53 (b)). Okraj vélce je mnozina {(z,y,z) € R® |22 + 4> =1,2=0,1}.

(i) [0,1] C R je jednorozmérnd topologickd varieta s okrajem 9[0,1] = {0,1}. Podle cv. 53 (b)
je tedy soucin [0,1]™ C R™ n-rozmérnd topologickd varieta s okrajem 9|0, 1]™ = fr[0, 1]".

(j) fr[0,1]? je homeomorfn{ s kruznici S* € R? (cv. 9 kap. 3), je to tedy podle (f) jednorozmérna
topologicka varieta bez okraje.

(k) Uvazujme Mobiovu pdsku M, o poloméru a S§iice 2b (cv. 27 kap. 3) a polozme U =
[-b/a,b/a]l x (0,27), V = F(U), kde F je zobrazeni, definujici M, ; v parametrickém tvaru. Pak

V=M, (R\{(2,y,2) eR* |2/ <0,y =0}),

V je tedy oteviena mnozina v M, p. Ve cv. 27 (a) kap. 3 bylo ukdzéno, ze zobrazeni F|y : U — V
je homeomorfismus. Ziejmé existuje homeomorfismus ¢ mnoziny U na otevienou mnozinu
o(U) € R?; ¢ lze napi. zkonstruovat podle obr. 8 “protindnim” z bodu P a néaslednou translaci
v R2. Polozime-li pak ¢ = ¢ o (F|y) ™1, dostaneme 2-rozmérny soufadnicovy systém na M, .

Obr. 8

o(U)CR? |

Podobneé zkonstruujeme dalsi 2-rozmérny soufadnicovy systém (V’, 1) na M, ;. Klademe
V' =M, n(RA\{(2',/,2)) e R® |2/ > 0,9/ =0}.

Déle rozsifime zobrazeni F, definované vztahy (la) — (lc) cv. 27 kap. 3 na mnozinu [—b/a,
b/a] x R a polozime U’ = [-b/a,b/a] x (m,3w). Ziejmé V' = F(U') a F|lyr — V' je homeo-
morfismus a existuje homeomorfismus ¢’ mnoziny U’ na otevienou podmnozinu RZ. Klademe
Y= o (Fly)~

Jelikoz topologicky prostor M, ; je Hausdorffitv prostor druhého typu spocéetnosti a mnoziny
V, V' pokryvaji M, p, je Mobiova pédska M, j, topologickd varieta s okrajem, pficemz dim M, , = 2.

Piitom F'({—b/a,b/a} x [0,27]) = OM,p.

(1) V pripadé Kleinovy lahve K, p(cv. 28 kap. 3) postupujeme podobné jako v ¢asti (k) tohoto
cviceni. Vyuzijeme k tomu oteviené pokryti V., Vi UV, V3 U Vg, Vs U Vg U V7 U Vg Kleinovy ldhve
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K, a periodicity parametrického vyjddreni (1a) — (1d) Kleinovy ldhve ze cv. 28 kap. 3.

(m) Uk4zeme, Ze realnd projektivni rovina RP? (cv. 30 kap. 3) je dvojrozmérnd topologickd
varieta bez okraje. Uvedeme ditkaz, ktery je zalozen na existenci homeomorfismu RP? a S?/~,
kde ~ je ekvivalence na sféfe S? “x ~ ¥, jestlize x = y nebo x = —y”. Pro libovolny bod y € S2
ozna¢me p, pifmku v R?® prochézejici pocdtkem 0 € R? a bodem y.

Bud z € S? bod. Oznaéme U, mnozinu véech bodii y € S? takovych, ze tihel, ktery svird
pifmkap, s pifmkou py,je mensi nez 7/2. Mnoziny U, pokryvaji S? a jsou oteviené. Oznatme
7 : 8% — 82/~ faktorovou projekci. Mnoziny w(U,) pokryvaji faktorovy prostor S%/~ a jsou
oteviené, jelikoz pro kazdé x € S? je mnozina 7! (7(U,)) C S? (doplnék jisté kruznice v mnoziné
S?) oteviend. Z definice mnozin U, vyplyva, Ze pro kazdé z existuje homeomorfismus 1, : U, — R2.
Pfitom 7|y, je spojité bijekce. Klademe

Oz =Yg 0 (7T|Ua:)_1 .

Snadno lze ukézat, Ze zobrazeni 7|y, : U, — m(U,) C S?/~ je homeomorfismus. 7|y, je evidentné
spojita bijekce; staci tedy ukazat, Ze 7|y, je oteviené zobrazeni (Véta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud W C
U, oteviena mnozina. Pak W je oteviena v S% a nt|y, (W) = (W) an~ Y (x(W)) = WU (-W) C S?
je oteviend mnozina. Podle definice findlni topologie je tedy mnozina w(W) oteviend. Zobrazeni
¢z : m(Ug) — R? je tedy homeomorfismus.

Zbyva tedy ovéiit, ze RP? je Hausdorffiv prostor druhého typu spocetnosti; RP? je ovSem
homeomorfni s podprostorem R® (cv. 30 kap. 3).

RP? je tedy dvojrozmérns topologicka varieta a ORP? = ().

(n) Bg C B je ziejmé oteviend mnozina. Podle (e) je B dvojrozmérnd topologickd varieta
s okrajem, By je tedy rovnéz dvojrozmeérna topologickd varieta s okrajem (cv. 51 (c¢)). Zfejmeé
fr By = S*, pticemz 0By = {(z,y) € R? | 2® + y* = 1,2,y > 0, t.j. Bo C fr By, By # fr By, kde
fr By uvazujeme v topologickém prostoru R2. Situace z tohoto cviceni je zndzornéna na obr. 9.

Obr. 9

D
N

Kompaktifikace topologického prostoru

55. (a) Bud X lokdlné kompaktni nekompaktni Hausdorffiv prostor, f : X — Y jeho
oddélitelna kompaktifikace, ¢ : X — X* jeho Alexandrova kompaktifikace, g : Y — X* jednozna¢né
urcené zobrazeni, definované v Diusledku 4. Véty 25. odst. 7.7 str. 208. Dokazte, ze topologicky
prostor X* je homeomorfni s faktorovym prostorem Y/ Z,, kde Z#, je ekvivalence asociovand se
zobrazenim g.

(b) Necht X je tiplné regularni prostor, f : X — Y néjakd jeho oddélitelnd kompaktifikace,
cx : X — BX jeho Cechova-Stoneova kompaktifikace, F' : BX — Y jednoznaéné uréené zobrazeni,
definované v Diusledku 2. Véty 27. odst. 7.7 str. 210. Dokazte, ze Y je homeomorfni s faktorovym
prostorem X/ ZF, kde ZF je ekvivalence asociovand se zobrazenim F'.

Reseni. (a) Podle Disledku 4. Véty 25. odst. 7.7 str. 208 je zobrazeni g spojité surjektivni
zobrazeni kompaktniho prostoru ¥ na Hausdorffuv prostor X*, a je tedy uzaviené (cv. 11). Podle
cv. 34 kap. 3 je X* homeomorini s faktorovym prostorem Y/ Z,,.
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Vsimnéme si, ze faktorovy prostor Y/ %, ma jedinou netrividlni t¥idu [y]; je tvofend body
y €Y, pro které g(y) = a.
(b) Tvrzeni (b) se dokdze stejné jako (a).

56. (a) Bud X (resp. Y) nekompaktni topologicky prostor, X* (resp. Y*) jeho Alexandrova
kompaktifikace. Dokazte, ze topologické prostory X, Y jsou homeomorfni tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje homeomorfismus h : X* — Y™* takovy, ze h(co) = co.

(b) Bud' X nekompaktni topologicky prostor, f : X — Y jeho kompaktifikace takova, ze mnozina
Y\ f(X) je jednoprvkovd, ¢ : X — X* Alexandrova kompaktifikace X. Dokazte, ze topologické
prostory X*, Y jsou homeomorfni.

Reseni. (a) Predpoklddejme, Ze existuje homeomorfismus g : X — Y. Definujeme bijekci
h: X* — Y* podminkou h|x = g, h(c0) = oo. Podle definice je mnozina X oteviend v X* takze
zobrazeni h je spojité na X. Provérime spojitost h v bodé co. Bud V = (Y'\ A) U {oo} okoli bodu
a €Y. Pak h (V) = (X\g7'(A)) U {oo}, coz je ziejmé okoli bodu oo € X. Zobrazeni h je tedy
spojité. Je ziejmé, ze také zobrazeni h™! je spojité, takze h je homeomorfismus.

Opacné tvrzeni je evidentni.

(b) Klademe g = for™!; g je homeomorfismus +(X) na f(X). Podobné jako v (a) zkonstruujeme
homeomorfismus h : X* — Y.

57. Bud X topologicky prostor, f : X — Y jeho kompaktifikace takovd, Ze kazdou spojitou
ohrani¢enou funkci f : X — R lze jednoznaéné rozsitit na spojitou funkci f : Y — R. Pak kazdé
spojité zobrazeni g : X — Z, kde Z je kompaktni Hausdorffuv prostor, lze rozsitit na spojité
zobrazeni g : Y — Z. Dokazte.

Reseni. Topologicky prostor Z je tiplné reguldrni, existuje tedy jeho vnoteni do [0,1]” pro
jistou mnozinu J; Z lze povazovat ze podprostor [0, 1]7. Pak g bude spojité zobrazeni X do [0, 1]7
a kazda jeho slozka g, : X — [0, 1] bude spojitd ohrani¢ena redlnd funkce. Podle piedpokladu lze
g. rozsitit spojitou funkci g, : Y — R. Klademe G = (§,),cs. Zobrazeni G : Y — R’ je zfejme
spojité (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Ukédzeme, ze G(Y) C Z. Plati g(X) C Z a G(f(X)) = g(X).
Mnozina Z je kompaktni a tedy uzaviena v [0,1]7. Proto c1G o f(X) = clg(X) C Z. Zobrazen{
G je ovSem spojité. S vyuzitim Véty 2. odst. 2.1 str. 18 nyni dostdvame G(Y) = G(cl f(X)) C
clGo f(X) C Z, coz jsme chteli ukdzat. Jednoznacnost zobrazeni G vyplyva z jednoznacnosti
komponent g.

58. Bud X uplné regularni prostor, cx : X — 3X jeho Cechova-Stoneova kompaktifikace. Je-
li f:X — Y oddélitelnd kompaktifikace X takovéd, ze kazdou spojitou ohrani¢enou realnou funkei
na X lze jednoznacné rozsifit na spojitou realnou funkci na Y, pak existuje homeomorfismus
h:Y — BX takovy, ze ho f = cx. Dokazte.

Reseni. X je kompaktni Hausdorffav prostor, lze tedy podle cv. 57 zobrazeni f jednoznaéné
rozsifit na spojité zobrazeni F' : Y — [$X. Podobné zobrazeni cx lze jednoznaéné rozsitit na spojité
zobrazeni G : BX — Y. Zobrazeni F o G : X — BY spliuje podminku FoGocx =cx, FoG je
tedy spojité rozsiteni identického zobrazeni id : cx(X) — cx(X). Mnozina cx (X) je ovsem husta
v X a BX je Hausdorffuv prostor, takze podle Dusledku 2. Véty 8. odst. 3.2 str. 35 musi platit
F oG =idgx. Analogicky se ukéaze, ze G o F' = idy. Zobrazeni F' je tedy homeomorfismus ¥ na
BX spliujici podminku Fo f = cx.

59. Nechf X, Y jsou homeomorfni tiplné reguldrni topologické prostory, ¢ : X — Y jejich
homeomorfismus. Dokazte, ze existuje homeomorfismus h : 3X — GY takovy, ze hocx = cy o .

Regeni. Tvrzeni vyplyvé ze cv. 58: Polozme f : ¢y o . Pak f : X — Y je kompaktifikace
X. Je-li g : X — R spojita ohranicena funkce, pak g o ¢ je spojitda ohrani¢end funkce na Y a lze
ji tedy jednoznac¢né rozsifit na spojitou funkci na SX. Podle cv. 58 pak existuje homeomorfismus
h:BX — BY takovy, ze hocx = f =cy o .
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Jiné feseni dostaneme z Véty 27. odst. 7.7 str. 209 a Dusledku 2. Véty 8. odst. 3.2 str. 35.

60. (a) Dokazte, ze Alexandrovova kompaktifikace mnoziny redlnych ¢isel R s pfirozenou to-

pologii je homeomorfn{ s kruznici S*.

(b) Dokazte, ze Alexandrovova kompaktifikace Euklidova topologického prostoru R™ je homeo-
morfni se sférou S”.

(c) Dokazte, ze Alexandrovova kompaktifikace mnoziny komplexnich ¢isel C s pfirozenou topo-
logif je homeomorfn{ se sférou S? (Riemannova sféra).

(d) Je Alexandrovova kompaktifikace intervalu (0, 1] homeomorfni s intervalem [0, 1]?

(e) Dokazte, ze topologicky prostor R*, definovany ve cv. 24 (b) kap. 5, je kompaktifikace R.

Reseni. (a) V pf. (11) odst. 7.8 str. 217 bylo ukézano, ze Alexandrovova kompaktifikace
intervalu (0,1) je homeomorfn{ s kruznici S*. Oviem (0, 1) je homeomorfni s R (cv. 6 (a) kap. 2),
a tedy R U {oco} je homeomorfni s (0,1) U {oc} podle cv. 56 (a).

Jiné feseni: viz (b).

(b) Podel cv. 8 odst. 3.7 je stereografickd projekce ¢ : S"\{N} — R™ sféry S™ bez severniho
pélu N na R™ homeomorfismus, a tedy vnofeni do R™ U {oo} s topologii Alexandrovovy kom-
paktifikace. Ovsem clo(S™\{N}) = R™ U {o0}, t.j. ¢ je kompaktifikace mnoziny S™\{N} a
mnozina (R™ U {o0})\@(S™"\{N}) je jednoprvkova. Dédle kanonické vnoteni ¢ : S"\{N} — S™
je zfejmé rovnéz kompaktifikace mnoziny S™\{N} takovd, ze S™\¢(S"\{N}) = {N} je jedno-
prvkovd mnozina. Odtud a ze cv. 56 (b) vyplyvd, ze topologické prostory R™ U {oco} a S™ jsou
homeomorfni.

(¢) Tvrzeni vyplyva z definice pfirozené topologie na mnoziné C (pf. (7) odst. 3.7 str. 45) a z
¢ésti (b) tohoto cvicend.

(d) Alexandrovova kompaktifikace intervalu (0, 1] je homeomorfni s intervalem [0, 1]: Kanonické
vnofen{ ¢ : (0,1] — [0,1] je zFejmé kompaktifikace, a tedy interval [0,1] je homeomorfni s Ale-
xandrovovou kompaktifikaci (0,1] U {oo} intervalu (0,1) podle cv. 56 (b). Za homeomorfismus
h: (0,1] U {oo} — [0, 1] 1ze vzit zobrazeni, definované podminkou A/, = ¢, h(cc) = 0.

(e) Podle cv. 24 (b) kap. 5 je R* tiplny metricky prostor, ktery je ztiplnénim metrického prostoru
R s metrikou d*, definovanou vztahem

x Yy
T+]z| 1+ y]|’

(viz také pf. (4) odst. 5.10 str. 126). Podle cv. 32 je R* kompaktni pravé tehdy, kdyz met-
ricky prostor R s metrikou d* je totdlné ohraniceny. Pritom R je izometricky s podprostorem
(=1, 1) Euklidova metrického prostoru R (pf. (4) odst. 5.10 str. 126), stacéi tedy ukézat, Ze inter-
val (—1,1) je totalné ohraniceny v pfirozené metrice na R. Bud & > 0 libovolné, zvolme n € N
tak, aby platilo 1/n < e. Pak mnozina {—(n — 1)/n,—(n — 2)/n,...,—2/n,—1/n,0,1/n,2/n,
cooy(n—=2)/n,(n — 1)/n} je e-sit v metrickém prostoru (—1,1), tento metricky prostor je tedy
totalné ohraniceny.

Odsud ovsem vyplyva, ze topologicky prostor R* je kompaktni a zbyva ukazat, ze R* je kompak-
tifikace Euklidova prostoru R. Z definice ziplnéni metrického prostoru vyplyvé, ze R* je kompak-
tifikace metrického prostoru R s metrikou d*. OvSem metrika d* na R je ekvivalentni s Euklidovou
metrikou (pf. (4) odst. 5.10 str. 126); odtud jiz vyplyvd, ze R* je kompaktifikace R.

d*(z,y) = z,y€R

61. (a) Dokazte, ze Alexandrovova kompaktifikace N* = N U {oo} mnoziny pfirozenych ¢isel
N s prirozenou topologii je homeomorfn{ s podprostorem A = {0} U {1,1/2,1/3,1/4,...} v R.
(b) Dokazte, ze zobrazeni d : N* x N* — R, definované vztahem d(x,y) = ‘% — i‘ proz,y € N,
d(z,00) = d(oco,z) = 1/ pro x € N, d(00,0) = 0, je metrika na mnoziné N*. Srovnejte topologii
asociovanou s touto metrikou s topologii Alexandrovy kompaktifikace na IN*.
Reseni. (a) Definujeme zobrazeni F : N* — A vztahem F(z) = 1/z pro z € N, F(c0) = 0.
F je zfejmé spojitd oteviend bijekce, t.j. homeomorfismus (vSimnéme si, ze mnozina U C N* je
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oteviend pravé tehdy, kdyz bud U je podmnozina N, nebo U = (N\K) U {oo}, kde K C N je
koneénd mnozina).

(b) d splituje podminky (1) — (3) z definice metriky (odst. 5.1), N* s touto metrikou je tedy
metricky prostor. OvSem zobrazeni F' : N* — A je zfejmé izometrie metrického prostoru (IN*, d)
na podprostor A Euklidova metrického prostoru R. Odtud vyplyvé, ze metrickd topologie metriky
d na N* splyva s topologii Alexandrovovy kompaktifikace.

62. Bud g : (0,1) — R spojitd ohranicens funkce. Za jakych podminek existuje spojité
rozsifeni funkce g na topologicky prostor X, kde (a) X je Alexandrovova kompaktifikace intervalu
(0,1), (b) X je kompaktifikace [0, 1] intervalu (0,1), (¢) X je kompaktifikace cl f((0,1)) C [-1,1]?
intervalu (0,1), kde f: (0,1) — [—1,1]? je zobrazeni, definované vztahem f(t) = (¢,sin(1/t)) (srov.
pt. (11) odst. 7.8 str. 217)?

Reseni. (a) Ukdzeme, ze spojitd ohrani¢end funkce ¢ : (0,1) — R mé spojité rozsifeni G na
Alexandrovovu kompaktifikaci intervalu (0, 1) pravé tehdy, kdyz existuji limity

® A @, [l oe®

a jsou si rovny. Podle pi. (11) odst. 7.8 str. 217 lze misto Alexandrovovy kompaktifikace uvazovat
kompaktifikaci f : (0,1) — ST, f(t) = (cos2mt, sin 27t).
Je-li G spojité rozsifeni funkce g na S, pak podle definice plati g(t) = G(cos 27t,sin 27t) pro
€ (0,1). Odtud
lim g(t) = G(1,0), lim ¢(t) = G(1,0)

t—04

a tedy tvrzeni plati. Obrécené existuji-li limity (1) a jsou si rovny, klademe

gf_l(z)a ZESl\{(l,O)},
li t = (1,0).
Jim g(t), 2= (1,0)
Pak G : S' — R je spojitd funkce a plati g = G o f.

(b) Ukdzeme, Ze spojitd ohrani¢end funkce g : (0,1) — R md spojité rozsifeni na kompaktifikaci
[0, 1] intervalu (0, 1) prave tehdy, kdyz existuji limity (1) (nemusi si byt rovny).

Bud ¢ : (0,1) — [0,1] kanonické vnoieni. Nechf G : [0,1] — R je spojité rozsiteni g. Pak
g(t) = G(u(t)) pro kazdé t € (0,1 a ze spojitosti G vyplyva, ze

G(0) = m1ir101+ G(z), GQ1)= 113111, G(z).

Odtud dostdvéme, ze existuji limity (1). Obracené, predpoklddejme, ze tyto limity existuji. Polozme

g(t), t€(0,1),
G(t) = mlinol+ g(z), t=0,
h%l g(z), t=1.

Pak G : [0,1] — R je spojitd funkce splnujici podminku g = G - ¢.
(c) Ukdzeme, 7e spojitd funkce g : (0,1) — R md spojité rozsifeni na kompaktifikaci cl £((0, 1))
intervalu (0,1) pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € [—1, 1] existuje limita
(2) lim g(ti(y)),

kde t1(y) > ta(y) > t3(Y) > ... jsou FeSeni rovnice sin(1/t) = y.
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Necht G je spojité rozsifeni funkce g. Plati cl f((0,1)) = f((0,1)) U ({0} x [-1,1]). Bud
y € [-1,1] libovolny bod. Ziejmé v kazdém okoli bodu (0,y) lezi vsechny body posloupnosti
((t:(y),y))ien aZz na koneéné mnoho, t.j. posloupnosti ((¢;(y),y))ien konverguje k bodu (0,y)
(srov. obr. 10).

Obr. 10

sin 1

) tl(y) 1 X

0.y) i

Ze spojitosti G vyplyvé, ze pro kazdé y € [—1, 1] plati
lim G(t:(y), y) = G(0,y).

Ovsem t;(y) € (0,1) a g(t) = G(¢t,sin(1/t)) pro t € (0,1), takze

lim g(t:(y)) = lim G(t:(y),y).

— 00 1—00

Obrécené predpoklddejme, ze pro kazdé y € [—1, 1] existuje limita (2). Polozme

i gof™h, z € f((0,1)),
()= lim g(ti(y)), 2 =(0y),y € [-1,1].

Pak G : cl f((0,1)) — R je spojita funkce a plati g = G o f.
Rekneme, ze kompaktifikace f : X — Y topologického prostoru X je metrizovatelnd, jestlize
topologicky prostor Y je metrizovatelny.

63. (a) Muze mit topologicky prostor, ktery neni metrizovatelny, metrizovatelnou kompakti-
fikaci?
(b) Dokazte, ze metrizovatelny topologicky prostor ma metrizovatelnou kompaktifikaci préve
tehdy, kdyz je separabilni.
(c) Necht f: X — Y je metrizovatelnd kompaktifikace metrického prostoru X. Je zobrazeni f
izometrie?

Reseni. (a) Nemize, jelikoz by byl podprostorem metrizovatelného topologického prostoru.

(b) Predpokladejme, ze topologicky prostor X m4 metrizovatelnou kompaktifikaci f : X — Y.
Pak Y je Hausdorffuv topologicky prostor druhého typu spocetnosti (cv. 33) a jeho podprostor
f(X) je rovnéz Hausdorffuv prostor druhého typu spocetnosti, ktery je metrizovatelny. Podle Véty
4. (b) odst. 5.2 str. 113 je f(X) separabilni.

Obracené, bud X separabilni metrizovatelny topologicky prostor. Pak X je druhého typu
spocetnosti (Véta 4. (b) odst. 5.2 str. 113) a je normalni (Véta 7. odst. 6.2 str. 144), takze je
také reguldrni. Podle Lemmatu 5. (¢) odst. 6.5 str. 154 existuje spocetny systém spojitych funkef
fi - X — [0,1] takovych, ze ke kazdému z¢p € X a ke kazdému okoli U bodu zg lze najit index
k, pro ktery fr(xo) > 0 a fr(x) = 0 pro z € X\U. Funkce f; jsou ovSem spojité rovnéz jako
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zobrazen{ X do R (Véta 3 (c) odst. 3.1). Jsou tedy splnény predpoklady Lemmatu 6. odst. 6.5
str. 155, odkud vyplyva, ze zobrazeni I : X — RN, definované vztahem F = (fi);eN je vnoieni.
Ovsem F(X) C [0,1]N a z Véty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 a Véty 4. (b) odst. 3.1 str. 32 vyplyva, ze
rovnéz zobrazeni F : X — [0,1]N, vznikajici z F zizenim oboru hodnot, je vnoieni. Ukédzali jsme
tak, ze kazdy separabilni metrizovatelny topologicky prostor lze vnofit do topologického prostoru
[0,1]N ¢ RN. Kompaktifikace topologického prostoru X asociovana se zobrazenim F je metri-
zovatelnd, nebot topologicky prostor cl F'(X) je metrizovatelny jako podprostor metrizovatelného
prostoru [0, 1]N (Véta 7. odst. 5.4 str. 114, Véta 9. odst. 5.4 str. 115). Tim je diikaz ukonéen.

(¢) f muze nebo nemusi byt izometrie. Uvedeme piiklady. Kompaktifikace ¢ : (0,1) — [0, 1]
(kanonické vnoteni) je zdroven ziplnénim metrického prostoru (0,1), a je tedy izometrie (srov.
cv. 24 (a) kap. 5). Kompaktifikace f : (0,1) — S, definovand vztahem f(t) = (cos2nt,sin27t),
nenf{ izometrie: napi. pro body t; = 1/3, to = 2/3 plat9 d(t1,t2) = 1/3 (vzdélenost v (0,1)), ale
d'(f(t1), f(t2)) = V3 (vzdalenost na S indukovana z R?); tedy d(t1,ts) # d'(f(t1), f(t2)).

64. (a) Necht (g.)sex je systém vsSech spojitych funkei, definovanych na tiplné reguldrnim
prostoru X a nabyvajicich hodnot v intervalu [0,1]. Ukazte, Ze zobrazeni ¢ : X — [0,1]X,
definované vztahem ¢y (z) = (9x(x))xex, je vnofeni a ze existuje homeomorfismus h topologického
prostoru 3'X = clci (X) na -obal BX takovy, ze plati hocy = cx, kde cx je Cechova-Stoneova
kompaktifikace.

(b) Je-li X nekompaktni normélni prostor prvniho typu spocetnosti, pak SX neni prvniho typu
spocetnosti. Ukazte.

(¢) Je-li -obal X tplné reguldrniho prostoru X metrizovatelny, pak SX = cx(X), t.j. X je
kompaktni.

Reseni. (a) Z tplné regularity X a z kompaktnosti soucinu [0, 1] (Véta 6. odst. 7.2 str. 197)
vyplyvé, ze zobrazeni ¢’y je vnofeni (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155.

Abychom ukézali, ze existuje homeomorfismus h pozadovanych vlastnosti, sta¢i ukazat, ze li-
bovolnou spojitou ohrani¢enou funkci f : X — R lze jednozna¢né rozsifit na spojitou funkei
f:8'X — R (cv.58).

Bud f: X — R spojitd ohranicend funkce. Plati-li f(X) C [0, 1], pak funkci f zkonstruujeme
stejné jako v dukazu Véty 26. odst. 7.7 str. 209. Necht f(X) ¢ [0,1] a nebot f(X) C [a,b] pro
jistd a, b € R. Existuje homeomorfismus ¢ : [a, b] — [0, 1]; klademe g = ¢ o f a dostaneme spojitou
funkei g na X takovou, ze g(X) C [0, 1]. Existuje tedy jedind spojita funkce g : 5'X — R, pro
kterou go ¢y = g. Pak f = ¢! 0 g je spojita funkce na X a plati focy = p togocy = f,
takze f je spojité rozsifeni funkce f na ('X. Toto spojité rozsiteni je oviem jediné (Diisledek 1.
(b) Véty 8. odst. 3.2 str. 35).

(b) Staéi dokézat, ze X neni prvniho typu spocetnosti. K tomu sta¢i najit bod y €
B' X\ (X), ke kterému nekonverguje zadnd posloupnost bodi mnoziny ¢’y (X) (Véta 9. (a) odst.
4.4 str. 93).

Predpokladejme, ze 3’ X je prvniho typu spocetnosti. Jelikoz X je nekompaktni, existuje bod
y € B/ X\ (X) a musi existovat posloupnost (y;)ien v ¢y (X) konvergujici k bodu y (Véta 9.
(c) odst. 4.4 str. 93). Jelikoz tato posloupnost nemuze byt konstantni (jinak by jeji limita lezela
v (X)), muzeme predpokladat, Ze je tvofena navzdjem ruznymi body (Véta 1. odst. 4.2 str. 88,
Véta 7. odst. 4.2 str. 91). Ke kazdému ¢ € N tedy existuje bod x; € X tak, ze

Yi = (9x(2i))rek,

kde g, probiha vSechny spojité funkce na X s hodnotami v [0, 1]. Oznaéme pr,, : [0, 1]% — [0, 1] &-
projekce soucinu [0, 1]%. Zizen{ zobrazen{ pr, na podprostor 3’ X je spojité zobrazenf; posloupnost
(9(x:))ien = (pr,(vs))ien bodu intervalu [0, 1] tedy konverguje k bodu pr,(y) € [0,1] (Véta 9.
(c) odst. 4.4 str. 93).

Jinymi slovy to znamend, ze pro kazdou spojitou funkci g : X — [0, 1] posloupnost (g(x;))ien
v [0, 1] konverguje k néjakému bodu z4 € [0, 1].
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Posloupnost (z;);en ovSem nemuze byt konvergentni. Kdyby totiz tato posloupnost kon-
vergovala k bodu x € X, pak by pro kazdé k € K posloupnost (g.(z;))ien konvergovala
k bodu g.(x) a posloupnost (y;)ien = ((9x(2:))rek)ien bodi ¢\ (X) by konvergovala k bodu
(9x(2))ver € x(X). Posloupnost (y;)ien vSak konverguje k bodu y € ¢y (X), takze dostdvame
spor, jelikoz topologicky prostor 3’ X je Hausdorffuv (Véta 7. odst. 4.2 str. 91).

Nyni ukézeme, ze posloupnost (z;);en nemé zadnou konvergentni podposloupnost. Predpokls-
dejme, ze podposloupnost (z;, )xen konverguje k bodu a € X. Pak pro kazdé k € K posloupnost
(91 (s, ))ken konverguje k bodu g.(a) v [0,1] (Véta 6. odst. 5.3 str. 114). Jelikoz (gx(2;))ien
konverguje k zg, a prostor [0, 1] je Hausdorffuv, t.j. limita je urc¢end jednozna¢né, musi platit

gr(a) = zg, = lim gu(z,) = lim g, (2;)

(Véta 7. odst. 4.2 str. 91, Véta 1. odst. 4.2 str. 88). Posloupnost (y;):en tedy konverguje k bodu
(g9x(a)) ek € (X)), coz je spor, jelikoz y & cy (X).

Nyni ukdzeme, 7ze mnozina A = {x1, 22, x3,...} C X je uzaviend. Posloupnost (z;);en nema
zadnou konvergentni podposloupnost a podle cv. 10 kap. 4 nemd zaddny hromadny bod. Ke kazdému
bodu = ¢ A tedy existuje jeho okoli Uy, ve kterém lezi nejvyse konetné mnoho bodu posloupnosti
(z;)ien. Vybereme takové okoli U, a ozna¢me M, nejvyse koneénou mnozinu bodu posloupnosti
(2)ien lezicich v U,. Z oddélitelnosti X vyplyva, ze mnozina M, je uzaviend (Véta 14. odst. 1.7
str. 8). Mnozina U, \ M, je tedy oteviend a je okolim bodu z; jelikoz tato mnozina neobsahuje body
mnoziny A, mnozina A musi byt uzaviena.

Pro kazdé ¢ € N klademe u; = 9,1, v; = x2;. Dostdvdme podposloupnosti (u;)ienN, (vi)ieN,
které nejsou konvergentni a nemaji konvergentni podposloupnosti. Podobné jaké vyse odtud do-
staneme, ze mnoziny B; = {ui,u2,us,...}, Bs = {v1,v2,vs3,...} jsou uzaviené. Navic plati
B N By =0, jelikoz posloupnost (y;)ien je tvofend navzdjem ruznymi body. Z normdlnosti topo-
logického prostoru X tedy vyplyvé, ze existuje spojitd funkce f : X — [0, 1] takové, ze f|p, =0,
flB, = 1. Existuje ovsem &islo zy = lim f(x;) a podle Véty 1. odst. 4.2 str. 88 musi platit

lim f(uw;) = lim f(v;) = 2.

11— 00 11— 00
Ovsem funkce f je konstantni na By a také na B, pficemz lim f(u;) = 0, lim f(v;) = 1, coz je
spor. Nemuze tedy existovat posloupnost (y;):en, konvergujici k bodu y.

(c) Bud X tplné reguldrni prostor. Piedpoklddejme, ze 3X je metrizovatelny. Pak X je také
metrizovatelny jako topologicky prostor homeomorfni s metrizovatelnym prostorem cx (X), X je
tedy normdln{ prostor prvnfho typu spocetnosti (Véta 7. odst. 6.2 str. 144, Véta 4. odst. 5.2 str.
113). Z (a) a (b) ovsem vyplyvd, ze X musi byt kompaktni. Odtud c¢x(X) = X, coz jsme chtéli
dokazat.






Souvislé a lokalné souvislé prostory

Topologicky prostor, ktery lze vyjadrit jako sjednoceni dvou nebo vice neprazdnych dis-
junktnich otevienych mnozin, se nazyva nesouvisly. Prikladem nesouvislého topologického
prostoru je sjednoceni dvou nepraznych otevienych kouli v Euklidové topologickém prostoru
R"; jinym pfikladem, ktery jiz méné koresponduje s nasi intuitivni pfedstavou o “nesou-
vislosti”, je libovolny diskrétni topologicky prostor ¢i redlna piimka R se Sorgenfreyovou
topologii.

Topologicky prostor, ktery neni nesouvisly, se nazyva souvisly. Zéakladnim piikladem
souvislého prostoru je libovolny interval I C R s pfirozenou topologii.

Nesouvislost ¢i souvislost topologického prostoru patiik jeho zékladnim charakteristikam
a je topologickym invariantem.

Pro ilustraci vyznamu pojmu souvislosti uvedeme alespon dvé zndma tvrzeni z klasické
analyzy. Mé&jme dva disjunktni netrividlni intervaly [a,b], [¢,d] C R. Je-li f : [a,b] — R
spojita funkce, pak pro libovolné ¢islo p € R lezici mezi ¢isly f(a), f(b), existuje bod ¢ € [a, ]
takovy, ze f(c) = p (Darbouxuv teorém); vezmeme-li vSak misto [a,b] nesouvisly prostor
[a, b]U]c, d], vise uvedené tvrzeni ziejmé neplati. Podobné diferencidln{ rovnice df /dt = 0 m4
na intervalu [a, b] pouze konstantni feSeni, na nesouvislém topologickém prostoru [a, b]U|c, d]
mé v8ak také nekonstantni feseni.

Kromé pojmu souvislosti topologického prostoru diskutujeme v této kapitole dulezity po-
jem lokélni souvislosti. V zavéru kapitoly studujeme tzv. obloukové souvislé topologické pro-
story; m.j. ukazujeme, ze kazdy obloukoveé souvisly topologicky prostor je souvisly, obracené
tvrzeni v8ak neplati.

8.1. Souvislé prostory

Topologicky prostor X se nazyva mesouvisly, jestlize existuji dvé neprazdné oteviené
podmnoziny U, V C X tak, ze UNV =0 a X = U UV. Topologicky prostor, ktery neni
souvisly, se nazyva souvisly.

Véta 1. Topologicky prostor X je souvisly tehdy a jen tehdy, kdyZ neobsahuje otevre-
nou a uzavienou podmnozinu A C X ruznou od ) a X.

Dukaz. Tvrzeni vyplyva z toho, Ze pro libovolnou podmnozinu A C X plati X =
AU (X\A).
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Podmnozina topologického prostoru X se nazyva souvisld, je-li souvisla jako topolo-
gicky podprostor X.

Véta 2. K tomu, aby podmnozina A topologického prostoru X byla souvisld, je nutné
a staci, aby pro libovolné oteviené mnozZiny U, V C X takové, 2e AC UUV a ANU,
ANV #£0, mnozina ANU NV byla neprdzdnd.

Dikaz. 1. Predpoklddejme, Ze A je souvislad. Necht U, V C X jsou oteviené mnoZiny
takové, ze ACUUV a ANU, ANV £0).Pak A=ANUUV)=(ANU)U(ANYV).
Jelikoz A je souvisly topologicky prostor, oteviené mnoziny A N U, ANV nemohou byt
disjunktni; musf tedy platit ANUNANV =ANUNV # 0.

2. Zvolme dvé neprézdné oteviené mnoziny B, C C A takové, ze BU C = A. Existuji
oteviené mnoziny U, V C X takové, ze B=ANU aC=ANV. Evidentné¢ ACUUV a
ANV # (. Podle predpokladu tedy ANUNV = ANUNANV =BNC # 0, takze B, C
nemohou byt disjunktni.

Véta 3. (a) Bud A souvisld mnoZina v topologickém prostoru X. MnoZina B C X
takovd, Ze A C B C cl A, je souvisld.

(b) Sjednoceni systému souvislych mnoZin, jehoz prunik je neprdzdny, je souvisld
MNoZina.

Dukaz. (a) Predpoklddejte, ze mnozina B neni souvisld. Pak existuji neprazdné dis-
junktni oteviené mnoziny U, V C B tak, ze B = U UV. Mnoziny ANU, ANV jsou
oteviené v A a plati (ANU)U(ANV)=AN(UUV)=ANB=A. Ovsem ANU, ANV
jsou disjunktni mnoziny a mnozina A je souvisla, takze jedna z téchto mnozin musi byt
prazdnd. Nechf napi. ANU =0. Pak A= ANV, tj ACV atedy clA C clV. Oviem
UNV =0, takze UNclV =0 atedy UNB cCcUNclA cC UnNnclV = 0. To je spor s
predpokladem, ze mnozina B neni souvisla.

(b) Bud (A,),er systém souvislych podmnozin topologického prostoru X takovy, ze
N A, # 0. Chceme ukézat, Ze mnozina A = J A, je souvisld. Predpoklddejme opak. Pak
v X existuji oteviené mnoziny U, V takové, ze ANU, ANV # (), AC UUV a ANUNV =10
(Véta 2. odst. 8.1 str. 250). Zvolme bod x € N A,. x patif nékteré z mnozin U, V. Necht
napt. x € U. Na druhé strané¢ pro jisty index x € I plati VNA, # 0. Pak ovsem A, C UUV,
A, NUNV Cc ANUNV = (. Pfitom mnozina U N A, obsahuje = a je tedy neprazdna.
Celkové dostédvéame (A, NU)N(A,NV) = 0 a tedy mnozina A, nemuze byt souvisla (Véta
2. odst. 8.1 str. 250). Dostdvame spor, ktery znamend, zZe mnozina A je souvisl4.

Dusledek. (a) Uzavér souvislé mnoziny je souvisld mnozina.
(b) Existuje-li v topologickém prostoru X hustd souvisld mnozina, pak X je souvisly.

Dikaz. Tvrzeni piimo vyplyvaji z Véty 3. (a).
Bud X topologicky prostor, z € X bod. Z Véty 3. (b) vyplyva, Ze sjednoceni vsech
souvislych podmnozin mnoziny X obsahujicich bod z je souvisld mnozina. Tato souvisla

mnozina se nazyva souvisla komponenta bodu x. Je-li topologicky prostor X souvisly, je
souvislou komponentou libovolného ze svych bodi.

Véta 4. Souwvisld komponenta bodu x topologického prostoru X je uzaviend mnozina.

Dikaz. Podle definice souvisld komponenta A bodu z je nejvétsi souvisla mnozina v X
obsahujici bod z. Ovsem cl A je také souvisld mnozina (Dusledek (a) Véty 3. odst. 8.1 str.
250) a A C cl A, takze musi platit A = cl A.
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Véta 5. Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickijch prostori. Obraz f(A) souvislé
mnoziny A C X je souvisld mnozina.

Dikaz. Ukézeme, ze neni-li f(A) souvisld mnozina, A také neni souvisld. Pfedpo-
klddejme, ze f(A) = U UV, kde U, V C f(A) jsou jisté neprazdné dusjunktni oteviené
mnoziny. Existuji tedy oteviené mnoziny U’, V' C Y tak,ze U = f(A)NU', V = f(A)NV".
Klademe U” = ANf~YU"), V" = Anf~1(V"). Mnoziny U”, V" C A jsou oteviené. Jelikoz
fU" = f(Anf~YU") = f(A)NU' =U, f(V") =V, mnoziny U”, V" jsou nepréazdné.
Dale U"UV" C A; ukdzeme-li, ze U”" UV"” D A, bude platit U UV"” = A a tedy mnozina
A nebude souvisla.

Méme U" UV" = (AN fFHUNUAN YY) = An (YUY U fF~Y{V) = An
AUV D AN U UV)=ANnf~Yf(A) = A, t.j. ACU"UV", coz jsme chtéli
dokazat.

Dusledek. Faktorovy prostor souvislého topologického prostoru je souvisly.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva ze spojitosti faktorové projekce a z Véty 5. odst. 8.1 str. 251.

Véta 6. Bud X topologicky prostor, # ekvivalence na X, m : X — X/% faktorovd
projekce. Necht A C X/ % je souvisld oteviend nebo uzavrend mnoZina takovd, Ze kazdd
trida ekvivalence % lezici v m~1(A) je souvisld podmnoZina X. Pak mnozina 7=1(A) je
souwvisld.

Diikaz. 1. Piedpokladejme, Ze A je oteviend a ze 7~ !(A) neni souvisld. Pak existuji
neprazdné disjunktn{ oteviené mnoziny U, V C 7 1(A) takové, ze U UV = m1(A).
Mnoziny U, V jsou oteviené v X, jelikoz mnozina 7~ '(A) je oteviend (Véta 4.(c) odst.
3.1 str. 32).

Bud z € 7~ !(A) libovolny bod. Plati [z] C 7 1(A), kde [z] je tfida prvku =, t.j.
[z] = [z]N(UUV) = ([z]NU)U([z]NV), pticemz ([z]NT)N([z]NV) Cc UNV = (. Oviem
mnozina [x] je podle predpokladu souvisld, musi tedy byt jedna z mnozin [x] U, [x]NV
prazdné. Plati-li tedy, ze € U, zéroveii plati [z] C U, coz znamend, ze U = 7~ (7 (U)).
Analogicky V' = 7~ Y(m(V)). Z definice faktorové topologie tedy vyplyvd, Ze mnoziny
m(U), (V) C X/% jsou oteviené. Tyto mnoziny jsou ovSem disjunktni, jelikoz U, V
jsou disjunktni. Nakonec 7(U) U w(V) = A, takze dostavame spor, jelikoz mnozina A je
souvisld. Ukdzali jsme tedy, Ze mnozina 7~ 1(A) musf byt souvisla.

2. Predpoklddejme, 7e A je uzaviend a ze 71 (A) neni souvisld. Pak existuji ne-prazdné
disjunktn{ oteviené mnoziny U, V C 7w~ 1(A) takové, ze UUV = 7~ 1(A). Pro jisté oteviené
mnoziny U’, V! C X plati U = 71 (A)NU', V = 77 1(A) N V'. Klademe

U'=U ur Y X/ 2\A), V" =V ur Y{(X/#\A).
Mnoziny U”, V" jsou zfejmé oteviené a z jejich definice ihned dostaneme, ze
U=r1A)nU", V=rlAnv"
Z podminek UNV =0, UUV = 7 1(A) ddle vyvodime, Ze plati
(1) 1 A)NU NV =0, YA cU uv”.
Ukézeme, ze mnoziny U”, V" spliiuji podminky

(2) U// _ 71'71(7T(U”)), V// _ ﬂ_—l(ﬂ(v//).
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Necht z € U”. Plati-li € 74 X/%\A), pak [x] C 7 }(X/%\A) C U". Necht z ¢
71X/ %#\A). Pak 7(x) = [x] € A a tedy x € 77 1(A), t.j. [z] C 771(A). Mnozina [z] je
ovsem podle predpokladu souvisla. Jelikoz [z] = [x] N (U" U V") = ([z] nU") U ([z] n V")
a [z] NU" # 0, musf platit [z] N V" = 0, coz dokazuje vztah U” = 7~ (x(U")). Druh4 z
podminek (2) se dokaze stejné.

Z definice faktorové topologie nyni vyplyva, ze mnoziny 7(U"), (V") C X/Z jsou
oteviené. Podminka (1) tedy znamend, ze 7(U"”) N A, m(V") N A jsou disjunktn{ oteviené
podmnoziny A. Pfitom pro jejich sjednoceni dostavame (wm(U”) N A)U (r(V")NA) = A
coz je spor s piedpokladem, ze mnozina A je souvisld. To dokazuje, ze mnozina m!(A)
nemuze byt nesouvislé.

Disledek 1. Bud X topologicky prostor, # ekvivalence na X. Pfedpoklddejme, Ze
faktorovy prostor X/ % je souvisly a kazdé tiida ekvivalence # je souvisld podmnozina
X. Pak topologicky prostor X je souvisly.

Dikaz. Ve Vété 6. vezmeme A = X/ %.

Souvislou komponentou topologického prostoru X rozumime souvislou komponentu
libovolného bodu x € X. Topologicky prostor X se nazyvé uplné nesouvisly, jestlize pro
kazdé z € X je souvisld komponenta bodu x rovna jednoprvkové mnoziné {z}.

Z Véty 3. (b) odst. 8.1 str. 250 vyplyva, ze relace “x ~ y, jestlize existuje souvisld
mnozina A obsahujici body x, y” je ekvivalence na topologickém prostoru X a ze tiidy
této ekvivalence jsou totozné se souvislymi komponentami topologického prostoru X.

Disledek 2. Bud X topologicky prostor. Faktorovy prostor X/~ podle ekvivalence
“x ~ g, jestlize existuje souvisld mnozina A C X takové, ze z, y € A” je iplné nesouvisly.

Dikaz. Z Véty 4. odst. 8.1 str. 250 vyplyva, ze staci ukazat, ze kazda uzaviena mnozina
A C X/~ obsahujici alespon dva ruzné body, je nesouvisla.

Necht 7 : X — X/~ je faktorova projekce. Kdyby uzaviend mnozina A C X/~
obsahujici dva rizné body [z], [y] byla souvisl4, jeji vzor 7=1(A) C X by byl souvisla
mnozina v X (Véta 6. odst. 8.1 str. 251); mnozina 7w !(A) ovSem nenf souvisld, jelikoz
obsahuje dvé ruzné souvislé komponenty [z], [y] topologického prostoru X.

Véta 7. Mnozina redlngjch ¢isel R s prirozenou topologii je souvisly topologicky prostor.

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuji oteviené mnoziny U, V C R takové, ze UNV = ),
UUV = R. Ukdzeme, Zze bud U = () nebo V = (). Predpoklddejme, ze U, V # 0.
Zvolme z € U, y € V, x < y. Pak mnozina U N [z,y] je ohranicend, existuje tedy ¢islo
z = sup(U N [z,y]). Necht 2z € A. Pak existuje interval [z,2 + h], kde h > 0, takovy,
ze [z,z + h] C [x,y] a zéroven [z,z + h] C U, nebot mnozina U je oteviend. Odtud
[2,2 4+ h] C ANz,y], coz je spor s predpokladem, ze z je supremum mnoziny A N [z,y].
Plati tedy, ze 2z ¢ U. Ovéem R=U UV aUNV =0, takze z € V. Existuje tedy h > 0
takové, ze [z —h, z] C [x,y], a z otevienosti mnoziny V plyne, ze lze vzit [z—h, z] C V. Pak
ovéem [z — h,z] C V N [x,y]. Jelikoz z je supremum mnoziny A N [z,y], interval [z — h, 2]
obsahuje néjaky bod mnoziny U, coz je spor s predpokladem, ze U NV = (). Musi tedy
platit bud U = @ nebo V = ).

Disledek 1. Libovolny interval v R je souvisld mnozina.
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Dikaz. Otevieny interval (a,b) je homeomorfni s R, je tedy souvisly podle Véty 5.
odst. 8.1 str. 251. Uzavieny interval [a, b] je uzavérem otevieného intervalu, je tedy souvisly
podle Dusledku (a) Véty 3. odst. 8.1 str. 250. Interval [a,b) lze napsat ve tvaru [a,b) =
[a,c] U (a,b) pro jisté ¢ € (a,b); tento interval je tedy souvisly podle Véty 3. (b) odst. 8.1
str. 250.

Dusledek 2. Eukliduv topologicky prostor R™ je souvisly.

Dikaz. Pro kazdé x € R", x # 0, oznacme p, primku v R" jdouci pocatkem 0 € R"
a bodem zx. Pak

R"'= (J ». (N p.={0}#0.

zeR"\{0} zeR"\{0}

Pritom pro kazdé x # 0 je topologicky podprostor p, C R™ homeomorfni s R. Tvrzeni
tedy vyplyva z Véty 3. (b) odst. 8.1 str. 250.

Véta 8. Bud (z,),er systém neprdzdnych topologickijch prostori.

(a) Soucin [] X, je souvisly tehdy a jen tehdy, kdyz kazdy z topologickijch prostoru X, je
souvisly.

(b) Souvisld komponenta bodu x € [ X,, x = (x,) .1, je soucinem souvislych komponent
bodi x, € X,.

Dikaz. 1. Oznatme X = [[ X, a predpokladejme, ze X je souvisly topologicky prostor.
Jelikoz pro kazdé ¢ je t-projekce pr, : X — X, spojité surjektivni zobrazeni, topologicky
prostor X, musi byt souvisly podle Véty 5. odst. 8.1 str. 251. Tim je dokdzana prvni ¢ast
tvrzeni (a).

2. Pii dukazu opacného tvrzeni postupujeme v nékolika krocich. Ukazeme nejdiive, ze
soucin X x Y dvou souvislych topologickych prostoru X, Y je souvisly topologicky prostor.
Pro libovolny bod (z,y) € X XY je topologicky prostor X (resp. Y') homeomorfnis X x {y}
(resp. {z} xY) (Véta 9. (b) odst. 3.3 str. 36). Topologické prostory X x {y}, {z} x Y musi
tedy byt souvislé (Véta 5. odst. 8.1 str. 251). Déle plati (X x{y})N({z}xY) = {(z,y)} # 0,
takze topologicky prostor (X x {y}) U ({x} x Y') musi byt souvisly (Véta 3. (b) odst. 8.1
str. 250). Ovsem

(X x{yhu{a} xY)) =X x{y} #0,

zeX

takze na zakladé analogické tivahy dostavame, Ze topologicky prostor

U x{ghu{z} xY)=XxY

zeX

musi byt souvisly.

Z vyse dokazaného tvrzeni a z Véty 9. (a) odst. 3.3 str. 36 ihned vyplyvd, ze pro
libovolné souvislé topologické prostory Xi, Xo, ..., Xi je souéin X1 x Xo X -+ X X
souvisly topologicky prostor.

Nakonec uvazujme systém neprézdnych souvislych topologickych prostoru (X,),er, kde
I je libovolna indexovd mnozina, a polozme X = [][X,. Zvolme pevné bod z € X,
z = (z,)er. Pro libovolnou kone¢nou mnozinu J C I, J = {u1,t9,...,t}, 0znaéme
X topologicky podprostor X tvoreny vsemi body =z = (z,),e; takovymi, ze x, = z,
pro kazdé ¢ # 11, ta, ..., ti. Topologicky prostor X; C X je homeomorfni se souc¢inem
X, x X, x -+ x X, (Véta 9. (b) odst. 3.3 str. 36). Z vySe dokdzaného tvrzeni tedy
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vyplyvé, ze X je souvisly topologicky prostor. Jelikoz kazdy z topologickych prostoru
X obsahuje bod z, t.j. ;X # 0, abychom ukézali, ze X je souvisly, staci dokézat, ze
c(UyXy) =X (Véta

3., Véta 3. (a) odst. 8.1 str. 250).

Bud z € X libovolny bod, * = (z,),e7. UkdZeme, Ze pro libovolny prvek U bdze
topologie soucinu obsahujici bod x plati

Un (LJJXJ> # 0.

U mé tvar U = [[U,, kde kazdd z mnozin U, C X, je oteviend a U, = X, pro vSechna

v € I\J, kde J = {k1,K2,...,KL} je jistd konetnd mnozina. Polozme y, = z, pro ¢ =
K1,K2,...,KE, Y, = 2, pro ostatni indexy ¢, y = (y,).er. Jelikoz y € X;, bod y patii
mnoziné |J; X;. Déle y € U, jelikoz v € U ay, = z, € U, pro v = Ki,K2,...,Kk.

Skutecné tedy U N (Uy Xy) # 0. Znamen4 to ovsem, ze bod z pati{ mnoziné cl({J; X ;) a
z libovolnosti z vyplyva, ze cl(U; Xj) = X, coz jsme chtéli dokazat.

Tim je ukoncen dukaz ¢ésti (a) Véty 8..

3. Dokdzeme tvrzeni (b). Bud z € [[ X, bod, z = (z,),er, bud A souvisld mnozina
obsahujici z. Pak pr,(A) C X, je souvisld mnozina (Véta 5. odst. 8.1 str. 251) a z, €
pr,(A). Ovsem A C []pr,(A), pficemz podle jiz dokézaného tvrzeni (a) [] pr,(A) je souvisla
mnozina. Je-li tedy A souvisld komponenta bodu x, musi platit A = [[pr,(A). Z tohoto
vztahu ovSem vyplyva, ze pr,(4) C X, je nejvétsi souvisld mnozina obsahujici z,, t.j.
souvisla komponenta bodu .

8.2. Lokalné souvislé prostory

Bud’ X topologicky prostor. Souvislou komponentou mnoziny A C X rozumime sou-
vislou komponentu libovolného bodu x € A v topologickém podprostoru A topologického
prostoru X.

Topologicky prostor se nazyva lokalné souvisly, ma-li kazdy jeho bod lokalni béazi
tvofenou souvislymi mnozinami.

Véta 9. K tomu, aby topologicky prostor X byl lokdlné souvisly je nutné a staci, aby
pro libovolnou otevienou mnozinu U C X kaZdd souvisld komponenta mnoZiny U byla
otevrend mnozina v X .

Diikaz. Piredpoklddejme, ze X je lokdlné souvisly. Bud U C X oteviend mnozina, V
jeji souvisla komponenta a x € V' bod. Podle predpokladu existuje souvislé okoli W bodu
x tak, ze W C U a z definice souvislé komponenty vyplyva, ze W C V. V je tedy oteviena
mnozina v X.

Obracené, predpokladejme, ze pro libovolnou otevienou mnozinu U C X kazda souvisld
komponenta mnoziny U v X je oteviend v X. Bud z € X bod, W jeho okoli. Souvisl4
komponenta mnoziny W v X obsahujici x je podle pfedpokladu oteviend v X. Systém
vSech souvislych okoli bodu x je tedy lokalni baze topologie v bodé .

Dusledek. Kazda souvisla komponenta lokdlné souvislého topologického prostoru X
je oteviend podmnozina X.

Dukaz. Ve Véte 9. odst. 8.2 str. 254 vezmeme U = X.
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7 Véty 4. odst. 8.1 str. 250 a Véty 9. odst. 8.2 str. 254 vyplyvé, ze souvislé komponenty
lokalné souvislého topologického prostoru jsou oteviené a uzaviené mnoziny.

Homeomorfni obraz lokalné souvislého prostoru je lokalné souvisly prostor. Spojity
obraz lokalné souvislého prostoru jiz nemusi byt lokélné souvisly (pt. (7) odst. 8.4 str.
259). Nésledujici tvrzeni vsak ukazuje, Ze je tomu tak v piipadé faktorové projekce; jeho
dikaz neprochazi pro obecna spojitd surjektivni zobrazeni.

Véta 10. Faktorovy prostor lokdlne souvislého topologického prostoru je lokdlné sou-
visly.

Diikaz. Bud X lokdlné souvisly topologicky prostor, % ekvivalence na X, 7 : X —
X/ % faktorové projekce. Bud U C X/% oteviend mnozina, A souvisld komponenta
mnoziny U. Bud z € 7~!(A) libovolny bod, V, souvisld komponenta bodu z v 71 (U). Je-
likoz 7=1(U) je oteviena mnozina, mnozina V, je také oteviend (Véta 9. odst. 8.2 str. 254).
Mnozina 7(V,) C U je souvisld (Véta 5. odst. 8.1 str. 251) a obsahuje bod m(x). Podle
definice souvislé komponenty tedy (V) C A odkud V, C 7~ 1(A), t.j. 7 (A4) = UVs
(sjednoceni pro x € 7~ (A)). Znamen4 to oviem, ze 7 1(A) je oteviend mnozina v X a
z definice faktorové topologie vyplyvé, ze mnozina A C X/Z je oteviend. Podle Véty 9.
odst. 8.2 str. 254 je tedy faktorovy prostor X/ % lokalné souvisly.

Véta 11. Bud (X,),er systém topologickijch prostori. Ndsledujici dvé podminky jsou
ekvivalentni:

(1) Soucin [1 X, je lokdlné souvisly topologicky prostor.

(2) Pro kazdé v € I je topologicky prostor X, lokdlné souvisly a existuje koneénd mnozina
J C I tak, Ze pro kazdé k € I\J je topologicky prostor X, souvisly.

Dtuikaz. 1. Predpoklddejme, Ze je splnéna podminka (1). Bud X =[] X,. Necht z € X
je libovolny bod, # = (z,),e;. Necht V je souvislé okoli bodu . Jelikoz V' obsahuje prvek
baze soutinu, existuje konetnd mnozina J C I tak, ze pr,(V) = X, pro kazdé « € I\J.
Ze spojitosti t-projekece pr, tedy vyplyva, ze pro kazdé ¢ € I\J je X, souvisly topologicky
prostor.

Déle je tieba dokézat, ze kazdy z topologickych prostoru X, je lokdlné souvisly. Zvolme
v € I a uvazujme ekvivalenci ~ na X asociovanou se zobrazenim pr,. Dostavame komuta-
tivni diagram Obr. 1

T
Py
~\

|~

X

ve kterém 7 je faktorova projekce a g je zobrazeni, definované kanonickym rozkladem
pr, = g o m zobrazeni pr,. Zobrazeni pr, je ovSem oteviené, takze g je homeomorfismus
(Véta 18. odst. 3.5 str. 41) a topologicky prostor X, musi byt souvisly podle Véty 10. odst.
8.2 str. 255.

2. Predpoklddejme, Ze je splnéna podminka (2). Necht J C I je konetnd mmozina
takové, Ze pro ¢ € J topologicky prostor X, neni souvisly. Nechf z € X je libovolny bod,
x = (x,),e1, necht U = [[U, je prvek béze topologie sou¢inu v bodé x. Necht K C I je
koneénd mnozina indexu ¢, pro které U, # X,. Klademe

v X, t¢JUK,
W, e JUK,
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kde W, je néjaké souvislé okoli bodu x, € X, obsazené v U,; podle predpokladu takové
okoli W, existuje. Dédle klademe V = [[V,. V je souvislé okoli bodu z (Véta 8. odst. 8.1
str. 253) takové, ze V C U.

8.3. Obloukové souvislé prostory

Obloukem v topologickém prostoru X spojujicim body x, y € X rozumime spojité
zobrazeni f uzavieného intervalu [a,b] C R do X takové, ze f(a) = z, f(b) = y. Topolo-
gicky prostor X se nazyva obloukové souvisly, jestlize kazdé dva body x, y € X lze spojit
obloukem, t.j. existuje oblouk f : [a,b] — X takovy, ze f(a) =z, f(b) =v.

Veéta 12. Obloukové souvisly prostor je souvisly.

Dikaz. Bud X obloukové souvisly prostor. Predpoklddejme, Zze X nenf souvisly. Exis-
tuji tedy oteviené mnoziny U, V C X takové, ze UNV = 0, UUV = X. Bud
f i [a,b] — X libovolny oblouk. Jelikoz interval [a,b] je souvisly (Dusledek 1. Véty 7.
odst. 8.2 str. 252), mnozina f([a,b]) C X je souvisla (Véta 5. odst. 8.1 str. 251). Zobrazen{
f:a,b] — f([a,b]) C X vznikajici zizenim oboru hodnot, je spojité. Dale U UV = X,
takze f([a,b]) = (f([a,b))NU)U(f([a,b]) NV) a pritom f([a,b])NUN f([a,b]) NV = 0. Ze
souvislosti topologického prostoru f([a,b]) tedy vyplyvéd, Ze jedna z mnozin f([a,b]) N U,
f([a,b]) NV musi byt prdzdnd. Znamend to tedy, ze mnozina f([a,b]) lez{ bud v U nebo
ve V a tedy zddné dva body = € U, y € V nelze spojit obloukem. To je ovSem spor s
predpokladem, ze X je obloukové souvisly. Tento spor ukazuje, ze X musi byt souvisly.

Podmnozina topologického prostoru X se nazyva obloukové souvisld, je-li obloukové
souvisla jako topologicky podprostor X.

Veéta 13. Sjednoceni systému obloukové souvislyjch mnoZin, jehoz prunik je neprdzdny,
je obloukové souvisld mnoZina.

Duikaz. Bud (A4,),er systém obloukové souvislych podmnozin topologického prostoru
X takovy, ze N A, # 0. Bud'te =, y € JA,, z € N A, libovolné body. Pak body z, z a
body y, z lze spojit obloukem v nékteré z mnozin A,; z téchto dvou oblouku jiz snadno
zkonstruujeme oblouk v podprostoru |J A, C X spojujici body z, y.

Véta 14. Bud f: X — Y spojité zobrazeni topologickyjch prostori. Obraz f(A) oblou-
kové souvislé mnoziny A C X je obloukové souvisld mnoZina.

Dukaz. Bud'te y1, y2 € f(A) libovolné body. Existuji body z1, zo € A tak, ze y; =
f(z1), y2 = f(x2), a oblouk ( : [a,b] — A spojujici body x1, x2. Klademe (' = f o (.

Dusledek. Faktorovy prostor obloukové souvislého topologického prostoru je oblou-
kové souvisly topologicky prostor.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva ze spojitosti faktorové projekce a z Véty 14. odst. 8.3 str. 256.

Z Veéty 13. odst. 8.3 str. 256 vyplyva, zZe sjednoceni vSech obloukové souvislych
podmnozin topologického prostoru X, obsahujicich bod =z € X, je obloukové souvisla
mnozina. Tato obloukové souvislda mnozina se nazyva obloukové souvisla komponenta
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bodu x. Je ziejmé, ze kazdd obloukové souvisla podmnozina topologického prostoru X
lezi v obloukové souvislé komponenté néjakého bodu z € X.

Topologicky prostor X se nazyva lokalné obloukové souvisly, mé-li kazdy jeho bod
lokalni bazi tvofenou obloukové souvislymi mnozinami.

Obloukové souvislou komponentou mnoziny A C X rozumime obloukové souvislou
komponentu libovolného bodu x € A v topologickém podprostoru A topologického pro-
storu X.

Véta 15. K tomu, aby topologicky prostor X byl lokdlné obloukové souvisly je nutné a
stact, aby pro libovolnou otevirenou mnozinu U C X kaZdd obloukové souvisld komponenta
mnoziny U byla otevrrend mnoZina v X.

Dikaz. Véta 15. se dokazuje podobné jako Véta 9. odst. 8.2 str. 254.

Véta 16. Bud X topologicky prostor, A C X podmoZina.

(a) Kazdd obloukové souvisld komponenta mnozZiny A lezi v nékteré souvislé komponenté
mnoZiny A.

(b) Je-li A lokdlné obloukové souvisla, pak kazdd souvisld komponenta mnoziny A lezi
v néjaké obloukové souvislé komponenté mnoZiny A.

Duikaz. (a) Bud = € A bod, B, (resp. C,) obloukové souvisld (resp. souvisld) kom-
ponenta mnoziny A obsahujici z. Jelikoz mnozina B, je souvisla (Véta 12. odst. 8.3 str.
256), plati B, C C,.

(b) Predpokladejte, ze A je lokalné obloukové souvisld mnozina. Bud z € A bod, B,
(resp. C,) obloukové souvisld (resp. souvisld) komponenta mnoziny A obsahujici 2. Chceme
dokézat, ze C, C B,. Predpokladejme opak, t.j. C;, ¢ B,. Pak existuje bod y € C,,
y ¢ B,; oznacme B, obloukové souvislou komponentu mnoziny A obsahujici tento bod.
Ziejmé B,, B, C C, (Véta 12. odst. 8.3 str. 256). Klademe

Q= U B,
yecx\Bx

Mnozina @ je oteviend. Ziejmé C, = B, U(C,\B,) = C,UQ. C; je tedy sjednocenim dvou
disjunktich otevienych mnozin. Dostavame spor se souvislosti mnoziny C,., coz znamena,
ze musi platit C,, C B, a dukaz je ukoncen.

Dusledek. Je-li topologicky prostor X lokalné obloukoveé souvisly, pak pro kazdé x € X
obloukové souvisld komponenta bodu z je totozné se souvislou komponentou bodu .

Dikaz. Ve Vété 16. vezmeme A = X.

8.4. Priklady

(1) Trivialni topologicky prostor je souvisly, lokdlné souvisly, obloukové souvisly.

(2) Necht X je mnozina obsahujici alespoii dva ruzné prvky. Pak X s diskrétni topo-
logii je nesouvisly, lokalné souvisly prostor. Souvisla komponenta bodu x € X je mnozina
{z}; kazda souvisld komponenta topologického prostoru X je tedy zaroven oteviend i
uzaviend. Topologicky prostor X je tiplné nesouvisly.



258 8. Souvislé a lokaln& souvislé prostory

(3) Mnozina redlnych ¢isel R se Sorgenfreyovou topologii je nesouvisly topologicky
prostor, nebot kazdy prvek béze je mnozina, kterd je zdroveil oteviena i uzaviens. Tento
topologicky prostor je Uplné nesouvisly: souvisld komponenta bodu z je mnozina {z}.
Souvisla komponenta bodu x tedy neni oteviend mnozina. Odtud vyplyva, ze R se Sor-
genfreyovou topologii neni lokdlné souvisly prostor (Véta 9. odst. 8.2 str. 254).

(4) Uvedeme piiklad topologického prostoru, ktery je souvisly, ale neni lokdlné sou-
visly ani obloukové souvisly.

Oznatme M = {qg € R | ¢ = 1/n,n € N}, P = (0,1) € R? a uvazujme mnozinu
X = ([0,1] x {0}) U (M x [0,1]) U{P} s topologii podprostoru Euklidova prostoru R2.

Ukézeme, ze X je souvisly. Mnozina X \{P} je zfejmé obloukové souvislé a tedy souvisla
(Véta 12. odst. 8.3 str. 256). Je tedy souvisld také mnozina cl(X\{P}) (Véta 3. (a0 odst.
8.1 str. 250); tato mnozina je ovSem totoznd s X.

Ukazeme, ze X neni lokalné souvisly. Oznac¢me B otevienou kouli v Euklidové metrice
na R? se stfedem v bodé P a polomérem r = 1/4. Pak X N B je otevienad mnozina
v X. Souvisld komponenta mnoziny X N B obsahujici bod P je mnozina {P}, ktera neni
oteviend v X. X tedy nemuze byt lokalné souvisly (Véta 9. odst. 8.2 str. 254).

Ukéazeme, ze X neni obloukové souvisly. Predpoklddejme opak a uvazujme oblouk f :
[0,1] — X takovy, ze f(0) = P. VySetifme mnozinu f~!(P). Zobrazeni f je spojité a
mnozina {P} C X je uzaviens, jelikoz X je Hausdorffiv, mnozina f~1(P) C [0,1] je tedy
také uzaviena. Ukazeme, Ze tato mnozina je rovnéz oteviend. Uvazujme opét otevienou
kouli B. Ze spojitosti f vyplyva, Ze ke kazdému bodu x € f~!(P) existuje otevieny interval
I, se stiredem v x takovy, ze f(I,) C BN X. Mnozina I, je souvisld (Dusledek 1. Véty 7.
odst. 8.1 str. 252), tedy také f(I,) je souvisla (Véta 5. odst. 8.1 str. 251). Odsud vyplyva,
7e f(I;) = P pro kazdé x € f~Y(P), t.j. ze I, C f~1(P). Tim je dokdzéna otevienost
mnoziny f~'(P). Tato mnozina je vSak zdrovei uzaviend; jelikoZ je neprazdnd a prostor
[0,1] je souvisly, musi platit f~1(P) = [0,1] (Véta 1. odst. 8.1 str. 249). Pro bod Q € X
ruzny od P tedy neexistuje oblouk f :[0,1] — X takovy, ze f(P) =0, f(Q) = 1.

(5) Podmnozina A C R je souvisld tehdy a jen tehdy, kdyz A je interval. Dokazeme
to.

Bud A C R souvisld mnozina. Je-li A prazdnd nebo jednoprvkova, pak tvrzeni plati.
Nechf A je alesponi dvouprvkova. Uvazujme z, y € A, x < y. UkdZeme, Ze pro kazdé
z € [x,y] plati z € A, t.j. zZe mnozina A s libovolnymi dvéma svymi body x, y obsahuje
rovnéz interval [z,y]. Predpoklddejme, Ze existuje z € [z,y] tak, ze z ¢ A. Oznacme
By = (—o00,2) N A, By = (z,00) N A. Mnozina Bj, B jsou neprézdné, oteviené v A a
disjunktni. Ovsem B; U By = (R\{z}) N A = A, coz je spor se souvislost{ mnoziny A.
Je tedy z € A pro kazdé z € [z,y]. Zbyva ukazat, Zze A je interval. Polozme p = inf A,
q = sup A. Bud r € (p,q) libovolny bod. Jelikoz p < r, existuje x € A tak, ze x < 7.
Podobné existuje y € A tak, ze r < y. Mnozina A je alesponn dvoubodova, Ize tedy vybrat
x, y tak, ze © # y. Pak ovSem r € A. Z libovolnosti r nyni vyplyva, ze (p,q) C A.
Je-li inf A, sup A prvkem mnoziny A, dostdvdme A = [p,q]. Analogicky vySetiime dalsi
moznosti; kazdé z nich ukazuje, zZe A je interval.

Obréacené tvrzeni, a totiz ze interval je souvisly, jiz bylo dokdzdno (Dusledek 1. Véty
7. odst. 8.1 str. 252).

(6) Eukliduv topologicky prostor R"™ je souvisly (Dusledek 2. Véty 7. odst. 8.1 str.
253). R"™ je lokélné souvisly: kazdy bod z € R™ mé lokdlni bazi tvofenou otevienymi
kvadry, coz jsou souvislé mnoziny. R" je obloukové souvisly: pro libovolné dva body =,
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y € R"™ je zobrazeni [0,1] 5t — f(t) = (1 — t)x + ty € R™ oblouk v R" spojujici body =z,
.

Mnozina A C R" se nazyva konvexnt, jestlize pro libovolné dva body x, y € A mnozina
{zeR" | z=te+ (1 —t)y,0 <t <1} lezi v A. Z definice vyplavé, ze kazdd konvexni
mnozina je obloukové souvisla a tedy souvisla.

(7) Spojity obraz lokalné souvislého prostoru nemusi byt lokdlné souvisly; za piiklad
muzeme vzit identické zobrazeni idg mnoziny R s diskrétni topologii do mnoziny R se
Sorgenfreyovou topologii (srov. pt. (2) odst. 8.4 str. 257, (3) odst. 8.4 str. 258).

(8) Parakompaktni variety. Parakompaktni topologicky prostor lokdlné homeomorfn{
s R”, se nazyva n-rozmérna parakompaktni varieta s okrajem.

Kazd4 topologickd varieta s okrajem (pf. (5) odst. 7.8 str. 212) je zfejmé parakom-
paktni varieta s okrajem. Obracené tvrzeni neplati: R se Sorgenfreyovou topologii neni
topologicka varieta s okrajem (neni druhého typu spocetnosti), je ovem parakompaktni
varieta s okrajem, nebot je parakompaktni a kazdy bod z € R ma okoli (x — &,z + ¢),
€ > 0, které je okolim bodu x rovnéz v prirozené topologii.

7 definice je zfejmé, ze parakompaktni varieta s okrajem je lokdlné kompaktni topo-
logicky prostor. Ze Smirnovoy véty (cv. 15 kap. 6) vyplyvé, ze parakompaktni varieta s
okrajem je metrizovatelny prostor.

Ukézeme, ze parakompaktni varieta s okrajem je topologickd varieta s okrajem pravé
tehdy, kdyz ma nejvyse spocetné mnoho souvislych komponent.

Ziejmé je-li parakompaktni varieta s okrajem topologickou varietou s okrajem, pak
je druhého typu spocetnosti. To ovSem znamend, Ze nemuze byt sjednocenim vice nez
spocetné mnoha disjunktnich otevienych mnozin.

Obracené predpokladejme, ze parakompaktni varieta s okrajem X ma nejvyse spocetné
mnoho souvislych komponent. Ukazeme, ze pak je druhého typu spocetnosti. K tomu
ziejmé staci ukazat, ze kazda souvisla komponenta ¥ C X je druhého typu spocetnosti.
Mnozina Y C X je uzaviend (Véta 4. odst. 8.1 str. 250) a je tedy parakompaktni (Véta 13.
odst. 6.6 str. 157) a lokalné kompaktni (Véta 15. (a) odst. 7.4 str. 201). Existuje tedy baze
topologie topologického prostoru Y tvorend mnozinami, jejichz uzavéry jsou kompaktni
(Dusledek 1. Véty 13. odst. 7.4 str. 201). Uzitim pakrakompaktnosti Y a Véty 3. (c) odst.
7.1 str. 196 snadno zkonstruujeme pomoci této baze lokalné konecné oteviené pokryti
(U,).er topologického prostoru Y takové, ze pro kazdé ¢ € I je mnozina cl U, kompaktni.

Necht V7 je libovolnd z mnozin U,. Ozna¢me V3 sjednoceni vSech mnozin ze systému
(U,).er, které protinaji mnozinu V;. Tak postupujeme déle a za V11 vezmeme sjedno-
ceni vSech mnozin systému (U,),er, které protinaji mnozinu V,,. Kazdd z mnozin clV;
je kompaktni, nebot je sjednocenim kone¢ného po¢tu kompaktnich mnozin (Véta 3. (a)
odst. 7.1 str. 196). Déle kazd4 z mnozin clV; je podprostorem metrizovatelného prostoru
Y a je tedy také metrizovatelnym prostorem; clV; je tedy topologicky prostor druhého
typu spocetnosti (cv. 33 kap. 7). Déle plati JV; = Y. Skutec¢né, kdyby existoval bod
x € Y\V;, existovala by také mnozina U, patiici systému (U,),cs, obsahujici z, kterd
by méla prazdny prunik s kazdou z mnozin V;; oznacéime-li W sjednoceni mnozin U,
dostaneme Y = W U (UV;), pricemz W N (JV;) = 0, coz by byl spor se souvislost{ to-
pologického prostoru Y. Odtud vyplyva, ze Y je spotetnym sjednocenim topologickych
prostoru druhého typu spocetnosti V;, je tedy prostorem druhého typu spocetnosti. Tim
je dukaz ukoncen.
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Cviceni
Souvislé topologické prostory

1. Dokazte, ze plati tato tvrzeni:
(a) Topologicky prostor X je souvisly pravé tehdy, kdyz jej nelze vyjadiit jako sjednoceni dvou
neprazdnych disjunktnich uzavienych mnozin.
(b) Topologicky prostor X je souvisly pravé tehdy, kdyz kazdé spojité zobrazeni f : X — YV
topologického prostoru X do diskrétniho dvoubodového prostoru Y = {1, 2} je konstantni, t.j. bud
f(X) c {1} nebo f(X) C {2}.

Reseni. (a) Dokdzeme, ze X je nesouvisly pravé tehdy, kdyz existuji neprazdné disjunktni
uzaviené mnoziny A, B C X takové, ze A U B. Podle piedpokladu existuji neprazdné disjunktni
oteviené mnoziny A, B tak, ze X = AU B. Ovsem A = X\B, B = X\A, takze A, B jsou
zaroven uzaviené. Obracené, plati-li X = A U B pro disjunktni uzaviené mnoziny A, B, pak
X = (X\A) U (X\B), takze X je nesouvisly.

(b) Bud X souvisly topologicky prostor, f : X — {1,2} spojité zobrazeni. Pak f~1(1)U f~1(2)
a mnoziny f~1(1), f71(2) jsou disjunktni a oteviené. Ze souvislosti X vyplyv4, Ze jedna z nich je
prazdna, t.j. f je konstantni.

Obrécené tvrzeni vyplyva z toho, ze je-li X nesouvisly, X = AU B, kde A, B jsou neprazdné
disjunktni oteviené mnoziny, pak zobrazeni f : X — {1,2}, definované vztahem f(A) = {1},
f(B) = {2}, je spojité.

2. Necht 71, 73 jsou dvé srovnatelné topologie na mnoziné X. Je-li topologicky prostor X
souvisly (resp. nesouvisly) v jedné z téchto topologii, lze ¥ici néco o jeho souvislosti ve druhé
topologii?

Reseni. Nechf 71 C 5. Pak identické zobrazeni idx je spojité, uvazujeme-li jeho definiéni
obor (resp. obor hodnot) s topologii 7o (resp. 71). je-li tedy X souvisly v topologii 72, je souvisly
také v 7 (Véta 5. odst. 8.1 str. 251). Je-li X nesouvisly v 71, je nesouvisly rovnéz v 7.

3. Bud X topologicky prostor. Rozhodnéte, zda jsou pravdiva tato dvé tvrzeni:
(a) Je-li X souvisly, pak pro kazdou neprdzdnou podmnozinu A C X, A # X, plat{ fr A # (.
(b) Jestlize pro kazdou neprdzdnou podmnozinu A C X, A # X, plat{ frA # 0, pak je X
souvisly.

Reseni. Obé tvrzeni plati. (a) Bud A neprazdnd mnozina v X, A # X, takova, ze fr A = {.
Jelikoz fr A = cl ANcl(XPA) a plati cl AU cl(X\A) = X, je X nesouvisly topologicky prostor (cv.
1 (a)). (b) Bud X nesouvisly topologicky prostor. Existuje neprdzdnd mnozina A C X, A # X,
ktera je zaroven oteviend i uzaviend (Veéta 1. odst. 8.1 str. 249). Pak ovsem fr A = cl ANcl(X\A4) =
AN(X\A) = 0.

4. Darbouxova véta. Bud X souvisly topolgicky prostor, f : X — R spojitd funkce, x1,
x2 € X libovolné body. Predpoklddejme, ze pro ¢islo 2 € R plati f(z1) < ¢ < f(x2). Pak existuje
bod x € X tak, ze f(z) = c¢. Dokazte.

Reseni. Podle Véty 5. odst. 8.1 str. 251 je f(X) C R souvisld mnozina. Je to tedy interval
(pf. (5) odst. 8.4 str. 258); ovSem tento interval obsahuje body f(z1), f(z2). Ke kazdému &islu ¢
lezicimu mezi f(x1), f(z2) tedy existuje bod z € X tak, ze ¢ = f(x).

5. Rozhodnéte, které z nize uvedenych topologickych prostoru jsou souvislé a které nesouvislé.
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U nesouvislych prostoru urcete jejich souvislé komponenty.
(a) Mnozina R s topologii koneénych dopliku.
(b) Mnozina X s topologii kone¢nych dopliku.
(c) Graf G Dirichletovy funkce f uvazovany jako podprostor Euklidova prostoru R?.
(d) Grat Gy Dirichletovy funkce f s finalni topologii.
(e) Mnozina X = {1,2,3,4,5} s topologii, generovanou bazi ¢ = {0,{1},{1,2},{1,2,3},
{1,2,4},{1,5}} (prov. cv. 4 kap. 2).
(f) Mnozina racionélnich ¢isel Q s pFirozenou topologii.
(g) Mnozina iraciondlnich ¢isel s pFirozenou topologii.
(h) Mnozina pfirozenych ¢isel N s pfirozenou topologii.

Mnozina komplexnich ¢isel C s pfirozenou topologii.
(k) Topologicky prostor ¢l f((0,1)) C [—1,1]? vznikajici kompaktifikaci f(t) = (¢,sin(1/t)) in-
tervalu (0,1) C R.
(1) Topologicky prostor R* = R U {—00, 00} s metrickou topologii, definovanou metrikou d* ze
cv. 24 (b) kap. 5.
(m) Topologicky prostor X, definovany ve cv. 15 kap. 4.
(n) Podmnozina X = {(z,y) € R? | 2% + y* # 1} Euklidova prostoru R?.
(o) Sféra S™ Cc R"*L.
(p) Oteviend koule v R™.

)
)
)
(q) Toroid.
)
)
)

)

)
(i) Kone¢nérozmérny redlny vektorovy prostor s pfirozenou topologii.
(1)

)

r) Mobiova paska.
Kleinova lahev.
t) Redlnd projektivni rovina RP2.
(u) R™\{0} s pfirozenou topologii.

Reseni. (a) Je souvisly podle cv. 2 (topologie koneénych doplikii je slabsf nez piirozens
topologie).

(b) Je-li mnozina X koneénd, pak topologie koneénych dopliku na X splyvéa s diskrétni topologif
(cv. 13 (b) kap. 1), t.j. X je tplné nesouvisly prostor (srov. pt. (2) odst. 8.4 str. 257). Je-li mnozina
X nekonecnd, pak X je souvisly: pro libovolnou dvojici neprazdnych otevienych mnozin U =
X\K1, V=X\K> C X, kde K3, K> jsou kone¢né mnoziny, plati U UV = X\ (K; UK>) # X.

(c) Nenf souvisly: Plat{ Gy = My UMa, kde My = {(z, f(z)) € R? | 2 € Q} a My = {(z, f(x)) €
R? | » € R\Q}; pfitom mnoziny M;, My jsou zfejmé neprazdné, disjunktni a oteviené. Souvisla
komponenta libovolného bodu (z, f(z)) € Gy je mnozina {(z, f(z))}: vyplyva to z toho, ze mezi
libovonymi dvéma body z,y € Q (resp. x, y € R\Q) lezi iraciondln{ (resp. racionélni) ¢islo, a tedy
body (z, f(x)), (v, f(y)) lze oddélit otevienymi mnozinami, jejichz sjednocenim je Gy; je-li x € Q
a y € R\Q, pak za takové mnoziny lze vzit My a Mo.

(d) Uvazujeme-li na G findlni topologii vzhledem k zobrazeni f, pak topologicky prostor G je
souvisly (je spojitym obrazem souvislého prostoru R).

(e) X je souvisly prostor: zddna oteviend neprazdnd podmnozina X ruznd od X nenf uzaviena.

(f) Q neni souvisly: zvolme 2 € R\Q; pak ((—oo,2) NQ) U ((z,00) N Q) je vyjadieni Q ve tvaru
sjednoceni dvou neprdzdnych disjunktnich otevienych mnozin. Q je plné nesouvisly (porov. (c)).

(g) Je to tplné nesouvisly prostor (dukaz analogicky jako v (f)).

(h) N je tplné nesouvisly: pfirozend topologie na N splyvé s diskrétni topologii.

(i) Je souvisly (je homeomorfn{ s Euklidovym topologickym prostorem, porov. pf. (6) odst. 3.7
str. 44).

(j) Je souvisly (je homeomorfni s R x R, porov. pi. (7) odst. 3.7 str. 45).

(k) Je souvisly: zobrazeni f je spojité, tedy f((0,1)) je souvisly; podle Dusledku (a) Véty 3.
odst. 8.1 str. 250 je rovnéz cl £((0,1)) souvisly.

(1) Podle cv. 24 (b) kap. 5 je (R*,d*) = cIR, kde R je Eukliduv metricky prostor. R* je tedy
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souvisly podle Dusledku (a) Véty 3. odst. 8.1 str. 250.

(m) Nenf souvisly: kazdd z mnozin systému (0,).cx je zaroven oteviend i uzaviend. X je tiplné
nesouvisly.

(n) X nenf souvisly: mnoziny M; = {(z,y) € R?> |22 +1y?> <1} a My = {(z,y) e R* | 2% +¢? >
1} jsou disjunktni neprézdné oteviené podmnoziny X takové, ze X = My U Ms. My, My jsou
zdroven souvislé komponenty X (obé jsou obloukové souvislé).

(c) Je souvisld: je homeomorfni s Alexandrovovou kompaktifikaci R"™, kterd je souvisld jako
uzavér souvislého prostoru R”.

(p) Je souvisld, nebot je to konvexni mnozina (srov. pf. (6) odst. 8.4 str. 258 a Véta 12. odst.
8.3 str. 256).

(q) Je souvisly (soucin souvislych prostort).

(r) Je souvisla: je faktorovym prostorem souvislého prostoru [0, 1]2.

(s) Je souvisla (srov. (r)).

(t) Je souvisld (srov. (r)).

(u) Je souvisld, nebot je obloukové souvisld: libovolné dva body P, Q lze spojit lomenou &arou.

6. (a) Je spojitym obrazem nesouvislého prostoru nesouvisly prostor?
(b) Je vzorem nesouvislého prostoru pii spojitém zobrazeni nesouvisly prostor?

Reseni. (a) Spojitym obrazem nesouvislého topologického prostoru muze byt souvisly i ne-
souvisly topologicky prostor. Kanonickou projekei nesouvislého podprostoru ([0, 1] x {0}) U([0, 1] x
{1}) € R? na R je souvisly podprostor [0,1] C R; promitneme-li tento nesouvisly prostor na R
druhou kanonickou projekei, dostaneme nesouvisly prostor {0,1}.

(b) Bud f : X — Y spojité zobrazeni, A C Y nesouvisly podprostor. Existuje neprazdna
podmnozina B C A, B # A, kterd je oteviena i uzaviend v A. Pak f~1(B) je uzavfend i oteviend
mnozina v f71(A) C X, f7Y(B)#0a f~1(B) = f~1(A4), t.j. f~1(A) je nesouvisly.

7. Ukazte, ze obecnd linedrn{ grupa GL,,(R) je nesouvisly topologicky prostor.

Reseni. GL,(R) je sjednoceni dvou disjunktnich otevienych mnozin GL}(R) = {A €
GL,(R) | det A >0}, GL,,(R) = {A € GL,(R) | det A < 0}.

8. Rozhodnéte, zda jsou homeomorfni tyto topologické prostory:
RaR"pron > 1.
R a S!' C R2

)
(b)
) Intervaly (a,b), [a,b] C R.
)
)
)

(a
b
(c
(d) Intervaly (a,b], (a,b) C R.
(e) Intervaly (a,b], [a,b] C R.
(f) R s uzavieny interval v R.
(g) Uzavieny interval v R a kruznice S v R?.

Reseni. Zadné z uvedenych dvojic topologickych prostorii nejsou homeomorfni. Dokézeme to
s pouzitim cv. 15 (b) kap. 3.

(a) Mnozina R™\{0} je souvisld (cv. 5 (u)), zatimco mnozina R\{z} je nesouvisld pro kazdé
z € R.

(b) Mnozina S'\{N}, kde N je severni pdl, je souvisld (je homeomorfn{ s R, viz pt. (8) odst.
3.7 str. 45), zatimco R\{z} je nesouvisld mnozina pro kazdé = € R.

(¢) Mnozina [a, b]\{b} = [a,b) je souvisld, zatimco (a,b)\{z} je nesouvisld pro kazdé x € (a,b).

(d) Mnozina (a,b]\{b} = (a,b) je souvisld, zatimco (a,b)\{z} je nesouvisld pro kazdé x € (a,b).

(e) Pfedpokladejme, ze intervaly (a,b], [a,b] jsou homeomorfni a oznac¢me h : (a,b] — |[a,b]
néjaky jejich homeomorfismus. Pak f = h|(, 3 je homeomorfismus (a,b) na h(a,b) C [a,b] (cv. 15
(a) kap. 3). Mnozina h((a,b)) je souvisld (Véta 5. odst. 8.1 str. 251), je to tedy interval (pt. (5)
odst. 8.4 str. 258). Podle (c) a (d) musi tento interval byt otevieny, t.j. h((a,b)) = (¢,d) C [a,b].
Ovsem h je bijekce, proto h((a,b]) = h((a,b)) U h({b}) = (¢,d) U {h(b)} # |a,b], nebof mnozina
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{h(b)} je jednoprvkova. To je ovSem spor s predpokladem, ze h((a,b]) = [a,b]. Odtud vyplyva, ze
intervaly (a, b], [a,b] C R nejsou homeomorfni.

Jiny dukaz tohoto tvrzeni vyuziva Dusledek 2. Véty 5. odst. 8.1 str. 197: (a, b] neni kompaktni,
zatimco [a, b] je kompaktni, takze topologické prostory (a,b], [a,b] nemohou byt homeomorfni.

(f) R je homeomorfni s otevienym intervalem v R, otevieny interval neni homeomorfni s
uzavienym intervalem (srov. (c)).

(g) Predpokladejme, ze existuje homeomorfismus h : St — [a, b]. Pak jeho zizen{ f na podprostor
SI\{N}, kde N je severni pdl, je homeomorfismus S'\{N} na [a,b]\h({N}). Oviem S'\{N} je
souvisly, a tedy h(IN) = a nebo h(N) = b. Dostdvame tak, Ze existuje homeomorfismus S'\{N} a
intervalu [a, b), t.j. homeomorfismus (a,b) a [a,b), coz je spor (srov. (d)).

9. Dokazte, ze souvisly uplné regularni topologicky prostor, ktery mé alespon dva prvky, je
nespocetny.

Reseni. Bud X souvisly tplné reguldrni prostor obsahujici alesponn dva rizné body 1, s.
Podle definice existuje spojitd funkce f : X — [0,1] takova, ze f(z1) = 0 a f(a2) = 1. Podle
Darbouxovy véty (cv. 4) ke kazdému ¢islu ¢ € (0,1) existuje € X tak, ze f(z) = c. Plati
tedy f(X)=10,1], t.j. f je surjektivni. Odtud vyplyvd, Zze mohutnost mnoziny X neni mensi nez
mohutnost mnoziny [0, 1], kterd je nespocetnd (cv. 15 kap. 7).

10. (a) Bud X souvisly topologicky prostor, f : X — Y jeho kompaktifikace. Ukazte, Zze Y je
souvisly topologicky prostor.
(b) Je-li B-obal dplné reguldrniho prostoru X souvisly, pak kazdd oddélitelnd kompaktifikace
topologického prostoru X je souvisly topologicky prostor. Ukazte.
(c) Uplné regularni topologicky prostor je souvisly tehdy a jen tehdy, kdyz jeho 8-obal je souvisly.
Ukazte.

Reseni. (a) Plati Y = cl f(X), takze tvrzeni vyplyva z Dusledku (a) Véty 3. odst. 8.1 str.
250.

(b) Tvrzeni vyplyvé z Dusledku Véty 5. odst. 8.1 str. 251 a ze cv. 55 (b) kap. 7.

(c) Je-li X souvisly tiplné reguldrni prostor, pak SX je souvisly podle (a). Obracené, ukdzeme,
ze je-li B-obal X uplné regularniho prostoru X souvisly, pak X je souvisly. Predpoklddejme,
ze X neni souvisly, t.j. Ze existuji neprdzdné disjunktni oteviené mmnoziny A, B C X tak, ze
X = AU B. Definujeme funkci f : X — [0,1] vztahem f(A) = {0}, f(B) = {1}. f je zfejme
spojitd. Podle Dusledku 1. Véty 27. odst. 8.1 str. 210 existuje spojitd funkce F' : SX — [0, 1] tak, ze
f = Focx, kde cx je Cechova-Stoneova kompaktifikace X. Ziejmé F(cx(A)) = {0}, F(cx(B)) =
{1}. Dostédvdme tak s pomoci Véty 2. odst. 2.1 str. 18 F(clex(A)) C cl F(ex(A)) = {0}, t.J.
F(clex(A)) = {0} a analogicky F(clex(B)) = {1}. Odtud vyplyva, ze clex(A) Nclex(B) = 0.
Ovsem X =clex(X) = c(Cx(AUB)) =cl(ex(A) Uex(B)) = clex(A)Uclex (B). fX jsme tak
vyjadiili ve tvaru sjednoceni dvou neprézdnych disjunktnich uzavienych mnozin. Podle cv. 1 (a)
je BX nesouvisly.

11. Rozhodnéte, zda sjednoceni soufadnicovych os v R? je topologickd varieta s okrajem. Je
toto sjednoceni parakompaktni varieta s okrajem?

Reseni. Oznacme X = (R x {0})U({0} x R). X neni parakompaktni (a tedy ani topologicka)
varieta s okrajem. Ukdzeme, Ze X neni lokdlné homeomorfn{ s R™ pro zddné n. Necht n = 1.
Piedpokladejme, ze v bodeé (0,0) € X existuje souradnicovy systém (U, ¢). Mnozina U je oteviend
v X, existuji tedy ¢isla a, b > 0 tak, ze mnozina V = ((—a,a) x {0}) U ({0} x (=b,b)) lezi v U.
Tato mnozina je souvisld (Véta 3. (b) odst. 8.1 str. 250), ¢(V) C R_ je interval (pf. (5) odst. 8.4
str. 258). Mnoziny V a ¢(V') ovSem nemohou byt homeomorfni: mnozina V\{(0,0)} je nesouvisla,
mé Ctyfi komponenty, zatimco (V) z pro kazdé x (V) je nesouvisld mnozina majici pouze dvé
souvislé komponenty. To je ovsem spor s predpokladem, ze (U, ¢) je soufadnicovy systém v bodé
(0,0) € X. Nechf n > 1. Pak mnozina p(V)\{z} C R" je souvisld pro kazdé z € ¢(V), neni tedy
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homeomorfni s mnozinou V\{(0,0)}. Tedy ani v tomto piipadé (U, ) neni soutradnicovy systém
v bodé (0, 0).

12. Bud f zobrazeni souvislého topologického prostoru X s topologii 7 do mnoziny Y. Je-li
obraz fr topologie T diskrétni topologie, pak f je konstantni. Dokazte.

Reseni. Bud y € Y bod, lezici v mnozing f(X) C Y. Plati X = f~4(Y) = f~'({y} U
\{y}) = {yhH U y\{y}). Pritom f~*({y}), F~'(Y'\{y}) jsou oteviené mnoziny v X,
jelikoz {y}, Y\{y} € fr. Z toho, ze Y je souvisly, vyplyva, Ze jedna z téchto mnozin musi byt
prazdné. Podle predpokladu f~1({y}) # 0, takze f~1(Y\{y}) = 0 a tedy X = f~*({y}), t.j.
{y} = f(X).

Lokalné souvislé prostory

13. Rozhodnéte, zda je pravdivé toto tvrzeni: Jestlize souvislé komponenty topologického pro-
storu X jsou oteviené a zaroven uzaviené, pak X je lokalné souvisly.

Reseni. Tvrzeni neplati; kdyby platilo, pak by kazdy souvisly prostor musel byt lokdlné sou-
visly, coz odporuje pi. (4) odst. 8.4 str. 258.

14. Piedpoklddejme, Ze na mnoziné X jsou dany topologie 71 a 7o pficemz 71 C 72. Nechf
X je lokalné souvisly v jedné z téchto topologii. Co lze usoudit o lokalni souvislosti X ve druhé
topologii?

Reseni. Obecné nelze Fici nic. Uvedeme piiklad. Na mnoziné R uvazujme topologii diskrétni
7p, Sorgenfreyovou Tg a prirozenou 7. Plati 7 C 79 C 7p a piitom (R, 7) a (R, 7p) jsou lokdlné
souvislé, zatimco (R, 7s) neni lokdlné souvisly (srov. pt. (6) odst. 8.4 str. 258, (2) odst. 8.4 str.
257, (3) odst. 8.4 str. 258).

15. Necht X je lokalné souvisly topologicky prostor s topologii 7, Y mnozina, f : X — Y
zobrazeni. Uvazujme mnozinu Y s obrazem topologie f7. Je topologicky prostor Y lokdlné souvisly?

Reseni. Y je lokalné souvisly; tvrzeni se dokdze podobné jako Véta 10. odst. 8.2 str. 255.

Bud U C Y oteviend mnoZina, A souvisld komponenta mnoziny U. Je-li f=1(4) = 0, pak
podle definice obrazu topologie je mnozina A C Y oteviend. Necht f~1(A) # 0. Bud x € f~1(4)
bod, V, souvisld komponenta bodu z v f~}(U). Podle Véty 9. odst. 8.2 str. 254 je V, oteviend
mnozina, nebot f~1(U) je otevienid. Mnozina f(V,) je souvisld (Véta 5. odst. 8.1 str. 251) a
obsahuje bod f(z). Podle definice souvislé komponenty tedy f(V,) C A, odkud V, C f~1(A).
Tedy f~1(A) = [V, (sjednoceni pies x € f~1(A)). To oviem znamena, ze f~!(A) je oteviend
mnozina a podle definice topologie f7 je A otevienda mnozina. Podle Véty 9. odst. 8.2 str. 254 je
tedy prostor Y lokalné souvisly.

16. Rozhodnéte, které z topologickych prostoru (a) — (u) ze cv. 5 jsou lokdlné souvislé.

Reseni. (a) Je lokdlné souvisly: libovolnd oteviena mnozina U v tomto topologickém prostoru
mé tvar U = R\ K, kde K je konetnd mnozina. U je zfejmé nekoneénd. Analogicky jako ve cv. 5
(a) odtud dostaneme, ze U je souvisla.

(b) Je lokdlné souvisly: Je-li X kone¢nd mnozina, pak topologie koneénych doplikt na X splyva s
diskrétni topologii, které je lokélné souvisld (pf. (2) odst. 8.4 str. 257). Je-li X nekoneénd mnozina,
pak kazda oteviend podmnozina U C X je souvisla (srov. (a)).

(¢) Neni lokdlné souvisly: souvisld komponenta libovolného bodu (z, f(z)) je mnozina
{(z, f(x))}, kterd neni oteviend (srov. Dusledek Véty 9. odst. 8.2 str. ?7?).

(d) Je lokdlné souvisly (srov. cv. 15).

(e) Je lokalné souvisly: lokdln{ bdze v bodé 1 (resp. 2, resp. 3, resp. 4, resp. 5) je tvofena



8.4. P¥iklady 265

mnozinou {1} (resp. {1,2}, resp. {1,2,3}, resp. {1,2,4}, resp. {1,5}), kterd je souvisld.

(f) Neni lokdlné souvisly: souvisld komponenta bodu x je mnozina {z}, kterd neni oteviend
(srov. Dusledek Véty 9. odst. 8.2 str. 77?).

(g) Neni lokdlné souvisly (srov. (f)).

(h) Je lokdlne souvisly: dand topologie splyvé s diskrétni topologii, ktera je lokélné souvisld (pf.

(2) odst. 8.4 str. 257).

(i) Je lokdlné souvisly (je homeomorfni s Euklidovym topologickym prostorem).

(j) Je lokélné souvisly (srov. (i)).

(k) Nenfi lokalné souvisly: Bud P € {0} x [—1,1] libovolny bod, B(P,1/4) oteviena koule v R?
se stfedem v P. Pak souvisld komponenta mnoziny B(P,1/4) obsahujici P je mnozina B(P,1/4)N
({0} x [—1,1]), kterd neni oteviend (srov. Véta 9. odst. 8.2 str. 254).

(1) Je loké&lné souvisly, nebof je homeomorfni s uzavienym intervalem [—1,1] C R, ktery je
lokélné souvisly: zobrazeni f : [—1,1] — R, definované vztahem f(t) = t/(1 — |t|) pro ¢t € R,
f(t) =0 prot =1, f(t) = —oo pro t = —1, je ziejmé homeomorfismus.

(m) Neni lokélné souvisly (ze stejnych davodu jako (f)).

(n) Je lokdlné souvisly podle Véty 9. odst. 8.2 str. 254.

(o) Je lokélné souvisly podle Véty 2. odst. 8.2 str. 254: Je-li U C S™ neprdzdnd oteviend
mnozina ruznd od S™, pak je homeomorfni s otevienou mnozinou V. C R"™ a tedy kazdd jeji
souvisld komponenta je oteviena v S™; je-li U = S™, pak U je souvisla a oteviend v S™.

(p) Je lokdlné souvisld (Véta 9. odst. 8.2 str. 254).

(q) Je lokalne souvisly (je homeomorfni se sou¢inem dvou souvislych lokélné souvislych prostoru
S1: viz Véta 11. odst. 8.2 str. 255 a (p)).

(r), (s)Jébu lokdlné souvislé: jsou homeomorfni s faktorovym prostorem topologického prostoru
[0,1]2 C R?, ktery je lokdlné souvisly jako soucin dvou souvislych lokdlné souvislych prostort
(Véta 11. odst. 8.2 str. 255, Véta 10. odst. 8.2 str. 255).

(u) Je lokélné souvisly podle Véty 9. odst. 8.2 str. 254 (R™ \ {0} je oteviend podmnozina R",

t.j. kazdd oteviend podmnozina U C R™ \ {0} je také oteviend v R™).

Obloukové souvislé prostory

17. Je uzavér obloukové souvislého topologického prostoru obloukové souvisly?

Reseni. Nemusi byt obloukové souvisly. Uvazujme topologicky prostor X z pf. (4) odst. 8.4
str. 258. X \ {P} je obloukové souvisly, pfitom X = cl(X \ {P}) neni obloukové souvisly.

18. Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni: Nechf 71, 7 jsou dvé toplogie na mnoziné X, 7y C 7o.
Je-li (X, 72) obloukové souvisly prostor, pak také (X, 71) je obloukové souvisly.

Reseni. Tvrzeni plati: (X, 7) je spojitym obrazem obloukové souvislého prostoru (X, 72) pfi
zobrazeni idx (Véta 14. odst. 8.3 str. 256).

19. Ukaizte, ze topologicky prostor X = cl f((0,1)), kde f : (0,1) — [-1,1]? je zobrazen,
definované vztahem f(t) = (t,sin(1\t)), je souvisly, ale neni obloukové souvisly.

Reseni. Souvislost tohoto prostoru jiz byla dokdzéna ve cv. (k). Dokézene, ze X neni ob-
loukové souvisly. Bud P € {0} x [-1,1] libovolny bod. Pfedpoklddejme, Ze existuje oblouk
g:[a,b] — X tak, ze g(a) = P. Vysetifme mnozinu M = g~1({0} x [~1, 1]), ktera obsahuje bod a.
M je uzaviend mnozina, nebot je vzorem uzaviené mnoziny {0} x [—1, 1] pfi spojitém zobrazeni
g- Bud x € M libovolny bod. Uvazujme Otevienou kouli B se stiedem v bodé g(z) a polomérem
r = 1/4. Ze spojitosti g vyplyvé, Ze existuje otevieny interval I, v [a, b] se stfedem v bodé z takovy,
ze g(I;) C BN X. Mnozina I, je souvisld podle Dusledku 1. Véty 7. odst. 8.1 str. 252, tedy také
9(I;) je souvisld podle Véty 5. odst. 8.1 str. 251. Odtud vyplyva, ze g(I,) C BN ({0} x [-1,1]),
t.j., ze I, C g~ (BN ({0} x [-1,1])) C M. MnoZzina M je tedy oteviend. Interval [a,b] je souvisly
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a M C [a,b] je neprazdnd podmnozina, kterd je uzaviend a zéroven oteviend. To ovSem znamens,
ze M = [a,b]. Odtud vyplyvé, ze zédny bod Q € X \ ({0} x [—1, 1]) nelze spojit obloukem s bodem
P. Topologicky prostor X tedy neni obloukové souvisly.

20. Dokazte, ze kazda oteviend souvisld podmnozina Euklidova prostoru R” je obloukové
souvisla.

Reseni. Bud U C R" oteviens podmnozina. U je ziejmé lokalné obloukové souvisly prostor:
kazdy bod x € U m4 lokalni bazi tvofenou otevienymi koulemi, coz jsou konvexni a tedy obloukové
souvislé mnoziny (pf. (6) odst. 8.4 str. 258). Jelikoz U je souvislé, je podle Dusledku Véty 16. odst.
8.3 str. 7?7 také obloukové souvislé.

Uvedeme jiné feseni. Bud = € U bod. Oznaéme A podmnozinu mnoziny U, tvofenou vsemi
body z U, které lze spolit obloukem s bodem z. Ukdzeme, Ze mnozina A je oteviend v U. Bud
q € Alibovolny bod. U je oteviend mnozina, existuje tedy oteviend koule B(q, €) lezici v U. B(q, €)
je oviem obloukové souvisld mnozina, proto B(g,€) C A. Odtud jiz vyplyva otevienost mnoziny A.
Nyni ukdzene, ze A je uzaviend v U. Polozme V = U\ A; mnozina V je tvofena vSemi body y € U,
které nelze spojit obloukem s bodem z. Necht p € V je libovolny bod. Jelikoz U je oteviend, existuje
d > 0 a oteviend koule B(p, ) lezici v U. Ovsem B(p, d) je obloukoveé souvisld mnozina, plati tedy
B(p,d) C U. Kdyby totiz existoval bod y € B(p, d) nelezici ve V, pak by platilo y € A, t.j. existoval
by oblouk spojujici body y a x a tedy také oblouk spojujici body p a x, coz je spor s konstrukci
mnoziny V. Ukézali jsme, Ze mnozina V obsahuje s kazdym svym bodem néjaké jeho okoli, je tedy
oteviend v U. Odtud ovSem vyplyva, ze A je neprazdnd oteviend a soucasné uzaviend podmnozina
souvislého prostoru U. Plati tedy A = U a U je obloukové souvisly topologicky prostor.

21 Rozhodnéte, zda jsou obloukové souvislé tyto topologické prostory:

h) Mobiova paska.
i) Redlna projektivn{ rovina RP?.

Reseni. Viechny uvedené topologické prostory jsou obloukové souvislé.

(a) S! je spojitym obrazem obloukové souvislé mnoziny [0,1) pii zobrazeni f : [0,1) — R?Z
definované vztahem f(t) = (cos 2nt, sin 27t) (srov. cv. 10 kap. 3, Véta 14. odst. 8.3 str. 256).

(b) Ozna¢me N (resp. S) severni (resp. jizn{) pdl sféry S™ a uvazujme stereografickou projekei
¢ (resp. ¥) ze severniho (resp. jizniho) pélu. Zobrazeni ¢ (resp. ) je homeomorfismus S™ \ {N}
(resp. S™\ {S}) na R™. Podprostory S™\ {N}, ™\ {S} C S™ jsou tedy obloukové souvislé. Podle
Véty 13. odst. 8.3 str. 256 je také S™ obloukové souvisly prostor.

(c) Gy s findlni topologii je spojitym obrazem obloukové souvislého prostoru R (srov. Véta 14.
odst. 8.3 str. 256).

(d) [0,1]? € R? je konvexni mnoZina (srov. pt. (6) odst. 8.4 str. 258).

(e) Topologie koneénych dopliku na R je slabsi nez pfirozend topologie, kterd je obloukove
souvisld; R s topologii koneénych dopliiku je tedy obloukové souvisly podle cv. 18.

(f), (g), (h), (i) Jde o faktorové prostory obloukové souvislého prostoru [0,1]*> C R? (srov.
Dusledek Véty 14. odst. 8.3 str. 256).

22. Je kazdy lokalné obloukové souvisly topologicky prostor lokalné souvisly?

Reseni. Ano. Tvrzeni vyplyva z definice a z Véty 12. odst. 8.3 str. 256.
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23. (a) Uved'te ptiklad lokélné obloukové souvislého prostoru, ktery neni obloukové souvisly.
(b) Uved'te pifklad obloukové souvislého prostoru, ktery neni lokalné obloukové souvisly.

Reseni. (a) Staci vzit disjunktni sjednoceni dvou lokélné obloukové souvislych prostort, které
jsou zaroven obloukové souvislé, napi. sjednoceni dvou disjunktnich neprazdnych otevienych kouli
v R™

(b) Polozme X = ({0} x [0,1]) U([0,1] x {0}) U (M x [0,1]), kde M ={ge R | ¢g=1/n,n € N}
(porov. s pf. (4) odst. 8.4 str. 258). X je zfejmeé obloukové souvisly podprostor Euklidova prostoru
R?. X ovsem neni lokdlné obloukové souvisly: Uvazujme napf. otevienou mnozinu U = B N X,
kde B je oteviena koule v R? se stiedem (0,1) a polomérem 1/4. Souvisl4 komponenta mnoziny
U obsahujici bod (0,1) zfejmé neni oteviend v X (viz obr. 1), t.j. X nenf lokdlné souvisly. Podle
cv. 22 neni ani lokalné obloukové souvisly.

Obr. 2

b D

7

2

24. Dokazte, ze souéin systému topologickych prostoru (X,),er je obloukové souvisly prave
tehdy, ktyz kazdy z topologickych prostoru X, je obloukové souvisly.

Regeni. Je-li soucin X = ][] X. obloukové souvisly, pak kazdy z topologickych prostora X,
musi byt obloukové souvisly jako spojity obraz X pri faktorové projekci pr, : X — X, (Véta
14. odst. 8.3 str. 256). Obracené predpokladejme, ze pro kazdé ¢ € I je topologicky prostor X,
obloukové souvisly. Necht x,7 € X jsou libovolné dva body. Ke kazdému ¢+ € I existuje oblouk
f.:10,1] — X, takovy, ze f,(0) = pr,(z), f.(1) = pr,(y). Klademe f = (f,).cr. Dostdvame spojité
zobrazen{ f : [0,1] — X (Véta 10. (b) odst. 3.3 str. 36) a plati f(0) ==z, f(1) =yv.

25. Dokazte, ze soutin systému topologickych prostoru (X, ),cs je lokdlné obloukové souvisly
tehdy a jen tehdy, kdyz kazdy z topologickych prostoru X, je lokalné obloukoveé souvisly a existuje
koneénd mnozina J C I tak, ze X, je obloukové souvisly pro kazdé x € I\ J.

Reseni. Dikaz je analogicky ditkazu Véty 11. odst. 8.2 str. 255 (vyuZijeme cv. 24).
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