DIFERENCIALNI ROVNICE, SYMETRIE A GRUPY
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1. GRUPY, SYMETRIE, AKCE

1.1. Grupy.
1.1. Definice (Galois, cca 1840). Budte M libovolnd mnozina, ® : M x M — M.
Dvojice (M, ®) se nazyvé grupa, jsou-li splnény nasledujici podminky:

(1) (Vo,y,ze M)z O (y©2) = (z0y) ©2),

(2) Bee M)(VzeM)(e®x=x0e=ux),

B) VeeM)FzteM)(zoazt=st0z=0¢).
Pozndmka. Nejmensi moZné grupa obsahuje jediny prvek (jednotku) a nazyva se
trividlni grupa.

1.2. Definice. Grupa (M, ®) se nazyva Abelova, jestlize pro kazdé x, y € M plati
rOY=yox.

1.3. Definice. Budte G = (M, ®) grupa, N C M. Je-li (N, ®|nyxn) grupa, nazyva

se podgrupou grupy G.

Pozndmka. Budte G = (M, ®) grupa, N C M. Potom (N, ®|yxn) je podgrupa

grupy G pravé tehdy, kdyz pro kazdé a, b € N plati a ©b~! € N.

1.4. Definice. Budte (M, ®), (N, -) grupy, f : M — N. Zobrazeni f se nazyvé
homomorfizmus, jestlize pro kazdé x, y € M plati

fl@oy) = f()- f).
Je-1i f navic prosté, resp. ,,na”, resp. prosté a ,na”, nazyva se monomorfizmus, resp.
epimorfizmus, resp. izomorfizmus.

1.5. Priklad. (1) Abelova grupa (Z, +), resp. (R, +), resp. (C, +) se nazyva
aditioni grupa celych, resp. redalnych, resp. komplexnich cisel.
(2) Abelova grupa (R — {0}, .), resp. (C — {0}, .) se nazyva multiplikationd
grupa redlnych, resp. komplexnich cisel.
(3) Bud (M, T, ®, ®) vektorovy prostor. Potom (M, @) je Abelova grupa.
1



2 DIFERENCIALNI ROVNICE, SYMETRIE A GRUPY

(4) DilezZitou tf¥idu grup tvoii grupy, jejichz prvky jsou ¢étvercové matice a gru-
povou operaci je nasobeni matic:

e Je zfejmé, Ze mnozina vsSech ¢tvercovych realnych, resp. komplexnich
matic n-tého fadu spoleéné s operaci nasobeni matic grupu netvori.
Omezime-li se v8ak na reguldrni matice, ziskdme takto grupu GL(n, R),
resp. GL(n, C) (anglicky General Linear):

GL(n, R) = {A € R"™" | det A £ 0}, GL(n, C)={AecC™|det A #0}.

e Podgrupou grupy GL(n, R), resp. GL(n, C) je grupa SL(n, R), resp.
SL(n, C) (anglicky Special Linear) vSech redlnych, resp. komplexnich
¢tvercovych matic n-tého fadu s determinantem rovnym jedné:

SL(n, R)={A € GL(n, R)| det A=1}, SL(n, C)={A € GL(n, C)|det A =1}.
e Grupu tvofi téz mnozina vSech celodiselnych ¢tvercovych matic n-tého
fadu s determinantem rovnym jedné. Tato grupa se nazyva moduldrni
a znadi se SL(n, Z):
SL(n, Z) ={Ae€Z™" | det A=1}.
e Dalsi podgrupou GL(n, R) je grupa O(n) vSech ortogonalnich matic
(anglicky Orthogonal):
O(n) ={A € GL(n, R) [ (Az, Ay) = (z, y) Yz, y € R"}.
Podgrupou O(n) (a tedy i GL(n, R)) je grupa vSech ortogonélnich
matic s determinantem rovnym jedné SO(n) (anglicky Special Ortho-
gonal):
SO(n) ={A € O(n)|det A=1}.
e Podgrupou GL(n, C) je grupa U(n) vSech unitarnich matic (anglicky
Unitary):
U(n) = {A € GL(n, ©)| (Az, Ay) = (z, y) ¥z, y € C"}.
Podgrupou U(n) (a tedy i GL(n, C)) je grupa vSech unitarnich matic
s determinantem rovnym jedné SU(n) (anglicky Special Unitary):
SU(n)={A€U(n)|det A=1}.
1.2. Symetrie.

1.6. Definice. Budte B libovoln4 mnoZina, A C B, 7: B — B.
(1) Zobrazeni T se nazyva slabd symetrie mnoziny A, jestlize 7(A) C A.

(2) Zobrazeni T se nazyva symetrie mnoziny A, jestlize 7(A) = A.

1.7. Véta. Budte B libovolnd mnozina, A C B, 7 : B — B prosté zobrazeni. Necht
7 a 7! jsou slabé symetrie mnoziny A. Potom 7 a 7! jsou symetrie mnoziny A.

Dikaz. Plati 7(A) C A, 771(A) C A, Tor7 ! = 771 o7 = id. Odtud napt.
A= (ror71)(A4) = 7(771(A4)) C 7(A), tedy 7(A) = A. Druhou &ast dokazeme
podobné. 0

1.8. Véta. Budte B libovolnd mnozina, A C B, 11, 72 (slabé) symetrie mnoZiny A.
Potom 71 o 72 je (slabd) symetrie mnoziny A.

Didkaz. Plati (1 o 1)(A) = 11(12(4)) C 7 (A) C A. Jsou-li 71, 72 dokonce
symetrie, mizeme psat misto obou inkluzi rovnosti. O

1.9. Dusledek. Budte B libovolnd mnozina, A C B. Potom mnoZzina vSech inver-
tibilnich symetrii mnoZiny A spole¢né s operaci skladani zobrazeni tvori grupu.
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1.3. Akce.

1.10. Umluva. Bud X libovolna neprézdna mnoZina. Potom mnoZina M vsech
bijekci X — X spolecné s operaci o sklddani zobrazeni tvori grupu. V dalsim budeme
tuto grupu znacit symbolem S(X).

Priklad. Plati S(7) = S, (grupa permutaci).

Poznamka. Motivaci k nésledujici definici budiz tato tvaha: Necht je ddna libo-
volna neprazdnd mnozina X . Pfedstavme si, ze mame vysSetfovat néjakou podgrupu
S grupy S(X). Je jasné, ze mnohem piijemnéji se nAm bude pracovat s takovou
grupou, ktera je s S izomorfni, ale jejimiz prvky jsou néjaké snaze popsatelné ob-
jekty nez zobrazeni, napt. ¢isla, vektory nebo matice.

1.11. Definice. Budte G grupa, X libovoln4 neprazdnd mnozina. Zobrazeni W :
G x X — X nazveme (levou) akci grupy G na mnoziné X, jsou-li splnény nésledujici
dvé podminky:

(1) Vo € X Vg1, g2 € G: ¥(g1.92, ) = ¥(g1, ¥(g2, x)),

(2) Vz e X : ¥le, x) = z.
1.12. Umluva. Akci budeme znaéit symbolem >. Axiomy z predchozi definice
muzeme nyni zapsat takto:

(1) Ve € XVg1,92 €G: g1.g2 > =g1 > go >,

2)VeeX:e>ax=ux.
Priklad. Uvedeme t¥i specialni akce pro pripad, kdy X = G:

(1) g > := g.x je akce regularni,

(2) g>x:=x.9g7! je akce konjugovand k akci reguldrni,

(3) g>x:=g.x.g7" je akce adjungovand.
Pozndmka. Bud > akce grupy G na mnoziné X. Potom zobrazeni f, : X — X

definované vztahem f4(z) := g > « pro vSechna z € X je pro kazdé g € G bijekce,
tj. plati (Vg € G)(f, € S(X)).

Dikaz. Bud g € G. Predpokladejme, ze existuji z1, zo € X tak, ze fy(x1) =
fq(z2) neboli g > 1 = g > 2. Potom plati
T =el>xy :gfl.gbxl = 971>g>x1 = gfll>g|>ac2 :gfl.ngQ =e>xg = 22,

takze zobrazeni f, je prosté. Bud z € X. Ozna¢me =’ := g~! > z. Potom

1

fo@)=grgl>ar=gg ' '>r=err=a2,

takze zobrazeni f, je ,na”. |

1.13. Vé&ta. Bud > akce grupy G na mnoziné X . Definujme zobrazeni ¢ : G — S(X)
vztahem

[p(g)](x) :=g>2x VgeGVrelX.
Potom existuje podgrupa S grupy S(X) tak, Ze ¢ je epimorfizmus G — S.
D 4k a z. Podle pfedchozi poznamky je ¢ : G — S(X). Dokazme, Ze ¢ je homo-

morfizmus G — S(X), tj. Ze pro kazdé g1, go € G plati ¢(g1.92) = ¢(g1) © ¢(g2):
Pro kazdé x € X je

[0(91-92)](x) = g1.92 > & = g1 > g2 > & = g1 > [p(g2)](x) = [p(91)]([¢(92)]()) =
= [¢(g1) © ¢(g2)](x).

Ozna¢me S := ¢(G). Pravé jsme dokézali, Ze pro fi, fo € S je fio fa € S. Zbyva
dokézat, ze grupoid S je podgrupou S(X).
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(1) Nejprve dokazme, ze id € S. Pro kazdé x € X plati

[¢(e)l(z) = ez =,
tudiz ¢(e) =id € S.
(2) Dokazme, 7e (Vf € S)(f~! € S). Je-li f € S, potom existuje g € G tak, Ze
f = #(g). Ozna¢me f’ := ¢(g~!). Pro kazdé x € X plati

(f o f)() = f(f'(2)) = [$9) 0 69~ () = [(e)](z) = =,

(f" o f)l@) = f'(f(x)) = [8(g7") 0 3(9)](x) = [¢(e)](w) = z.
Jetedy fof = fof=id prokazdé f € S, tudiz f' = f~1€S.
Z predchoziho vyplyva, ze pro fi1, fo € S je fio fy 1 € S. To oviem znamens, Ze
grupa S je podgrupou S(X). O

Pozndmka. Budte Gy, G2 grupy, ¢ : G; — G3 homomorfizmus. Potom ¢(G1) je
grupa.

Dikaz. (1) Dokazeme, ze ¢(G1) je grupoid: Jsou-li a1, az € ¢(Gy), po-
tom existuji g1, g2 € Gi tak, ze a; = ¢(g;), ¢ = 1,2, a plati aj.ay =
#(91)-6(92) = ¢(91.92)-

(2) Dokézeme, Ze ¢(G1) je pologrupa: Jsou-li a1, as, as € ¢(G1), potom exis-
tuji g1, 92, g3 € G1 tak, ze a; = ¢(gi), i = 1,2, 3, a plati a1.(az.a3) =
?(91)-0(92.93) = ¢(91.92.93) = ¢(91.92)-¢(93) = (a1.a2).as.

(3) Dokazeme, ze ¢(G1) je monoid: Je-li a € ¢(G1), potom existuje g € G tak,
ze a = ¢(g). Oznalime-li i := ¢(e), miZzeme psat a.i = ¢(g).¢(e) = ¢p(g) = a
a podobné i.a = ¢(e).¢(g9) = ¢(g9) = a. To ale znamend, Ze i je jednotkou
ve ¢(G1).

(4) Dokézeme, ze ¢(G1) je grupa. K tomu nyni staci dokdzat, ze ke kazdému
prvku a € ¢(G1) existuje ve ¢(G1) prvek inverzni. Je-li a € ¢(G1), potom
existuje g € G tak, ze a = ¢(g). Oznacime-li @’ := ¢(g~!), mizeme psat

a' = ¢(9).6(9g7") = @(e) = i a podobné a'.a = ¢(g").4(9) = d(e) =

. O

7

1.14. Véta. Budte G grupa, X libovolna neprazdnd mnozina, S podgrupa S(X),
¢ : G — S epimorfizmus. Potom zobrazeni > : G x X — X definované vztahem

gz :=[p(g)(x) VgeGVre X

je akce grupy G na mnoziné X.

Dikaz. (1) Budte g1, g2 € G. Potom pro kazdé x € X plati

91-92 > = = [¢(g1-92)](2) = [d(g1) © ¢(g2)](x) =
= [6(g)I([2(92)](2)) = [¢(91)](g2 > ) = g1 > g2 > .

(2) Jezto je S podgrupa S(X), musi platit id € S. Z pfedchozi pozndmky a
z jednoznacénosti jednotky plyne, Ze ¢(e) = id. Odtud pro kazdé = € X
dostavame e >z = ¢(e)x = x. O

1.15. Definice. Budte G grupa, X libovolnd nepréazdnd mnozina. Zobrazeni W :
G x X — X se nazyva pravd akce grupy G na mnoziné X, jsou-li splnény nésledujici
dvé podminky:

(1) Va € X Vg1, g2 € G: V(g1.92, ) = ¥(g2, ¥(g1, x)),

(2) Ve e X : Ule, z) =z

Pozndmka. Budte G = (M, -) grupa, X libovolnd neprazdna mnoZzina. Potom zob-
razeni ¥ : G x X — X je akci grupy G na mnoziné X pravé tehdy, je-li pravou
akcl grupy G’ na mnoziné X, kde G’ = (M, ®) je grupa, v niz je soucin definovan
vztahem a ©® b := b - a pro vSechna a, b € M.



DIFERENCIALNI ROVNICE, SYMETRIE A GRUPY 5

Dikaz. (1) (=) Pro kazdé g1, g2 € G a kazdé x € X plati U(g1 © go, z) =

(g2 g1, ) = ¥(g2, ¥(g1, ).
(2) (<) Prokazdé g, g2 € G akazdé x € X plati ¥(g1-92, ) = ¥(g2041, x) =

U(g1, ¥(g2, x)). 0

1.16. Umluva. Pravou akci budeme znacit symbolem <I. Axiomy z pfedchozi defi-
nice mizeme nyni zapsat takto:

(1) Ve € XVg1,92 €G: g1.g2o <<z =go g1 <,
2 VeeX:e<ax=nx.

Priklad. Prikladem pravé akce pro piipad X = G je g <z := z.g.

Priklad. P¥ipometime, ze SL(2, R) zna¢i grupu vSech redlnych matic 2. fadu s
determinantem rovnym 1. Pro kazdou matici A € SL(2, R),

a b
= (0 a)

a pro kazdou funkci f : R? — C definujme funkci A < f : R2 — C vztahem

1 cx? x aat +b

A , 1) = —— — ,

( D, 1) Vd+ cat exp( 4(d+cat))f(d+cat ca2t+da)
pro kazdé (z, t) € R% Potom < je pti kazdé volbé parametru o # 0 pravéa akce
grupy SL(2, R) na mnoziné viech funkcf R? — C.
1.17. Véta. Bud < pravé akce grupy G na mnoziné X. Pro kazdé g € G a kazdé
zobrazeni f : X — Y definujme zobrazeni g > f : X — Y vztahem

(9> f)(x) == flg<z) VzeX.

Potom > je akce grupy G na mnoziné vsech zobrazeni X — Y.

Dikaz. (1) Provs8echna g1, g2 € G, véechna zobrazeni f : X — Y a vSechna
x € X plati (g1.92> f)(z) = f(g1.92<2) = f(g2<tg1<x) = (g2 f) (g1 <x) =

(91> g2 > f)(x), tudiz g1.g2 > f = g1 > g2 1> f.
(2) Pro vSechna g € G, vSechna zobrazeni f : X — Y a vSechna x € X plati

(e f)(z) = fle<x) = f(x) neboli er> f = f. O

1.18. Véta. Budte <1 prava akce grupy G na mnoziné X, > akce grupy G na
mnoziné Y. Pro kazdé g € G a kazdé zobrazeni f : X — Y definujme zobrazeni
g» f: X — Y vztahem

(g» fl(@)=g>(flg<z)) VzeX
Potom » je akce grupy G na mnoziné€ vsech zobrazeni X — Y.
Dikaz. (1) Provs8echna g1, g2 € G, vSechna zobrazeni f : X — Y a vSechna
r € X plati
(9192 % f)(@) = g1.92 > (f(91.92 < @) =1 > g2 > f(g2 < g1 Q) =
=g1> (92 » f)(g1 < )] = (91 > g2 > f)(),
tudiz g1.g2 » f = g1 » g2 > [.
(2) Pro vSechna g € G, vSechna zobrazeni f: X — Y a vSechna x € X plati
(e f(z) =er (flexw)) = f(x)
neboli e » f = f. |
Pozndmka. Budte <1 prava akce grupy G na mnoziné X, > akce grupy G na mnoziné

Y. Pro kazdé g € G a kazdé zobrazeni f : X — Y definujme zobrazeni g » f: X —
Y vztahem

(g» g™ <z):==g>(f(z)) VreX.
Potom » je akce grupy G na mnoziné vsech zobrazeni X — Y.
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D kaz. Prokazdé r € X oznaéme 2’ := g~! < z. Potom pro kazdé g € G plati
g’ =g<glar=glgQr=c<z=u.
Pro v8echna g € G, vSechna zobrazeni f : X — Y a vSechna 2’ € X plati

(g» ") =g> (flg<a’)).

Tvrzeni nyni plyne z predchozi véty. (|

1.19. Véta. Bud > akce grupy G na mnoziné M. Potom zobrazeni »: G x 2M — 2M
definované vztahem

grA={xeM|(F' €A)gr>s' =2} VACM
je akci grupy G na potenéni mnoziné 2M.
Dikaz. (1) Pro v8echna g1, g2 € G a vSechny podmnoziny A C M plati

g2 A={x e M|(32' € A)(g1 > g2 > 2’ =)}

Oznacime-li B :={x € M | (I’ € A)(g2>2' = x)} = g2 » A, mlZeme psat
g1.g2» A={zeM|(F" eB) (1> =)} =g » B=g » g2 » A.
(2) Pro kazdou podmnozinu A C M plati
ep A={re M|(3x' € A)(z' =2)} = A.

2. GRUPY SYMETRI{ ROVNICE F'(z) =0
2.1. Topologické grupy.

Pozndmka. Od tohoto okamziku se budeme zajimat vyhradné o akce grupy (R", +).
Jak zahy uvidime, dosud vybudovany aparat by neumoznoval uspokojivé studovat
toky vektorovych poli. Je tfeba slevit z pozadavku, aby akce byla definovana pro
vSechny prvky grupy. Vychodiskem je rozsifeni definice akce o moznost, aby definic-
nim oborem bylo jen jisté okoli jednotky (tj. nulového vektoru). Pfedmétem naseho
zajmu budou zejména lokalni 1-parametrické Lieovy grupy transformaci, ostatni
informace v tomto odstavci jsou spis jen doplitkové.

2.1. Definice. Topologickou grupou nazveme kazdou trojici (G, -, 7) takovou, Ze
(G, -) je grupa, (G, 7) je Hausdorfltiv topologicky prostor a operace nasobeni a
inverze jsou spojitymi zobrazenimi.

Pozndmka. Topologickd grupa (G, -, 7) se nazyva Lieova grupa, je-li topologicky
prostor (G, 7) hladkou varietou a operace nasobeni a inverze jsou hladkymi zobra-
zenimi.

2.2. Definice. Bud r € N. Budte Vj, V oteviené mnoziny vIR" anecht 0 € ¥, C V.
Budte m: V xV — R", i: Vg — V a necht plati

(1) m(x, m(y, z)) = m(m(x, y), z) pro viechna takova x, y, z € V, pro kterd
jsou vyrazy na obou stranach rovnosti definovany;

(2) m(0, ) = m(x, 0) = x pro vSechna x € V;

(3) m(z, i(x)) = m(i(x), ) = 0 pro viechna x € Vj;

(4) meC®(V x V), ieC=(V).

Potom ¢tverici (Vp, V, m, i) nazveme lokdlni r-parametrickou Lieovou grupou.
Pozndmka. Specidlnim pripadem ,lokalni” r-parametrické Lieovy grupy je grupa

(R, +). (Staéi v pfedchozi definici polozit Vj =V = R", m : (x,y) — = + y,
i1:x— —x.)
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Priklad. Ponékud ,lokalnéjsi” r-parametrickou Lieovou grupou je étvetice (Vy, V, m, i),
kde V je libovolna koule v R" takovéa, ze 0 € V|, Vy C V je koule se stfedem v bodé
Oam:(x,y)—xz+y,i:x— —x.

Priklad (speciélni piipad pro » = 1). Budte a, b € R a necht a < 0 < b. Oznacme
0 := min(—a, b) a polozme: Vo = (=4, 6), V =(a,b), m: (z,y) — x+y,i:x —
—z. Potom étvetice (Vp, V, m, i) je lokdlni 1-parametrickd Lieova grupa. V dals$im
budeme tuto grupu znacit pouze (a, b).

2.3. Véta. Bud £ = (Vp, V, m, i) lokdlni r-parametrickd Lieova grupa. Potom
existuje Lieova grupa G = (G, -, 7), okoli U jednotky e v G a zobrazeni x : U — Vj
tak, Ze plati

(1) x(e) = 0;

(2) x(g-h)=m(x(g), x(h)) pro vSechna takovd g, h € U, ze g - h € U;

(3) x(g~1) =i(x(g)) pro viechna takova g € U, ze g~! € U.

Priklad. Uvazme lokdlni 1-parametrickou Lieovu grupu (Vp, V, m, i), kde Vo =
{xe]RHx|<%},V={xEIRHx|<1},m:(x,y)>—>%#ai:(m)n—>ﬁ.
Potom (pii oznaceni z véty) je G = (R, +) a x : t — 5.

2.4. Definice. Budte £ = (Vp, V, m, i) lokdlni r-parametrickd Lieova grupa, M
oteviend mnozina v R™, U C V x M tak, z2e {0} x M CU.Bud ¥V :U — M € C*®
a necht plati:

(1) ¥(0, ) = x pro kazdé = € M;

(2) \I}(m(gla 92)3 SC) = ‘Il(glv \Ij(g% l’)) pro vSechna takova g1, 92 € Vaxe M?

pro ktera jsou vyrazy na obou stranach rovnosti definovany;

(3) Jje-li (g, #) € U, pak (i(g), ¥(g, x)) € U a ¥(i(g), ¥(g, z)) = .

Potom trojici (£, U, ¥) nazveme lokalni akci lokdlni r-parametrické Lieovy grupy £

na mnoziné M nebo lokalni Lieovou r-parametrickou grupou transformaci mnoziny
M.

2.5. Definice. Bud F : M — R™ € C>®(M), kde M je oteviend mnozina v R".
Ozna¢me Sp = {x € M|F(z) = 0}. Libovolnou lokdlni akci (£, U, ¥) na M
nazveme grupou symetrii rovnice F(x) = 0, jestlize pro vSechna takové (g, x) € U,
7e © € Sp, plati ¥(g, x) € Sp.

Pozndmka. Méné piesné (zato moznd nézornéji) mizeme grupu symetrii rovnice
F(z) = 0 charakterizovat takto: Lokalni akce (£, U, ¥) je grupou symetrii rovnice
F(z) =0, je-li (pfi oznaceni z pfedchozich dvou definic) pro kazdé g € V' zobrazeni
x — ¥(g, x) slabou symetrii mnoziny Sg.

2.6. Véta (Sophus Lie). Kazda lokélni r-parametrickd Lieova grupa transformaci
mnoziny R je lokdlni podgrupou lokalni grupy (£, U, ¥) transformaci R, kde £ =
(R?, +),!

U = {(a1, az, a3, r) € R*|azzr > —1)

ay + (1 + ag)x
14+asx

U:z+—

2.2. Vektorova pole a jejich toky.

2.7. Definice. Vektorovym polem na jednoduse souvislé oblasti O C R” nazyvame
kazdé zobrazeni € : O — V™ € C™, kde V" je zaméfeni (tj. pfidruzeny linedrni
prostor) afinnfho prostoru R”.

Lve smyslu poznadmky za definici 2.2.
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Pozndmka. Prestoze lze prostory R™ a V™ z predchozi definice ztotoznit, je tfeba
rozlisovat mezi vektorovym polem a ,,obycCejnym” zobrazenim z R™ do IR™. Vedle
davodu ¢isté formélnich nas k tomu vede skuteénost, ze kazdy z téchto dvou druht
zobrazeni se jinak transformuje pfi zaméné proménnych, jak uvidime v zavéru tohoto
odstavce.

2.8. Definice. Bud £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C IR™. Jestlize
existuje otevieny interval (a, b) C IR a zobrazeni ¢ : (a, b) — O tak, Ze pro kazdé
t € (a,b) plati ¢(t) = &(p(t)), potom zobrazeni ¢ nazveme integrdlni kiivkou
vektorového pole €.

2.9. Definice. Budte £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R™,
(a, b) C R otevieny interval obsahujici 0. Zobrazeni ¥, : (a, b) x O — O se nazyva
tok vektorového pole &, jestlize plati

(1) (Ve € 0)(¥¢(0, x) = =),

(2) (Yo € O) (vt € (a, 1)) (%52t @) = £(e(t, @) ).

2.10. Definice. Vektorové pole £ na jednoduse souvislé oblasti O C R"™ se nazyva
uplné, jestlize existuje jeho tok W¢, ktery je definovan na mnoziné R x O.

Priklad. Vektorové pole £ : R — R, € : £ — 22 neni Gplné, nebot jeho tok Ue e
(t, ¥) = 1% neni definovan napf. v bodé (1, 1).
2.11. Vé&ta. Pt oznaceni z definice 2.9 pro v8echna t, 7 € (a, b) takové, ze t + 7 €
(a, b), a pro viechna x € O plati

‘Ili(t +7, @) = ‘Ilﬁ(t7 ‘1’5(7—’ z)).

D ik az. Zvolme pevné 7 € (a, b) a x € O. Jestlize pro kazdé t € (a, b) takové,
zet+ 7 € (a, b), oznac¢ime

y.(t) = ‘Ilﬁ(t7 ‘1’5(7-7 ZE)), y2<t) = \Ilﬁ(t +7, ),
potom pro tato ¢ plati

Y1(t) = &1 (1), Ua2(t) = &(y2 (D).
To znameni, Ze y; a y, jsou FeSenimi soustavy diferencialnich rovnic & = £(x), a
protoze y(0) = y5(0), je podle véty o jednoznac¢nosti Feseni soustavy diferencidlnich
rovnic y; = y,. (]

Pozndmka. Budte € vektorové pole na jednoduSe souvislé oblasti O C R", ¥, :
(a, b) x O — O jeho tok. Z predchozi véty vyplyva, ze trojice ((a, b), (a, b) x O, ®¥¢)
je lokalni akci lokdlni 1-parametrické grupy (a, b) na mnoziné 0. O této lokalni akci
tikdme, ze je generovdna vektorovym polem &. V nasledujici poznamce si ukazeme,
jak lze k dané lokalni akci najit jeji generator, tj. vektorové pole, které ji generuje.
Pozndamka. Budte (a, b)) C R otevieny interval obsahujici 0, O C R™ jednoduse
souvisla oblast, ¥ : (a, b) x O — O € C* a necht

(1) (Vx € O)(¥(0, ) = x),

(2) VeeO)(Vt, T€ (a,b))(t+7€ (a,b)=T(t+T,x)="( ¥(r, x)).
Definujme zobrazeni € : O — O vztahem

£(x) = a—q’(t, x) Ve € O.
ot o
Pro kazdé 7 € (a, b) a kazdé @ € O tedy plati
owr ow or
5(‘:0(7-’ :]3)) - E(tv ‘I’(Ta :IC)) —o - E(t+T7 CE) —o - E(tv SC) —

To znamena, Ze zobrazeni ¥ je tokem vektorového pole €.
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2.12. Definice. Budte £ vektorové pole na jednodusSe souvislé oblasti @ C R",
P, : (a, b) x O — O jeho tok. Bod xg € O se nazyva invariantem nebo pevngm
bodem toku W¢, jestlize existuje takové ¢islo § € (0, min(—a, b)), Ze pro kazdé
te (—(5, (5) plati ‘I’g(t, 1130) E AR

2.13. Véta. Budte £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R", ¥, :
(a, b) x O — O jeho tok, xg € O. Potom x je invariantem toku ¥, pravé tehdy,
kdyz &(x¢) = 0.

Dikaz. (1) Je-li &y pevnym bodem, potom plati
0We(t, x ox
&(wo) = 75((% o) 87t0 =
t=0 t=0

(2) Necht &(xp) = 0. Definujme zobrazeni ¢ : (a, b) — O vztahem ©(t) = xq
pro vechna ¢ € (a, b). Potom zobrazeni ¢ — ¢(t) a t — We(t, xo) jsou
dvéma FeSenimi diferencidlni rovnice & = &(x) spliiujici poc¢ateéni podminku
(0) = xg. Podle véty o jednoznacnosti FeSeni soustavy diferencidlnich rov-
nic je tedy We(t, o) = xo pro vSechna t € (a, b). O

2.14. Definice. Budte £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R™,
P, : (a,b) x O — O jeho tok. Funkce f : O — R se nazyva invariantni funkci
nebo prunim integrdlem toku W¢, jestlize pro kazdé x € O existuje takové ¢islo
d € (0, min(—a, b)), ze pro kazdé t € (-9, 9) plati f(Pe(t, x)) = f(x).

2.15. Véta. Budte £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R", ¥ :
(@, b) x O — O jeho tok, f : O — R. Potom f je invariantni funkci toku ¥¢ prévé
tehdy, kdyz plati

f@)g(@)] =0 veeo. (1)

Dikaz. (1) Necht f je invariantni funkce. Potom pro libovolné x € O plati
’ g 8\I’£(t, w) _ (9f(‘1’§<t, SE)) _ af<w) _

Fl@)lE@)] = f(Pe(0, x)) —5— o ot o ot |, 0.

(2) Necht pro vSechna x € O plati f'(x)[€(x)] = 0. Potom pro kazdé € O a
v8echna t € (a, b) plati

af(qlgiff’w)) = f1(Pe(t, w))w = f/(Pe(t, 2))[E(Te(t, x))] = 0.

To ale znamend, Ze funkce ¢t — f(¥¢(¢, x)) je na intervalu (a, b) konstantni,
tedy f(Pe(t, ¢)) = f(x) pro véechna « € O a v8echna t € (a, b). O

Pozndmka. (1) Mohlo by se zd4t, ze pfedchozi véta davd ndvod, jak hledat
invariantni funkce toku daného vektorového pole: Stacilo by vyfesit rovnici
(1) pro neznadmou funkci f. Potiz je v tom, Ze tuto rovnici neumime Fesit
jinak nez nalezenim prvnich integralt pole €. Uplné k ni¢emu ale uvedena
véta neni. V dodatku se k této vété vratime a uvedeme nékteré vysledky, z
nichz alespon vyplyne, ,kolik” invariantnich funkci miZeme k danému poli
najit.

(2) PiepiSeme-li si rovnici (1) ,,po slozkich”, dostaneme

n af
ozt

=1

£=0

Rovnice tohoto tvaru se nazyva homogenni linedrni parcidlni diferencidlni
rovnice 1. vadu.
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2.16. Véta. Bud F : M — R™ € C*®(M), kde M je oteviend podmnozina R",
a nechf pro kazdé € S plati h(F'(z)) = m. Bud ((a, b), U, ¥) lokilni 1-
-parametrickd grupa transformaci mnoziny M generovana polem & € C*°(M). Po-
tom ((a, b), U, ®¥) je grupou symetrii rovnice F(x) = 0 pravé tehdy, kdyz pro
viechna = € Sg plati F'(z)¢(x) = 0.

Dikacz. (1) Je-li ((a, b), U, ¥) grupa symetrii rovnice F(x) = 0, potom
pro kazdé x € Sp existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna ¢t € (-4, §) plati
P(t, ) € S neboli F(¥ (¢, x)) = 0. Parcidlnim derivovdnim této rovnosti

dostaneme
aF / 6‘11 !/
G| = FR0.w) Gt w)| = F@e@ =0

(2) Necht pro kazdé = € Sp plati F'(z)¢(x) = 0. Bud z € Sr. Podle piedpo-
kladu véty je h(F'(xo)) = m, matice F'(x() ma tudiz podle véty o hodnosti
matice regularni submatici m-tého fadu. Bez (jmy na obecnosti predpokla-
dejme, ze je to submatice

1 1
%(mo) ce Sfm (o)
OF L (zo) ... ZE(zo)
Definujme zobrazeni x : R™ — R"™ vztahem
Xi(l‘l, o In) _ {Fvi(xla R xm) pro 7/ € Tj% R
z* pro ¢ € N\ m.
pro kazdé = = (a!, ..., 2") € R". Potom plati h(x/(zo)) = n, takze

podle véty o inverznim zobrazeni existuje takové okoli Hy, bodu xg, zZe
restrikce zobrazeni x na toto okoli je difeomorfizmus a mnozina x(Hg,) je
oteviend. Na H, tedy mizeme zavést nové kiivocaré soufadnice vztahem
yi = xi(z!, ..., 2") pro i € f. Oznaéme F vyjadfeni funkce F v novjch
proménnych. Je F=Fo x ! neboli F = Fo x. Vime, Ze pro vSechna
x € Sp plati

F'(@)é(x) = F (x(@)X (@)§(x) = 0.
Jestlize pro y € x(Hy,) polozime €(y) = x’(x " (y))&(x ' (y)), dostaneme

~/ -~

F (y)¢(y)=0 (2)
pro kazdé y € Sg N x(Hz, ), nebot x(Sp N Hy,) = S N xX(Hg,). Uvazme
nyni, ze pro kazdé i € 7h a viechna y = (y!, ..., y") € x(Hy,) plati

ﬁ'i(yl, oy =y
Odtud vyplyva jednak to, ze pro kazdé y € x(Hg,) je

1 ... 00 ... 0
~/
F(y) = " : o
0O ... 1.0 ... 0
a déle, ze pro kazdé y € x(Hz,) je podminka y € Sz ekvivalentni podmince
yt = ... =y™ = 0. Na zdkladé téchto dvou skutecnosti se z (2) dovidame,

ze pro kazdé y € Sp N x(Hz,) a viechna i € 7 plati g’(y) = 0. To ale
znamena, ze je-li lIlé tok pole é , potom pro vSechna t, pro ktera je definovano
We(t, x(20)), a pro kazdé i € m plati \Iﬂé(t, x(xo)) = 0. Ze spojitosti toku
vyplyvé existence takového § > 0, ze pro kazdé t € (0, 9) je W g(t, x(x0)) €
X(Haz, ). Je tedy Wg(t, x(x0)) € Sp N x(Ha,) pro kazdé t € (=4, 6). Nyni
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je potreba najit vztah mezi toky lIlé a W¢, kde ¥, je tok pole §. Pro kazdé
t € (=9, 9) plati

) oW

DX @elt, x(@0) = (x ) (elt, x(@0) S E (1 x(@0)) =

( v
= (% (x M (elt x(@a)))) X' (x 7 (elt, x(@o)))) E0xH(Belt, x(w0))) =
§

takze pro tato t je We(t, o) = x* (lIlg(t, X(wo))). Jelikoz pro kazdé
t € (=9, 5) plati x ! <\Il£~(t7 X(CBO))) € Sp N Hy,, je véta dokdzéna. O

3. DIFERENCIALNI ROVNICE, SYMETRIE A GRUPY

3.1. InfinitezimAlni transformace.

Pozndmka. Budte £ vektorové pole na jednoduSe souvislé oblasti O C R", ¥, :
(a, b) x O — O jeho tok. Potom pro kazdé (¢, ) € (a, b) x O plati

o
Te(t, x) = Te(0, ) +1t Tf(t, z)|  +0(%) =z +tg(x)+O(t%). (3)
t=0
Pro kazdé ¢t € (a, b) definujme vektorové pole ¢, : O — O vztahem ¢, (x) =
W, (t, ) pro viechna & € O. Podle (3) je pro kazdé ¢t € (a, b)

p, =id + € + O(t?).

Difeomorfizmy ¢, nazyvame infinitezimdlni transformace a vektorové pole £ na-
zyvame generdtor infinitezimdlnich transformaci. Mnozina vSech infinitezimalnich
transformaci M := {¢, |t € (a, b)} spoleéné s operaci skladani o tvofi lokalni 1-
-parametrickou Lieovu grupu, nebot plati:

(1) ¢y =id;

(2) prop_, =_, 0, =1id pro vSechna t € (=6, J), kde 6 = min(—a, b);

(3) @, 0, =@, pro viechna takové s, t € (a, b), ze s+t € (a, b).

Definujme zobrazeni g : (a, b) — M vztahem g(t) = ¢, pro v8echna ¢ € (a, b).

Na toto zobrazeni se muzeme divat jako na kifivku v M. Zkusme najit jeji tecny
vektor v bodé 0:

9() —g(0) _ . 1d+t&+ o(t?) —id _ i <£ N O(t2)) ¢
t—0

4(0) = lim =

t—0 t t—0 t

Te¢nym vektorem (bézi teéného prostoru) ke kiivce g je tedy vektorové pole €. Tento
vysledek mizeme interpretovat tak, ze vektorové pole £ je prvkem tecného prostoru
k lokalni 1-parametrické Lieové grupé infinitezimdalnich transformaci (M, o).

Pozndmka. PovSimnéme si jedné zajimavé souvislosti. Skutecnost, ze lze (alespor
teoreticky) Tesit autonomni soustavy diferencidlnich rovnic, tj. na zdkladé znalosti
vektorového pole & najit tok W, a posléze infinitezimalni transformace ¢,, je spe-
cidlnim ptipadem faktu, Ze ze znalosti te¢ného prostoru (Lieovy algebry) Lieovy
grupy lze zrekonstruovat éast této grupy (okoli jednotky). Dilezitou roli zde hraje
komutativita infinitezimélnich transformaci. Pro vSechna s, ¢ € (a, b) takova, zZe
s+t € (a, b), totiz plati pozoruhodny vztah g(s+t) = g(s) o g(t).

Nyni odvodime ,lokalni verze” vét 1.17 a 1.18.
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3.1. P¥iklad. Budte £ vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R”, ¥, :
(a, b) x O — O jeho tok. Pro kazdé t € (a, b) definujme zobrazeni (vektorové pole)
W, : C°(R") — C*°(IR™) vztahem

e (f) =z — f(Pe(-t, )

pro kazdé vektorové pole f € C>(R"). Potom mnozina {¥g |t € (a, b)} vech
téchto vektorovych poli spole¢né s operaci skladani o tvori 1-parametrickou lokalni
Lieovu grupu, nebot pro libovolné vektorové pole f € C>°(IR™) plati:

(1) Te(f) =z f(¥ ( , @) =x— f(z) = f;

(2) (Tgo®")(f) = ez — F(Te(t, x))) = & > F(Le(t, Te(—t, ) =
:c»—(> f(lilf(o, xz)) = x — f(x) = f pro viechna ¢ € (=4, J), kde § =

(3) (e oWe)(f) = Te(x — f(Te(—t, @) = @ = F(Le(—t, Te(—s, x))) =
x — f(Pe(—t—s,x) = \I'§+t(f) pro v8echna takovd s, t € (a, b), ze
s+te(a,bd).

Hledejme opét teény vektor ke k¥ivece ¢ — \I'Z, t € (a,b). Je

WL (@) = F(e(—t, ) =Y & TF (Tt @)

7! ot

=0 t=0
= f(Pe(0, )+t —a[ﬂ{'&fgt_t’ 2)) Lt O(t?)
= fla) + 07 (w0, 2) LD o)

= f(z) - tf' (x)é(z) + O(t?).
Teénym vektorem je tedy zobrazeni x — —f'(x)€(x).

3.2. Priklad. Bud &, resp. i vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti O C R",
resp. NV C R™. Bud ¥¢ : (a, b)xO — O, resp. ¥,, : (a, b) x N — N tok pole &, resp.
n. Pro kazdé t € (a, b) definujme zobrazeni (Vektorové pole) ‘I’é,n :C*°(R", R™) —
C>®(R™, R™), kde C*(R"™, R™) je mnozina vSech zobrazeni z R™ do R™ t¥idy C*,
vztahem

W, (F) =@ Oy (t, f(e(—t, @)

pro kazdé zobrazeni f € C*°(IR™, R™). Potom mnozina {\Ilén |t € (a, b)} vSech
téchto vektorovych poli spole¢né s operaci skladani o tvori 1-parametrickou lokalni
Lieovu grupu, nebot pro libovolné zobrazeni f € C*°(R™, R™) plati:

(1) Te () =z (0, f(Te(0, @) = f(

) =
(2) (e no®e i) (f) = Ve (@ — ¥y(—t, J;( (t )))) @ = Wy (t, Un(—t, f(Pe(t, Te(—t

533 — gl,é(o, fb()\pg(o, w))) =x— f(

(3) (95 ,0% ) (f) = io(@ — Ty(t, F(
x = Uy(s+t, f(Pe(~t—s,x)) =
(a, b), ze s+t € (a, b).

vSechna ¢ € (=4, ¢), kde

¢(—t,
\IISH(f) pro vSechna takova s, t €

)))) = 2 = Wn(s, n(t, F(Pe(=t, Te(—s

z)))))

z)))))
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Hledejme op&t teény vektor ke kiivce t — \Ilém, t € (a,b). Je

B (@) = Tt F(Be(t, 2)) - Z% [, (t, fé‘;g(—t, x)))]
1=0

Oyt f(‘I’s( z)))]

(0, F(Pe(0, @))) +1

— f(@) + W, (0, F(¥e(0, ) (1, af Of (et z))
— f(@) + 19,0, f(2) (L <w <>) <2>:
— fla)+ 122 2)[f' (@)E(@)] + O(t2) =

= f(@) +1tn (¥y(0, f(2)))
= f(z) +tn (f(2)) — tf'(z)&(x) + O(t?),

nebot podle definice derivace ve sméru je pro i € m

oW, d d
00, f@) = 1 (0 Tn(0, f2) + i) = (o F(@) +ves) = e

Teénym vektorem je tedy zobrazeni x — n(f(z)) — f'(z)&(x).

)F (@)€())" +O(t?) =

3.3. Priklad. UvaZme nyni trochu jinou situaci: Co kdyz misto poli £ : O — V™,
1 : N — V™ budeme mit k dispozici jen pole ¢ : O x N' — V"+™?2 Pole ¢ miizeme
,rozdélit” na dvé slozky” € : O x N — V" an: O x N — V™. Potiz je v tom,
ze € a m nejsou vektorova pole na O, resp. N. Bud ¥¢ : (a, b)) Xx O x N — O x N
tok pole ¢. I ten mtzeme ,rozdélit” na ,slozky” A¢ : (a, b)) x O x N — O, B¢ :
(a, b)) x OXN = N.Prot € (a,b), €O ayeN pak madme

lIIC(tv [.’IZ, y]) = [AC(tv [.’IZ, y])’ BC(tv [:B, y])] .

Nyni miizeme pro kazdé t € (a, b) definovat zobrazeni g : OXN — Ox N vztahem

Ui (z, y) = We(t, [z, y]) pro kazdé € O a kazdé y € N. Bud f : O — N. Pro
dostatecné malé ¢ bude mnozina

{(,9) e OxN |Gz € 0) (T, §) =¥z, f(x)))}

grafem néjakého zobrazeni f : O — N.3 Tim je ovSem definovana infinitezimalni
transformace \I'tg n» kterd zobrazeni f pfifazuje zobrazeni
;

Te(f) = F = Ac(t, [z, f(2)]) = Be(t, [z, f(=)).

Pokusme se nalézt vhodnéjsi vyjadieni zobrazeni f , nez jaké predstavuje pted-
chozi vztah. Polozime-li

T = Ac(t, [z, fz)]),

potom _

T = AC<_t7 [iv f(i)])a
takze mizeme psat
Zobrazeni f je tedy TfeSenim implicitni rovnice

27 formalniho hlediska by bylo spravnéjsi psat {: O X N — Vg V™,
3Pro libovolné ¢ to tak dopadnout nemusi.
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Reseni této rovnice ziejmé zavisi na parametru ¢, proto jeho funkéni hodnotu v bodé
x budeme znadit y(t, x). Poznamenejme, Ze pro kazdé x € O plati y(0, =) = f(x).
Zbyva najit te¢ny vektor ke k¥ivce t — \Ilém, t € (a, b). Je jim zobrazeni
d o
dt = &

t=0
Pro libovolné & € O plati (misto f(w) piseme y(t, x), abychom ,zviditelnili” za-
vislost na t)

FeD)| @)= L) =
- 4B (At e u(t @), S(Act e uit )| -
=B (0, [A¢(0, [z, y(0, 2)]), F(Ac(0, [z, y(0, 2))))])
[1, A0, [z, y(0, z)]) (17 0. W t_o) ’
F'(A¢(0, [, y(0, 2)]) A%(0, [z, y(0, =))) (‘1’ 0, W t_oﬂ -
dy(t, =)

—BL0, [z, £(@) [1. 4500, o, F@)) (1.0, L

£ @500, (o fla) (-10. EE] ]

K dal$im tpravam vyuzijeme nasledujicich vztahi:

).
t=0

%t[w’yb » ={(x, y),

w B :% (ur A0, [z + uey, y]) (0) = % (u @ +ue;) (0) = e,
W _ :% (u— Ac(0, [z, y + uej])) (0) = % (u—x)(0) =0,

S

Lol L B0+ e 1) 0) = 1L (09 (00
W _ :% (u— Be(0, [x, y + ue,])) (0) = % (u— y +ue;) (0) = e;.

Nyni jiz celkem snadno odvodime, ze

4,0,z f@) (1.0, LD ) - (e f(@)
a déle d
Cw, (| @ =n@ f@) - @, 1)
t=0

Teénym vektorem je tudiz zobrazeni x — n(z, f(x)) — F (x)&(z, f(x)).
3.2. Prodlouzeni.
Pozndamka. Bud F : R™ — R™ € C>*°(R"™, R™). Potom k-t derivace zobrazeni F v
bodé ¢ € R” je symetrické k-linedrni zobrazeni F®)(zq) : V™ x ... x V™ — V'™,
—_—

k-krat
Jestlize na R™ i R™ pevné zvolime soufadny systém, potom je toto zobrazeni urceno

m- ("+Z_1) Cisly.
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3.4. Definice. Bud F : R* — R™ € C*(R™, R™) a necht je na R™ i R™ pevné
zvolen soufadny systém. Potom zobrazeni
n+]kc-71)

Pr) F:R" - R™ x R™" x ... x R™( 7
které kazdému bodu x¢ € R"™ prifazuje m - ("zk )—tici ¢isel tvofenou slozkami bodu
F(xy) a parcidlnich derivaci zobrazeni F v bodé xg, nazyvame k-té prodlouent

zobrazeni F'. Prostor
n+k)

R™ x R™ x R™" x ... x R™ (") = rn x ™ ("%
pak nazyvame jetovy prostor k-tého Tadu prislusny k prostoru R™ x R™.

3.5. Definice. Soustavou | diferencidlnich rovnic k-tého Tddu v n nezdvisle pro-
meénnych a m zdvisle promeénngch budeme rozumét soustavu
Az, u) =0, (4)
n+k n+k
kde A:R" x R™("t) SR e ™, ¢ e R?, u e R™("F)
Pozndmka. Takto definovana soutava diferencidlnich rovnic je opét soustavou rovnic
tvaru F'(x) = 0. I zde zavddime znaceni

Sa = {(w, u) € R" x r™ (") Az, u) = 0} .

3.6. Definice. Resenim soustavy (4) nazjvame kazdé takové zobrazeni f : R™ —
R™ € C*, Ze pro vSechna & € Dy plati

Az, Pr® f(xz)) = 0.

Pozndmka. Zobrazeni f : R™ — R™ € C* je feSenim soustavy (4) pravé tehdy,
kdyZ pro vSechna x € Dy plati

(:13, pr(® f(:c)) € Sa.

3.7. Definice. Budte (4) systém diferencidlnich rovnic v n nezévisle proménnych
a m zévisle proménych, (£, U, ¥) lokalni akce na R"™ x R™. Rekneme, Ze lokalni
akee (L, U, ¥) je grupou symetrii systému (4), jestlize pro kazdé feseni f systému
(4) a pro vSechna takovd g € £, Zze mnoZina

{(@, 9)|(Fz e R")((&, §) = ¥(g, [z, f(z)])}
je grafem néjakého zobrazeni f g+ R" — R" € C™, je zobrazeni fg také fesenim
systému (4).

3.8. Definice. Budte (4) systém diferencialnich rovnic v n nezédvisle proménnych
a m zavisle proménnych, A = (£, U, ¥) lokalni akce na R™ x R™. Potom k-tym
prodlouzenim lokélni akce A rozumime lokalni akci Pr®) A = (£, V, ®) na R™ x

n+k
R™ ("") definovanou takto: Jsou-li F:R* = R™ e C>®ag e L takové, ze mnozina

{(@, 9)| Gz e R")((Z, §) = (g, [z, f(x)])}
je grafem néjakého zobrazeni f g R" — R™ € C*, potom pro vSechna x z definic¢-
niho oboru zobrazeni f plati

(2. 2® (&) = @ (9. [, P9 f(2)])
kde (&, f,(&,)) = (9. [z, F(@))).

3.9. Véta. Budte (4) systém diferencidlnich rovnic v n nezéavisle proménngch a m
zévisle proménnych, A = (£, U, ¥) lokdlni akce na R™ x R™, Prif) A = (L, V, D)
jeji k-té prodlouzeni. Jestlize pro vSechna (x, u) € Sa a pro v8echna g € L takova,
7e ®(g, [z, u]) je definovano, plati ®(g, [z, u]) € Sa, potom A je grupa symetrii
soustavy (4).
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D1k a z. Budte f feSeni soustavy (4), g € £ a necht mnoZzina
{(@,9)| Gz e R")((Z, §) = (g, [z, f(=)])}
je grafem néjakého zobrazeni f' g+ Zvolme libovolné &, z defini¢niho oboru zobrazeni
F, Mame dokézat, 7e plati (ig, pr(® fg(:zg)) € Sa.
7 definice zobrazeni f ¢ Vyplyva existence takového x € Dy, Ze (:'ég, f 9 (539)) =
U(g, [z, f(x)]). Jezto f je FeSenim (4), plati (:m pr(*) f(:c)) € Sa. Je-li definovano

®(g, [z, Pr'® f(x)]), potom podle predpokladu plati ®(g, [, Pr® f(x)]) € Sa,
ale podle predchozi definice je

o (g, [z, Pr(®) f(:c)]) - (:297 pr(*) fg(gzg)) . O

3.10. Definice. Budte ¢ : O x N' — V™™ vektorové pole, £ jim generovana
lokalni akce.? Potom k-tym prodlouzenim vektorového pole ¢ rozumime vektorové

pole Pr®) ¢ : 0 x r™ (") - V""‘m‘(n;k)7 které generuje lokalni akei Pr*) £.

3.11. Véta. Bud (4) systém diferencidlnich rovnic v n nezévisle proménnych a m
zavisle proménnych a necht pro vSechna (x, u) € Sa plati h(A'(x, u)) = [. Bud
A= (L, U, ¥) lokélni akce na R™ x R™. Jestlize pro kazdé vektorové pole &, které
generuje néjakou lokalni 1-parametrickou podgrupu A, a pro vSechna (x, u) € Sa
plati

A'(x, u)[Pr® ¢(x, u)] = 0,
potom A je grupa symetrii soustavy (4).

Pozndmka. Ptredchozi véta predstavuje zaklad metody pro nalezeni symetrii dané
soustavy diferencidlnich rovnic. Za téchto okolnosti je celkem pochopitelné, ze je
potfeba umét vyjadrit prodlouzeni daného vektorového pole.

Pozndmka. Naleznéme vyjadieni prvniho prodlouzeni vektorového pole ¢ : OxN —
V™ Jak napovida samotné definice tohoto pojmu, nejprve je tfeba vyjadiit prvni
prodlouzeni lokalni akce generované polem ¢. Oznacime-li ¥p (1) o tok pole pr ¢,
potom plati

Tp,o et [o, e f@) = (. PV (@), (5)
kde
3 = Acll, @, f(@))

f(&) = Be(t, [z, f(z)])
(v§znam symbolil je stejny jako v pfikladu 3.3). Jestlize ¢t budeme povazovat za
parametr, dostaneme zderivovanim posledni rovnosti

~

f(@)A, [z, f(2)]) (0, E, f'(z)) = Be(t, [z, f(2)]) (0, E, f'(z))
a odtud

F (@) = Bi(t, [ £(@))) (0. B, f'()) [AL(, [z, £@))) (0, B, f'(@))]

regularita zobrazeni t, |z, f(x , B, x)) je diky spojitosti pro ¢ dosta-
lari b i A/C f 0, E, f je dik ji i d
tecné blizka 0 zarucena).

Ze vztahu

%\Pprm ¢t [z P f@)])| =P ¢(@, PtV f(x)
t=0

4Tzn. £ = ((a, b), (a, b) x O x N, \IJC), kde ®¢ : (a, b)) x O x N — R"™ x R™ je tok pole (.
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a ze (5) plyne dulezity zavér: Prvnich n + m ,slozek” pole Pr) ¢ je totoznych
s polem €. Je tedy PrY) ¢ = (&, 1, ¢), kde ¢ : RrHmtnm _, yynm 5

o, (). f'() = o F (@)

t=0
= % [Be(t, [z, f(=)) (0, E, f'(z))] B [AL(0, [z, f(@)]) (0, E, f'(=))] "+

+[BL0. e, @) (0. B £ @)] 3 (ALl e, @) (0. B F@)] 7| =
= % [Bc(t, [=, f(=)) (0, B, f'(2))] LB f'(®) [AL 0, [z, f(2)]) (0, E, f'(z))] -

. % [Ac(t, [z, f(2)) (0, B, f'(2))] ;. [AZ (0, [z, f(2))) (0, E, f’(fﬁ))]_l =
= 2Bt o @) (0. B F@)]| -

t=0
~P@) B (A e f@) 0, B, f@)]| B-
t=0
- %Bg(t, [z, f@)])| (0, B, f'(z)) - f'(=) %A’C(t, [z, f(z)])| (0, E, f'(z)) =
=0 t=0
277/(537 f(w)) (E7 f/<£B)) - f’(w){'(w, f((L')) (E7 f/(ilt)) . ( )
6

Zévér: Jsou-li (21, ... 2™ wt, oo u™ ud, o ), oo u Lo, w™) soufadnice v pro-
storu R*T™T ™ g oznaéime-li ¢ = (2!, ..., 2"), w = (u!, ..., u™),

potom plati

dle,u, ) =/ w) () - wm ) ().

kde E je jednotkova matice.

3.12. Piiklad. Naleznéme prvni prodlouzeni vektorového pole ¢ : O x N/ — VZ+L,
Jako vidy mdme ¢ = (§,m), kde € : Ox N — VZan: OxN — V9L Dle
predchoziho bude Pr) ¢ = (¢, 1, ¢), kde

¢(.’1?1, I27 u, ua:w u932) =

1 1 gl 1 0
= |:(77x17 Ny s Nu) = (U 5 uwz) ( 3t 52 5)} 0 1 =
Ty T2 u u:I,’l uI2

1 0
= (%1 - legi-l - u£2§12'17 Ney — umg;g - u$2£]2,'27 N — u@lgi - ungi) ( 0 1 )

Uy, Ugy

T
— ("7:1?1 - u11§%’1 - ’11,125;01 + Ugzy Ty — (uI1)2§11L1_ uI1uI§€§> =
Nz — ’U’ﬂhgwg - u$2€m2 + Ugy Ny — u$1uw2§u - (uwz) gu

T
_ (77961 + Uz, (ﬂu - él) - uszggl - (uibl)2£'l];, - uIlufﬂggg) .
Nxy — uéclfalcg + Uz, (77u - 522) - (u$2)2£121 - u$1u$2€11¢
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Pozndmka. Pokusme se nyni vyjadrit druhé prodlouzeni vektorového pole ¢ : O x
N — V™™ Podobné jako v piipadé prvniho prodlouZeni zjistime, Ze pr® ¢ =
(&, m, &, X), kde ¢ je zobrazeni z pfedchozi poznadmky. Jak najdeme zobrazeni
x : Rtmtnmtn-igtm _ yn-t5tom Mazeme vyjit tieba ze vzorce (6). Jeho zde-
rivovanim dostaneme

S @A e, S@) (0. B, @) =@ f@) (B f@) +

+n'(z, f(2)) (O, f'(x)) — f'(@)¢ (2, f(x)) (E, f'(x)) -
~f @€' (z, f(2)) (B, f'@)° - f'(2)¢'(, f(x)) (0, f'(x)).

Upravime-li vyraz na levé strané,

D @A [ f@) 0. B, f@)] = TF'@)| AL [, f@) (0, B, f @) +
t=0 t=0
&~ a9 . / _
+7'(@)|_ oA @ f(@) OB f@)=
~0F @) B @Ee @) (B @),
t=0
dostaneme
0 . I ' 2
t=0
+1'(z, f(@)) (O, f'(@)) - 2f"(@)€ (x, f(z)) (E, f(x)) -
—f (@) (x, f(2) (B, f'(2)" ~ (@) (. f(@) (0, f'(@)).
Je tedy

o) =) (B) e (E) oo (B) +
) - e e ] ()

kde E je jednotkova matice n-tého fadu a O je n-tice nulovych matic n-tého radu.

3.13. Priklad. Naleznéme druhé prodlouzeni vektorového pole ¢ : O x ' — V2+L,
Jako vidy mdme ¢ = (§,m), kde £ : OxN — VZan: O xN — V9L Dle
predchoziho bude Pr® ¢ = (&, n, ¢, x). Zobrazeni ¢ jsme vyjadfili v pfedchozim
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prikladé, a pro zobrazeni x mame

1 2 _
X(.T/' ) x I U, ux17 uwza uw1w17 uwlwza ua:za:z) -

1 Neyzy Mzaze Nzaw 1 0
— (L0 0 1
~\o 1 Nziza  Nzozs  Tzou —
Uy,
Nziu Nzou Nuu Uy Ug,
1 1 1 2 2 2 1 0
1 0 U 1Ty r1x2 riu Tr1xq 1T r1u
_(u U ) x1 1 1 51 2 2 2 0 1 _
1y YT2 0 1 Uy CD11:D2 :clgfcg rlgu ’ m21x2 1:221:2 CD22U
2
leu Tou guu é-xlu ToUu uu U’Il u302
u U 1 1 51 1 0
_2 Tr1T1 T1To x1 To u 0 1 _|_
" U 52 2 2
1T ToI2
Xy o u uzl ux2

0 0 0 0 Upyzy  Uzyazs ||
+ (7711? 7712? 77u) |:<0 0) ) (0 0) ) <u1112 ux2x2
1 1 1
. z 22 Su 0 0 00 Ugyzy  Uzyazy _
(Uwu umz) (592; 6;12: 6125 o o/'\o o) Upios  Usyg =
(1 0 wu ) Nz + Ugy Nzyu  Nzyzo + Ugy Ny u
— ZT1

O 1 U "7121122 + uzlnwzu ,'71212 + uiﬂznwgu
. Neyu + Uz Muu Nagu + Uzy Muu

1 1 1 1
1 0 %111 + uﬂhf;flu 3101302 + uzzg%lu
— Ug, 51112 + Ugy ga;zu Ewng + ua:szzu -
0 1 ug 1 1 1 1
iU + le guu ZToU + unguu

2 2 2 2
1 0 glzl + ul’1§§1u 3201302 + urzgzglu
Uy, 0 1 wu fzézg + Ugy §§2u €w%w2 + umz&gzu -
T2
T1U + Uy guu Tou + uwzguu

_9 <ux1w1 ua:wz) ( ;1 +u$1§’l]; nlc2 + um2§i> +

2 2 2 2
u3U1$2 uﬂizﬂiz T + u$1§u T2 + uﬂlzfu

U U
+ (nu - u:leqlL - ul2§5) ( o 0710?2) =

U/Ilmz UI2I2

1 2 2 2
Nxiao + Uz, Nzou — uﬂugmimg - (uam)z glcgu - ur2€21112 - ur1u122£m2u
Nzqiu + Uz Nuuw — uzlgzlu - (ul’1) wu ul’2§x1u - U‘Iluﬂﬁzguu

1 1 2 2¢2
Neyzs T UzyMayu — u$1£af1x2 - u$1u$2§9101u - ux2£§1372 - (uxz)zfgﬂi
Nxoxs + Ugy Nrou — Uz, 51212 - uz1uz2§xQu - urzgmng - (urz) zou |

1 1 2 2¢2
Nzou =+ Ugy Nuu — u$1£m2u - uiluwgguu - u12£m2u - (umz) uu

1 1 2 2 1 1 2 2

_ 2 u;m;mgzl + ux1u:c1:c1€u + ux1$2§x1 + u£1u$1$2£u ul‘1l‘1§x2 + u£2u$1$1£u + u371372€.7;2 + uxz“ﬁnl‘zgu +
U El U Up 2, € F Upye, €2 4 Ug, £ Uy e 4 ugu E b U0 2+ U Ugo, E2
r1x25x1 1 T1T25 2251 r1 PTr2T25 T1T25x9 T2 PT1T25 T2X25xo T2 PT2T25U

1 2 1 2
+ <u$1$177u = Uzy Uzyzy &y — UzpUzy 2y &g Uzyzn M — Uay Uy 22§y — “muwwzfu)

1 2¢1 2 2
1 0 Nxqz1 + Uz Nz1u — uw1§x1x1 - (uﬂh) faclu - u$2§x1x1 - uxlungaflu
— Uy 1

0 1 wuy,

1 2 1 2
Ugy oy — Uy Uy 256y — Uy Uz 208y Umpwn T — Uy Upan Sy — Uy Uapwn Ey

Vyslednd matice by se nevesla na stranku, a proto vypisSeme jeji jednotlivé prvky.
V prvnim sloupci prvniho fadku bude

1 2¢1 2 2 2 2¢1
77x1x1+ux177x1u*ux1§x1x1*(Uacl) gacluiuﬂhg:cl:m7u$1u$2£w1u+u$1n$1U+(u$1) Nuu— (U, ) ga:lu*
3¢1 2 2 2 1 1 2 2
_(u(El) fuu_uw1u$2€x1u_<uw1) uzzguu_2u$1$1£ag1 _2u$1uwlw1£u_2uw1w2§m1 _2uwluw1«’v2§u+
2
+ Ugyzqy N — u11u$1£1£1£ - ufl‘,‘gurlflﬁ'lgu =
= iy (20yu—Ep, )~ U €y () (D —=265,,,) =2 &2 (U, ) €y () 21, €6
77:r1m1 uﬂil 77w1u T1T1 uIz r1T1 le 77uu iU uwluwz iU le uu uIl ulEz uu

1 2 1 2 2
+ Uz zq (Wu - 25351) - Qurlrzfxl - 3u$1u-'£1:61£u - 2u11u$1$2£u - uﬂ?ZUfElfmgu'
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Ve druhém sloupci prvniho fadku bude

1 1 2 242 2.1
n$1$2+u$2nxluiuf£1§x1x27u331u372€x1u7u372£$1$27(ux2) fx1u+ux1nxquruxluxznuu*(uﬂcl) §x2u
2 1 2 242 1 1 2 2
_(u(El) unguu_ul1uwzgz2u_u11(urz) fuu_Z’u‘w1w1£m2_2uw2uw1w1§u_2u1112€x2_2uw2u1112§u+
1 2
F Uy oy — Uy Uy 20§y — Uy Uy 25§y =
_ 1 2 2,1 1 2 242
- nI1I2+uI1(nmzu_§$1$2)+u$2(nwlu_gwlwg)_(uml) £m2u+uw1uw2<nuu_§z1u_€zgu)_(u$2) Ewlu_
2 1 22 1 2 1 1 2
7(’“’-7:1) unguu*um(umz) uu*2ur1r1£x2+um1mz(77u*25x2)*um1umlmzfu*2umzur1rlfu*3umzum1mz§u-
V prvnim sloupci druhého fadku bude

1 2¢1 2 2 1
Ny zy T Uz, nxzu*uxlfxlxz —(ug,) xQu*ungxlxz Uy u$2£m2u+u$2n$1U+u$1u$2nuu7u$1u$2£x1u

2 1 2¢2 262 1 1 2 2
_(uﬂil) uwzguu_(uIQ) gwlu_ull(ulz) fuu_2uw1wzgm1 _2uw1uw1w2£u_2u$2$2€x1_2ufv1u$2302§u

1 2 _
F Uy 2oy — Uzy Uzr 20§y — Uy Uy 226, =

1 2 2¢1 1 2 262
= 77:E15E2+u931 (nmzu_ga:lmz)—"_uwz(n11u_§w1w2)_(uﬂﬂ1) §m2u+uw1uw2<nuu_§z1u_fzzu)_(u$2) Ewlu_
2 1 22 1 2 1 2 2
—(Uz, ) Uy §ypy — Uy (tz,) S T (nu72§zl)72u1212£m1 —3Ugy Uy 0§y — 22Uz Uy €y — Wiy Uy 5 E -

Ve druhém sloupci druhého fadku bude

1 1 2 2¢2 2 1
773?23?2+um277r2u7u115x2x2 7um1uﬂ?2§ac2u7um2€ac2x27(u12) £x2u+uzznmzu+(umz) nuu*urlumzfxgu
2¢1 2¢2 32 1 1 2 2
—Ug,y (uai2> guu_<uw2) Ewgu_<u$2) Euu_ZuﬂhIzgmz _2u$2uwlw2§u_2uwzw2£m2 _2uw2uw2362£u
T Uy My — urluzzzzfllt - umzumzmziﬁ =

1 2 1 2 2 342
Nzozs —Uzy 6302:102 +uw2 (277I2u _gasza:z ) _2u$1 Uz, £I2u + <uw2) (nuu - 2€m2u) - (u$2 ) fuu_
2¢1 1 2 1 1 2
—Ugy (urz ) Eun—2Uz, 2, 5.7:2 FUzyzy (nu *2€m2 ) Uy Uy §gy = 22Uy Uy 1y §yy —3Uy Uy, 5 -
4. LIEOVY ALGEBRY

4.1. Definice. Bud g vektorovy prostor nad télesem T a necht [., .] : g x g — g je
operace, pro kterou plati

(1) VA, B, C e g)(Va e T)([aA+ B, C] = «fA, C] + [B, C)),

(2) (VA, B e g)([AvB] = 7[37‘4])’

(3) (VA, B, C € g)([A,[B, Cl] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0).
Potom dvojici (g, [., .]) nazyvame Liovou algebrou a operaci |., .]
zdvorkou nebo komutdtorem.

nazyvame Liovou

Poznamka. (1) Vztah 3 z pfedchozi definice se nazyva Jacobiova identita.
(2) V dalsim budeme vétsinou ztotoziiovat Lieovu algebru (g, [., .]) a jeji ,nosi¢”
g.

(3) Jestlize pro vSechna A, B € g plati [A, B] = 0, nazyva se Lieova algebra g
komutativni nebo abelovskad.

4.2. Definice. Budte (g, [., .]) Lieova algebra, A CC g. Rekneme, Ze A je podalgebra
Lieovy algebry g, jestlize [A, A] C A, tj. jestlize pro vSechna x € A plati [z, z] € A.

4.3. Definice. Budte (g, [., .]) Lieova algebra, A jeji podalgebra. Pro n € Ny po-
lozme
A(,n) — A n = O,
[AG=D, A6-D] 35 0.
Jestlize existuje takové N € N, ze AN) = {0}, potom iikéme, ze A je fesitelnd.

4.4. Definice. Budte (g, [.,.]) Lieova algebra, I jeji podalgebra. Jestlize plati
[g, I] C 1, tj. jestlize pro vSechna A € g a B € I plati [A, B] € I, potom po-
dalgebru I nazyvame idedl.

Pozndamka. (1) Kazda Lieova algebra g je zfejmé idedlem.
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(2) Z vlastnosti Lieovy zavorky vyplyva, Zze [A, 0] = 0 pro kazdé A € g, takze
{0} je vzdy idedlem.

4.5. Definice. Budte g Lieova algebra, I jeji ideal. Rekneme, Ze I je
o netrividlni, jestlize I # {0};
o vlastni, jestlize I # g.

4.6. Definice. Bud g Lieova algebra. Rekneme, Ze je

e poloprostd, jestlize v g neexistuje netrividlni komutativni ideal;
e prostd, jestlize v g neexistuje vlastni idedl a g neni komutativni.

Pozndmka. Kazdéa prostd Lieova algebra je poloprosta.

4.7. Véta (Levi-Malceo). Kazda Lieova algebra g je izomorfni polopfimému souétu

5 X n, kde s je poloprosta podalgebra g a n je maximalni fesitelny ideal v g.
DoDpATEK D. HOMOGENN{ LINEARNT PDR 1. RADU

D.1. Definice. Bud Q@ C R™ oblast. Budte g1, ..., g, : Q@ — R spojité funkce a
necht pro kazdé x € Q plati

n
> lgi(@)] > 0.
i=1
Potom rovnici
- Ju
Z gz(x)@ =0 (7)
i=1
nazveme homogenni linearni parcidlni diferencialni rovnici 1. Tddu.

D.2. Definice. Autonomni soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic tvaru

d

% = gl(xlv ,xn)
dz,

% = gn(xla ey xn)

budeme nazyvat charakteristicky systém piislusny k rovnici (7). Kazdé feSeni ¢ :
(R) — Q tohoto systému nazveme charakteristika rovnice (7).

D.3. Véta. Bud ¢ : © — R € C}(Q). Potom 9 je fesenim rovnice (7) v  pravé
tehdy, kdyZ ¢ je konstantni podél kazdé charakteristiky rovnice (7).

Dikaz. (1) Necht ¢ fesi (7) v £, tj. necht pro kazdé x € Q plati
- O (z)
: Y. 8
> 0% ®

Bud ¢ néjaka charakteristika rovnice (7), oznacme (t1, t2) jeji definiéni obor
(z teorie ODR vime, Ze ¢ € C1(t1, t2)). Pro t € (t1, ta) je

L2904y = wiom)e' (1) = 3 2 (0t)gi(6(8) = 0.

i=1
takze 1 o ¢ je na (t1, t2) konstantni.

(2) Bud ¢ funkce konstantni podél kazdé charakteristiky. Zvolme zy € Q. Ze
spojitosti funkci g1, ..., g, podle Peanovy véty vyplyva existence alespon
jedné charakteristiky ¢ prochézejici bodem xg, oznacme (t1, t2) jeji definiéni
obor. Podle pfedpokladu existuje takové C' € R, Ze pro vSechna t € (¢1, to)
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plati (¢p0 ¢)(t) = C. Proto, ozna¢ime-li ty € (¢1, t2) onen bod, ktery spliiuje
o(to) = xp, miZeme psét

0= 09 1) — w0101 (10) = 3 2 (wo0)gi (o).
=1

Jezto jsme bod zy € Q zvolili libovolng, plati (8) pro kazdé = € Q a to

jinymi slovy znamena, Ze 1 je feSeni rovnice (7) v . O
D.4. Vé&ta. Necht v zaddné podoblasti Q' C Q nejsou vSechny funkce g1, ..., gn
identicky rovny nule. Budte 1, ..., ¥, funkce tiidy C*(Q) a necht je kazd4 z téchto
funkei feSenim rovnice (7) v Q. Potom jsou funkce 1, ..., 1, v  zavislé.
D 4k a z. Vétu dokdzeme sporem. Predpokladejme, Ze funkce 1, ..., 1, nejsou
v  zavislé. Potom existuje takovy bod xg € €2, ze plati
a(wla sy 1pn)
At am) 20 7O
Z toho, ze funkce 1, ..., 1, jsou tifdy C}(Q), vyplyvé existence takového & > 0,
7e B.(xg) C Q a pro vSechna x € B.(zo) plati
8(1/}17 ey ’(/}n)
ot ) D70
To ale znamena, Ze soustava linearnich rovnic
0y Oy
@(x)yl +oF @(@”)yn = 0,
oy o
gt @yt S @y, = 0
m4 pro viechna x € B.(xg) pouze trividlni FeSeni. Zejména tedy neni mozné, aby
funkce 91, ..., 1, Tesily rovnici (7) v oblasti B.(z¢), a pfitom by funkce g1, ..., gn
nebyly v B.(zg) identicky rovny nule. O

D.5. Definice. Budte 1, ..., ¥,_; funkce tiidy C*(Q2) a necht je kazd4 z téchto
funkeci FeSenim rovnice (7) v Q. Necht v kazdé podoblasti ' C 2 existuje takovy
bod zq, ze hodnost matice

o o
szll((bo) e af}l (xo)
o O
ErSS 1 (1‘0) e Jan L (xo)
je rovna n — 1. Potom fekneme, Ze funkce 1, ..., 1,1 tvofl fundamentdini systém

rovnice (7).

D.6. Véta. Necht v kazdé podoblasti Q' C Q existuje takovy bod g, Ze plati

Z |9i(wo)| > 0.
i=1

Budte 91, ..., ¥,_1 fundamentélni systém rovnice (7), © : @ — R € C*(£2). Potom

O je Fesenim rovnice (7) v Q tehdy a jen tehdy, jsou-li funkce ¢, ..., ¥Yn_1, © v Q
zavislé.

D i k a z . Implikace (=) byla dokdzdna v minulé vét&. Jsou-li funkce 91, ..., ¥p_1, O

zavislé v , potom je pro kazdé z € Q

8(1/11, ey wnfh 6) _
8('1;17 s xn) (x) -0
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Protoze totéz plati pro determinant matice transponované, mé soustava linearnich
rovnic

oY O — 00
@)y 4t L @ g T @ = O,
0 n— 00
Tﬁ(x)yl—&-...—&- of () Yo 1+ 5 @yn = 0

netrividlni feSeni pro kazdé = € (. Tuto soustavu muzeme zapsat téz vektorové ve
tvaru
Vi (2)yr + ... + Vo—1(2) Y1 + VO(2) y,, = 0.

Jestlize tuto rovnici skaldrné vyndsobime vektorem (g1(x), ..., gn(x)), dostaneme
pro kazdé x € Q
81/} aqpn — 00
ylz = () g; A Yn 12 H(#) 6i(®) +yn Y 55 (2) gi2) = 0.
i=1
Protoze funkce 91, ..., ¥,_1 Fesi (7)7 dostavame odtud pro kazdé x € )
00
n K2 - 0'
y 2 5 (0 9i(2) =

Predpokladejme existenci takového bodu zg € 2, Ze

00
az

=1

(z0) gi(wo) # 0.

Na levé strané této rovnosti stoji spojita funkce, a proto existuje € > 0 tak, ze
B.(z0) C Q a pro kazdé x € B.(x¢) je

99 @ i) £0.

i=1

Pro z € B.(x¢) tedy musi byt y,, = 0, a pfitom ma mit soustava

57/’1 31/111—1
@(I)ler---Jr Dl (@) Yyn—1 = 0,
0 n—
%<@y1+-~-+ s (@) Y1 = 0

netrivialni feseni. Podle definice fundamentalmho systému vsak existuje takovy bod
x' € B.(x0), ze hodnost matice této soustavy v bodé z’ je rovna n — 1 (vime,
e transpozice matice neméni hodnost). V bodé 2’ ma proto tato soustava pouze
trividlni feSeni a to je spor. (]

D.7. Véta (o redukci). Bud p < n — 1 a nechf 91, ..., 1, jsou funkce t¥idy C*(Q2)
takové, ze

o kazda z téchto funkei je FeSenim rovnice (7) v Q,
e pro vSechna z € Q) plati

o, ...,
a((qii, fﬁ)) (@) #0,
e zobrazeni @ : O — R", @ : z — (Y1(2), ..., ¥p(x), 2P, ... 2™) je prosté.
Polozme Q := ®(Q) a definujme na Q funkce Gp+1s -+ Gn vztahy Gi(y) =
gi(® (y)) proi =p+1, ..., n. Budte 1/;,,“, ..., ¥y_1 FeSeni rovnice

n 8~
Z §z(y)87;/i =

i=p+1
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vQ(y, ..., Yp jsou v této rovnici parametry) a necht pro kazdé y € Q plati
Wity oy O
(wp+17 w )( ) ?é 0.
Ay, ...,y )
Prok=p+1,...,n— 1 polozme ¢ (z) := 1[)k(<I>(x)) Potom 91, ..., ©¥,_1 tvori

fundamentalni systém rovnice (7).

Dikaz. (1) Nejprve dokazme, ze funkce ¥py1, ...
nice (7) v Q. Proke{p+1,...,

, Y1 jsou feSenimi rov-

n—1}, i € 1 plati
O@) 5]'1',

O~ [0 0%~ (0 My N~ [ O
8xi_z<8yj0(b> 8wi_jz:; 8yjoq) (9wi+ Z oyl

Jj=1 Jj=p+1
takze

Oy Oy, " O, N T - B
— Qi giz<(’9yjoq>>_ axigiJr_Z Tyjoq) Zaﬁgii

i=1 j=1 i=1 Jj=p+1 i=1

P n n
51/% 51/% 81/1k N
j=1 j=p+1 J=p+l

(2) Zbyva dokdzat, ze 1, ..., Pp—1 tvoil fundamentélni systém. Bud k €
n—1. Je-li k < p, pak ¥, = ®F = y¥ o ®; je-li k > p, pak 1 = ¥y, o ®.

Odtud
e - ¢ kE<p,
V=4 E , ot
(Vi o®)- & k>p,

takZe muZeme psat

ay* oy’
oyl Ay"
1 Foany : : 09! 0!
Ozt o Qan—t 9y” oy” ozt o 9zt
. . . oyt t oy
: : | 9¥pt1 Opiy1 : :
31[)7171 01‘[)7;71 8y e dy oP" oP"
Oxl T Oxn—1 . . ozl o 9xn—l
OYPn—1 oypn—!
oyl Ay™
a®! o a®!
1 0 e 0 Ozl .. Pl RIS 1
: oar e oe”
0 1 .0 ooy | or | 087
= | 9pia Othpy1 OYpt1 0 1 0 =
ay! oyP oy™
Ons Ons 0ns 0 0 1
oyl dyP oy™ 0 0 0
1 0 0 3! 3! 3!
. Ozl *  Qzptl  t Jgn-1
0 ~1 ~O 3&,1) 3(i>p 3&,1)
= d¢p+1 OYpt1 OYpt1 ozt Tt Oxptl o ozt
oyl oyr Oyn—1 0 1 0
On 1 Opn 1 Py _1 0 0 1
ayl ayp ayn—l
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Obé posledni matice jsou ¢tvercové

(n — 1)-niho Fadu,

takze pro x € Q) je

1 0 0 9! oo!
. Oxl Oxptl
oy, .. 1 ~0 ~1 ~0 3<i>p aép
(¢17 : wn_1 ) (x) = | 9%p1 Ovpia Oppya | | Ot Ozptt
Ozt ..., a1 oyl DyP yn—1 0 1
3’/;71,—1 31/311,—1 31/371,—1 0 0
8y1 ayp 8y"71
APyt i1 | | po? ae!
Oyr 1 oyn—1 ozl oxP
Oy O 6&’ aép
ad;erll ajjn—ll ozt oxp
O(Wpi1s vy U ) .
A(yrtt, ...yt a(xt, ..., aP)
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