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1 Diferencialni pocet readlné proménné - derivace, jeji aplikace pro vy-
Setrovani funkce, véty o prirustku funkce

Definice. (derivace) Bud funkce f : R — R definovand na okoli bodu zg € R, derivaci funkce f v bodé zg

nazveme
z)—f(z
Lo @)= f )
T—To Tr — X9
Pokud tato limita existuje. Ma-li funkce kone¢nou derivaci v bodé, fikime, Ze je v tom bodé diferencovatelna.

Véta. (aritmetika derivace) Budte f, g redlné funkce redlné promenné definované na okoli a € R. Pak plati:

L (f+9) (@) =F(a)+¢ (a),

2. (f9)' (a) = g(a) ' (a) + [ (a) ¢' (a),

5. (@) #0, (1) (@) = iyt (a).
Pokud vijrazy na pravé strané magji smysl.

Vé&ta. (derivace slozené funkce) Necht g je diferencovatelnd v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g (a). Pak
f o g je diferencovatelnd v bodé a a plati:

(fog) (a)=f(g9(a) g (a).
Vé&ta. (derivace inverzni funkce) Necht Dy = J, f je spojitd a prostd, J otevieng, Vo € J, f(z) # 0. Pak

(7 ) = oy = U7 (@) = 5

kdeyo € f(J) =1, yo = f (z0).

Véta. (Darboux) Bud funkce f zprava spojitd v bodé a, necht je f diferencovatelnd na pravém okoli bodu a, necht
existuje limy,_,q, f (). Pak existuje f' (a) a plati

fi(a)= lim f(x).

T—ra4

Definice. (derivace vyssich fadi) Bud f realna diferencovatelna funkce. Oznacime funkei f' : R — R definova-
nou f’ (z) = % (). Druhou derivaci funkce f” rozumime derivaci funkee f atd. pro vyssi derivace.

Definice. (lokalni extrémy) Rikame, ze funkce f méa v bods a
1. lokalni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H,) (f (z) < f (a)),
2. ostré lokdlni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vx € H, ~ {a}) (f (z) < f (a)),
3. lokaln{ minimum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H,) (f (z) > f (a)),
4. ostré lokalni minimum, pravé kdyz (3H,) (Vo € H, N~ {a}) (f (z) > f (a)),

Véta. (nutna podminka existence extrému) Bud f md v bodé a lokdlni extrém. Pak f' (a) = 0 nebo f (a)
neexistuje.

Véta. (postacujici podminka pro monotonii funkce) Bud [ spojitd na intervalu I, necht existuje fnal.
Pak plati:

1. Vz el (fl (x) > 0) <= f je na I rostouct.

2. Yz el ( f (@)

IN

O) < f je na I klesajict.

3. (Ve el) (f/ (x) = 0) < [ je na I konstantni.



4. (Vx € I) (f/ (z) > 0) <= f je na I ostFe rostouct.
5. (Vxel) (f/ (z) < 0) < f je na I ostFe klesajici.

Véta. (derivace a postaéujici podminka existence extrému) Bud f diferencovatelnd na néjakém okoli bodu
minimum
mazimum

a. Je-li f' (a) =0 a soucasné f (a) { z 8 , pak f md v bod€ a lokdlni {

Definice. (te¢éna) Funkce f ma v bodé a
1. svislou te¢nu pravée tehdy, kdyz f je spojita v bodé a a f (a) = %00,

2. nesvislou tetnu y (z) = f (a) (z — a) + f (a), pokud je f v bodé a diferencovatelna. Bodu (a, f (a)) fikdme
bod dotyku.

konvexni

Definice. (konvexnost, konkdvnost) Rikame, 7e f je na intervalu I -
konkévni

> , pravé kdyz

(Voy, z0,23 € I, 1 < 29 < 23) (f(x2)< ; >w

(xa—x1) + f (xl)) :

Véta. (postaéujici podminka pro konvexnost a konkavnost) Bud funkce [ spojitd na intervalu I a diferen-
rostouct konvexni

covatelnd na I°. Je-li f/ lflesajzcz . nal’. Pakje f nal Fonkduni ..
ostre rostouct ryze konvexni
ostre klesajict ryze konkdunt
>0 roste
Véta. (postacujici podminka pro monotonii fl) Bud funkce f” na intervalu I <0 . Pak f/ Mesa
>0 ostre roste
<0 ostre klesd
konvexni
konkdvni

na I . Pak f je na I ryze konvexni

ryze konkdvnt
Definice. (inflexni bod) Rikame, ze funkce f ma v bodé a inflexi, pravé kdyz je diferencovatelna a plati

> <

(3H,) (Vz € H,) (:c<a:>f(x)< < >f(a)—|—f/(a)(33—a)> A (:c<a:>f(sc)< N >f(a)+f/ (a)(x—a)) )
Véta. (nutna podminka existence inflexniho bodu) Necht funkce f md inflexi v bod€ a a necht je diferenco-

vatelnd na okoli a. Pak f (a) = 0 nebo neexistuje.

Véta. (postacujici podminka existence inflexniho bodu) Necht ezistuje okoli H, takové, Ze f md koneénou
druhou derivaci na H,. Necht f (a) =0 a f (a) #0. Pak f md v bodé a inflexni bod.

Véta. (asymtota) Funkce f md v +o0o asymptotu o rovnici y (x) = kx + q, prdvé kdyZ

lim M:lcEIR/\ lim (f(x)—kz)=q.

r— 400 X r—+00

Podobné pro pripad —oc.

Véty o prirustku funkce

Véta. (Rolleova) Bud f spojitd na intervalu [a,b] = I, necht f je diferencovatelnd na I = (a,b), f (a) = f(b).
Pak 3c € I'tak, ze f (c) = 0.



Véta. (Lagrangeova) Bud f spojitd na intervalu [a,b] = I a diferencovatelnd na I" = (a,b). Pak 3c € (a,b)

takovy, Ze . @
S f)—fa
Fo==—=

Vé&ta. (Cauchyova) Budie f, g spojité na intervalu [a,b] a diferencovatelné na (a,b). Necht ddle g (z) # 0, Va €
(a,b). Pak 3c € (a,b) takovy, Ze




2 Riemanntiv integral v R, definice, postacujici podminky existence,
Newtonova formule, substituce, per partes, véty o stfedni hodnoté
Definice. (dé&leni intervalu) Bud [a,b] interval v R. Kone¢nou mnozinu o = {zg,x1,22,...,2,} takovou, ze

a=x9<x <...<2aZ,=>bnazyvame rozdélenim intervalu [a,b]. Bodim x) pro k = 1,2,...,n — 1 fikdme dé&lici
body intervalu [a, b], intervalu [zj_1, )] Fkame Casteény interval intervalu [a,b] pii rozdélent o.

Definice. (norma rozdéleni) Bud o = {zg,21,22,...,2,} s body ¢ = 29 < 71 < ... < z, = b rozdélenim
intervalu [a, b]. Ozna¢me Ay =z — 2p—1 pro k = 1,2,...,n. Cislo v (¢) = max {Ag|1,2,...,n} nazyvame normou
rozdéleni.

. . v » /' ~ s v ~ 3 z . ~ z.
Definice. (zjemnéni) Necht o a o jsou rozdéleni intervalu [a, b], pficemZ o C ¢’. Pak ¢’ nazgvame zjemnénim
rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni sou¢et) Necht funkce f je omezena na intervalu [a,b] a necht o = {xg,z1,22,...,2n}
s body a = xg < x1 < ... < x, = b je rozdélenim intervalu [a, b]. Oznaéme

M;= sup f(x) a m;= inf f(x)

z€[wi_1,2] r€[Ti—1,2]
pro kazdé i = 1,2,...,n. Pak
n n
i=1 i=1
nazyvame hornim, resp. dolnim, sou¢tem funkce f pro rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni integralni souéet) Necht funkce f je omezena na intervalu [a, b]. Infimum mnoZiny hor-
nich souétt a supremum dolnich souctu pfes rozdéleni o intervalu [a, b] nazyvame hornim, resp. dolnim, integralnim
sou¢tem funkce f a znacime

b b
/f:ilng(o), resp. /fzsups(a).

Definice. (Riemanniv integral, Darboux) Necht f je omezena na [a,b]. Je-li fagf = fj f, fikime, ze f ma v
intervalu [a, b] Riemanniv integral. Spole¢nou hodnotu dolniho a horntho integralniho soué¢tu znacime f: f nebo

fab f (x)dax. O funkci f fikame, Ze je integrovatelna v [a, b].

Véta. (nutna a postacujici podminka existence) Bud [ omezend na intervalu [a,b]. Pak
b
/ [ ezistuje < (Ve > 0) (Frozdélent o intervalu [a,b]) (S (o) — s (o) <e€).

Véta. (postacujici podminky existence integralu)
Bud funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.
Bud’ funkce f monotonni na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.

Definice. (Riemannova definice Riemannova integralu) Bud f omezena funkce na [a,b] a necht o =
{zo, 1, 22,...,2,} s body a = zg < 71 < ... < x, = b je rozdélenim intervalu [a,b]. Sumu J (o) = >_i | f (&) A,
kde & € [x;-1, 2], Vi € {1,2,...,n} nazyvame integralnim sou¢tem funkce f pii rozdéleni o.

Definice. (normalni posloupnost rozdéleni) Posloupnost rozdéleni intervalu [a, b] (O'n)zz nazyvame normalni
pravé tehdy, kdyz lim,,—, 1 oo v (0,) = 0.

Véta. (zakladni véta integralniho po&tu) Bud f omezend funkce na [a,b]. Integrdl fab f existuje pravé tehdy,
kdyz pro kazdou normdlni posloupnost rozdélent (0,)t2% je posloupnost (J (0n))nen konvergentn.



Newtonova formule

Vé&ta. (Newtonova formule v uréitém integralu) Necht existuje fab f, kde a,b € R, a < b a necht existuje
funkce F takovd, Ze

1. F je spojitd na intervalu [a, b],
2. F' (z) = f (2), Vz € (a,b).
Pak plati

b
[ r=re)-F@°= F @)

Véta. (Newtonova formule v zobecn&ném integralu) Necht —oco < a < b < 400 a necht pro funkci f na
intervalu [a,b) plati Vo € (a,b) existuje Rfax f. Ezistuje-li funkce F takovd, Ze

1. F je primitioni funkci k funkci f na intervalu (a,b) a
2. F md konecné limity lim,, F, lim,_ F,
Pak existuje f; f a plati

a

b
/ f=lmF —limF 2" [F ()"
a - a+

Substituce

Véta. (o substituci v uréitém integralu) Necht pro funkce [ a ¢ plati:
1. ¢ je spojitd na [a, ] a diferencovatelnd v (o, ),
2. f je spojitd na ¢ ([, 5]).

Pak plati

B , (8)
/ F) & (1) dt = / f (x) de,
@ o(a)

pokud integrdl na levé strané existuje.

Véta. (o substituci v zobecnéném integralu) Necht funkce ¢ je ostie monotonni a md spojitou derivaci ¢' na
intervalu (o, B) a necht je funkce f spojitd na intervalu ¢ ([o, B)). Oznacme a = ¢ (a), b :=limg_¢. Pak plati

B ?(8)
/ F6 @) & (8) dt = / f (@) do
« 45(0‘)

za predpokladu, Ze alespoti jeden z integrdli existuje.

Per partes

Vé&ta. (per partes pro uréity integral) Necht funkce f a g jsou spojité na [a,b] a diferencovatelné na (a,b).
o b g b,
Jestlize existuji integrdly [ f'g a [ fq', pak

b b
[ r@e@a=r@a@l- [ 1@d@.
Véta. (per partes pro zobecnény integral) Necht —oco < a < b < +00 a necht funkce [ a g spliiuji:
1. f, g maji spojitou derivaci f', ¢’ v intervalu [a,b),
2. existuje konecnd limita limy,_ fg,

3. existuje jeden z integrdli fab f'g, f; fq'.

/ab f'g=Ifgl, - /ab fq'.

Pak existuje i druhy integrdl a plati



Véty o stiedni hodnoté

Véta. (o stfedni hodnoté 1) Necht funkce f a g jsou omezené na intervalu [a,b] a necht maji vliastnosti:
1. funkce f je integrovatelnd, nezdpornd na intervalu [a, b]
2. soucin fg je integrovatelny.

Pak

b b
Jp € Linlf] g,supg] tak, Ze / fg= ,u/ f
a, [a,b] a a

Véta. (o stfedni hodnoté& 2) Necht funkce f a g jsou integrovatelné na intervalu [a,b] a necht g je monotonni v
(a,b). Pak

b ¢ b
3¢ € [a,b] tak, / fg:g<a>/ f+g(b)/§ 7.



3 Ciselné rady, kritéria konvergence, prerovnani rad, soucin rad

Definice. (&iselna fada) Necht (an):icl je Ciselna posloupnost. Posloupnost jejich ¢astednych soucti (sn):icl

definujeme vztahem
Sp=a1+az+ -+ a,, VneN.

)i

Dvojici posloupnosti ((an et (sn)::g) nazyvame ¢iselnou fadou a znaéime ji ZIE a, kde a, nazyvame n-tym

Clenem c¢iselné rady. Existuje-li kone¢na limita s = lim,_, o0 Sn, ITkdme, Ze fada konverguje a ma soucet s. V
opacném piipadé rfada diverguje.

Véta. (nutna podminka konvergence) Bud Zn 1 an konvergentni fada. Pak lim,_, o an = 0.
Véta. (aritmetika fad) Budte ) T, a Zn 1 bn Ciselné fady.
o Jestlize 3.7 a, a 3.2 b, konverguji. Pak 3" (ay, + bn) konverguge.
o Jestlize Z ey an konverguje a Z 1 b diverguje. Pak 2 (an + by) divergugje.
e Bud o € C~ {0}. Pak fady 3+ an a S aa, maji stejny charakter.
Véta. (B-C kritérium konvergence) Rada Z:{g an konverguje, prdavé kdyz
n+p

>

(Ve > 0) (3no) (Vn € N,n > ng) (Vp € N) (
k=n-+1

<E>.

Diisledek. (konverguje-li fada absolutné&, konverguje i neabsolutné) Bud Z+ lan| konvergentni Fada.
Pak Z _1 Gn je konvergentni fada.

Kritéria konvergence

Rady s kladnymi €leny

Véta. (srovnavaci kritérium) Necht pro nezdporné posloupnosti (a,) 2% a (b,)!> plati, Ze a, < b, od jistého
no-

e Pokud Z 2, andiverguge, pak Z 1 bn diverguge.
o Pokud 31 b,konverguje, pak Y25 a, konverguge.

an+1 < b1
b"L

Necht pro nezdporné posloupnosti (an)zz a (by )+_1 plati, Ze od jistého ng.
e Pokud Z: ay diverguje, pak Z 1 bn diverguge.
o Pokud 21 bpkonverguje, pak Zn > an konverguge.
Véta. (podilové kritérium) Budte (a,) %, (b,)72 kladné posloupnosti takové, Ze existuje L = lim,, o e
e Pokud L < 40 a Z 1 bn, konverguge, pak Z+ 1 G, konverguge.
e Pokud L >0 a 3> a,diverguje, pak S>3 by, diverguje.
e Pokud L € (0,400), pak Fady X b a ZT, 1 Gn mags stejny charakter.

Véta. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht a, > 0, ¥n € N.

1. Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati /a, < q, pak Tada Z _1 Gn konverguje.
(Limitnd pFipad lim,,_, 4o /G, < 1= 2:2:1 a, konverguje.)

2. Jakmile pro nekonecné mnoho indext plati /a, > 1, pak rada Zn 1 G, diverguge. (Limitng pripad lim, | oo /@y >
1= Zn 1 G, diverguge.)



Véta. (d’Alambertovo podilové kritérium) Necht a, > 0, ¥n € N.

1. Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kazZdé n € N, n > ng plati

< q, pak Tada Zn 1 an konverguge.

An 41
An

(Limitni pripad lim,,_, ; agil <l= E:ﬁ a, konvergugje.)
2. Jakmile pro nekonecné mnoho indexi plati == otl > 1, pak Yada Z _1 an diverguje. (Limatni pFipad lim,,_, 4 a”“
1 = "> a, diverguje.)
Vé&ta. (Raabeovo kritérium) Necht a,, > 0, Vn € N.
1. Existuje-li « > 1 ang takové, Ze platin (1 — a@—f) > « pro kaZdén € N, n > ng, pak Fada Z 1 ankonverguje.

(Limitnd pFipad lim,_, .o n (1 — %) =a>1— anl ap, konverguje.)

2. Jestlize existuje ng takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng platz’ n (1 — %) <1 pak tada Zn 1 an diverguge.

Limitng p¥ipad lim, . on (1 -2 ) =a <1 = an diverguje.
+ a

n= 1
Véta. (Gaussovo krlterlum) Necht (an) 1 je kladnd posloupnost, pro niZ existuji cisla ¢, € R, kladné ¢ a
omezend posloupnost (c,) 2 takovd, ze
Ap+1 - «
o —q—g—&— 1+€ Vn € N.

1. Jestlize g <1 nebo q=1 a o > 1, pak Tada Zn 1 an konverguge.

2. Jestlize g > 1 nebo q =1 a a <1, pak Fada Zn 1 an diverguge.
Véta. (Integralni kritérium) chybi...

Rady s obecnymi &leny
Véta. (Dirichletovo kritérium) Necht (an) 1 je redind posloupnost a (b, )Jri komplexni posloupnost splriugict.
1. (an):;:l je monotonni a lim,_, 4 a, =0,
2. (by )+3°1 md omezenou posloupnost édistecnyjch soucti.
Pak tada Z _1 Gnbn konverguje.
Véta. (Abelovo kritérium) Necht (an):z je redlnd posloupnost a (bn)zz komplexni posloupnost splniugics.
1. (an)zz je monotonni a konvergentni,
2. Z+f° b,, je konvergentni rada.

Pak tada 21 anby, konverguge.

Rady se stfidavymi znaminky

Véta. (Leibnitzovo kritérium) Necht (an):iﬁ je klesagici posloupnost kladnijch cisel. Jestlize lim, oo an = 0,
pak Zn > (=1)" ay, konverguge.

Pozndmka. Z Leibnitzova kritéria lze odvodit i odhad chyby pro fady se stifidavymi znaménky, pokud bychom chté&li
seCist jen koneény pocet prvki. Nejvétsi chyba, které se mizeme dopustit je rovna prvnimu vynechanému ¢lenu v
absolutni hodnoté.

Véta. (modifikované Gaussovo kritérium) Bud (an) 1 kladnd posloupnost spliiujici pro néjaké o,q € R,
kladné ea omezenou posloupnost (cn)zz vztah

Ap+1 «
=q——+ ——, V/neN.
an, q n 1+€

o Je-lig<1lmneboqg=1aa>1, pak Ffada Z+f° (—=1)" a,, konverguje absolutné.
e Je-lig>1nebog=1aa<0, pak Fada 3% (-1)" a,, diverguje.

o Je-lig=1aac(0,1], pak Fada Zn 1 (=1)" a,, konverguje neabsolutné.

10



Uzavorkovani

Definice. (uzavorkovani fady) Bud Z+°<i an fada a bud (k,)'> C N ostfe rostouci posloupnost. Radu

n=1
Z;:g A, jejiz cleny jsou uréeny A, = Z?Sﬁ an, Yn € N, nazyvame uzavorkovanim rady Z 1 an podle po-

—+o0
n=1"

sloupnosti (k;,)
Véta. (fada konverguje, pak konverguje libovolné uzavorkovani)

Véta. (uzavorkovani fady) Necht S Necht

jsou splnény podminky:

A, je uzdvorkovdnim Fady Z::i ay, podle posloupnosti (ky, )

n=1 n=1"

1. (M € N) (Vn) (kny1 — kn < M),
2. limy, s o0 an = 0.

Pak fady Z:ﬁ A, a Z:fl an maji stejny charakter a v pripadé konvergence i stejny soucet.

Prerovnani rady

Definice. (pferovnani fady) Mé&me ¢iselnou fadu Z: 1 an a bijekci ¢ : N — N. Radu Z Qg (n) NAZYVAME

n=1

prerovnanim fady 37 a,, podle ¢.

Véta. (pferovnani absolutné konv. fady) Nech? Z:z ay je absolutné konvergentni fada. Pak kaZdé jeji pre-
rovndni je absolutné konvergentni fada se stejnym souctem.

Véta. (Riemann) Necht Z:z apje neabsolutné konvergentni vada. Pak ke kaZdému s € R* existuje prerovndni
Z:ﬁ ag(n) takovd, Ze md soucel s. RovnéZ eristuje oscilugici prerovndni.
Soucin rad

Definice. (soucin Fad) Necht Z:icl ap a Z:Oi n jsou Ciselné fady a ¢ : N x N — N necht je bijekce. Pro kazdé
n € N polozme &islo ¢, = a;b;, kde n = ¢ (i, j). Pak fadu Z

2 ¢ nazyvame soucinem fad 3.7 a, a 0% by

Véta. (soucin absolutné konvergentnich ¥ad) Budte Y '~ a, a E by, absolutné konvergentni fady. Pak
jegich libovolny soucin je také absolutné konvergentni fada a pro jeji soucet platZ'

S () (£)

Definice. (souéinova fada) Necht S>> ¢, a Zn " b, jsou &selné Fady. Radu +°° (Zk 1 Qrbp— k) nazyvame

n=1

soucinovou fadou.

Dasledek. Pro absolutné konvergentni 7ady Z:ﬂ an @ Z:z by plati

() () - E (o)
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4 Mocninné rady, vlastnosti sou¢tu mocninné rady, Taylortv polynom,
Taylorova rada, rozvoje zadkladnich funkci do Taylorovy rady

Definice. (Mocninna Fada, obor konvergence) Necht (an) je realné resp. komplexni posloupnost a necht

n=1
a je realné resp. komplexni &islo. Pak fadu Z:i% an (r — a)" nazyvame mocninnou fadou se stfedem v bodé a.
Mnozinu vSech realnych resp. komplexnich ¢isel x, pro ktera mocninna rada konverguje nazyvame obor konvergence
mocninné Fady, s(z) pak oznafuje soufet mocninné fady pro x z oboru konvergence.

Véta. Pro kaZdou mocninnou Fadu Z::B an (z —a)" ezistuje p € R, p > 0 takové, Ze

1. pokud |x — a| < p, pak Tada Zn o an (x — a)" konverguje absolutné,

2. pokud |z — a| > p, pak Tada Zn o an (. —a)" diverguje.
Definice. (polomé&r konvergence) Cislo p 7 predchozi véty nazyvame polomér konvergence mocninné rady.
Vé&ta. Polomeér konvergence mocninné fady Z:i% an (x —a)" je roven

1
B lim sup T\‘/W 7

piicem?Z klademe p = 0, kdyZ limes superior je 400, a p = 400, kdyZ limes superior je 0.

Vé&ta. (Mocninnou fadu v oboru konvergence 1ze derivovat &len po €élenu) Necht Zn o an (. —a)" je re-
dlnd mocninnd fada s kladngm polomeéerem konvergence p. Oznacme jeji soucet s (x) . Pak pro kaZdé x € (a — p,a + p)

plati
+oo
"(z) = Znan (x—a)™ L.
n=1

Nasledujici tvrzeni plyne z dikazu predeslé véty.

Véta. Necht Zn o an (. —a)" je mocninnd fada s kladngm polomérem konvergence. Oznacme s (x) jeji soucet.
(n)
Pak pro kazdé n € NU{0} plati a,, = > n!(a).

Véta. (Taylortv vzorec) Necht redlnd funkce redlné proménné f md v bodé a € R konecnou n-tou derivaci.
Potom existuje pravé jeden polynom T, stupné mensi nebo rovno n takovy, Ze

T® (a) = £ (a) Yk € {0,1,2,...,n}.
Tento polynom md tvar

) (g
1, =3 T @ ap
k=0 ’

a nazyvdme jej n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé€ a.

Taylorovy polynomy nékterych funkci v bodé a =0

fa)=e = Z,%
k=0
n k
F@)=sin(z) = Toni1(2)=Toniz () = ;%31) 2R
n k
Pl = o) = Tan) = Tonis (=3 g™
Sl
flx)=ln(l4+2) = Tn(a:)zz P
k=1
f@)=0+2" = Tn(:c):Z( Z )sck.
k=0



Definice. (Tayloriv vzorec, zbytek) Necht funkce f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Polozme R, (z) :=
f(x)=T, (z). Pak vztah f (z) = T, (x) — Ry, (x) nazyvame Taylorovym vzorcem a R,, (z) nazyvame n-tym zbytkem
v Taylorové vzorci.

Zakladni predpoklady: funkce f ma v kazdém = € H, existuje kone¢na (n — 1)-ni derivace funkce f a v bodé
a existuje konecna n-ta derivace f.

Véta. Necht pro f, a, n plati zdkladni predpoklady. Pak pro zbytek v Taylorove vzorci plati

R, (x)

lim 7 = 0.

Ta (a; — a)
Peaniiv tvar zbytku: f (z) =T, (z) + w, (2) - (z — a)", kde limg,q w, (z) = 0.
Véta. (O nejlepsi aproximaci) Necht pro f, a, n plati zdkladni predpoklady a necht Q (x) je polynom stupné
nejuyse n, rizny od Taylorova polynomu T, piislusného funkci f v bod€ a. Pak existuje takové okoli H,, Ze
[f (2) = T (z)| < |f (2) = Q(x)], pro kaZdé x € Hy ~ {a}.
Véta. Necht pro f, a, n plati zikladni predpoklady. Necht ddle pro polynom p stupné nejugSe n a redlnou funkci w
plati, Ze
f@)=p@)+(r—a)" -@(z), kdelim @ (z) = 0.

Tr—ra
Pak p je n-ty Tayloriv polynom funkce f v bodé a.
Véta. (Taylorova) Necht existuje okoli H, bodu a takové, Ze funkce f v ném md konecnou (n + 1)-ni derivaci a
necht © € H,. Pak zbytek v Taylorové vzorci md tvar f (x) =T, () — Ry, (x)md tvar

(nt1)
R, (z) = e (z—a)".

(n+1)!
Kde cislo € zdvisi na x an a lezi mezi ¢isly © a a.
Lagrangetiv tvar zbytku:
f(n+1) ( ) n+1
R, = .
@ =T @9
Cauchyho tvar zbytku:
Fr D (€) n
Ru(e) = @ — )" (2 )

Taylorova rada

Vyjadreni realné funkce redlné proménné jako rfady
+oo
f(z)= Zan (x —a)" pro kazdé z € J
n=0
nazyvame rozvojem funkce do mocninné fady se stiedem v bodé a € Dy, kde interval J je takovy, Ze a € J “a

JcCD f-
Taylorovou fadou rozumime:

T ) (g
Zf (a)

n=0
Z Taylorova vzorce

definujiciho zbytek R, (z) plyne, Ze

IR ) (g
Zf ()(x—a)n<:> lim R, (z)=0.

n! n—-+oo

fla) =

n=0
Véta. (Abelova) Redlnd mocninnd fada je spojitd v celém svém oboru konvergence.

Diukazy a priklady jsou ve skriptech.
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5 Derivace v R”, parcialni derivace, véty o prirustku funkce, extrémy
funkci vice proménnych, vizané extrémy

Definice. (afinni prostor) Necht X # () X je linearni prostor nad T a zobrazeni (-,-) : X x X — X (x,y) — @
a plati:

1. 2y +yz+ 2Zx =0 Vz, y, z e X,
2. Yz e X)((-,-) & x — y) je bijekee.
Prvky prostoru X nazyvime body a prvky v X nazyvame vektory.

Definice. (soufadny systém) Souradnym systémem v afinnim prostoru rozumime o € X a (€}, ..., €,)baze X.

Definice. (metrika) Bud (X , X ) normovany afinni prostor, potom vzdalenosti bodtd z a y rozumime p (x,y) =
[l = yll.

Definice. (smér) Smérem v afinnim prostoru E rozumime libovolny jednotkovy vektor ||¥]| =1, kde ¥ € E.
Definice. Bud ¢ : R — X, ty € D_a necht existuje limy,,, ﬁ (¢ (t) — ¢ (to)). Tuto limitu nazveme derivaci ¢ v

bodé ty a znafime ¢’ (t), (?Tf) )
t=to

Definice. (derivace ve sméru) Necht f : F — F a xy € D} a U je smér v E, polozme ¢ (t) = f (x¢ + t¥).
Existuje-li ¢’ (0), pak derivaci ve sméru rozumime

o (o) = @' (0) = 21 (w0) = B0 f (o) = Jim & (5 (1) — 9 (0)) = limn & (/ (z + 1) — f (a0)).

t t—0
Definice. (parcialni derivace) Necht f : E — F je zobrazeni, (o0,€},...,€&,) je normalni soufadny systém v E.
Existuje-li fe: (z), nazgvame jej parcidlni derivaci podle i-té proménné, kde ¢ € {1,2,...,n}.

Véta. (linearni zobrazeni v kone¢né dim je spojité)
Véta. (5 ekvivalenci) Bud U linedrni zobrazent z E do F , pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni.
1. U je spojité,
2. U je spojité v bodg,
3. U je omezené,
4. U je Lipschitzovske,

5. U je stejnomérné spojité.
Definice. (norma linearniho zobrazeni) ||U|| = inf {k € R| HUEH <k HEH} \Vh e E.
Definice. Oznaéme & (E, F ) vektorovy prostor viech linedrnich zobrazeni z E do F s normou ||-||.

Definice. (derivace jako lin. operator) Necht ¢ : E > F , To € D;. f{ikéme, ze g je diferencovatelna pravé
tehdy, kdyz 9L € .& (E, ﬁ) spojité takové, zZe

1

Jim Tz =20l (9(x) —g(xo) — L(z—wx0)) = 0,
@)%ﬂ%(g(mo+ﬁ)—g(xo)—L<ﬁ)> = 0.

Pak derivace g je ¢’ (x0) = L = g—g (z9) = dg (zo).
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Véta. (nutna podminka existence derivace) Necht 3¢’ (z9) = L, pak g md v x¢ derivaci v kaZdém sméru a
navic plati

95 (z0) = ¢ (0) U.
Véta. (derivace implikuje spojitost) Md-li zobrazeni g derivaci v bod€ xq, pak je v tomto bodé spojité.
Definice. ¢ je afinni <:>3£ S (E_", f) takové, ze g () — g (zo) = g (x — x0) .
Definice. (gradient) Necht F je eukleidovsky prostor a g : E — R je funkce diferencovatelna v bodé xo(3g’ (x0)).
Pak 3k € E takovy, ze ¢’ (zo) h=Fk-h= (E, f_i) . Existence takového vektoru k plyne z Rieszovy véty. Vektor ks
témito vlastnostmi nazyvame gradientem g (z¢), zna¢ime k = grad (g (zo)) .

Véta. (viastnosti derivace) Necht f,g: E — R jsou diferencovatelnd v bodé xg, potom plati:

1. (f+9) (z0) = f' (z0) + ¢ (x0),
2. (f9)' (o) = g (x0) f' (x0) + f (z0) ¢’ (x0),

5. 9(00) £0, (1) (20) = ~ Gryyed (w0).

Véta. (postacujici podminka existence derivace) Bud E eukleidovsky prostor a (0,€1,...,€,) ortonormdlni
bize a g: E — F axy € D; a 3H,, takové okoli, Ze v ném Jg; (x) = %, Vi € n,x € Hy, a g; jsou spojité. Pak

39’ (o).

Véty o prirustku funkce

Véta. (Legracni véta o piirustku funkce) Budie g : E — R a (0,y,...,&,) normdini souradny systém v E,
necht zo € D, a necht md g na B (xo, R) derivaci proniho Fddu. Pak Vx € B (zo, R)3 (x1,...,2,) € B (w0, R) tak,
Ze
n ; ; n ag ; ;
9(@) = g(@0) =Y gy (@) () —ab) = 3 5% (@) (27— af).
j=1 j=1

Vé&ta. (o pFirustku funkce) Bud g : E — R, g spojitd na iseéce [x,y] a diferencovatelnd na (x,y) (= [z,y] —
{z,y}). Pak 3z € E takové, Ze g (x) —g(y) = ¢ (2) (x — y).

Véta. (o prirustku zobrazeni) Bud'g : E — F spojité na [z,y] a 3¢’ na (x,y) a (Ic € R) (Vz € (z,9)) (g’ (2)]| < ¢).
Pak ||lg (z) —g W)l < cllz =yl

Véta. (nulova derivace, pak je konstantni) Bud D oblast v E, g : E — F takové, Ze g’ (x) = 0 Vo € D. Pak
g je na D konstantni.

Extrémy funkci
f, g jsou v této sekci funkce, tedy zobrazuji pouze do R.

Definice. (lokalni extrém) O funkci g fikdme, Ze méa v bodé xy ostré resp. neostré lokalni minimum pravé
tehdy, kdyz (3Hy,) (Vz € Hy, ~ {z0}) (9 (x) > g (z0)) respektive (IHy,) (Vo € Hy,) (9 (z) > g (x0)). Pro maximum
obdobné.

Véta. (nutna podminka existence extrému) Necht funkce f md v bodé xq lokdlni extrém a zdrover 3f' (o).
/ —

Pak f' (x0) = Q.

Definice. (stacionarni bod) Jestlize f’ (z9) = 0, fikame, Ze x( je stacionarnim bodem funkee f.

Definice. (pozitivni definitnost kvadratickych forem) Necht 3f” (z() a Vh # 0, f"”(xo)h? > 0 je pozitivné

definitni kvadratickd forma, piseme f” (zo) > 0. Dale jestlize plati f” (xg) h? > 0, Vh, znaéime f” (x¢) > 0 a Fikame,

Ze je pozitivni.

Véta. (vySetfeni lokdlniho extrému) Bud f : E — R, ddle necht 3f" (x¢) a f' (xo) = 0. Pak plati:
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~

. [ md lokdlni minimum v xyg = f" (x9) > 0,

2. " (xz0) > 0=f md v xo ostré lokdlni minimum,
3. [ md lokdlni mazimum v xog =>f" (z9) <;0,

4. " (x0) < 0=f md v zo ostré lokdlni mazimum,
5

. " (z) je indefinitnd kvadratickd forma, pak f md v bodé zq sedlovy bod.

Vazany extrém

Véta. (nutna podminka pro existenci vazaného extrému) Bud f : R™ — R diferencovatelnd v bodé xo € M,
kde M je varieta. Md-li funkce f|pyr extrém v bodé xg, potom existuji koeficienty Ai,..., Ay takové, Ze A = f —
[ N@t md nulovou derivaci v bodé xo (A (1) = 0), md v xg staciondrni bod.

Véta. (postaéujici podminka pro existenci vazaného extrému) Bud M varieta tiidy C?) a g je staciondrni
bod A’ (29) = 0 a necht f € C?). Pak plati:

~

md-li f|nr lokdini minimum v xo=A\" (20) |7,; (z4) > 0,
- N (20) |10, (20) > 0=>f|nr md ostré lokalni minimum vzhledem k varieté M,
. md-li f|ar lokding mazimum v xo==A" (20) |1, (20) <0,

2
3
4. N (20) |74 (20) < 0==f|ns md ostré lokdini mazimum vzhledem k varieté M,
)

. jestlize N (20) |7, (zo) Je indefinitni forma, pak f|n nemd extrém v bodé x.
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6 Lebesgueilv integral - definice, méritelné mnoziny a funkce, Fubiniova
véta, véta o substituci, spojitost integralu, véty o zaménach (integral
a fada, integral a limita, integral a derivace)
Zavedeni Lebesgueovy miry podle Stovickovych poznamek v FA1.
Definice. (o-algebra, mé&fFitelny prostor) Bud X # (), M C P (X) , je o-algebra pravé tehdy, kdyz plati:
e X e M,
e VAe M, XNAeM
e A, e M, n¢c N:>UZO:1A,L e M.
(X, M) je mé&Fitelny prostor.

Definice. (borelovska o-algebra) Bud (X, ) topologicky prostor. Nejmensi o-algebru takovou, ze 7 € B C P (X)
nazveme borelovskéi o-algebra. Prvky B jsou borelovské mnoziny.

Definice. (méfitelné funkce) Bud (X, M) méfitelny prostor, f : X — C(resp.R) je M-méfitelna prave tehdy,
kdyz VA C C(resp.R), A borelovskd = f~1 (A) € M.

Pozndmka. Touto definici si nejsem moc jisty, tak bych se tim p¥ili§ nechlubil... Dale jsou v poznamkach dva dilezité
specialni pripady:

e (X, 7) topologicky prostor, M = B borelovské mnoZiny v X, pak f je borelovsky méritelna,
e X =R" M = g-algebra lebesgueovsky méritelnych mnozin, pak f je lebesgueovsky méritelna.
Poznamka. MéFitelnost:

e A C X je méfitelnd mnozina (A € M)<=-x 4 je méfitelna funkce, kde x 4 je charakteristicka funkce intervalu
A.

e f: X — C je mé&fitelna <= Re f a Im f jsou méfitelné.

e f: X — C je méfitelnd <= |f| : X — R je méfitelna.
Definice. (mira) Bud (X, M) méfitelny prostor, 1 : M — [0, 4+00] je mira, je-li o-aditivni (tzn. 4,, € M, n € N,
po dvou disjuktni, pak pu (U:g An) = Z:z p(Ay)). Prostor (X, M, ) nazveme prostor s mirou.
Definice. (konstrukce integralu) Bud (X, M, u) prostor s mirou, konstrukce [ fdu:

1. prostor jednoduchych funkei . = spang {xa|A € M, u(A4) < oo} (lineadrni kombinace charakteristickych funkef

mnoZin koneéné miry)
n
seS, s= g CiXA;, /
j=1 X

sdp = Z cit (4;).
j=1

Ted umime integrovat jednoduché funkcee.
2. f:X — [0, +o00] méfitelna,

fdp:= sup [ sdp €0, +0o0].

T se Jx
0<s<f

O funkei Fikéme, Ze je integrovatelna (f € L (X,du)) pravé tehdy, kdyZ f je méfitelna a [, fdu < 4o00.Ted
umime integrovat nezaporné funkce.
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3. f: X — R méFitelna, oznaéme f* := I (f+|[f]), [~ = 2 (f—|f]). O f iikime, Ze f € L(X,du) pravé
tehdy, kdyz f+, f~ € L (X,du), pak definujeme

/fdu ::/ f+du+/f*du, kdyz / frdu < +o0 nebo/f’du<+oo.
X X X X X

Nevlastni integral podle nas existuje a zna¢ime, f € L*.
V pifpadé komplexni funkee f : X — C, f € L(X,du) pravé tehdy, kdyz Re f,Im f € L (X,du). Integral f

definujeme:
/ fdu ::/ Refd,u—l—i/ Im fdp.
b'e b'e b'e

4. Integral pfes mnozinu £ € M, f € L (X,du) definujeme

/fdu /fxEdu

Definice. (skoro vsude) Budte (X, M,pu), f,g: X — C mé&Fitelné. Rikime, Ze f = g p skoro viude, prave kdyz
i ({z € X|f (2) # g (2)}) = 0 <= [y |f — gl du = 0. Znacime f ~ g.

Pozndmka. Pojem skoro v8ude je relace ekvivalence

f=gsv. = /If\du:/lgldu,
X X
f€lnebogel, f=gsv. = /fd,uz/gdu.
X b'e

Véta. (existence a jednoznacénost nezuplnéné leb. miry) Budte B (R™) borelovské mnoZiny nad R™, n € N.
Potom existuje pravé jedna mira A na B takovd, Ze

1. X((0,1)") = 1, jednotkové krychli priradi miru 1,
2. je invariantni vici translaci.

Definice. (ztiplnéni miry) Budte (X, M, 1) mira 7 je iplna, jestlize (VA € M) (VB C A) (u(A) =0=B € M A (B)=0).

Y oy

Véta. (existence jediného rozsifeni miry) Bud (X, M, ) libovolng prostor s mirou. Pak existuje prave jedno
ziplnéni (X, M, i) , kde [t je tiplnd, M C M, Tl = p.

Definice. (Lebesgueova mira) Miru A nazveme Lebesgueovou mirou. Jedné se o zaplnénou miru A.

Pozndmka. L (X,du) 2 L (X,dn), zvétsi se tfidy ekvivalence, ale nepfibudou nové.

Meéritelné mnoziny a funkce
Viceméné je to vypis ze zavedeni Lebesgueovy miry.

Definice. (mé&fitelna mnozina - Krbalek) Bud A C X libovolna, (X, M, \) prostor s mirou. Rekneme, 7e A je
A-méftitelné pravé tehdy, kdyz
Ve>0)(3Se S, ACS)(MN(SNA)<e).

Pozndmka. Definice postavena pii konstrukei miry pomoci vnéjsi miry.

Definice. (méFitelna funkce - Krbalek) Bud (X, M, ) méfitelny prostor, f : X — R nazveme méfitelnou
funkci pravé tehdy, kdyz
(Ve e R) (X, e M), kde X, ={z € X|f(z) > c}.

Pozndmka. Definice méFitelné funkce od pana Krbalka a pana Stovicka jsou ekvivalentni, nebot plati {z € X|f (z) > ¢} =
F71((c, +00)). Navic, jak jiz dobte vime z MIP, miniméln{ o-algebra nad otevienymi mnoZinami tvoti borelovskou
o-algebru. Dale vime, Ze vlastnost sta¢i ov&fovat pouze na generujici mnozing. (V pravdépodobnosti jsme volili
polouzaviené intervaly (—oo, c].)

Véta. (postacujici podminka méFitelnosti funkce) Budte (X, M, u) méfitelnyg prostor, f : X — Rspojitd
funkce. Pak f je méFitelnd.

Pozndmka. MnoZina méfitelnych funkci je uplné.
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Fubiniova véta

Véta. (Fubini) Budte A C R®, B C R™ meé¥itelné mnoZiny, bud ddle ¢ : R"™ — R, ¢ € L* (A x B, d\). Pak
plati:

1. pro skoro viechna x € A, ¢ (x, ) € L* (B),
2. [ge(y)dy € L*(A),

3. foB $= fA (fB ¢ (z,y) dy) dx

Disledek. (mira kartézského soudinu mnoZin) Budite A C R", B C R™, je-li A x B méFitelnd. Pak
i (A x B) = i (A) p (B).

Véta. (zaména integrali) Budte M C R™, N C R™ méritelné mnoZiny a f (x,y)je méritelnd na M x N a necht
ddle jeden z integrdli [, ([y f (z,y) dy) dz nebo [y ([, [ (z,y) dx) dy konverguje. Pak [, ([y [ (z,y) dy) do =
Iy s f (@,y) de) dy.

Véta o substituci

Véta. (o substituci) Bud ¢ : R” — R" prosté a requldrni, bud A C H,méFitelnd mnozina. Pak

IRCESY IR0

pokud md alespori jedna strana smysl. Oznacdenim ’90/ (y)‘ = ‘jg,(y)| = ‘det @ (y)‘

¢ (y)‘ dy,

Spojitost integralu

Véta. (spojitost integralu vzhledem k rostoucimu systému mnozin) Bud A, C A,41 rostouci systém
mnozin a 2 0na A= A, ap € L(A,). Pakp €L(A) a [, ¢ =lim, si00 [, ¢

Véta. (spojitost integralu vzhledem k mife intervalu) Bud ¢ € L(A) ( [, ¢ < +00). Pak plati:
(¥e > 0) (36 > 0) (VB C A, u(B) < d) (/ o] <€>.
B

véty o zaménach (integral a fada, integral a limita, integral a derivace)

>0, ¢, €L (A), Vn €N ap =0, PakypcL(A),

~

Véta. (zameéna integralu a fady) Budte o,
+ S
an fA Pn = jA -

Véta. (zameéna integralu a monotonni posloupnosti) Bud v, € L(A) a ¢, 7 . Pak ¢y € L* (A4), IA¢ =
limy, oo [y Un.-

Véta. (Lebesgues) Budle po,on € L(A), necht |on| < @o, ¥n € N. Pak ¢ € L(A) a soucasné [, ¢ =
11mn~>+oo fA Pn-

Véta. (zameéna integralu a limity v parametru) Bud A C (X,p), M C R", ag € X a necht jsou splnény
ndsledujici podminky:

1. Ya e A~ A{ao}, je f(, ) méFitelnd na M,
2. ag € AI,
3. pro skoro vSechna x € M Ilimy_q, f (z,0) = ¥ (x),

4. Jp € L(M) pro skoro vSechna v € M tak, Ze Yo € AN {ao} plati |f (z,a)| < ¢ (x).

Pak ¢ € L (M) anw:limazc;e Sy [ (z,0) da.
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Véta. (o derivaci integralu zavislém na parametru) Bud f : M x J — R, kde J je otevieny interval a necht
jsou splnény ndsledugici podminky:

1. Ya e J, f(,a) méfitelnd na M C R",
2. dag € J takové, Ze f( ,ap) € L (M),
3.3ZC M, u(Z)=0aVe e M~ Z aVae J 3L,

4. Jp e L(M) tak, ZeVa € J,Nx e M N\ Z 'W < p(x).

/

Pak 39 na J, LF(a)=F (a):fMde a navic f( ,a) € L, Va € J.
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7 Derivace v komplexnim oboru, holomorfni funkce, Cauchyova véta a
Cauchytv vzorec, Laurentiv rozvoj a typy singularit, reziduova véta

Znadeni: {2 znafime neprazdnou otevienou podmnozinu C, kouli zna¢ime D (a,r) = {z € C||z —a| <7}, a € C.
Definice. (komplexni derivace) Budte f: 2 — C, z € £2. Rekneme, 7e f ma v zoderivaci, jestlize existuje

lim f(z) = f(20)

Z—r20 zZ— 20

eC.

Znadime ji f’ (z9) nebo %‘

Pozndmka. (odvozeni C-R rovnic) derivace v R? = C, z = x + iy, kde 2,y € R. Oznacéime f : 2 — C, u = Re f,
v = Im f. Tedy ozna¢me novou funkci

fiQCcR R ( * ) — ( u(@,y) )
y v(z,y)
Dale plati, ze df (zo,y0) € -Z (R) = R*2(je linearni zobrazen).
Ou(zo,y0) Ou(zo,y0)

df (w0, y0) = ( du(onge)  Ov(onn) ) , f(@,y) = f (xo, yo) + df (x0, yo) < v > + R(z,y)

oz dy Y—Yo

PR R(z,y)
a plati, ze limz ) (20,0 ‘|(1,L)—(z0,‘y0)|~

Plati f (z) existuje, pak df (zo,yo) existuje. (f’ (20) (z — 20) = df (x0,y0) < z B ';0 ))
— Y
Jestlize existuje df (zo,yo), pak existuje f/ (z), prave kdyz df (zo,y0) € R*? je uréeno nasobenim komplexnim
¢islem.To znamena ¢ = a + b, a,b € R?

( g ) ER?*— €4+ineC w (a+ib)(&+in) €C,
a& —bn
~ ( a& + bn ) ’
¢ a —b ) 13 . Liy Lo 2,2
— , t1. L = € R=~.
( n a b n ) Lyy Lo
Je urfena nasobenim komplexnim &islem, pravé kdyZz Li; = Laa, L1a = — Lo (Cauchy-Riemannovy podminky).

Véta. (nutna a postacujici podminka existence komplexni derivace) Necht f : 2 — C md v bodé zy =
xo + iyo derivaci df (zo,yo) jako funkce z R? do R?. Oznacme uw = Re f, v =Im f . Potom f'(29) existuje, prave
kdyz jsou splnény Cauchy-Riemannovy podminky:

<5'U (zo,y0) _ Ov(x0,0) Ou(xo,40) v (zo,y0)> .

Ox oy Oy Ox

Dausledek. Budte f: 2 — C a zg = xo + iyo € 2. Necht funkce u = Re f, v = Im f maji na okoli bodu (xo,yo)
spojité parcidlni derivace 1. Fddu. Potom f’(z9) existuje, prave kdyZ jsou splnény C-R rovnice.

Definice. (holomorfni funkce) Bud f : 2 — C, f je holomorfni na (2, pravé kdyz f’ (z) existuje pro vSechna
z € £2. Mnozinu v8ech holomorfnich funkci na {2 ozna¢ime H (£2).

Definice. (cela funkce) Funkeci f : 2 — C nazveme cela funkce, jestlize f € H (£2).
Definice. (parcialni komp. derivace) Pokladame % =z (a% - z%) , =1 (% + ia—y)

Véta. (0zf =0 odpovidd C-R rovnicim)
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Cauchyova véta a Cauchyiv vzorec

Definice. (soubor regularnich uzavienych kiivek) Bud I' = (y1,72,...,7), n € N, soubor regularnich
uzavienych kitvek. Polozime (I') = UP_, (v;), f € C((I), [ f = >j_, f,y} f. Dale pro vSechna a € C ~\ (I')
definujeme index bodu vzhledem k souboru regularnich kiivek nasledovné: '

ind (a) 1 dz 1 / dz nd()
in =— :g — :E in .
e 2mi Jpz—a 2 )y, 2 —a = “

Véta. (Cauchyova véta a Cauchyav vzorec) Budte I' = (1,72, ..,Vn), n € N, soubor reguldrnich uzaviengch
kifivek v £2. NechtVz € C\ 2, indp (z) = 0. Potom ¥f € H (§2) plati:

1. Vze 2~ (D), 5= [}, %dw = indr (2) f (2) (Cauchyova formule),
2. [ [ =0 (Cauchyova véta).
Pozndmka. K dikazu tohoto tvrzeni jsou potfeba nasledujici véty.

e Cauchyova véta pro trojihelnik: Funkce holomorfni na oblasti az na jeden bod, pak integral pres libovolny
trojthelnik je nulovy.

e Morerova véta: Jestlize je integral spojité komplexni funkce pies libovolny trojihelnik nulovy, pak je funkce
na oblasti holomorfni.

e Liouville: Jestlize je cela funkce omezena, pak uz je nutné konstantni.

Dausledek. Budte I' = (71,%2,---,7Yn) G I = (A1, 92, - - -, ¥m) dva soubory reguldrnich uzaviengch kiivek v (2.
Jestlize Vz € C~\ 02, indp (z) = indp (2), potom Vf e H(R2), [ f= [7].

Disledek. Bud' vy reguldrni Jordanova kvivka v £2. Necht int(y) C 2. Potom Vf € H (12), fv f=0.

Laurenttv rozvoj a typy singularit

Definice. (izolovana singularita, odstranitelna singularita) Budte a € 2, f € H (£2\ {a}). Potom fekneme,
Ze f méa v bodé a izolovanou singularitu. Pokud existuje f € H ({2) tak, Ze Vz € 2~ {a}, f(z) = f (2), fikame, Ze
singularita v bodé a je odstranitelna.

Véta. (nutna a postacujici podminka pro odstranitelnost izolované singularity) Budte a € (2, f €
H (2~ {a}). Singularita v a je odstranitelnd, prdvé kdyz f je omezend na néjakém okoli bodu a.

Véta. (klasifikace singularit) Budte a € 2, f € H (2 \ {a}). Potom nastane prdvé jedna ze t¥i moznosti:

1. f md v bod€ a odstranitelnou singularitu,

2. ezistuji jednoznacné uréené m € N, ci,¢a,...,cm € C, ¢, # 0 tak, Ze f(2) = >, ﬁ, Vz e 2~ {a} md
v bodé a odstranitelnou singularitu,

3. ¥r > 0 takovd, Ze D (a,r) C 2 je f (D' (a,r)) je hustd podmnoZina C.

Definice. (typy singularit) V pfipadé 2., fikdme, Ze funkce f ma v bodé a pol m-tého fadu. V piipadé 3., ma f
v bodé a podstatnou singularitu.

Pozndmka. Chovani funkce na okoli singularity:
e (odstranitelna singularita) existuje lim,_,, f (2) € C, (pfiklad f (z) =0, Vz € 2~ {a}),
e (pol) existuje lim._,q f (2) = 00 (lim._q | f ()] = +00), (piiklad f (2) = =),

e (podstatna singularita) neexistuje lim,_,, f (z), obraz okoli a pokryje hustou podmnozinu v C, dokonce Vw € C
existuje posloupnost ()% € 2~ {a} tak, 7e z, = a, f(z,) — w. (pFiklad f (z) = exp (1)).

n=1

Definice. (mezikruzi) Mnozinu P (a,r1,72) = {# € C|r1 < |z — a| < ra}, nazyvame mezikruzi.
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Definice. (Laurentova fada) Budte ¢, € C, n € Z, a € C. Potom z # a,

ch zfa chzfa +Z zc:a

Laurentova fada konverguje, pravé kdyz konverguji obé fady na pravé strané. Zzz ¢ (2 — a)" nazyvame regularni

cast, S0 oy nazyvame hlavn cast.
~ 2 « v v « - 400 c_p +oo n Ly
Véta. Budte c, € C, a € C. Oznacme po Tadé R_, R, poloméry konvergence fad ) =) =+, > " 7  cow™. JestliZe

i < R4, pak Laurentova tada konverguje na P (a, i, R+).

Véta. (podoba koeficientii ¢,) Za stejnijch predpokladi, necht R% < R4. Oznacéme

F(2) = io en(z—a)", zeP( Rl, R+)

Potom f € H(P (a,R%,m)) aVr € (R%,m), Vn € Z,

1 f(z)

211 )y, (2 — a)n+1 7

Cp =

kde 7, (t) = a+ret, t € [0,2n].
Pozndmka. koeficienty c,, v Laurentové rozvoji jsou jednoznacéné urceny funkei f.

Véta. (existence jednoznaéného rozvoje) Budte 0 <1 <re < 400, a€C, f € H (P (a,r1,72)). Potom f lze
na P (a,r1,r2) jednoznacné rozvést do Laurentovy Tady,

“+o0

fz)= Z cn(z—a)", z€ P(a,ry,m2).

n—=—oo

Reziduova véta

Definice. (reziduum) Bud f € H (D' (a,7)), 7 >0, f(2) = 30> ¢, (2 —a)". Reziduem funkce f v bodé a
je resq (f) = c_1.

Vé&ta. (o reziduu) Budte A C 2, I' = (71,72, ..,¥m) Soubor requldrnich uzaviengch kfivek v 2~ A a necht A
nemd v §2 hromadng bod. Ddle necht VYw € C\ 2, indr (w) = 0. Potom pro libovolnou f € H (§2\ A) plati:

/f—2mZmd res ).

Definice. (meromorfni funkce) Funkei f nazveme meromorfni na 2, jestlize existuje A C (2 takova, Ze
1. fe H(2\A),
2. A nemé hromadny bod v (2,

3. Ya € A, f nem4 v a podstatnou singularitu.
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8 Linearni zobrazeni a jeho matice, soustavy linearnich algebraickych
rovnic, Frobeniova véta

Definice. (linearni zobrazeni) Budte P, @ vektorové prostory nad stejnym télesem 7', A : P — Q. A nazveme
linearni, pokud plati:

1. A je aditivni (V2,7 € P) (A(Z+§) = A(@) + A @),
2. A je homogenni (Vo € T) (VZ € P) (A (aZ) = aA (Z)).

Vé&ta. (alternativni definice lin. zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad stejngm telesem T, A : P — Q.
Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

1. A je linedrni,

2. (Va € T)(VZ,§ € P) (A(aZ + ) = oA () + A(§)),
3. (Yn e N) (Vau,...,an € T) (VZ1, ..., @) (A (z;;l ajfj) —Y a4 (@)) .

Definice. (prostor linearnich zobrazeni) MnoZinu vech linedrnich zobrazeni z P do @ vektorovych prostorti
nad télesem T oznaéime . (P, Q). Dale definujeme operace s¢itani a nasobeni &islem z télesa:

1. (VA,Be £ (P,Q)) (Vi e P)((A® B)¥ = AT + BZ),
2. VaeT)(VAe Z(P,Q)) (VZ € P)((a ® A) ¥ = aAT).
Véta. (prostor linearnich zobr. je vektorovy prostor)

Definice. (monomorfismus, epimorfismus, izomorfismus) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T,
A e Z(P,Q), fikame, Ze:

1. A je prosté, monomorfismus pravé tehdy, kdyz (VZ,§ € P) (AT = Ay = & =),

2. A je ,na @, epimorfismus pravé tehdy, kdyz (VZ' € Q) (3% € P) (AZ = 2),

3. je-li A prosté i na, pak je A izomorfismus,
4. je-li P =@ a A je izomorfismus, pak A nazveme regularni operator.

Definice. (linearita inverzniho zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad t&lesem T, A € £ (P, Q) izo-
morfismus. Pak A= € £ (Q, P) je také izomorfismus.

Véta. (linearita slozeného zobrazeni) Budte P,Q,V wvektorové prostory nad télesem T, A € £ (Q,V), B €
Z(P,Q). Pak ABe L(P,V).

Definice. (obraz a vzor mnoziny) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q). Necht M C
P, N C Q. Obrazem M nazveme A (M) = {AZ|¥ € M }. Vzorem mnoziny N nazveme A~! (N) = {# € P|AT € N}.

Vé&ta. (obraz a vzor podprostoru je podprostor)

Definice. (jadro, hodnost, defekt) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q).
1. Hodnosti A nazveme h (A) = dim A (P),
2. jadrem A nazveme ker A = {f € P|AZ = 6@} ,
3. defektem A nazveme dA = dimker A.

Vé&ta. (obraz linearniho obalu) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q). Necht Z1,...,Tp
jsou vektory z P. Pak A([Z1,...,%,],) = [AZ1, ..., AZy],.

Véta. (dimenze obrazu podprostoru) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q), P, CC P.
Pak dim A (Py) < dim P;. Specidlné h(A) = dim A (P) < dim P.
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Véta. (jednodussi ovéfeni izomorfnosti) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q), necht
dim P = dim Q < +o00. Pak A je izomorfni prdvé tehdy, kdyz A je monomorfni nebo epimorfni.

Pozndmka. Na konefné dimenzi je linearni zobrazeni mezi izomorfnimi prostory epimorfni, pravé kdyz je mono-
morfni. (Plati téZ pro linearni operatory.)

Véta. (prostota a jadro) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q). A je prosté prdvé tehdy,
kdys ker A = {6P}

Véta. (prostota a dimenze obrazu podprostoru) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q)
monomorfismus. Pak plati:

1. ©#y,...,%, LN v P, pak AZ1,..., AT, jsou LN v Q,
2. P, CC P, pak dim A (P1) = dim P;. Specidlné h(A) = dim P.

Véta. (hodnost sloZzeného zobrazeni) Budte P,Q,V wvektorové prostory nad télesem T, A € £ (Q,V), B €
Z (P,Q). Potom

1. h(AB) < h(B), navic je-li A prosté, pak h(AB) = h(B),

2. h(AB) < h(A), navic je-li B ,na Q% pak h(AB) = h(A).
Véta. (zadavani lin. zobrazeni) Budte P,Q wvektorové prostory nad télesem T. Necht n = dim P € N, ozn.
(Z1,...,%pn) bdzi P, §1,...,Yn jsou vektory z Q. Pak 1A € L (P,Q) takové, Ze AZ; = ¥;, Vi € n. (Linedrni
zobrazent je jednoznacné uréeno pisobenim na bazické vektory.)
Matice a linearni zobrazeni

Definice. (nasobeni matic) Budte A € 77", B € T™P. Pak sou¢inem matic A a B nazveme matici A-B € T™P
definovanou:

(Vi € ) (Vj € p) [AB];; = Z&k&‘h
k=1

Véta. (vlastnosti sou¢inu matic) Soucin matic je asociativni, distributioni vici séitani, ale NENI komutativni.

Definice. (matice linearniho zobrazeni) Budte P,, @,, vektorové prostory nad télesem T, X = (Z1,...,Z,)
baze P,, Y = (#1,...,Yn) baze Q,. Bud A € £ (P,, Q). Definujeme matici zobrazeni A v bazich X a Y:

YAV = ((Afy)y ..., (AR,)y) € T™.

Véta. (vlastnosti matic zobrazeni) Budte P,,Q.,, vektorové prostory nad télesem T, X bdze P,, Y bdze Q.
Pak

1. YA,B€ L (P,,Qn), *(A+ B)Y =¥ AY ¥ BY,
2. Yo €T, VA€ L (Pn,Qm), Y(aA)” = a¥AY.

Vé&ta. (matice sloZzeného zobrazeni) Budte P,, Q.,, Vs vektorové prostory nad télesem T, A € £ (Qm,Vs), B €
L (Pn,Qm). Budte X, Y, Z bdze Py, Qm, Vs. Pak plati

Y(AB)® =Y A% .¥pY.
Definice. (matice pfechodu) Budte X, ) béze V;,. Matici pfechodu od X k Y nazveme 1Y = ((fl)y v (En)y)-

Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic (LAR) pro n neznamych nazveme kaZzdou soustavu tvaru

anri + air2 + - 4+ T, = b
a1 x1 + axpry + - 4+ awTp, = by

b
Am1T1 + Am2T2 + .- + AmnTn = bm

kde ¢isla a;; a b; pro i € 2 jsou obecné komplexni.
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Znadceni:

e Matice
aipr a2 - Qin
a1 ag2 - a2n
A= ,
Am1 Am?2 o Amn
se nazyva matice soustavy.
e Matice
a1 a2 - G b1
~ az1  azy -+ Az, b
(A|b) = T A N
Am1 Am?2 e Amn bm

se nazyva rozsifenou matici soustavy.

e Vektor b = € C™ se nazyva sloupec pravych stran.

€2

e Vektor ¥ = € C™, pro néjz je soustava splnéna, nazyvame feSenim soustavy.

Tn

( :
o Jestlize b = 6, tikdme, Ze soustava je homogenni nebo bez pravé strany.

e V opac¢ném piipadé jde o soustavu s pravou stranou.

Pozndmka. Homogenni soustava méa vzdy alespon jedno feSeni & = 0, takové feSeni nazyvame trivialni.

—

Definice. (horni stupnovity tvar) Matice A o m fadcich a n + 1 sloupcich s prvky a;;, i €, j €n+1,jev
hornim stupiiovitém tvaru, pokud existuje I € m a indexy ki,...,k; takové, ze 1 < k1 <ko < --- <k <n+1la
plati:

1. a;x, # 0 pro kazdé i € ZA,

2. ajj =0 prokazdé i e, a j < k;,

3. a;; =0 prokazdé i >1, j € n+ 1.
Pozndmka. ReSeni soustavy provadime pomoci tprav, které nazyvame ekvivalentni:

1. zdména dvou rovnic,

2. pri¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,

3. nasobeni rovnice nenulovym ¢&islem.
Pozndmka. Sloupce rozsifené matice soustavy s indexy ki, ks,...,k; nazyvame hlavni sloupce, ostatni sloupce

nazyvame vedlejsi.
e Soustava je FeSitelna pravé tehdy, kdyZz sloupec pravych stran je vedlejsi.

e Reseni dopocitame tak, ze nezndmé odpovidajici vedlejsim sloupctim zvolime libovolné a zbylé neznamé jed-
nozna¢né dopocitame.

e Soustava ma jediné feSeni, pravé kdyZz mé matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravych stran
je vedlejsi.

26



Frobeniova véta
Definice. (hodnost matice) Bud A € 7™ ™. Hodnosti A nazveme h (A) = dim [A.1,Ao,...,A,],.

Véta. (hodnost linearniho zobrazeni a jeho matice) Budte A € £ (P, Qn), X bdze P, Y bize Q,,. Pak
h(A)=h(*AY).

Véta. (Frobeniova) Budte A € T™", beT™. Pak pro soustavu linedrnich algebraickych rovnic AZ = b plati:
1. TeSend existuje prdve tehdy, kdyZ h(A) = h (A|g),
2. Ozn. Sy ={Z € T"|AZ = 0}, pak So CCT" a dim Sy =n — h(A),

3. pokud h(A)=nh <A|g) a omn. S = {f e T"AZ = 5}, pak S = @+ Sy, kde d je partikuldrni veSeni tj. Ad = b,
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9 Hermitovské operatory a kvadratické formy, skalarni soucin a ortogo-
nalita, nerovnosti

Hermitovské a kvadratické formy

Definice. (hermotivska forma) Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Zobrazeni h : V x V — T nazveme
hermitovskou formou pokud plati:

1. hermitovskost: (VZ,5 € V) (h (Z,9) = h (¥, s??')),

2. linearita v prvnim argumentu: (VZ, 7,2 € V,a € T) (h (aZ + ¥, 2) = ah (Z,2) + h (¥, 2)).
Diagonalou hermitovské formy nazyvame zobrazeni Q : V' — T definované pro kazdé & € V jako Q (%) = h (Z,Z).
Véta. (vlastnosti) Bud'V je vektorovy prostor nad télesem T, h hermitovskd forma na V, Q jeji diagondla. Pak
VEZ,i,Z € V,a €T plati:

1. antilinearita ve druhém argumentu: h (Z,ay + ) = ah (Z,9) + h (T, 2),

2. Q (%) eR,

5. Qad) = laf Q (@),

4. Q(Z+79) = Q(Z) +2Re (h(Z,9) + Q (¥)) ,

5. rovnobéznikovd rovnost: Q (Z+9) + Q (Z —9) =2 (Q(¥) + Q (¥)),

6. polarizacni identity:

proT =R

proT =C
Lo 1 L o 1 o L
h(@9) =1 @QE@+9) -QE-9)+ (QE+w) - Q& —w).
Definice. (nulprostor) Bud V je vektorovy prostor nad télesem 7', h hermitovska forma na V. Nulprostorem h

nazveme mnozinu:

Ny, ={ZeV|h(Z,5)=0,V5eV}.

Nulitou formy h pak rozumime dim Nj,. Navic h nazyvame reguléarni pravé tehdy, kdyz dim N, = 0, jinak je h
singularni.

Véta. (o nulprostoru) Bud'V je vektorovy prostor nad télesem T, h hermitovskd forma na V. Pak N CC V.

Definice. (polarni baze) Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem T a h je hermitovska forma na V,, a necht
A= (dy,...,d,) je baze V,,. Jestlize h (&, ) = 0 pro kazdé i, € A, i # j, pak A nazveme polarni bazi hermitovské
formy h.

Definice. (kvadratickd forma) Bud V je vektorovy prostor nad télesem T, @ : V — T. Rikame, Ze Q je
kvadratickou formou, pokud existuje hermitovskéa forma h takova, ze Q je jeji diagonédlou. Takovou h pak nazyvame
polarou Q. Polarni bazi, nulprostorem a nulitou ) rozumime polarni bazi, nulprostor a nulitu h. Dale @ je regularni
pravé tehdy kdyz h je regulérni.

Véta. (zakon setrva¢nosti kvadratickych forem) Bud'V,, je vektorovy prostor nad télesem T, Q kvadratickd
forma na V,, a A = (di,...,d,) poldrni bize Q. Oznaéme p,q,r pocty kladnych cisel, zdpornych cisel a nul v
posloupnosti (Q (1), ...,Q (d,)). Pak (p,q,r) nezdvisi na volbé bdze.

Definice. (index setrva¢nosti, signatura kvadratické formy) Cisla p, resp. q z predeslé véty nazyvame klad-
nym, resp. zapornym indexem setrvacnosti kvadratické formy. Signaturou @ nazyvame trojici ¢isel sg@ = (p,q,7) a
hodnosti @ rozumime h (Q) =p + q.
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Definice. (charakter kvadratické formy) Bud V je vektorovy prostor nad t&lesem 7', ) kvadratickd forma na
V. Rikadme, Ze Q ma charakter:

1. pozitivné definitni: VZ # 0 € V, Q (&) > 0,
2. pozitivné semidefinitni: VZ # 0 € V, Q (Z) > 0 a soudasné 3y € V, Q (Z) =0,
negativné definitni: V& # 0 € V, Q (Z) < 0,

negativné semidefinitni: VZ # 0 € V, Q (&) < 0 a soucasné 3%, € V, Q (Zy) =0,

oro W

indefinitni: 37,75 € V, Q (&) > 0a Q (Z2) < 0.

Skalarni soucin a ortogonalita

Definice. (skalarni sou¢in) Bud V je vektorovy prostor nad télesem 7. Zobrazeni (-|-) : V x V' — T nazveme
skalarnim souc¢inem, jestlize (-|-) je hermitovskou formou s pozitivné definitni diagonalou. To znamené:

1. hermitovskost: VZ, 7 € V, (Z|y) = (§]Z),
2. linearita v prvnim argumentu,
3. pozitivni definitnost: VZ € V, (Z|Z) > 0 a soucasné (Z|Z) = 0 < & = 0.
Definice. (norma) Normou nazveme zobrazeni ||-|| : V' — T definované V& € V predpisem |Z|| = \/(Z|Z).

Definice. (prehilbertav prostor) Vektorovy prostor V nad télesem T se skalarnim sou¢inem (:|-) zna¢ime H a
nazyvame prehilbertovym.

Definice. (ithel) Budte H nad R a 7,5 € H, &,7 # 0. Pak thlem mezi Z a ¢ rozumime &slo

(|7)

Iy

@ = arccos

Definice. (ortogonalita) Budte &,y € H, fikime, Ze Z je na ¢ ortogonalni pravé tehdy, kdyz (Z|g) = 0. Dale
fikime, Ze jsou ortonormalni, pokud ||Z|| = ||7]| = 1.

Véta. (linearni nezavislost OG vektori)

Véta. (sourfadnice v OG bazi) Necht H,, je vektorovy prostor nad télesem T. Necht X = (&1,...,%,) je OG
bize v H,. Potom pro kaZdé ¥ € H,, plati:
(@)
of (@)=
12l

Definice. (Fourierovy koeficienty) Necht #,, je vektorovy prostor nad télesem 7. Necht X = (&1,...,%,) je
ON baze v H,,. Pak soufadnice vektori v bazi X nazyvame Fourierovymi koeficienty v bazi X.

Véta. (Pythagorova) Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht ¥,y € H jsou OG vektory. Potom plati,
Ze
I 12 12
12+ 711" = 1217 + 171"

Véta. (Gramm-Schmidtova) Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht T, ..., %, jsou LN vektory z
H. Pak existuji OG (i ON) vektory 41, ..., U, takové, Ze [Z1,...,Zk]\ = [Uh, ..., Uk]\ pro kaZdé k € n.

Pozndamka. Vzorec ortogonalizatniho procesu:

5 (T |3)
. o k+11Yi
Yk+1 = Tht1 — Ztigl

i=1 HyzH
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Nerovnosti

Véta. (Cauchy-Schwartzova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad télesem T a &,y € H. Pak plati

[(Zg)| < [1Z] 171l -

Rovnost nastdivd prave, kdyz jsou vektory T a i linedrné zdvislé.
Véta. (trojuhelnikova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad télesem T a &,y € H. Pak plati
12+ 71| < [|Z]] + [|71] -
Rovnost nastdvd pravé, kdyz Ja > 0 takové, Ze & = ay nebo § = oZ.
Véta. (Besselova nerovnost) Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht Z1, ..., Tk jsou ON vektory z

H. Pak pro kazdé ¥ € H plati:
k

N =112
> @z < 12)1*.

i=1

30



10 Linearni operatory a c¢tvercové matice, determinant, vlastni cisla,
diagonalizovatelnost, normalni operatory

Definice. (linearni operator) Bud V vektorovy prostor nad télesem T

e Linearni zobrazeni A € £ (V,V) = £ (V) nazveme linearni operator.
e £ (V,T) = V¥ nazveme dualni prostor k V. Prvky duélniho prostoru nazyvame funkcionaly.

Definice. (¢tvercova matice, regularni) Matici A € T™" nazyvame Ctvercova. Dale Fikime, Ze matice A je
regularni, pokud h (A) = n. Jestlize matice neni regularni, fikdme, Ze je singularni.

Véta. (izomorfismus a regularni matice) Necht A € L (P,,Qy), kde P,, Q. jsou vektorové prostory nad
telesem T. Oznac¢me X bdzi P, a) bdzi Q,. Potom A je izomorfismus (requldrni operdtor) prdvé tehdy, kdyz €AY
je requldrni matice.

Pozndmka. Dale je mozné do této sekce zafadit téz néjaka tvrzeni ze sekce o lineadrnich zobrazenich.

Determinant

Definice. (permutace) Kazdou bijekci 7w : #° — 7 nazyvame permutaci na 7. MnoZzinu vSech permutaci na 7
znacime S,,.

Definice. (inverze, znaménko permutace) Bud = € S,,. Pak inverzi v 7 nazveme kazdou uspofadanou dvojici
(4,7) spliwjici: 4,5 € n i < j a 7 (i) > 7 (j). Pocet inverzi v mzna¢ime I,. Znaménkem permutace mrozumime &islo
sgnm = (—1)17'. Jde o sudou permutaci, jestlize sgnm = 1, a lichou, jestlize sgnm = —1.

Definice. (transpozice) Necht n > 2 ai,j € i, i # j. Transpozici &isel ¢ a j nazveme permutaci 7;; spliiujici:

ry(K) = kproitk+Aj,
le(]) = ia
T (1) = J.

Véta. (znaménko transpozice) KaZdd transpozice je lichd permutace.
Véta. (znaménko slozené permutace) Budte 7, p € S,,. Pak plati:
sgn (7o p) = sgnmwsgnp.

Definice. (determinant matice) Necht A € T™". Pak determinantem matice A nazveme ¢islo

det A == Z sgnmAir1)Aor(2) - Anr(n)-
TESy

S¢itance v sumé nazyvame ¢leny determinantu.
Véta. (determinant transponované matice) Necht A € T™". Pak det A = det AT

Definice. (horni a dolni trojahelnikova matice) Necht A € T™"™,

e Matici A nazveme horni trojthelnikovou matici, pokud pro kazdé i,j € f, kde i > j, plati A;; = 0. (Matice
ma pod diagonalou nuly.)

e Matici A nazveme dolni trojthelnikovou matici, pokud pro kazdé ¢,j € 7, kde ¢ < 7, plati A;; = 0. (Matice
ma nad diagonélou nuly.)

Véta. (determinant trojahelnikovych matic) Necht A € T™™ a A je horni & dolni trojihelnikovd. Pak
det A = AllAQQ s Ann

Véta. (fadkové a sloupcové upravy determinantt) Bud A € T™". Pak plati:

1. Vznikne-li B vyndsobenim nékterého 7ddku (sloupce) matice A cislem o € T, pak det B = avdet A.
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Je-li néktery rdadek (sloupec) A nulovy, pak det A = 0.
Vznikne-li B prohozenim dvou 7ddki (sloupcii) matice A, pak det B = — det A.
Md-li Adva Fadky (sloupce) stejné, pak det A = 0.

SN

Oznacéme A = (61 NN C_ii—lﬁa:i+1 NN (_1',1) aB = ((7:1 e 6i_1q6i+1 . an) Pak
det A +detB =det (@ ... @i—1 (P+§)divr1 ... @n). Analogicky pro Fddky.

6. Pricteme-li k jednomu fddku (sloupci) matice A libovolny ndsobek jiného Tddku (sloupce), determinant se
nezment.

Disledek. Bud A € T™" a o € T. Potom det (aA) = a™ det A.

Definice. (n-linearni forma, antisymetricka forma) Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7T'. Pak zobra-
zenfw:V xV x...xV — T nazveme:

e n-linearni formou na V', jestlize pro kazdé ¥, Z, ©1, %2, ..., T, € V a a € T a pro kazdé i € n plati:
w(fl,fz, .. ,fi_l,agj'—i— Z,fi+1, .. ,fn) = Qw (fl,fg, .. 751'—17 _., _.H_l,. R _'n)
-l—w(fhfg,...,fi,hg, _'i+17--~afn)7
e antisymetrickou formou na V', pokud pro kazdé ¥y, Zs,..., ¥, € V a pro kazdé i,j € n, i # j, plati:
W(fl,fz,...,fi,...fj,...,fn):7’[0(5?1,.’32,...,fj,...fi,...,fn).

Dusledek. Nahlizime-li na determinant jako na funkci sloupct matice, pak se jednd o n-linedrni antisymetrickou
formu na T™.

Lemma. (fadkové tpravy jako nasobeni matici) Bud A € T™". Pfedpoklidejme, e M vznikla z jednotkové
matice I, néjakou ekvivalentni Fddkovou dpravou. Pak plati, Ze det (MA) = det M det A.

Véta. (ekvivalentni fadkové tpravy a determinant matice) Bud A € T™". Pfedpoklidejme, Ze M vznikla z
jednotkové matice I, konecnym pocétem ekvivalentnich vddkovijch tdprav. Pak det (MA) = det M det A.

Véta. (regularni matice a determinant) Bud A € T™"™. Potom A je regquldrni, prdivé kdyZ det A # 0.

Véta. (determinant sou¢inu matic) Budte A,B € T™". Pak plati:
det (AB) = det A det B.

Véta. (determinant inverzni matice) Bud A € T™"™ reguldrni matice, pak plati:

1

det (Ail) = m

Definice. (algebraicky doplnék) Bud A € T7™", kde n > 1. Ozna¢me A7) matici, ktera vznikne z A vyskrtnutim
i-tého fadku a j-tého sloupce. Pak ¢islo o N
Dij = (—1)Z+] det A(’L’j)

nazveme algebraickym dopliikem prvku A;;.
Véta. (rozvoj determinantu podle fadku, sloupce) Bud A € T™", n > 1. Pak plati pro kazdé i € i :
det A = ZAijDij (rozvoj podle i-tého Tddku,).
j=1
Respektive pro kazdé j € n:

det A = Z A;;D;;  (rozvoj podle j-tého sloupce).
i=1
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Definice. (adjungovana matice) Bud A € T™", n > 1. Adjungovanou matici k A nazveme matici A*Y spliujici
pro kazdé i,j5 € n:
adj]  _
[A*], = D
Véta. (inverzni a adjungovana matice) Bud’ A € T™" n > 1. Pak

1. plati rovnost (det A)T = ASUA,

- ) Lo oAl _ 1 dj
2. je-li navic A reguldrni, pak plati, Ze A~ = 5 A,

Véta. (Cramerovo pravidlo) Bud A € T"™, n > 1, a b e T". Pokud A je reguldrni matice, potom pro kazZdé
j €n je j-td slozka Feseni soustavy AT = b rovna:

L. _ detBY
7 detA

kde matice BU) vznikne z matice A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Definice. (subdeterminant) Bud A € T™", necht &sla i1,14,...,4 € ™ a j1, jo, ..., Ji € N spliuji:

1<ii<ic<...<ipx<m a 1<j1<jo<...<ji<n.

Pak matici A < ;.1’ ;2’ o ’Z]k > ,jez vznikla z A zachovanim pouze téch prvku, které maji fadkovy index z {i1, 2, ..., i% }
15J25-+5J1
a zaroven sloupcovy index z {j1, jo, - . ., ji }, nazveme submatici matice A. Je-li submatice ¢tvercova fadu k, pak jeji

determinant nazveme subdeterminantem fadu k& matice A.

Vé&ta. (hodnost a subdeterminant) Bud A € T™™. Pak h (A) = k, prdvé kdy? existuje nenulovy subdeterminant
matice A Fdadu k a zdroveni je kazdy subdeterminant vyssiho 7adu nulovy.

Definice. (determinant operatoru) Necht V;, je vektorovy prostor dimenze n nad t&lesem T'. Necht X je libovolna
baze prostoru V;, a A € £ (V,,). Pak determinant operatoru A zna¢ime det A := det™ A .

Pozndmka. Pro operétory plati podobna tvrzeni s determinanty jako pro matice.

Vlastni ¢isla

s X2

Definice. (vlastni &isla, vektory) Bud A € C™™. Cislo A € C nazveme vlastnim ¢slem matice A, pokud existuje
vektor £ € C", ¥ # 0, takovy, Zze AZ = AZ. Vektor ¥ nazveme vlastnim vektorem matice A pfislusSnym vlastnimu
¢islu A. MnoZinu vlastnich ¢isel matice A nazveme spektrem matice A a znadime o (A). Vlastnim podprostorem
matice A prislusnym vlastnimu ¢islu A rozumime Py = {Z € C"|AZ = AT}, tj. P\ je mnozina vlastnich vektori A
prislusnych A s pfiddnim nulového vektoru.

Véta. (LK vlastnich vektort) Budte A € C™", X\ € 0 (A). Pak Py CC C". Navic {AZ|Z € Py} C Px.

Definice. (geometricka nasobnost) Budte A € C™*", A € o (A). Potom geometrickou nasobnosti vlastniho &isla
A nazveme v, (A) = dim P;.

Definice. (charakteristicky polynom) Bud A € C™". Zobrazeni ps : C — C definované pro kazdé t € C jako
pa (t) = det (A — ¢I) nazyvame charakteristickym polynomem matice A.

Véta. (Vlastnosti charakteristického polynomu) Necht py je charakteristicky polynom matice A € C™™.
Potom plati:

1. pa je polynom,
2. stuperi py je n a koeficient u nejoyssiho stupné t™ v py (t) je (—1)",
3. konstantni ¢len polynomu pa je roven det A.

Véta. (vlastni ¢isla a charakteristicky polynom) Bud A € C™™. Pak )\ € o (A), prdvé kdyz ps (\) = 0.
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Definice. (algebraickd nasobnost) Bud A € C™™, A € o (A). Algebraickou nasobnosti v, (A) vlastniho ¢isla A
nazveme nasobnost Ajakozto kofene charakteristického polynomu pj.

Véta. (vlastni &isla a determinant) Necht A1, As, ..., A\; jsou vSechna vzdjemné riznd vlastni ¢isla maticeA €
C™™. Pak plati:
det A = Aye) \pad2) vl

Véta. (vlastni ¢isla a regularita matice) Bud A € C™". Matice A je requldrni, prdvé kdyz 0 ¢ o (A).

Véta. (vlastni ¢isla trojuhelnikové matice) Bud A € C™™ horni nebo dolni trojihelnikovd matice. Pak vlastni
¢isla jsou rovna jejim diagondlnim prvkim.

Véta. (algebraickd a geometrickd nasobnost) Bud A € C™". Pak pro kaZdé X € o (A) plati: vq (X) > vy (N).

Véta. (LN vlastnich vektori) Bud' A € C™™. Necht A1, Mg, . .., A\, jsou vzdjemné riznd vlastni éisla a T, Za, . . ., Tk
jsou jim prislusné vlastni vektory matice A. Pak ¥y, Ts,..., T jsou LN.

Véta. (baze z vlastnich vektord) Bud A € C™". V prostoru C™ existuje baze z vlastnich vektord matice A prdvé
tehdy, kdyz pro kazdé \ € o (A) plati, Ze v, (A) = vy (N).

Pozndmka. Méame-li X sestavenou z béaze z vlastnich vektord piislusnych A1, Ao, ..., Ay, tedy
A0 ...00
0 X ... O
AX =X . . .
0 0 ... X\,

Tim jsme pfevedli matici A na diagonalni A = XDX ',

Diagonalizovatelnost

Definice. (podobnost matic) Budte A,B € C™". Rekneme, 7e matice A je podobna matici B, pokud existuje
regularni matice X fadu n takova, ze A = XBX 1.

Pozndmka. Podobnost je relace ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n.

Véta. (vlastnosti podobnych matic) Budlie A,B € C™"™ a A je podobnd B.

1. Pak py = pg, tedy i (A) = o(B) a v2(\) = v2(\) pro kazdé X\ € o (A), kde v2 (N\) znaci algebraickou
ndsobnost ¢isla A pro matici A, podobne I/B (M) pro IB.

2. Je-li A € o (A), pak I/g (A) =vg (N).

3. Potom det A = detB a Tr(A) = Tr(B).

Pozndmka. Bud A,B € C™". Plati, ze AT je podobna matici A. Je-li A podobna B, pak AT je podobna BT a A~!
je podobna B~!, pokud existuji. Navic jsou si podobné i v mocninéch. Je-li alespoii jedna z matic regularni, pak
AB je podobna BA.

Definice. (diagonalizovatelnost) Bud A € C™™. Potom matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud je po-
dobna diagonalni matici, tj. existuji matice D diagonalni a X regularni tak, ze A = XDX L.
Vé&ta. (diagonalizovatelnost a baze z vlastnich vektori) Bud A € C™™. Pak matice A je diagonalizovatelnd

prdavé tehdy, kdyz v C™ existuje bdze z vlastnich vektori A.

Véta. (diagonalizovatelnost a nasobnosti) Bud A € C™". Pak matice A je diagonalizovatelnd prdvé tehdy,
kdyz pro kazdé X € o (A) plati v, (X) = vy ().

Véta. (Hamiltonova-Caleyho) Bud A € C™"™. Pak matice A je kofenem svého charakteristického polynomu.

Pozndmka. Podobné véty plati pro operdtory avSak s ohledem na to, Ze vSechna vlastni ¢isla musi byt z télesa.
Navic vlastni podprostor ¢islu A ziskame jako Py = ker (A — AI). Daéle se operator diagonalizuje pfevodem do béze
z vlastnich vektorti. Tedy baze ) takova, Ze YA je diagonalni matice. Operator je diagonalizovatelny, pravé kdyz
v8echna jeho vlastni ¢isla jsou z télesa a algebraické nasobnosti se rovnaji geometrickym.
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Normalni operatory a matice

Véta. (Rieszova) Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem T. Je-li ¢ € (Hn)#

vektor § € H,, takovy, Ze ¢ (Z) = (Z|Y) pro kazdé & € H,,.

, pak ezistuje prdvé jeden

Definice. (sdruzeny operator) Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem T a A € £ (H,). Pokud
B € ¥ (H,)a B spliwje pro kazdé &,y € H,, vztah:

(AZ|g) = (Z|BY) ,
pak B nazveme sdruZenym operatorem k A a znac¢ime A*.

Pozndmka. Neché se ukazat existence a jednozna¢nost, proto ma smysl dédvat sdruzenému operatoru néjakou znacku.

Véta. (matice sdruzeného operatoru) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem T. Necht A € £ (Hy,),
X je ON bdze H,,. Pak plati:

H
Pozndmka. Horni index H znac¢i hermitovské sdruzeni, jedné se o operaci transponace a komplexniho sdruzeni.

Pozndmka. Pro determinant sdruzeného operatoru plati det A* = det A. Podobné spektrum sdruZeného operatoru
je komplexnim sdruzenim toho ptvodniho.

Definice. (normalni, hermitovsky, unitarni operator) Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem C a
necht je dan operator A € £ (H,,).

e Pokud AA* = A* A, pak A nazveme normalnim.
e Pokud A = A*, pak A nazveme hermitovskym.

e Pokud AA* = I, pak A nazveme unitarnim.

Pozndmka. V pripadé, Ze jsme nad redlnym télesem, pouzivame misto pojmu hermitovsky pojem symetricky a
namisto unitarni pojem ortogonalni.

Pozndmka. Podobné pro matice. AAT = AH A je normalni matice atd.

Véta. (normalni operatory a normalni matice) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C. Nechl
Ae L (M) a X je ON bize v Hy,.

1. A je normdlni operdtor, pravé kdyz *A je normdini matice.
2. A je hermitovsky operdtor, prdvé kdyz €A je hermitovskd matice.
3. A je unitdrni operdtor, pravé kdyZ YA je unitdrni matice.

Lemma. Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C. Necht A € £ (H,) a A je hermitovsky operdtor.
Jestlize (AZ|Z) = 0 pro kazdé & € H,,, pak A= 0.

Vé&ta. (charakterizace normalnich operatord) Necht je ddin vektorovy prostor H, nad télesem C a A €
Z (Hy). Pak A je normding, prdavé kdyz | AZ|| = ||A*Z| pro kazdé & € H,,.

Véta. (vlastni vektory normalnich operatort) Necht je ddn vektorovy prostor H,, nad télesem C a A € L (Hy,)
je normdlni. Pak plati:

1. A€o (A) a ¥ je vlastni vektor A prislusny \, pravé kdyz X € o (A*) a T je vlastni vektor A* piislusny .
2. Vlastni vektory piislusné riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

Vé&ta. (diagonalizovatelnost normalnich operatort) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C a
A€ L (Hy). Je-li A normdlni operdtor, pak A je diagonalizovatelny.

Véta. (normalni operatory a ON baze z vlastnich vektort) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem
CaAecZ(H,). Pak A je normdlni, pravé kdyz v H, existuje ON bdze z vlastnich vektori.
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Logika

Matematika je jednou z nejstarsich véd. Oproti obsahové charakterizaci matematiky se vSak od
vzniku fecké matematiky (Eukleides, 300 pr. Kr.) nezménila podstata matematické metody: kazdé
nové tvrzeni je tfeba dokdzat.! Nézory na to, co je to vlastné ditkaz, se postupné vyvijely. Aviak od
samych pocatki hrala velmi vyznamnou roli logika jako zakladni prostredek k budovani matematické
teorie.

Logika neni oborem matematiky, studuje se pfedevsim na filozofickych fakultach. Jejim predmétem
je smysluplna rec, tedy i rec o tom, co je pravdivé a jak z danych pravd odvozovat pravdy jiné. (Pred-
métem logiky neni to, co zkouma jazykovéda, a sice zkoumani feci ve smyslu tvaroslovném.)

Existuje tzv. matematickd logika, kdy se pfedmét logiky zkouma matematickymi prostredky, to je
vsak pouze jeden uhel pohledu (formdlni a idealizovany). Pritom ovSem jsou k tomuto zkoumani
nutné poznatky z ruznych dalsich matematickych teorii, napr. teorie mnozin.

Otdazka zni: kde zaclit? Potrebujeme-li k vybudovani matematické logiky poznatky z matematiky,
konkrétné z teorie mnozin, a k vybudovani teorie mnozin (jako i vSech dalsich matematickych teorif)
se pouziva matematicka logika, je otazka, zda se nedopoustime ,,odvozeni kruhem®. Proto se pti zkou-
mani matematické logiky zavadi oznaceni metateorie pro teorii, v jejimz ramci se nas vyzkum odehrava,

4

a oznaceni metajazyk pro jazyk, ktery metateorie pouziva.

1 A. Einstein k tomu kdysi fekl: ,Matematika poZiva oproti jinym véddm mimotddné vaznosti. Jeji
véty jsou absolutné jisté a nepopiratelné, zatimco ve vSech ostatnich védach jsou dikazy do jisté miry
sporné a jsou vzdy vystaveny nebezpedf, ze noveé odhalené skuteénosti je vyvrati.”



3.1. Vyrokovy pocet

Nejjednodussi oblasti matematické logiky je tzv. vyrokovy pocet. Jde o zkoumani logickych spojek a
vyrokd, které jsou jimi tvoreny z vyroki jednodussich. (Nezajimame se o vnitfni strukturu vyroki.)

Problematicky je uz pojem vjrok. V logice se obvykle ,definuje” jako cosi, o éemz ma smysl se ptdt,
zda je to pravdivé ¢i nepravdivé. V matematické logice pravdivému vyroku prifazujeme pravdivostni
hodnotu 1, nepravdivému 0.2

Vyrokové proménné, zastupujici vyroky, zna¢ime obvykle velkymi pismeny, napt. A, B, ....

Vyrokovy pocet tvori slozitéjsi vyroky z jednodussich pomoci vyrokovych spojek. Zakladni vyro-
kové spojky jsou negace -, implikace =, konjunkce A, disjunkce Vv, ekvivalence <, pricemz kazdé
spravné (smysluplné) slovo (nazyvané téz formule) se tvori kone¢nym poctem aplikaci téchto vyroko-
vych spojek na vyrokové proménné. Protoze priorita operaci obvykle neni predem domluvena, pouzi-
vame zévorek (, ).® Naptiklad

P=(——~(QV ~(R A -Q)))

je formule, ale
PP=)))QP-

formule nenf (je to nesmysl). Pravdivostni hodnota sloZenych formuli je ddna nésledujici tabulkou:*

2 Gottlob Frege povazoval prechod od vyroki k pravdivostnim hodnotdm za rozhodujici abstrahu-
jici krok ve formalni logice.

3 Vétdinou mé negace prioritu nejvyssi, implikace a ekvivalence nejnizsi.

* U implikace je ¢asto markantn{ rozdil od bézného porozuméni. Napt. pro pravdivost véty ,Nejela
tramvaj, a proto jsem prisel pozdé® pri matematizaci staci, ze jsem prisel pozdé. Naopak v bézném pojeti je
véta povazovana za lez, pokud porucha v dopravé nebyla.
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Ve vyrokovém poctu jsou zvlasté zajimavé ty formule, které jsou pravdivé bez ohledu na prav-
divostni hodnoty pouzitych vyrokovych proménnych, tzv. tautologie. Pro zjistovani, zda je formule
tautologif, 1ze pouzit metodu tabulek. Zvlasté vyznamné tautologie (logické zakony) jsou napft.

ANA)=A AV A=A idempotence
AANB)&(BAA) AvB)y<(BvVvA (komutativita)
(AANB)AOYsANBAO) (AvBvOeAAv BvVO) (asociativita)
AvBANO)Y(@AVBABVE) ANBVO)e(AANB)V(BACLG) distributivita
-(AAB)s(-4V -B) -(A vV B)< (-4 A -B) (de Morgan)
(A=B)=(-4V B) -(A=B)< (A N -B) (implikace)
dAdi=Ay=B) < (41 NA))=B) (A=B)<(-B=>-4)

AN A=B)=B modus ponens

AV -4 tertium non datur

4 --A4 dvojita negace

=(A A (=A4)) principium contradictionis

(~A=A4)=4 reductio ad absurdum




3.2. Predikatovy pocet

Vyrokovy pocet odhlizi od vnitfni struktury vyroku, coz je zfejma nevyhoda. Tak napriklad sice
umoznuje z vyroku ,Les je zeleny“ a ,Obloha je modrd“ odvodit vyrok ,Les je zeleny a obloha je modrd®, ale
neumoznuje z predpokladi ,Sokrates je clovék“ a ,, Kazdy clovék je smrtelny vyvodit intuitivné zfejmy zavér,
ze ,Sokrates je smrtelny*.

Predikatova logika zavadi proto navic tzv. predikdty (vyrokové formy), obsahujici proménné, na-
priklad

V(x) = ,x je smrtelny®,
a umoznuje tzv. kvantifikaci, tj. pouziti kvantifikatora V (pro kazdé) a 3 (existuje).

Je dilezité, Ze za proménné nemizeme dosadit ,,cokoliv®. Proménné maji za obor proménnosti
individua z konkrétni situace, kterou zkoumame, mohou to byt napt. redlna cisla, pfimky, roviny,
apod. Misto proménné mizeme dosadit vystup vznikly kone¢nym poctem aplikaci funkénich symbolt
(nazyvany term), napt. jsou-lix, y proménné, za néz dosazujeme realna ¢isla, je x+y term (jejich soucet).
Dosazenim termu do predikatu vznikne vyrok.

Formule se predikatovém poctu tvori jako v poctu vyrokovém, tj. aplikaci vyrokovych spojek,
ovSem navic s tim, Ze je-li 4 formule, pak i

(vx)4 a (34
jsou opét korektni formule.



UZite¢né formule:®

=(V x)A(x) & (3 x)-A4(x) negace
(3 x)A(x) & (¥ x)-A(x)
(Y x) (Y p)A(x,p) (V) (Y x)A(x,9) komutativita kvantifikitord stejného druhu

CRIICHZICHEJCIICRIZICS))

(Vx)(A(x)=B(x)) = ((Vx)A(x)=(V¥ x)B(x)) distributivita®
(V) (A(x)=B(x)) = (Fx)4(x)=@x)B(x))’

(Y x)(A(x) A B(x)) = (¥ )A(x) A (VY %)B(x))

@ x)AX) v B(x)) < (3 04(x) v (3x)B(x))

@A) A Bx)) = (3@ x04(x) A (3x)B(x))

(v 04(x) v (v ) B(x)) = (V ) (A(x) v B(x))

@A) NA(xp)=(7 ) (E D)4 (x))°

G0 NUEX) =BY) < (V)Ex)UK) = B())

Kvantifikace je umoznéna pravé pres uvazovany obor proménnosti. Vznika tak tzv. logika prvniho
fadu, v matematice pouzivana téméf vyhradné.’

Pro prehlednost jsou vynechany nckteré zavorky.

Asociativita nema u kvantifikatorti smysl, poradi je dano stavbou formule.

Pozor, formule (3 x)(4(x) = B(x)) = ((3 x)4(x) = (3 x) B(x)) neplati.

Pozor, opac¢na implikace neplati.

Existujf i logiky vyssich fada nez prvniho, které maji leps7 vyjadiovaci schopnost. Vyznacuji se
napf. tim, Ze v nich lze kvantifikovat nejen pres individua, ale i pres predikaty. Napriklad vyrok ,,Petr a
Karel maji néjakou spole¢nou vlastnost® jde v1logice druhého radu zachytit ve tvaru (3P) (P(Karel) A P(P¢
Kvantifikace pres predikat Pje ovSem v logice prvniho radu zakdzana. Logika prvniho fadu ma n¢které
(dobré) vlastnosti, které logiky vyssich fad@ obecné postradaji, napt. je sémanticky uplna (vyrok je
dokazatelny tehdy, plati-li ve vSéech modelech, viz dale), je kompaktni (kazda sporna mnozina vyroku

© 0 N oy G
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3.3. Axiomatické pojeti matematiky

Pri vykladu je potreba z néceho vyjit. U kazdého pojmu, ktery pouzivame, je potfeba dat jeho
definici. Tato definice ovSem obsahuje dalsi pojmy; je tfeba se n¢kde zastavit, na jisté urovni pojmy
povazovat za znamé a z nich vytvaret dalsi pojmy.

Napt. v geometrii jsou zdkladnimi pojmy bod, rovina, pifimka. Pokud intuitivné vime, co je to
bod, rovina, ptimka a ptedpokladame, ze vime, co znamena ,,bod lezi v rovin¢®, ,,bod lezi na ptimce® a
»primka lez{ v roviné®, mizeme pomoci téchto primitivnich pojmi definovat dalsi, napt. kruznici, te¢nu,
rovnobézky, atd. Tak postupné vytvorime celou teorii. Protoze jisté nelze pripustit, aby si kazdy
predstavoval pod pojmy bod, rovina, pfimka cokoliv, stanovime ,,pravidla pocitani“, tzv. axiomy, které
urcuji zachazeni s témito primitivnimi pojmy. Z téchto axiomu vychdzime pri budovani dalsi teorie.

Napriklad postulujme nasledujici axiomy:

Axiom 1: Ke kazdym dvéma bodtim existuje prave jedna primka, na které tyto body lezi.
Axiom 2: Lezi-li dva rtzné body primky v roviné, lezi vSéechny body této piimky v této roviné.

Z axiomu 1 lze logickymi soudy odvodit nasledujici vétu:
Véta: Dvé ruzné primky maji bud jediny spole¢ny bod nebo zadny spolecny bod.
Kazdou vétu je tfeba dokdzat:

Dikaz véty: Pokud by dvé rtizné primky mély alespon dva spolecné body, pak by podle axiomu
existovala pouze jedna primka, na které tyto body lezi, coz je spor.

obsahuje kone¢nou spornou podmnozinu) a ma tzv. Skolemovu vlastnost (kazda mnozina vyrokd,
ktera ma model, ma nejvyse spocetny model). V neposledni radé jde pro kazdé tvrzeni v logice prvniho
fadu rozhodnout v kone¢né mnoha krocich (pomoci pocitace), zda je pravdivé, a pocitac také mize byt

pouZzit k tomu, aby, pokud pobézi dostate¢n¢ (nekonecné) dlouho, postupné vypsal vSechna pravdiva
tvrzeni vyvijené teorie.
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Teprve na zaklad¢ platnosti této véty 1ze vyslovit nasledujici definici:
Definice: Dvé rizné primky nazyvame a) riznob¢ézné, maji-li jeden spolecny bod, b) rovnobézné,

nemaji-li spole¢ny zadny bod a existuje-li rovina, kterd tyto dvé primky obsahuje, c) mimobézné,
nejsou-li ani riznobézné ani rovnobézné.

Tak l1ze pokracovat dale, odvozovat dalsi véty a definovat nové pojmy.

Uvedme nyni jiny priklad. Jsou tfi pratelé, Pavel, Jirka a Jarda. Jeden z nich je kuchar, jeden
inzenyr, jeden zahradnik. Jedou spolu v tramvaji a sedi vedle sebe. Pritom vime, Ze:

(1) Jarda nesedi vlevo.

(2) Pavel je kuchar.

(3) Uprostred nesedi zahradnik.
(4) Vpravo je Jirka.

Otazka zni: Cim je Jarda? Logickymi ivahami dospéjeme postupné lehce k nasledujicim zavértim:

(5) Jarda sedi uprostred.
(6) Pavel sedi vlevo.

(7) Vpravo sedi zahradnik.
(8) Jarda je inzenyr.

Z hlediska matematické teorie zde mame primitivni pojmy Jarda, Jirka, Pavel, inzenyr, zahradnik,
kuchar; dale sedét vlevo, sedét vpravo, sedét uprostred. Mame dany axiomy (1)-(4) a z nich jsme
vyvodili véty (5)-(8).

Vsimnéme si, Ze pokud si predstavime, ze Pavel je vl¢ak, Jarda teriér a Jirka jezevcik, zahradnik
bude mit smysl ,,éerny pes®, inzenyr ,,bily pes“ a kuchat ,,hnédy pes®, pak nam nase véty davaji odpoveéd
na otazku ,,Jaké barvy je teriér?“: véta (8) rika, ze teriér je bilé barvy. To je piiklad konkrétni interpre-
tace, tzv. modelu dané teorie.

11



Uvazme nyni podobnou tlohu s tim, Ze soustavu axiomi pozménime takto:

(1) Jarda nesedi vlevo.

(2) Pavel je kuchar.

(3) Uprostred nesedi zahradnik.
(4) Vpravo je Jirka.

(5) Pavel sedi vlevo.

Vidime, zZe axiom (5) je zde nadbytecny. Jde totiz odvodit z axiomu (1)-(4). Je zfejmé, Ze je tieba
se vzdy snazit o co nejmensi pocet axiomd, je dulezité, aby axiomy byly na sob¢ nezduvislé.
Pozménme nyni vychozi axiomy takto:

(1) Jarda nesedi vlevo.

(2) Pavel je kuchar.

(3) Uprostred nesedi zahradnik.
(4) Jirka je uprostred.

(5) Inzenyr je vpravo.

Odtud lehce odvodime, ze:

(6) Jarda sedi vpravo.

(7) Pavel sedi vlevo.

(8) Jarda je inzenyr.

(9) Kuchar je vpravo.

(10) Zahradnik je uprostred.

Vidime, zZe jsme se dostali do sporu, axiom (3) odporuje odvozenému tvrzeni (10). Pri volbé ax-
ioml musime byt nanejvy$ opatrni, axiomy musi byt tzv. bezesporné, coz zvlast¢ u slozitéjsich matem-
atickych teorif maze byt velkym problémem ov¢fit.

Konec¢né uvazme posledni variantu takto:
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(1) Jarda nesedi vlevo.
(2) Pavel je kuchar.

(3) Inzenyr sedi vpravo.
(4) Jarda neni zahradnik.
Lehko zjistime, ze

(5) Jarda sedi vpravo.

Ovsem to je asi tak vSechno. Nyni madme dvé moznosti:

(61) Pavel sedi vlevo.
(69) Pavel sedi uprostred.

Zadné z téchto tvrzeni nenf uptednostnéné. Z axiomt (1)-(4) nikterak neplyne, kde sedi Pavel.
Mizeme zkonstruovat dvé teorie: v jedné Pavel sedi vlevo, v druhé uprostred. Vidime, Ze soustava ax-
iomu (1)-(4) nebyla tzv. #pind. V takovém pripad¢ je nutné se rozhodnout z néjakého jiného divodu,
jaky axiom k teorii ptidat. Nékdy se ovSem stane, ze existuji ,,dobré“ dtivody jak pro ptidani tvrzeni,
tak jeho opaku.

Z axiomu 1 a 2 pro geometrii, jak jsme je uvedli na zacatku, napriklad neplyne tvrzeni o rovnobéz-
kach:

Eukleidtiv axiom o rovnobézkach: Danym bodem lze vést k dané primce prave jednu rovnobézku.

Ukazat, ze dané tvrzeni z axiomu neplyne, je mozné napriklad nalezenim modelu, v kterém toto
tvrzeni neplati. Uvazme nasledujici model geometrie: rovina bude pro nas vnitiek kruhu v roving,

primky pro nas budou tétivy této kruznice (bez krajnich bodii) a body budou vnitfni body tohoto
kruhu:
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rovina primky body

Pak jsou ovSem axiomy 1 a 2 splnény a je vid¢t, ze danym bodem lze vést k dané primce vice nez
jednu rovnobézku (dokonce nekone¢né mnoho).

rovnobézky
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Na zavér uvedme pro zajimavost axiomy (presnéji axiomatickd schemata), s jejichz pomoci jde
odvodit jakakoliv platna formule v logice prvniho fadu:
1) A= (B=A4)

2) A=B=0)=>(A=>B)=U=0)

3) (A=-B)=(B=A4)

4) (V¥ x)(A=>B)=(A=(V x)B) (tzv. axiom distribuce)"
5) (Vx)A=A(x/t) (tzv. axiom substituce)"'

3.4. Neuplnost a nedokazatelnost aritmetiky a ostatnich dostate¢né silnych matema-
tickych teorii

David Hilbert ve dvacatych letech 20. stoleti formuloval pozadavek na sestaveni kompletniho
soupisu axiomi k formalizaci vSech existujicich matematickych teorii. Tento soubor axiomt mé¢l
splnovat drive uvedené vlastnosti: mél byt bezesporny a kompletni. Tvrdou ranu této predstavé za-
sadil brnénsky rodak, Kurt Godel, kterému na byla nedavno v Brné na jeho domé v Pellicové ulici
odhalena pamétni deska. Jak ukazal v roce 1931, néco takového neni v zdsadé¢ mozné. Dokazal, ze
kazda dostate¢né silna matematicka teorie, ktera v sob¢é bude obsahovat axiomy pro s¢itani a nasobeni
ptirozenych ¢isel, neni kompletni. Vzdy totiz bude existovat smysluplny vyrok, ktery nebude mozné
ani dokazat, ani vyvratit. (Ten sice miizeme pridat jako axiom, ale opét nebudeme u konce, budou

10 1.ze pouzit, pouze pokud 4 neobsahuje volny vyskyt proménné x tj. nekvantifikovany kvan-
tifikatory V x nebo 3 x

1 x/t znali nahrazeni proménné x termem ¢; axiom lze pouZit, jen pokud se Zzddny volny vyskyt x
nevyskytuje v rozsahu zadného kvantifikatoru vaziciho libovolnou proménnou z termu ¢.
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existovat dal$i nerozhodnutelna tvrzeni, atd.) Co hire: navic nevime, zda takova teorie je konzis-
tentni. Godel totiz dokazal, ze pokud lze (v ramci dané teorie) dokazat, Ze je konzistentni, pak je
nekonzistentni.!2

Ackoliv Gédelovy vysledky do zna¢né miry Sokovaly tehdejsi matematickou obec, protoze ukazaly,
ze nenf mozné axiomatickou metodou formalizovat kompletné celou matematiku, je to mozné udélat
pro jeji podstatnou dnes pouzivanou c¢ast. Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin (spolu s axiomem
vybéru, zkracené ZFC, viz dale) spolu s logikou prvniho radu, jak jsme si ji predstavili, tvoii dostate¢né
bohaty a vSeobecné prijimany zaklad, na kterém drtiva vétsina dne$nich matematikd buduje své teorie.
Aniz by védéli, zda tento zaklad je konzistentni, a i kdyz védi, Ze se mohou cas od ¢asu objevit neroz-

hodnutelna tvrzeni.!3

Mnoziny

Naivni teorie mno%in'# vede k problémtim.!®> Proto bylo pfistoupeno k sestavenf tzv. axiomatické
teorie mnozin.

12 Hermann Weyl k tomu poznamenal, Ze ,matematika neni zddny automat, ktery za 10 centdi vy-
plivne balik axiomd, definic a lemmat a uz se ani nehne.“

13 Ptikladem takového nerozhodnutelného tvrzeni je napt. slavnd hypotéza kontinua, viz déle.

4" Georg Cantor, 19. stoleti: ,,Mnozina je kolekce uréitych, riiznych objektt v nasi mysli; tyto objekty
se nazyvaji prvky mnoziny.“

15 Bertrand Russell, 1901: Uvazme mnozinu R viech mnoZin, které nejsou prvkem sama sebe. Pokud
R eR, pak R je prvkem sama sebe, tedy R ¢ R, spor. Pokud R ¢ R, pak R neni prvkem sama sebe, tedy
podle definice R musi byt R € R, opét spor. (Holic¢ holi ty muze, ktefi se neholi sami. Holi holi¢ sam
sebe?)
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Proménné v predikatech maji nyni za obor vSechny mnoziny. Na zacatku startujeme s atomarni
formuli pouze jednoho jediného typu: X € ¥ (éteme X je prvkem ¢i elementem ¥). VsSechny dalsi
pravdivé formule jsou odvozeny pouze pomoci axiomt logiky prvniho radu a nasledujicich axiomu
teorie mnozin:

1L VO ((v DReXazeD=(VAXeZale z)) (axiom extenzionality; pokud dvé mnoziny
obsahuji stejné prvky, patti do stejnych mnozin).

2. (VX) <(EI NY¥eX=>3NTeXA-3DHReYAle X))) (axiom regularity; kazda neprazdna
mnozina X obsahuje prvek ¥ 'tak, ze X a 1"jsou disjunktni).

3. (VA) [(v X e A@ Y)go(X,Y)) = ((a BN eBe (@Xe A)SD(X,Y)))} (axiomatické schema

nahrazenf; zaruduje existenci podmnoziny 4 popsané pomoci ¢).!6
4. VHAAHVDHEVXX e YANY € F = X € 4 (axiom sjednoceni; zarucuje existenci mnoziny
obsahujici kazdy prvek kazdého prvku F).

16 Mnozinu takovych X, které pati{ do 4 a soucasné je pro né splnéna formule ¢(X), zna¢ime takto:

{Xedlp(X)}.
(VXed)... je zkratka za (VX)(Xed) = ....

(3Xed)... je zkratka za (3 X)(Xed) A ....
3! ¥’ znamen4 ,existuje pravé jedno ¥*; je to zkratka za (3 V) (p(X,Y) A (V Q) p(X,R) = V'=X).

Rovnost dvou mnozin definujeme takto: X=1'< <(V RAReXelel ) . Tj. mnoziny se rovnaji pravé

tehdy, pokud obsahuji stejné prvky.
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5. (34) ({} eANNVDNX ed = Yu{l} € A)) (axiom nekonecna; zarucuje existenci mnoziny

pfirozenych ¢&isel).!

6. VX)A@DN(VR)R c X =< el (axiom o potencni mnozin¢; pro kazdou mnozinu X existuje tzv.
potenéni mnoZina obsahujici viechny jeji podmnoziny).!8

7. VXYHAENHVIHY W)((Ze WAWeX)=3VVUQBTY((UeWAWeT) N\(UeTATeY)) U= V))
(axiom vybéru; pro kazdou mnozinu X existuje "— kolekce parti, jeden par pro kazdy neprazdny prvek
X; jeden prvek paru je prvkem X a druhy je libovolnym prvkem tohoto prvku).

4.1. Prirozena cisla

V ramci axiomaticky vybudované teorie mnozin v matematice pracujeme pouze s objekty, které
jsou mnozinami, nic jiného nemame k dispozici.
Jako priklad vyvoje zakladni teorie uvedme zavedeni prirozenych ¢isel. Ozna¢me
0={}

a dale
1=0u{0}={}u{0}={{}},
2=10{1}={{}}u{{{}}}={{L{{}}},
3=20{2}=...={{1L{ULUL{{
atd.

17" Ze schematu nahrazeni plyne, Ze existuje pravé jedna prazdnd mnozina. Znaéime ji obvykle {}
nebo 0.

18 Potenéni mnozinu k mno%iné 4 oznaéujeme obvykle P(4).
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Mnozinu I nazveme induktivni, pokud ma nasledujici dvé vlastnosti:

1. {}el,

2. (Vx)xel=xu{x}el.

Pak mnozinu ptirozenych &isel véetné nuly!® miizeme definovat jako nejmensi induktivni mnozinu,
tj. klademe

No={x€A|(V [ induktivni)(xel)},

kde 4 je libovolna induktivni mnozina; jeji existence je zaruc¢ena axiomem 5. S takto zavedenymi

v 7 * Y7 4 . s Y/, 7/ 7 /7 7 Y7 z . z 7

prirozenymi ¢isly dale snadno definujeme jejich s¢itani, nasobenf atd., zavedeme ¢isla celd, racionalni,
realna atd., o kterych lze pak dokazat ta tvrzeni a vlastnosti, na které jsme zvyKkli.

4.2. Zapisy mnozin

Pro zapis mnozin mame nékolik zptsobti. Jednak lze pouzit vyctovy zapis pomoci slozenych
zavorek.

Napf. mnozinu, ktera obsahuje prave prvky x,y,z znac¢ime {x,y,z}.

Pokud mnozina obsahuje mnoho prvkd, 1ze nékdy pouzit znak ,,...“:

Napft. mnozina prirozenych ¢isel N={1,2,3,...}.

Mnohdy je vyctovy zptsob zapisu nevhodny. Pak Ize vyuzit jiny zptsob — zapisu pomoci formule.
Jak uz bylo feceno, mnozinu takovych x, které patii do 4 a soucasn¢ je pro né splnéna formule ¢(x),
znacime takto: {x€d|p(x)}.

Je tedy napr. {neN|n<5}={1,2,3,4}.
Existuje-li mnozina B tak, ze plati (V x) p(x) = x € B, pak lze misto {x € Blp(x)} psat pouze {x|p(x)}.

9 Do pfirozenych ¢&isel obvykle nulu nefadime.
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4.3. Zéakladni operace s mnozinami

Budte 4,B mnoziny. Pak fikame, Ze 4 je podmnozinou B, pokud

(¥ x) ((x ed) = (xeB)) .
PiSeme A C B.
Napt. {1,2,5} c{1,2,3,4,5,6}.
Pro kazdé tfi mnoziny 4,B,C plati
AcCA,

AcBANBcA=A=B,
AcBANBcC=AcC.

Pokud je 4 c B a soucasné 4 # B, fikdme, Ze 4 je vlastni podmnozina B a piSeme 4 G B.
Naprt. {neN|(3teN)(n=3k)} SN.

Budte 4,B mnoziny. Pak priinik mnozin AnB definujeme jako mnozinu prvki patricich do 4 i do
B soucasné:

ANB={xeA|xe B}.
Sjednoceni mnozin AUB definujeme jako mnozinu prvku patticich do4 nebo do B (pri¢emz mohou
pattit do obou). (Existenci sjednoceni zajistuje axiom o sjednoceni.)
Rozdil mnozin 4—B definujeme jako mnozinu vsech prvki, které patii do 4, ale ne do B:
A-B={xcA|xZB}.
Je-li napt. 4={1,2,3} a B={2,3,5}, pak AUB={1,2,3,5}, AnB={2,3},A-B={1} a B—4A={5}.
Pro kazdé tri mnoziny 4,B,C plati
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ANB=BnA, komutativita

AUB=BUA.

AnB)NC=An(BN(), asociativita

(AuB)uC=Au(BU0).
Asociativita ospravedlnuje zapis bez zavorek: 1ze psat AUBUC a ANBNC.
Dale plati:

AN(BUC) =(AnB)u(AnC), distributivita

Au(BNC) =(AUB)NAUC0).

C—-(AnB)=(C-4)u(C-B), de Morgan

C—(4AuB) =(C-A)n(C-B).

Uvedené a dalsi formule se hezky oziejmuji pomoci Vennovych diagramii:
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Pojmy priinik a sjednoceni jdou zobecnit pro libovolny pocet mnozin. Napf. misto 4;UA4yU...U4,

n

LJAJ" podobn

¢ pro prinik.

v

V4

v /.

pouzivame zapis

j=1
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4.4. Usporadana dvojice, kartézsky soucin

Dvouprvkova mnozina {a,b)} = {b,a}, jinymi slovy nezalezi na poradi. Pro dalsi ucely se hodi
definovat usporadanou dvojici prvki (a,b) vztahem
(a,0) ={{a},{a,b}}.
Je ztejmé, ze (a,b) =(¢c,d) ©a=c AN b=d.
Pomoci vztahi
(a,b,¢) =((a,b),c),
(a,b,c,d) = ((d,b,é‘),d),

definujeme usporadané trojice, Ctverice atd.

Jsou-li 4,B mnoziny, pak kartézsky soucin 4 x B je mnozina v§ech usporadanych dvojic (a,b) tako-
vych, zeacdabeB.

Kombinuje se tedy ,kazdy s kazdym®, napt. je-llid = {1,2} a B = {10,11,12}, pak AxB =
={(1,10),(1,11),(1,12),(2,10),(2,11),(2,12) }.

Zépis A xA zkracujeme jako A2.

4.5. Zobrazeni

Z4kladnim pojmem v matematice je pojem zobrazeni neboli funkce.?
Necht 4,B jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim nazveme kazdou podmnozinu f ¢ 4 xB, ktera
spliiuje vztah

20 Prestoze se tyto pojmy obéas rozliduji, pro nas budou splyvat.
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(V292 ((x9) €f N (32) €f =y =2).%!
Je-li (x,9) €f, pak pro y pouzivame téz znacku f(x), piSeme tedy y =f(x).
Napt. fi ={(1,6),(2,5),(3,6)} je zobrazeni, ale f ={(1,6),(2,5),(2,2)} zobrazeni neni.
K pojmu zobrazenf se vaze n¢kolik dalsich dulezitych definic:
Mnozinu
Dp={xI3 00 =)}
nazyvame defini¢ni obor zobrazeni f.
Mnozinu

Hy= {3 )0 =)}
nazyvame obor hodnot zobrazeni f.
Tedy f1 ={(1,6),(2,5),(3,6)} ma Dy, ={1,2,3} a H, ={5,6}.
Fakt Dy=A4 A HyC B zapisujeme zkracen¢ takto:
f:A—-B.
Hovofime o zobrazeni mnoziny 4 do mnoziny B.

V nasem prikladu lze naptiklad napsat fi: {1,2,3} - R, ale tfebaif;: {1,2,3} - N.

(Poznamka: nc¢kdy se mizeme setkat i se znackou

fr 4)—B,
ta znamena, ze DrcA A HeCB, hovorime o zobrazeni z mnoziny 4 do mnoziny B.)
Mizeme se tedy psat treba fi: (R) —»R.

Je ziejmé, Ze dv¢€ zobrazeni f,g se rovnaji, pokud plati

2 ¥ x,,2 je zkratka za Vx Vy V 2.
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Dr=D, A (¥ x€Dp)(f(x) =g(x)).
Zobrazeni f nazveme konstantni, pokud

(v 2y € D) (f(%) =f())-

Neprazdné konstantni zobrazeni ma jednoprvkovy obor hodnot.

Necht f: 4 — B je zobrazeni, M mnozina. f/y — tzv. ziZeni zobrazeni f na mnozinu M definujeme
jako zobrazeni, které splnuje

J/u: MnA— B, Y xe MnA: f/y(x) =f(x).
Napft. f1/1,2,8y =1{(1,6),(2,5)}. VSimnéme si, Ze nemusi byt M C Dy.

Necht f: A — B je zobrazeni, M mnozina. Obrazem mnoziny M nazyvame mnozinu

SO = HIEx eM)(y =fTx))}.*

Vzorem mnoziny M nazyvame mnozinu
S0 = {3y e MO =)}
Napt. £i({0,1}) ={6},/; ' ({6}) ={1.3}.

Necht f: 4 — B, g: € — D jsou dv¢ zobrazeni. Pak sloZenym zobrazenim nazyvame zobrazeni fog s
defini¢nim oborem

g (D

které splnuje vztah
(vxee' @) (o)) =fe()).

22 Zapis {y|(3 xe M)(y=f(x))} se asto zkracuje jako {f(x)|x € M}.
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Slozme napt. zobrazeni f={(1,2),(2,4),(3,4)} a g={(0,5),(1,2),(2,3)}. Je
g =¢1({1,2.3H=1{1,2},
dale f(g(1)) =f(2) =4,/(¢(2)) =f(3) =4, takze fog ={(1,4),(2,D)}-
Pro dv¢ zobrazeni f,g obecné neplati vztah fog=gof, slozeni neni komutativni. Avsak je asociativni,
tj. pro libovolna tfi zobrazeni f,g,h plati fo(goh) = (fog)oh. To nas ospravedliiuje vynechat zavorky a

psat fogoh.
Bud f: 4 — B zobrazeni, M libovolna mnozina. Rik4dme, Ze zobrazeni fje tzv.
1. injektivni (neboli prosté), pokud (¥ x,y € Dy) ((x #y) = (f(x) # f(y))) .

2. M-surjektivni (neboli na M), pokud M C Hy.

3. M-bijektivni (neboli M jednojednoznacné ¢i vzajemné jednoznacné), pokud je soucasné injek-
tivni a M-surjektivni.

Napt. zobrazeni fi = {(1,6),(2,5),(3,6)} neni prosté, prvku 1 a 3 prirazuje stejny prvek 6. Je na
{5,6}. Ale treba také na {5}.

Zobrazeni f nazyvame identické (neboli identita, jednotka), pokud

(¥ x€Dp)(f(x) =x).

Pouzivame pro n¢j znacku Id nebo Idp,.
Pokud je zobrazeni f prosté, definujeme inverzni zobrazeni k f vztahem
S ={01(x) ef}-

Napt. zobrazeni f = {(1,6),(2,5),(3,10)} je prosté. /! ziskime jednoduse prohozenim hodnot v
zévorkach: f~1 ={(6,1),(5,2),(10,3)}.

Inverzni zobrazeni ma prohozeny defini¢ni obor i obor hodnot: plati
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Dyv=Hy, Hp1=Dy.
Dale plati
foj‘_l =Id[_6,, f_19f=Ide.

Na zavér poznamenejme, zZe pojem graf funkce f je synonymem pro funkci samotnou, tj. pojmy
»graf funkce /“ a ,,funkce f* maji naprosto stejny vyznam. Pojem graf pouzivame zejména tehdy, kdyz
usporadané dvojice zakreslujeme do kartézskych souradnic, kde na vodorovnou osu vynasime prvky
defini¢niho oboru a na svislou osu prvky oboru hodnot.

Napt. graf funkce f={(1,3),(2,2),(3,-5)} vypada takto:

2+ °

- 123
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4.6. Mnozina redlnych cisel

Mnozina realnych ¢isel R ma nasledujici dulezité vlastnosti (fikame také, ze je tzv. usporadanym
télesem):

Pro vsechna x,y,z € R plati

1. x+y=y+x, xy =yx (komutativni zakon),

2. x+(@+z) =(x+y)+z, x(9z) = (xy)z (asociativni zakon),

3. x(y+2) =xy+xz (distributivni zdkon),

dale plati
. (A1 0eR) (Y xeR)(x+0=x) (existence nuly),
. (VxeR)(3! —xeR)(x+(—x) =0) (existence opa¢ného prvku k x),

.(A'1eR) (1 #0 A (V xe]R)(l-x:x)) (existence jednicky),

SIS

. (VxeR, x #0)(x-x~! =1) (existence inverzniho prvku k x),?

. (VaxyeR)(x Sy Vy<x),
- (VxyeR) (X§)’=>(VZGR)(x+z§y+z)>,

10. (Vx0,2€R)(x <y A 220 =xz2=yz) (vlastnosti usporadani).
11. R je tzv. uplna, viz dale.
Z téchto vlastnosti jdou odvodit vSechny dalsi vlastnosti realnych cisel.

coNN O

©

Zakladnimi podmnozinami realnych cisel jsou tzv. intervaly.
Budte a,b €R, a <b. Pak definujeme po rad¢ uzavreny interval (a,b), polouzavicené intervaly (a,0)
a (a,b) a otevireny interval (¢,b) jako mnoziny

B (VxeR, x#0)... je zkratka za (V xeR)(x #0 =...).
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(a,b) ={xeR|a<x b},
(a,b) ={xeR|a<x<b},
(a,b) ={xeR|la<x=<b},
(a,b) = {x €R|a < x < b}.**

o @ @ o
polouzavrené intervaly
@ @

uzavreny interval
fa
\ "4

O

otevieny interval

4.7. Elementarni funkce

Funkce, které maji za obor hodnot podmnozinu redlnych ¢isel, se nazyvaji redlné funkce. Funkce,
které maji za defini¢ni obor podmnozinu realnych ¢isel, se nazyvaji funkce realné proménné.
Bud n eNj. Polynomem n-tého stupn¢ (fddu) rozumime realnou funkci realné proménné ve tvaru

Jx) = X"+ ay 1 X" 4. ayx+ag,

2% Obc¢as se misto $pi¢atych zévorek (,) pouzivaji hranaté [,].
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kde ag,a1,...,a, jsou redlné konstanty, a, # 0. Polynomy nultého radu jsou konstantni funkce (kromé
nuly), polynomy prvniho rddu se nazyvaji linearni funkce, druhého kvadratické, trettho kubické.

Podil dvou polynomi se nazyva racionalni funkce.

Funkce ve tvaru f(x) = x%, kde « € R je konstanta, se nazyva mocninna. Defini¢nim oborem
mocninné funkce je R*, nékdy R—{0} ¢i R (v zavislosti na parametru o).

Funkce ve tvaru f(x) = a*, kde a € R* —{1}® je konstanta, se nazyva exponencialni. Def. oborem
exponencidlni funkce je R. Pokud je a=¢ (Eulerova konstanta, viz dale), pouzivame pro ¢ téz znacku
exp X.

Inverzni funkci k funkci exponencialni je logaritmus log x (znac. pripadné Inx, pokud zakladem
je Eulerova konstanta ¢).

exp In

Def. obory a obory hodnot goniometrickych funkci shrnuje nésledujici tabulka:2

% R* je zkratka za {x € R|x >0} = (0,4 00). Dale R~ = {x € Rjx <0} = (-0,0), Rj = {0}UR*, podobné
pro Q a Z. O symbolu +oo viz dale.

%O korektnim zavedeni obecné mocniny, logaritmu a goniometrickych funkci viz dale a téZ do-
porucena literatura.
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funkce def. obor obor hodnot
sin R (-1,1)
cos R (=1,1)
tg R—{%—i—/ﬂr’kez} R
cotg R—{km|keZ} R
} \
1 j \
0 U on o on H/ n
2 2 \
sin cos \‘ \

tg cotg

Protoze goniometrické funkce nejsou prosté, definujeme k nim inverzni funkce cyklometrické tak,
ze je zuzime na intervaly, kde jiz prosté jsou.
funkce || def. obor | obor hodnot
arcsin (-1,1) < u 7T>
’ 2’2

arccos (-1,1) (0,7r)
arctg R (—%,%)
arccotg R 0,m)
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It — It
n \ I \
2 It 2 -
5 \ \
-1 1 -1 1
_I — L
2 2
arcsin arccos arctg arccotg

Pokud f1,/; jsou realné funkce, definujeme funkce fi +£, fi —f2, fifo aji vztahy

S
(i £fo) () =f1(x) £fa(x), D +p, =Dy NDy,,
() () =fix)fa(x), Dy, =D NDy,, (2

() =43, Dy =Dy =G0

Funkce vyjmenované vyse a funkce, které z nich vzniknou koneénym poctem aritmetickych operaci
+, -, /a operaci o a !, se nazyvaji elementarni.
Mezi elementarni patii tedy i tzv. hyperbolické funkce, definované vztahy

- & +e™ sinhx coshx
5 coshx= 9 tghx= ~oshx’ cotghx= sinhx
a funkce k nim inverzni: argsinh, argcosh, argtgh a argcotgh (v pripad¢ argcosh opét po zuzeni def.
oboru, nebot cosh neni prosta).

sinhx =
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funkce || def. obor obor hodnot funkce def. obor obor hodnot

sinh R R argsinh R

cosh R (1,+00) argcosh (1,+00) (0,4 00)

tgh R (-1,1) argtgh (-1,1) R
cotgh R—-{0} | (=o0,—1)u(l,+00) || argcotgh | (—o0,—1)U(1,4+00) R-{0}

\\1/ 1 ) 1&\
7/
-1 B -1
sinh cosh tgh cotgh
1 -1 1 \ -1 1
argsinh argcosh argtgh argcotgh
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Pokud nenf receno jinak, u¢inime tmluvu, Ze defini¢ni obor identity budou vSechna realna
¢isla. Defini¢ni obor elementarni funkce pak plyne z definice (2) a ze vztahu pro defini¢ni obor slozené
funkce (viz vztah (1)).

Proto naprt. defini¢ni obor funkce f(x) = Va2-5, pokud nestanovime jinak, je podle nasi umluvy
automaticky (—oo,—v/5)U(v5,+00).

4.8. Ekvivalence mnozin

Rikame, Ze mnozina 4 je ekvivalentni s mnoZinou B (neboli ma stejnou mohutnost), pokud exis-
tuje bijekce f/: 4 - B mnoziny 4 na B. Zna¢ime 4 ~ B.

~ ma tzv. vlastnosti ekvivalence. To znamena, Ze pro kazdé tfi mnoziny 4,B,C plati:

1. A~A.

2. A~B=B~A.

3.A~BANB~C=A4~C.

O mnozin¢ 4 fekneme, Ze je

1. konec¢na, pokud je prazdna nebo ekvivalentni s {1,2,...,n} pro néjaké neN.

2. spocetna, pokud je ekvivalentni s N, nejvyse spocetna, pokud je spocetna nebo konecna.
3. nespocetna, pokud neni ani spocetna ani konecna.

Mnoziny pfirozenych ¢isel N, celych ¢isel Z, racionalnich ¢isel Q jsou spocetné.

Spocetnost Z plyne z existence bijekce, ktera je dana napr. nasledujici tabulkou:

1]2]3 145 |6]7 |..
R N AT Y
01 ]-1]21-213]|-3]..
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Sjednocenti libovolného spocetného systému je opét spocetné.

Mnozina realnych ¢isel R je nespocetna.

Slavna hypotéza kontinua rika, ze pokud X c R je nespocetna, uz nutné X ~ R (nerozhodnutelné
tvrzeni v ramci ZFC).

4.9. Absolutni hodnota, trojahelnikova nerovnost

Pro kazdé a €R zavadime vztahem

_ s a proaz0,
lal = < —a proa<0

velikost (absolutni hodnotu) realného ¢isla a. Splnuje tzv. trojihelnikovou nerovnost, tj. pro kazda
dvé realna &isla x,y plati

I+ < x|+ y].

Casto se hodi i nerovnost, ktera jde z trojuhelnikové lehce odvodit: |x—y| 2 ||x|—|y||.

4.10. Cela cast

V dalsim casto vyuzijeme nasledujici funkci: pro kazdé x € R definujeme jeho celou €ast [x] jako
nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno x. Cela ¢ast tedy splfiiuje nerovnost

x—1<[x]<x.
Napt.
[-2]=-2, [5]=5, [3,7]=3, [-4,001]=-5.
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4.11. Signum

Bude se nam hodit i tzv. znaménkova funkce: Pro kazdé x e R definujeme

-1 prox<0,
sgnx=<-0  prox=0,
1  prox>0.

4.12. Omezenost podmnoziny realnych ¢isel, maximum, minimum

Rekneme, %e podmnozina 4 CR je omezena shora, pokud
AHeR)(Vxed)(x<H).
(Kazdé takové H s uvedenou vlastnosti nazyvame horni zavora mnoziny 4.)

N
N
N
N
| | fan Y | | N
A\ "4

| | | Y
1 2 3 7 )
otevieny interval (3,5) je omezeny shora,

7 je priklad horni zavory.

a@®

Rekneme, %e podmnoZina 4 CR je omezena zdola, pokud
ADeR)(VxeAd)(x2D).
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(Kazdé takové D s uvedenou vlastnosti nazyvame dolni zavora mnoziny 4.)

O ® ® ®
2 3 4 5

mnozina prirozenych Cisel je omezena zdola,
1 je priklad dolni zavory.

Pokud je mnozina 4 cR omezena soucasné shora i zdola, rikame, Ze je omezena.

Rikame, Ze ¢islo a €4 je minimem (nejmens$im prvkem) mnoziny 4 C R pravé tehdy, kdyz
(Vxed)(x=a).

Znac¢ime ho min4.

Je napt. min(1,8) =1. Ne kazd4d mnozina ma minimum: interval (-5,8) minimum nema.

Rikame, ze ¢islo b €4 je maximem (nejvétsim prvkem) mnoziny 4 c R pravé tehdy, kdyz
(VxeAd)(x<b).

Znacime ho max4.
Napft. max (10,20) =20, ale max (—1,1) neexistuje.

4.13. Rozsifeni mnoziny redlnych cisel
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Y/ZN7Z

Mnozinu R roz$ifime o dva nové prvky, které ozna¢ime +oco a —oo (nazyvame je plus nekonecno
a minus nekoneéno).”’” Oznadime toto rozsireni R = RU{+o0,—0o0}.

vV

Uspotadani na R rozsitime vztahem
(VxeR)(—oo<x<+00).
Casem zavedeme i aritmetické operace na R.
Pojem otevieny interval a polouzavieny interval rozsitujeme i na pripady, kdy je mez u kulaté
zavorky nekonecna, napt.
(a,+0) ={xeR|a<«x},
apod.

2T Dulezit4d pozndmka: znaménko =+ je pevnou souddsti zna¢ky, nejednd se o unarni plus ¢i minus;
tzn. psat co misto +oo je chyba!
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4.15. Mnozina komplexnich ¢isel

Mnozina komplexnich é&isel € je mnozina uspotadanych dvojic R?, na které je definovéno s&it

a nasobeni.

~ zZ=x+yi
y=lm z °
W
arg z\
x=Re z

39
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Kazdé komplexnf &islo z 1ze zapsat ve tvaru z=x+yi, kde x,y € R a i je komplexni jednotka, 2 = —1.
x nazyvame realnou ¢asti z, y imaginarni €asti z; znacime x =Rez, y=Imz. (Redlna ¢isla povazujeme
za specialni pfipad komplexnich s nulovou imaginarni ¢asti, tj. RcC.)
Cislo z=x—yi nazyvame komplexné zdruzené k z. Pro libovolna z,» € C plati
FHW=34+D, W=7, Z2=%
Cislo \/x2+y? nazyvame velikosti komplexniho ¢&isla z=x+yi, kde x,y € R. Znaéime ho |z|.
Plati pro ni trojuhelnikova nerovnost, tj. pro kazda dvé z,w €C je
[2+w] £ 2]+ [w].
Kazdé komplexni ¢islo z 1ze vyjadfit v tzv. goniometrickém tvaru:
z=z|(cos a+isin o),

kde o =argz je thel komplexniho ¢isla z, zvany téz argument z. Dilezitou identitou platici pro kazdé
komplexni ¢islo z je Moivrova véta:

2" =|z"(cos na+isinner).

Bud a € C, R > 0. Geometricky vyznam absolutni hodnoty jakozto vzdalenosti dvou bodt je

pri¢inou pojmenovani mnoziny
{z€C|lz—a| <R} resp. {z€Cllz—a|=R}
nazvem otevireny kruh resp. uzavieny kruh se sttedem v bodé ¢ a polomérem R.

Carkovanim vyznacujeme, zZe body ke kruhu nepatii.

40



uzavieny kruh otevieny kruh

4.16. Omezené podmnoziny komplexnich ¢isel

Rekneme, %e mnozina 4 c C je omezena pravé tehdy, kdyz
B K>0)(Vzed) (2l =K).

Vlastné to znamena, zZe se 4 ,,schova“ do uzavieného kruhu se stfedem v poc¢atku a polomérem K.
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omezena mnozina A

4.17. Rozsireni mnoziny komplexnich cisel

Podobn¢ jako mnozinu realnych ¢isel rozsifime C o jeden prvek oznaceny oo (nazyvany nekonec-
no). Rozsifenou mnozinu znaé¢ime C =CuU{c0}.2

28 Na rozdil od oo € R zde 74dné znaménko nenf souéasti znalky. Je oo #+oo, tedy R ¢ C.
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Realné funkce jedné realné proménné

Realna funkce jedné realné proménné f je specidlni pripad zobrazeni: f: (R) —R.

Podobné, jako jsme definovali nékteré vlastnosti pro ¢iselné posloupnosti, je 1ze definovat i pro
funkce:

Funkci f: (R) —R nazyvame

e omezena shora, pokud je jeji obor hodnot Hy mnoZina omezena shora,

e omezena zdola, pokud je H; mnozina omezena zdola,

e omezend, pokud je Hy mnoZina omezena,

o rostouci, pokud (¥ x1,x9 € Dy, x1 <x9) (f(2x1) £f(x2)),

o klesajici, pokud (¥ x1,x9 € Dy, x1 <x9) (f(x1) 2/(x2)),

e ostie rostouci, pokud (V x1,x9 € Dy, x1 <x9) (f(x1) <f(x2)),

o ostie klesajici, pokud (V x1,x9 € D, x1 <x9) (f(x1) >f(x9)),

e monoténni, pokud je klesajici nebo rostouct,

e ryze monoténni, pokud je ostie klesajici nebo ostie rostouci.

o suda, pokud (¥ x € Dy) (f(x) =f(—x)),

e licha, pokud (Y x € Dy) (f(x) = —f(—x)),

o periodicka s periodou />0, pokud (¥ x € Dy)(f(x) =f(x+0)).

Nékdy potfebujeme popsat vlastnost funkce jen na ¢asti definiéniho oboru. Rikame, ze fma uréitou
vlastnost na mnoziné M, pokud M C Dy a ztiZzeni f/ ma tuto vlastnost.

Pojmy maximum, minimum funkce f jsou definovany jako dany pojemaplikovany na obor
hodnot. Tj. maxf=max H; atd.
Pojmy typu maximum f na mnozZiné 4 se definuji pomoci zuzeni, napf. max f=maxf/y, atd.
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1
Funkce f(x) = — neni podle nasi definice ostre
x p

klesajici na svém defini¢cnim oboru R—{0}, protoze

napt. f(—1) <f(1).

Dirichletova funkce f(x) = < (1) Eigii%,—(@

ma na prvni pohled ,,podivny“ graf. Je periodicka | | |

a periodou je kazdé racionalni ¢islo. 4 3 -0
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6.1. Limita funkce

Cislo 2 € R nazveme hromadnym bodem mnoziny 4 c R, pokud v kazdém jeho okoli lezi
nekone¢né mnoho bodl z mnoziny 4. Body z 4, které nepatii mezi hromadné body 4, se nazyvaji
izolované.

Alternativné lze fici, Ze a je hromadny bod mnoziny 4, pokud existuje posloupnost (x,) Cisel z
mnoziny A—{a} majici za limitu bod a.

Mnozinu vSech hromadnych bodi@i mnoziny 4 budeme znacit 4'.

e Mnozina {1,2,3} nema zadny hromadny bod.

e Jakdkoliv kone¢na mnozina nema zadny hromadny bod.

e Mnozina N ma jediny hromadny bod: +oco. Tedy N’ = {4 c0}.

e Mnozina Z ma dva hromadné body: +oo. Tedy Z' ={+c0,—oc0}.

e Intervaly (-1,2), (-1,2) i (—1,2) maji za hromadné body vsechny prvky z (-1,2).

e Mnozina Q ma nespocetn¢ mnoho hromadnych bod: tvori celou mnozinu R.
e Také mnozina R ma za hromadné body vSechny prvky R.

Bud @ hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f; tj. a € D;. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé

a limitu ceR, pokud

(V& >0)(3 §>0) (v x€ DN H,(8) —{a}) (f(x) eHc(s)> .

Zapisujeme limf'=¢ nebo tradi¢néji lim df (x) =c.
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Podobn¢ jako u limity poslouponosti dana funkce miize mit v daném bod¢ nejvys jednu limitu.
Podle toho, zda a a ¢ jsou redlna cisla nebo nekonecna, 1ze definici prepsat riznymi ekvivalentnimi
zpusoby. Nejdilezitéjsi pripad je, pokud a,ceR. Pak

1i£11f=cc>(Ve>0)(3 §>0)(Vx€Dy, 0<|x—al <) (|f(x)—c|<e).

Realna posloupnost je specialni pripad realné funkce s definiécnim oborem N. Definice limity
posloupnosti se shoduje s definici vyse, nebot a = + oo (jiné hromadné body defini¢ni obor posloupnosti
nema) a H, ., = (K,+00).

Limita viibec nezavisi na tom, zda funkce f je ¢i neni v bod¢ a definovana, ani na hodnot¢ f(a).

Primo z definice limity funkce lze ukazat napr., ze
limx? =4.

x—2

~N | 7 2

-1 g0 1 2




Souvislost limity posloupnosti a limity funkce je patrna z tzv. Heineovy véty:

Necht a € D;. Pak
lim df(x) = & lirP f(x,) =¢ pro kazdou posloupnost (x,), pro kterou plati
(VneN)(x,€Dr—{a}) a lirp Xy =d.

Pritom vlevo je limita funkce f v bod¢ a, vpravo pak limita posloupnosti f(x;).
Dtlezity priklad. Podle Heineovy véty mame

lim ¢ =¢” pro véechna « € R,
X—al

limInx=Ina pro vSechna a >0, liI% Inx=—o0.
X—a X—

Dalsi dilezity priklad. Podle Heineovy véty je

. 1\~
Jim (143) =o
nebot vime, ze pro kazdou posloupnost (p,) spliujici liIP pn =00 plati
: 1\
Jim (1) =

Podobné se da odvodit, Ze

xgglw<1+i>x=e.
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Heineova véta jde uzit i pro ditkaz neexistence limity funkce.
Napt.

lim sinx
X—+00

neexistuje, protoze

o . T
nEElmSIH (2nm) =0 a nl_l&looSln <2n7r+ 5) =1.

Rekneme, 7e funkce f mé v bodé « limitu ¢ vzhledem k mnoziné 4, pokud ztzeni /4 ma v bodé a
limitu ¢. Znacime lg? f prip. %121;1 nf(x).

Rekneme, e funkce f ma v bodé « limitu zleva resp. zprava rovnu ¢, pokud ziiZeni S/ (—0,a) TESP.
/(4,400 ma v bod¢ a limitu ¢. Znac¢ime limf resp. hI}_l f, pripadné lim f(x) resp. lim +f(x)
a— a X—a— X—a

Plati vé€ta: Bud @ hromadnym bodem DN (—o0,a) a DyN(a,+0o0). Pak funkce f ma v bod¢ 4 limitu ¢
prave tehdy, kdyz limita f zleva i zprava v bod¢ « je rovna c.

Napt. funkce sgnx ma v bod¢ 0 jednostranné limity réizné, o
li =1 li =-1
lim sgnx=1,  lim sgnx , \
takze limita v bod¢ 0 podle predchozi véty neexistuje. 10
——— @ —1+—
4 -3 -2 -1 1 2 3 4

oO-1
NP

L9
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Podobné jako u posloupnosti monotonie opét zarucuje existenci limity:

Necht existuje H tak, Ze a je hromadnym bodem D/nHj a fje na D\nH,; monoténni. Pak existuje
limita v bod¢ a zprava.

Piimo z definice limity pak plyne, Ze je-li napt. frostouci na D;nH}, pak lim f =inff, je-li klesajici,

pak l1m f supf. Podobné tvrzeni samoziejmé plati analogicky i pro DynH,, a limitu zleva
H+

e

llmf— inf f

+
DfﬂH
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6.2. Vypocet limity funkce

Nasleduji analogické véty jako u limit posloupnosti:

Necht a € Dy, , resp. Dj, resp. Djé. Pak plati vzorce
lim (f+¢) =limf+lim g,
lim (fg) = (limf)(lim g), pokud vyrazy na pravé strané maji smysl (!).
limf
1mj—r =1,
« g limg

K témto vzorciim patii opét véta o limité z odmocniny

Bud £ €N, fnezaporna. Pak plati

lim {/f= ¢/limf, pokud vyraz na pravé strané ma smysl.
a a
a véta o limité absolutni hodnoty:
Plati

limf=c=lim|f] =|c|.

Pokud ¢=0, plati zde dokonce ekvivalence, tj. i smér «!
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Nejmocnéjsim nastrojem na vypocet limity, ktery nema analogii u posloupnosti, je oviem véta o
limité slozené funkce (umoznujici ¢init ,,substituce® pti pocitani limity):

Necht a € Dy, , necht dale lign g=b, liin |/ =c¢ a kone¢n¢ necht plati podminka

G H)( xeH,ND,~{a})(gx) #b) Vv f(b)=c Vv b¢Dy M
Pak liinfog: c.

Ov¢érovat podminku (!) je velmi dalezité. Méjme napr. (Vx € R)(g(x) =0) af(y) =1 proy # 0,
Sf(0)=2. Pak liomfog=2 (nebot fog je konstantni funkce rovna 2), ale pfitom li{)ngzo a li(lgnle #2.

20

feg 2
1 f

D
U
—
\
\

Podminka (!) je automaticky splnéna tehdy, pokud je g na okoli H, prosta. To je velmi casty
pripad.
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O V. 7/ N7/ 7 v : 1 x 4 b4 . M4 v z
Dilezity piiklad. Vime, ze lnll <x+—> =¢. Odtud dostaneme pomoci véty o limité slozené funkce,
X—Eo00 X

lim (1+x)x =e.
x—0+

Podobné dostaneme, Ze
lim (1+x) =e.

x—0—

Odtud plyne zavér, ze

lim (1+x)+ =e.

Dutlezity priklad. Pomoci predchoziho prikladu dostaneme, ze

lim In (1+x) _
x—0 X

1.
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Dilezity priklad. Opét pomoci predchoziho prikladu:

Dtlezity priklad. Bud a>0, a #1. Jak jinak nez pomoci prfedchoziho prikladu dostaneme:

.oa*-1
lim =lna.
x—0 X

Dilezity priklad. Vypoctéme limitu posloupnosti

lim n(ye-1).

n—-+o00

Heineova véta rika, ze staci pocitat limitu funkce lim x(¢x —1). Pomoci predpredchoziho prikladu

X—+00

lim x(ex—1)=1.

X——+00
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Nasledujici véty plati podobné¢ jako u limit posloupnosti:
Véty o nerovnostech mezi limitami:

Plati
lignf< ligng = (3 H,)xeDnD,NH,—{a})(f(x) <g(x)).

Necht existuji limf a lim g, necht existuje H, tak, ze H,NDs—{a} = H,ND;~{a}. Potom
(VxeH,NDr—{a})(f(x) =g(x)) = limf=<limg.

Véta o limité seviené funkce:

Necht limf=limg=c. Necht existuje H, tak, ze H,NDy—{a} =H,ND,~{a} = H,ND;—{a}. Pak plati
(VxeH,NDr—{a})(f(x) =h(x) =g(x)) = limh=c
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6.4. Spojitost

Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé a (¢i a je bodem spojitosti f), pokud plati
(¥ £>0)(3 8>0) (¥ x eDrNH ((8)) (f{x) €Hpgy(e)).

Spojita tedy miize byt funkce pouze v bod¢ svého defini¢niho oboru.

Je ziejmé, Ze kazdy izolovany bod Dy je bodem spojitosti f.

Necht a e DnD}. Pak f je spojita v bod¢ a prave tehdy, kdyz lign \f=f(a).

Disledkem je analogicka véta jako u limit:

Necht f a g jsou spojité funkce v bod¢ a. Pak funkce [f], f+g, fg,é (pokud g(a) # 0) jsou spojité v
bod¢ a.

Z véty o limité slozené funkce pak plyne:
’ Necht g je spojita v bod¢ a, f v bodé g(a). Pak fog je spojita v bodé¢ a. ‘
Na cvi¢enich budeme soustavné pouzivat nasledujici silnou vétu:

’ Elementarni funkce jsou spojité ve vSech bodech svého defini¢niho oboru. ‘

Dtikaz predchoziho tvrzeni je netrividlni pouze u obecné mocniny (a logaritmu) a u goniometric-
kych funkci, viz predchazejici stranky.
Jednostrannou spojitost zavadime podobné jako u limit: f je v bodé a vzhledem k mnoziné 4,
pokud f7 je spojita v bod¢ a.
Jfje spojita v bodé a zprava, pokud f/, ;) je spojita v bod¢ a.
fje spojitd v bod¢ a zleva, pokud f/(_ 4 je spojita v bod¢ a.
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Bod a € Dy, ktery neni bodem spojitosti f, se o

nazyva bodem nespojitosti /. Rozeznavame nasle-
dujici druhy bodu nespojitosti a funkce f:

e odstranitelnou, ktera nastava, je-li limf € R,
a

ale neni rovna f(a) nebo a ¢ Dy,

o skok, kdyz existuji navzajem rtzné konecné 1 >
limfa limf, odstranitelna

e druhého druhu, kdyz se nejedna ani o odstra-

nitelnou nespojitost, ani o skok. /\. //—\O

N

skok

N~ ¢

2. druhu
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Rekneme, Ze funkce je spojitd na mnoziné M, pokud ztzeni f/y je spojité v kazdém bodé M.
Tedy funkce spojita na M nemusi byt spojita v kazdém bod¢ M:

spojita na M=(—1,+x), ale ne v kazdém
bodé mnoziny M
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Pro funkce spojité na intervalu plati dilezita tvrzeni:

Bud f spojita na (a,b) a f(a)f(b) < 0. Pak existuje
ce(a,b) tak, ze f(¢) =0.

e Z véty ihned plyne, ze f spojita na (a,b) dokon-
ce nabyva vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

e Je-li f nenulova a spojita na intervalu 7, pak a C
na tomto intervalu neméni znaménko, je tedy na | / |

I
tomto intervalu bud kladné nebo zdporna. .-\/ b

Necht f je spojita na intervalu 7. Pak obraz f(7) je
interval (nebo 1prvkova mnozina).

e Spojity obraz intervalu mize byt libovolného
typu: uzavieny, polouzavreny, otevieny.
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’Necht'fje spojita na (a,b). Pak fje na (a,b) omezena.

e Pro neuzavieny interval podobné tvrzeni ne-

ale neni na

, . ) ., T
plati, napt. tgx je spojitd na (—5,5),

ném omezena.

Necht f je spopta na (a,b). Pak f nabyva na (a,b)

hodnot supfa 1n >f
(a,b)

e Hodnoty suprema a infima jsou tedy maxi-
mem a minimem f na (a,0).

e V pripad¢, ze f neni konstantni, je obrazem
uzavien¢ho intervalu uzavreny interval.

¢ Pro neuzavreny interval podobné tvrzeni opct
neplati.
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Bud f na intervalu ¥ spojita a prosta. Pak je na ném

ryze monoténni a f/]_1 je spojita a ryze monoténni

na ().

e Druh monotonie se zachovava.
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6.6. Derivace

Limitu
Xx—a X—a
nazyvame derivace funkce /v bod¢ a. Oznacujeme jif'(a).
Derivaci funkce f ma tedy smysl zjistovat pouze v bodech a € DinDy. Pokud tato podminka neni
splnéna, rikame, ze derivace f v bod¢ @ nema smysl.

Pomoci véty o limité slozené funkce ziskame ekvivalentni definici:

- flath)~f@
S @ =l

Pro derivaci zprava/zleva pouzivame znacky f, (a) resp. f (a).
Pokud je f(a) € R (tj. konec¢na), fikdme, Ze f ma vlastni derivaci v bod¢ a neboli f je v bod¢ «
diferencovatelna.
Pokud je f'(a) = £00, mluvime o nevlastni derivaci.
Napr.
(&%) =¢".

Napt.

, 0  prox#0,
(sgnx)’ = < 400 pro x=0.
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Plati nasledujici véta:

Funkce diferencovatelna v bodé 4 je v tomto bod¢ spojita.

Opacné véta neplati, napt. |x| je spojita v bod¢ 0, ale neni v ném diferencovatelna.

6.7. Vypocet derivace

Pro vypocet derivaci mame tri velmi dtlezita tvrzeni, které z derivovani elementarnich funkci ¢ini
mechanickou zalezitost:

Aritmetika derivaci. Nechtf, g jsou diferencovatelné v bod¢ a a necht a € Dy, ;NDy,  resp. DpNDy,
resp. Dg ND;. Pak plati
g

((+9)'(@ =f (@ £¢' (@),
(2 (@ =f(@g(@) +f(0)g (@),
(Y @ L @D S@E@
g g (@
Véta o derivaci slozené funkce. Necht ¢ je diferencovatelna v bodé a, f v bod¢ g(a). Pak fog je
diferencovatelna v bod¢ « a plati

(fe9)'(@) =f (g(2))¢ (@)

Véta o derivaci inverzni funkce. Necht f je spojita a prosta v otevieném intervalu 7, xo € 7,
[f (x0) #0. Pak plati

iy L
N (f(xo))—f,(xo)-

98



Vypoctéme naprt. (arctgx)’ pro x € R. Predpoklady véty o derivaci inverzni funkce jsou splnény;

podle vzorce f/flI(f(xo)) = j% dostaneme
0

, 1
(arctgx)' = i1

Uzite¢na tabulka derivaci:

(%) = ax® ! pro a€R, x >0, (€)' =€ pro x €R,
(@) =alna proa >0, x R, (Inx)' = 5 Prox >0,
(sin x) . cosx prox €R, (sinh x)' = cosh x pro x €R,
(cos x)'=—sin x prox €R, - (cosh x)' = sirllh x prox €R,
(tgx)' = 7, Pro xeR,x;é§+k7r, keZ, (tghx)' = C()Sthr)r(Jx eR,
1
(cotgx)' =—— prox €R, x #km, k €Z, (cotghx)' =— 5 proxeR—{0},
sin 1x }; X
(arcsinx)’ = prox € (-1,1), (argsinh x)’' = prox € R,
V1-x2 5 V1452
1 1
(arccosx)' =— prox € (-1,1), (argcoshx)' = pro x>1,
V1-x2 5 Vax?-1
! 1 ! 1
(arctgx) = T2 Pro xeR, (argtghx)’' = — pro xe(-1,1),
1
(arccotgx)' = — T (argcotgh x)’ [ 2Proxe R—(-1,1).
X
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6.8. Derivace vyssich rada

Symbolem f* oznac¢ime funkci s defini¢nim oborem {x e R|f'(x) € R} definovanou predpisem

S @) =f(x)
(kde vlevo stoji hodnota funkce f v bodé x a vpravo limita lﬁin&W). Nazyvame ji prvni

derivace f.
Lze opét zkoumat, kde je f' je diferencovatelna, a v téchto bodech analogicky definovat druhou,

téeti atd. derivaci f. UZfvame znadeni f', f” nebo f®, f® atd. Casto klademe téz fO =f.
Pro m-tou derivaci n-té derivace plati zf'ejmy vztah (f(")® = fr+m)

Pro n-tou derivaci soucinu lze indukci z pravidla pro derivaci soucinu odvodit tzv. Leibniztv

VZOICC:
n

=3 (Z)/(@ g

k=0

100



6.9. Véty o prirtistku funkce

Véty o prirastku funkce umoznuji aproximovat hodnotu prirastku (poklesu) funkce na malém
okoli daného bodu pomoci hodnoty prvni derivace v tomto bodé¢.

Prvni z nich je véta Rolleova, ktera rika, ze je-li funkce f spojita na (a,b), f(a) = f(b) a existuje
derivace v kazdém bod¢ (a,b), pak existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) =0.

Nejdilezitéjsi je jeji bezprostiedni diisledek, véta Lagrangeova:

Lagrangeova véta (o prirastku funkce). Necht fje
spojita na (a,b) a v kazdém bod¢ (a,b) ma derivaci. Pak

JSb)~f(@)
b—a

existuje c€ (a,0) tak, Ze /' (¢) =

fib)

Aneb jede-li auto z bodu a do bodu 4 primérnou
rychlosti 80 km/h, jisté existuje na trase aspon jeden bod
¢, ve kterém ma okamzitou rychlost 80 km/h. ﬂa)

Nebo jinak: pro spojitou funkci na (a,b) majici deri-
vaci v kazdém bod¢ (a,b) existuje v intervalu (a,b) ale-
spon jeden bod ¢, ve kterém je tecna ke grafu rovnobézna
se spojnici bodi (a,/(a)) a (b,/(0)). ; : :

Lagrangeova véta jde zobecnit: a C b

Cauchyova véta (zobecnéna véta o pririustku funk-
ce). Necht f,g jsou spojité na (a,b) a v kazdém bod¢
(a,b) maji derivaci; necht derivace g je na (a,6) kone¢na
1O _f®)~f@
g@ g —g@

nenulova. Pak existuje ¢€ (a,b) tak, ze

101



6.10. Darbouxova véta o spojitosti derivace

Obcas se stane, ze na vypocet derivace nelze pouzit vétu o derivaci slozené ¢i inverzni funkce,
nebot jejich predpoklady nejsou splnény (typicky na krajich intervalt defini¢nich oborti). Nékdy se
lze s tspéchem vyhnout pocitani derivace z definice pomoci nasledujici véty:

Darbouxova véta. Necht f je spojita v bod¢ a zprava a f je diferencovatelna na néjakém H; . Pak
plati

So(@ = lim f (),

pokud limita vpravo existuje.

Analogicky plati véta pro derivaci zleva.

Pocitejme f| (—1), kde f(x) =arcsinx. V¢tu o derivaci inverzni funkce nelze pouzit, protoze - lezi
na kraji intervalu prislusného zuzeni funkce sin.
Pomoci Darbouxovy véty mame snadno, ze

Si(-1) =+4o0.
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6.11. Lokaln{ extrémy

Rekneme, ze funkce ma v bodé a

e lokalni maximum, pokud (3 &>0) (VY x eH,(¢))(x) < f(a)),
e lokalni minimum, pokud (3 e>0)(V x eH,(e))(f(x) 2 fa)),
e ostré lokalni maximum, pokud (3 &>0)(V x eH (e)-{a}) (Ax) < fa)),

e ostré lokalni minimum, pokud (3 e>0)(V x eH,(e)-{a}) (f(x) > fa)).
V predchozich pripadech téz rikame, ze funkce ma v bod¢ « lokalni extrém.

Zakladni pomiickou, jak zjistit, zda funkce ma v bod¢ lokalni extrém, je tato véta:

Necht f ma v bodé¢ a lokalni extrém. Pak f'(a) =0 nebo f'(a) neexistuje.

Véta tedy specifikuje nutnou, nikoliv postacujici podminku pro lokalni extrém.

Primo z definice extrému plyne jako postacujici podminka tato véta:

Necht funkce f'je spojita v bod¢ a a

v o Y rostouci _ . y klesajici
3 H; tak, Ze f je (ostfe) < Klesajici > v H, A fje (ostfe) < ro:i?lllili > vH.

Pak fm4 v bodé a (ostré) lokalni < maximum
minimum

Nékdy 1ze pro zjisténi druhu extrému pouzit tuto vétu:

Necht existuje H, tak, ze f je na H, diferencovatelna. Necht f'(a) =0 a f"(a) < Z > 0. Pak fmav

v [ .., / minimum
bodé a ostré lokalni < )
maximum
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6.12. Monotonie

Véty o prirtstku funkce umoznuji formulaci podminek pro monotonii funkce na intervalu.

Pro interval I = (a,b) & (a,b) & (a,b) ¢&i (a,b) oznaéme I° = (a,b) (tj. interval I ,,oklestény“ o krajni
body).

Plati nasledujici véta, ktera udava postacujici (a v neostrych pripadech i nutnou) podminku pro
monotonii funkce na intervalu I

Necht f je spojitd na intervalu I, necht f mé derivaci v kazdém bodé I. Pak:

(VxeI)(f(x)20) < fje na I rostouci,
(VxeI)(f(x) £0) < fje na I klesajici,
(VxeI)(f(x)=0) < fje na I konstantnf,

(Vx eI (f(x) >0) = fje na I ostfe rostouct,
(Vx eI (f(x) <0) = fje na I ostre klesajici.

U ryzi monotonie (posledni dva pripady)
implikaci nelze obratit. Napt. funkce f(x) =x>
je ostre rostouci na celém R, ale v bodé 0 neni
jeji derivace kladna:

f(0)=3x? O=O. |
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6.13. Tecny

Rekneme, e f mé4 v bodé 4 teénu
e 0 rovnici x=a, je-li f spojita v bod¢ a a f'(a) =+ o0 nebo —oo,
e o rovnici y=f(a)+f (a)(x—a), je-li f diferencovatelna v bod¢ a.
Bodu (a,f(a)) fikdme bod dotyku.

1
Napt. funkce v/x—2 mé v bodé 2 te¢nu o rovnici x=2 a v bodé 1 te¢nu o rovnici y= —1+§(x—1).
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6.14. Konvexnost a konkavnost

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu 7 (ostie &i ryze) 11:22;’(2)‘(:111 > , pokud

(V¥ x1,X9,X3 € F, X1 <xg <X3) <f(x2) < igg >f(xs) —f(x1) (x9—x )+f(x1))

Definice rika, ze bod (x9,f(x9)) musi lezet pod/nad tuseckou spojujici body (x1,/(x1)) a (x3,/(x3))
(nebo na ni v pripadé¢ neostré nerovnosti).

Ax)-
Ax)-
fix) -
1 X, X5
ryze ) konvexni yee
konvexni konkavni
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Postacujici podminku pro konvexnost/konkavnost funkce na intervalu dava nasledujici véta:

Necht f je spojitd na intervalu I, necht f je diferencovatelné na I°. Pak:

Je-lif (ostie) < rostouct > na I°, je f (ryze) < konvexm: > na I.

klesajici konkavni

Tato véta ma v praxi pouzivanéjsi disledek:

Necht f je spojita na intervalu /. Pak:
(Vxel® (f"(x) < < (<) 0> =fje na I (ryze) konve/xm’ > .

konkavni

Souvislost konvexity/konkavity funkce a te¢ny:
plati, Ze je-li funkce f na I ryze konvexni a diferen-

covatelna v bod¢ a €1, pak ?
(¥ xel—{aD) (f(0) >f(@)+f (&) (x~a)).

Ma-li funkce f na otevieném intervalu / druhou

derivaci, pak plati, ze f je ryze konvexni na I pravé |
tehdy, kdyz v kazdém bod¢ a €I plati podminka a a
(3 Hy) (¥ x e Ho—{a}) (f(%) >f@) S () (¥ ).
Obdobné tvrzeni plati samozrejme i pro funkce
ryze konkavni.
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Rikame, e funkce f ma v bodé a tzv. inflexi (inflexni bod) < je diferencovatelna v bod¢ « a plati

(3 Ha)(Vera)(<x<a=>f(x)< N f(a)+f(a)(x—a)) A (x>a=>f(x)< - f(a)+f(a)(x—a)>>.

Pro nalezeni inflexnich bodi mohou byt uzite¢né nasledujici véty:

Necht f ma inflexi v bodé a. Necht na néjakém okoli H, je f diferencovatelna. Pak f”(a) = 0 nebo
f"(a) neexistuje.

Necht existuje e>0 tak, zZe f” je kone¢na na H,(e). Necht f"(a) =0 a f"'(a) # 0. Pak fma v bodé a
inflexni bod.

108






6.15. Asymptoty

Pfimku o rovnici y = fkx+g¢, kde £,4 € R, nazveme asymptotou funkce /v bod¢ +oo (resp. —o0),
pokud
lim (f(x)—(kx+¢) ) =0.
(récsg)).dl_ Sooo)<f ! )
Bud ¢ e R. Primku o rovnici x = 2 nazveme svislou asymptotou funkce f' v bod¢ a, pokud existuje
alespon jedna z limit lbl_ir_l f €l lim 1 a je rovna +oo nebo —oo.

Na hledani asymptot funkci je uzite¢na tato vcta:

Jf ma v bod¢ +o00 asymptotu o rovnici y = kx+¢q

& lim@=keR/\ lim (f(x)—/cx) =geR.

X—+o0o X X—+00

(Podobné véta plati i pro bod —0.)

a /

asymptoty
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6.16. Vysetfovani funkci

Vysetrovani funkci je proces, kdy se (zpravidla pomoci diferencidlniho poctu) snazime o funkci
dozvédct co nejvice informaci, abychom mohli nacrtnout vérné jeji graf. Jde zejména o

e defini¢ni obor, obor hodnot,

o pruseciky s osami souradnic a jiné dtlezité funkéni hodnoty,

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu,

e spojitost, druhy bodi nespojitosti,

e existenci asymptot,

e monotonii funkce, lokalni extrémy,

e konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body.

Zdaleka ne vzdy jsme schopni zjistit vSechny vyjmenované skutecnosti.
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1. MOCNINNE RADY, VLASTNOSTI SOUCTU MOCNINNE RADY, TAYLORUV POLYNOM, TAYLOROVA
RADA, ROZVOJE ZAKLADNICH FUNKCI{ DO TAYLOROVY RADY

Definice 1.1. Bud {f,};" posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A C C. Necht
dale pro kazdé z € A &selnd posloupnost {f,(z)}]" konverguje. Potom funkci f definovanou na
mnoziné A predpisem z — lim,_, fn(2) nazyvame limitni funkci posloupnosti {f,};" (téz
bodovou limitou posloupnosti).

Definice 1.2. Bud f funkce a {f,}]° posloupnost funkeci definovanych na mnoziné A. Rekneme,
ze posloupnost {f,(z)};° konverguje k f(z) stejnomérné na mnoziné A, jestlize ke kazdému
kladnému ¢islu e existuje ng € R tak, ze pro vSechna pfirozend n > ng a vsechna z € A plati

fu(2) = f(2)] < &. Znaéime fo(2)== f(2).

Vé&ta 1.3 (supremové kriterium). Posloupnost {f,(z)};° na mnoziné A konverguje stejnomérné ke
své limitni funkei f(z) pravé tehdy, kdyz

i (supl,(2) ~ 121 ) =0

n—oo 2€A

Definice 1.4. Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C,
F,(2) = > p_o f(2) pro vSechna z € A a viechna n € Ny. Pak usporadanou dvojici ({fn}o » {Fnlg )
nazveme funkéni Fadou a znacime Y ° f,.

Pokud funkéni posloupnost {F,};” md na mnoziné A limitni funkci F', nazveme ji soutovou
funkei fady > o f, a piSeme > ° f, = F.

Definice 1.5. Rekneme, 7e fada Y0° fn(2) = ({fa(2)}5%, {F0(2)}°) stejnomérné konverguje na
mnoziné A, jestlize na mnoziné A stejnomérné konverguje posloupnost {F,(z)},°.

Véta 1.6 (Bolzano, Cauchy). Rada >0 fa(z) konverguje stejnomérné na mnoziné A pravé tehdy,
jestlize pro vSechna kladnd cisla e existuje ng € R tak, Ze pro vSechna prirozend Cisla n > ng, pro
vSechna prirozend ¢isla p a vsechna z € A plati:
n+p

> h(2)

k=n-+1

<E.

Pozndmka. Odsud plyne nutnd podminka pro stejnomérnou konvergenci rady:
> A A
D fal2)=2 = fu(2)=30.
n=0

Véta 1.7 (Weierstrassovo kritérium). Budte {f,}o a {gn}, dvé posloupnosti funkei definovanych
na mnoziné A. Necht déle pro vSechna z € A a vSechna n € Ny plati: |f,(2)| < gn(z). Potom,
konverguje-li fada Zgo gn(z) stejnomérné na mnoziné A, konverguje stejnomérné na mnoziné A
také fada Yo" fn(2).

Véta 1.8. Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A, {g,}, mo-
notonn{ posloupnost redlnych funkef definovanych na A. Ozna¢me F,, = >, _, fr. Necht déle je
splnéno nékteré z nasledujicich kritérii:

A
(i) (Dirichlet) {F,},” stejné omezend na A a g,(z)==0.
A 00 i .
(ii) (Abel) F,(2)== a {gn}, stejné omezena na A.
Potom fada Y~ fn(2)gn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A.

Véta 1.9. (Abel) Bud > a,(z—20)" mocninnd fada s kladnym polomérem konvergence R. Potom
fada Y o a,(z — 29)" konverguje stejnomérné na kazdém kruhu B(zo,7), kde r < R.

Véta 1.10. (1. véta Abelova) Necht ma redlnd mocninnd fada Y " an,(z — 20)™ kladny polomér
konvergence R. Potom, konverguje-li fada Y o~ a,,(z—z¢)" v bod€ zo+ R resp. zo— R, pak konverguje
stejnomérné na intervalu [zg, o + R] resp. [x9 — R, zo].
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1. Vyslovte definici mocninné fady a jejich charakteristik. 2. Jak Ize vypocitat polomé
konvergence? 3. Jak se pfi znalosti poloméru konvergence uréi cely obor? 4. Cemu Fikame
nutna podminka stejnomérné konvergence? 5. Jaky obecny poznatek vime o stejnomérné

konvergenci mocninnych fad? 6. Jak Ize teorii mocninnych ¥ad napojit na teorii
taylorovskych rozvoji? 7. Co je analyticka funkce? 8. Jak se urcuji Taylorovy koeficient
funkce g(x)? (mysli se a_n=g”{(n)}(c)/n!) 9. Sestavte Maclaurinovu radu funkce exp(-2x).




1. DERIVACE Vv IR”, PARCIALN{ DERIVACE, GRADIENT, VETY O PRIRUSTKU FUNKCE, EXTREMY FUNKC] VICE
PROMENNYCH, VAZANE EXTREMY

Definice 1.1 (Parcialni derivace funkce). Necht je funkce f (%) : E" — R definovana na jistém okoli
bodu 7= (ay,...,a,) € E". Potom parcialni derivace funkce f(¥) podle proménné x; (k €7) v bodé @
(pokud existuje a je vlastni)

Of . flay.oaathag,..a) - f(@)
8xk E) }111~r>r(1) h

Definice 1.2 ((Totalni) derivace). Necht je funkce f(¥): E" — R deﬁnované na jistém okoli bodu
a=(ay,...,a,) € IE". Necht pro véechna k € 7 existuji parcialni derivace z?) (Totalni) derivaci
funkce f(X) v bodé @ rozumime vektor
D D d d
@)= s @ = 2@, 5
Dx Jxy X1

D(x1,...,%;)

Véta 1.3 (Vlastnosti parcialnich derivaci). Necht funkce f(¥),¢(X) : E” — R definovana na jistém
okoli Hz bodu @ = (ay,...,a,) € E". Necht f(¥) a g(X) maji parcidlni derivace podle proménné x; a
necht « € R. Potom plati:

X D@ -l Ea

fkg @=L *)gawa @

(L) a—,{k )g(@) - f % av
Ixi g%(d)

Definice 1.4 (k-ta parciélni derivace). Necht je funkce f(¥) : [E” — R definovana na jistém okoli
bodu @ = (ay,...,a,) € E" a k € N\ {1}. Pak k-tou parcidlni derivaci funkce f(¥) v bodé @ podle
proménnych x; ,..., x; rozumime nésledujici hodnotu (je-li definovana)

i @=i(—9k_1f )(aa,

axil cee 8xik 8xik 8x,~1 vee ax,-kfl

(@) = , pokud g(@) = 0

kde je na symbol ﬁ
k-1

nahliZeno jako na funkci proménné x.

Véta 1.5 (o zameéné smisenych parcialnich derivaci). Necht pro i, j € 7 existuji na jistém okoli bodu
af 9? f

@€ E" parcialni derivace -, f funkce f(¥): E" — RR. Necht je parcialni derivace Frovre spo]lta v

bodé 7. Potom existuje také ﬁ v bodé @'a navic plati
x}' Xi

I’ f _9*f
ox; ax](_)) 8x]8x,(_))

Definice 1.6 (parcialni derivace ve sméru). Nechf §’je nenulovy vektor z vektorového prostoru E’.
Necht je funkce (%) : E" — R definovana na jistém okoli bodu @ = (ay,...,a,) € E". Pak parcidlni
derivace funkce f(X) v bodé @ ve sméru 5§ rozumime limitu (pokud existuje a je vlastni)

af L f@+hs) - f(@)
Eoe ||s11||*||eo h

Definice 1.7 (gradient). Necht je ddna funkce f(¥): [E" — R, pro kterou v oblasti G C [E" existuji
vSechny niZe zminéné parcialni derivace. Potom gradientem funkce f(¥) na mnoziné G rozumime

funkéni vektor
0 0
grad £0)=( 5L, S
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Véta 1.8 (o prirtstku). Necht funkce f(X) : E” — R ma na otevieném intervalu I = X} _, (ax, i)
totalni derivaci. Potom pro vsechna 3?,376 I existuji body ci,. ..,cf_: € I tak, ze plati

FO-1@ = @)
i=1 !

Véta 1.9 (totdlni derivace a spojitost). Necht je pro funkci f(X) : E” — R splnén alespori jeden z
predpokladii:

(1) f(¥) ma na jistém okoli Hz bodu @ totalni derivaci, ktera je na Hz omezena

(2) f(X) ma na jistém okoli Hz spojitou totalni derivaci
Pak f(X) je v bodé @ spojita.
Definice 1.10 (totalni diferencial). Necht funkce f(¥): E" — IR je definovéana na jistém okoli bodu
@€ E". Totalnim diferencidlem funkce f(X) v bodé @ nazyvame linearni funkci d f;(ﬁ) tvaru

dfh) =) aih,
i=1
kde 1 = (hy,...,h,) € Hy CE’ a a; € R (i €7), pro niz plati

f(@+h) - f(@) = Zah+17ﬁ

h
hm 17( ) =0

h—0

Jestlize takové funkce s vlastnostmi uvedenymi vyse existuje, fikame, Ze funkce f(X) ma v bodé @
totalni diferencial nebo Ze je v bodé @ diferencovatelna. Nezévislou proménnou hy (k €7) vystupu-

jici ve funkci d f;(ﬁ) budeme nazyvat k-tou diferenci.

Véta 1.11 (koeficienty totalniho diferencidlu). Necht funkce f(¥) : E" — R ma v bodé 7€ E" totilni
diferencial ) ; _, axhy. Pak pro koeficienty a; totalniho diferencialu plati

J
ak=a—){k@ (ke?)

Véta 1.12 (totalni diferenciél a spojitost). Necht ma funkce f(¥): [E” — R v bodé 7 € [E" totalni
diferencial. Pak je v bodé @ spojitd a ma v ném derivaci.

Véta 1.13 (spojita derivace a totalni diferencial). Necht funkce f(¥) : E” — R ma na jistém okoli
bodu 7€ E" derivaci, kterd je spojita. Pak ma v bodé 7 totalni diferencial.

Definice 1.14 ((ostré) lokdlni minimum). Necht je funkce f(¥) : E" — R definovdna na mnozZiné
M C E" anecht 7€ der(M) (der(M) je derivace mnoziny M, tj. mnozina v§ech hromadnych bod M).
Rekneme, Ze funkce f(X) ma v bodé @'lokalni minimum, resp. ostré lokalni minimum na mnoziné
M, jestlize existuje redukované okoli H (tj. Hz \ {a}) tak, Ze pro kazdé X € H.NM plati f(¥) >
f(@), resp. f(X) > f(a). Analogicky pro maximum. Je-li mnozZina M defini¢ni obor funkce dom(f),
hovotime o (ostrych) lokalnich minimech ¢i maximech.

Véta 1.15 (lokalni extrém na podmnozing). Ma-li funkce f(X): E" — R v bodé @€ M C E" lokédlni
extrém na mnoziné M, pak méa odpovidajici extrém v bodé Z’i na libovolné podmnoziné N mnoziny
M, proniz @€ der(N).

Véta 1.16 (nutnd podminka pro lok4lni extrém). Necht je funkce f(¥) : E” — R definovana na
mnoziné M a necht @€ M. Ma-li funkce f(¥) v bodé 7 lokélni extrém na mnoziné M C E" a mé-li v

ném parcialni derivaci podle proménné x;, pak L?) 0.
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Definice 1.17 (stacionarni bod). Bod @ € E" nazveme stacionarnim bodem funkce f(¥): E" — R,
jestlize grad f(a)=0.

Véta 1.18 (postacujici podminka pro lokéalni extrém). Necht @€ E" je staciondrnim bodem funkce
f(¥) : E" — R. Necht ma tato funkce na urditém okoli Hz spojité vSechny parcialni derivace do
tretiho fadu véetné. Potom jestlize je kvadraticka forma druhého totalniho diferenciadlu funkce
f(X) v bodé 7 pozitivné, resp. negativné definitni v [E”, pak ma funkce f(¥) v bodé @ ostré lokalni
minimum, resp. maximum. Jestlize je kvadraticka forma druhého totalniho diferencialu funkce
f(X) v bodé Zindefinitni v [E", pak extrém funkce f(X) v bodé @ nenastava.

Véta 1.19 (nutnd podminka pro vazané lokalni extrémy). Necht A C [E"*? je oteviend mnozina a
f(X),G(%),..., Gp(a?) : E™P — R jsou funkce majici v mnoziné A spojité derivace. Oznadime

M= {3?: (X1,0, Xpip) €A Gi(X) = 0 pro i e'ﬁ}
Necht dale Jacobiho matice
D(Gy,...,Gp)
(%
D(x1,..., Xp4p
ma pro vSechna ¥ € M hodnost p. Potom mé-li funkce f(¥) v bodé¢ 7 lokalni extrém na mnoziné M,
pak existuji ¢isla A, ..., /\p € R takova, ze

of v, %G
a—xk@ - ]-Zl’/\ja_xk(z) =0
pro viechna k € 7+ p, tj. funkce L(¥X) = f(¥) - ):?:1 A;G;(X) ma v bodé @ nenulovou derivaci.

Definice 1.20 (Lagrangeovy multiplikatory). Cisla Ay,..., A, z ptedchozi véty nazyvame Lagran-
geovymi multiplikdtory, p rovnic G; = 0 pro i € p vazbami a funkci L(X) Lagrangeovou funkci.
Extrémy funkce f(¥) : E"*? — R na mnoziné M nazyvame také (ostrymi) lokalnimi vdzanymi ex-
trémy (minimy ¢i maximy).

Definice 1.21 ((ostré) globalni minimum). Necht je funkce f(¥): E” — R definovdna na mnoziné
M C E" anecht 7€ M. Rekneme, Ze funkce f(¥) ma v bodé @ globalni minimum, resp. ostré globalni
minimum na mnoziné M, jestlize pro kazdé ¥ € M \ {a} plati

f(%) = f(@) resp. f(%) > f(a)

Analogicky pro maximum.

Véta 1.22 (o existenci globalniho extrému funkce). Spojita funkce f(¥) : E" — R nabyvé na ne-
prazdné kompaktni mnoziné svého maxima i minima.
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