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Prehlad pouzitého znacenia

Znacenie Vyznam
1EN ie{l,...,n}
SR Existuje nekoneéne mnoho
I° Vnitrajsok intervalu I
™ ([a,d]) Trieda n-krat spojito diferencovatelnych funkecii na intervale [a, b]
B(zo, R) Kruh so stredom v bode zy a polomerom R
P(zp,7r, R) Medzikruzie so stredom v bode zp a polomermi r < R
A’ Mnozina hromadnych bodov A
H, Okolie bodu a
AB Matice
AP AT AT Hermitovsky zdruzend, transponovand a inverznd matica
N Mnozina prirodzenych cisel
Z Mnozina celych cisel
C Mnozina komplexnych ¢isel
R Mnozina redlnych ¢isel
R RU {£o0}
X Kartézsky sucin

(an)n€N7 (fn)nENo

Postupnost cisel, postupnost funkcii

Vije VP nad T V' je vektorovy priestor nad ¢iselnym telesom T’
V# Dudlny priestor k V
H Hilbertov priestor
h(Z, ) Hermitovskd forma (polédra)
Q%) Kvadratickd forma (diagonéla)
(@] 7) Skalarny sicin vektorov &, i
OG, ON Ortogonalne, ortonormalne
Vi Subdeterminant radu k
A* Zdruzeny operator
K, D L2Konverguje“, , Diverguje*
S. V. »Skoro vSade“, tzn. az na mnozinu miery 0
~ <> »okoro vSade® ekvivalentny, mensi, vacsi
N\ Konverguje zospodu, zvrchu
-l Norma
\Y Operator nabla (gradient)
<> Stopa drahy ¢
int @, ext Vnutrajsok a vonkajsok drahy ¢
ind,, 29 Index bodu zy vzhladom k drahe ¢
rezy, f Reziduum funkcie f v (singuldrnom) bode 2z




Zakladné pojmy

V tejto kapitole uvadzam pojmy z Postovho desatora, ktoré nie st zavedené niekde inde.
Taktiez tu uvadzam doplnkové pojmy, ktoré sa pri uceni mozno hodi trochu osviezit.

Kazdopadne ucit sa na statnice stac¢i od strany 7 do konca, ¢o robi 90 stran. Za predpokladu
pohodovych 6 stran denne stac¢i na to vSetko len 15 dni. :-)

DEF. (Zobrazenie)
Nech A, B st Iubovolné mnoziny. Zobrazenie mnoziny A do mnoziny B je relacia f C Ax B
splnujica

(Vx e A)Vy,ze B)( (z,y) e fA(z,2) e f = y=2).

Ak A, B st ¢iselné mnoziny, zobrazenie nazyvame funkcia.

Pozndmka. Posta rozlisoval nasledovné:
Pre zobrazenie A do B plati Dom f = A, pre zobrazenie z A do B plati Dom f C A.

DEF. (Definiény obor)
Uvazujme zobrazenie f : A — B. Defini¢ny obor je mnozina

Dom f:={x € A|3Jy € B, f(z) =y}.

DEF. (Obor hodnét)
Uvazujme zobrazenie f : A — B. Obor hodndt je mnozina

Ranf:={ye B |3z € A, f(z) =y}.

DEF. (Vzor a obraz mnoziny)
Uvazujme zobrazenie f : A — B a mnoziny M, N.
Obraz mnoziny N definujeme ako

J(N)=={yeB|3zeN, f(x) =y} ={f(z) [z € N}
Vzor mnoziny M definujeme ako
FH M) ={zeA|3yeM,f(z)=y}={z| f(z) e M}.

DEF. (ZuzZenie zobrazenia na mnozinu)
Uvazujme zobrazenie f : A — B, mnozinu M. ZuZenie f na mnozinu M znacime f; a
definujeme ako zobrazenie fj); : AN M — B spliujice

(Ve e (AnM))( fiu(e) = f(z))
Vlastnosti funkcie f na mnozine M (limita, extrémy...) chdpeme ako vlastnosti ztzenia f|y;.

Pozndmka. Nemusi obecne platit, ze M C A. Jednoduchy priklad:

f:{ (1,6),(2,5), (3,22) }7M: { 1,2,8 }7f|M :{ (1,6),(2,5) }



DEF. (Injektivne, surjektivne a bijektivne zobrazenie)
Zobrazenie f : A — B nazveme

o Injektivne (prosté) prave vtedy, ked
(Vz,y € A)(f(2) = fly) = z=y).
o Surjektivne (na B) prave vtedy, ked

(Vy € B)(Fz € A)(f(z) = y).

e Bijektivne prave vtedy, ked je injektivne a surjektivne zaroven.

DEF. (Inverzné zobrazenie)
Uvazujme prosté zobrazenie f: A - B,x € A,y € Ran f.
Inverzné zobrazenie k f chipeme ako mnozinu f~! = {(y,z) | (z,y) € f}.

DEF. (Kruh)
Otvoreny kruh v C so stredom v bode 25 € C a polomerom R > 0 je definovany ako mnozina

B(zp,R) :=={2 € C ||z — 20| < R}.

Uzavrety kruh v C so stredom v bode zg € C a polomerom R > 0 je definovany ako mnozina

B(zp,R) :={z € C| |z — 20| < R}.
Pozndmka. V prvom semestri sme najcastejsie vyuzivali zapis pre okolie
H,(e) =B(a,e) ={z€C| |z —a| <&}
Na R mozno zaviest eSte pravé a lavé okolie bodu a, pricom a ¢ H,+(¢),a ¢ H,—(g),a € Hy(e).

DEF. (Medzikruzie)
Medzikruzie v C so stredom v bode zg € C a polomermi r, R > 0 je definované ako mnozina

P(zp,m, R) :={2€C|r<|z— 2| <R}

DEF. (Obmedzend mnozina)
Nech A C R. Tuto mnozinu nazveme obmedzena zhora prave vtedy, ked

(3H e R)(Vz € A)(z < H).

Cislo H nazyvame horna zavora.
Analogicky, mnozinu nazveme obmedzena zdola préve vtedy, ked

(3D e R)(Vz € A)(z > D).

Cislo D nazyvame dolna zavora.
Mnozina je obmedzend, ak je zaroven obmedzena zhora aj zdola. To mozno jednotne vyjadrit
zapisom fungujicim aj na mnozine C ako

(3K > 0)(Vz € A)(|z] < K).

Pozndmka. Obmedzenost postupnosti alebo funkcie sa vztahuje na to, ze ich obor hodnét je
obmedzend mnozina.



DEF. (Infinum)
Nech A C R. Potom existuje prave jedno ¢islo a € R také, ze

(Ve e A)(z > a) A (Vo' € R,a/ > a)(Tx € A)(x < o).

Toto ¢islo a0 predstavuje vlastne najvacsiu dolna zavoru.
Nazveme ho infinum mnoziny A. Znacime inf A.

DEF. (Suprémum)
Nech A C R. Potom existuje prave jedno ¢&islo 3 € R také, ze

(Vz € A)(z < B)A (VB € R, < B)(Fz € A)(z > ).

Toto ¢islo § predstavuje vlastne najmensiu hornu zavoru.
Nazveme ho suprémum mnoziny A. Zna¢ime sup A.

DEF. (Hromadny bod)
Nech A C R,a € R. Bod a nazveme hromadny bod mnoziny A prave vtedy, ked

(VHL)(Ho N A~ {a} £0).
Mnozinu vSetkych hromadnych bodov zna¢ime A’.

DEF. (Izolovany bod)
Nech A C R,a € A. Bod a nazveme izolovany bod mnoziny A prave vtedy, ked

(3H,)(H, N A = {a}).

Pozndmka. Pozor, hromadny bod a izolovany bod nie st opa¢né pojmy.
Hromadny bod nemusi nalezat A, izolovany bod musi nalezat A. Z toho vyplyva, Ze existuju aj
také body, ktoré vzhladom k danej mnozine nie st hromadné ani izolované.

DEF. (Limita postupnosti)
Nech (an)nen C R,a € R.

Skutoc¢nost, ze limita postupnosti (ay),ecn je a znac¢ime lirf a, = a. Plati
n—-+0oo

lim ap, =a < (VH, C R)(3ng € N)(Vn € N,n > ng)(a, € Hy).

n—-+00
Mozno uzit aj jednoduchsi zapis

lim ap, =0a < (VH, C R)(3no)(Vn > ng)(a, € Hy).

n—-+0o

Pozndmka. Definicia funguje analogicky aj pre komplexné postupnosti. Obecne je treba z kontextu
rozlisovat, ¢i pracujeme s R alebo C. Napr. Erf (—1)"n ma limitu len v C (rovni co).
n (o9}



DEF. (Vlastnosti funkcie)
Pre redlnu funkciu redlnej premennej f zavadzame néazvoslovie:

o Rastica prave vtedy, ked pre Vi, zo € Dom f, 21 < x9 plati f(x1) < f(x2).
>

f(x2).

o Klesajuca prave vtedy, ked pre Va1, 29 € Dom f, 1 < xo plati f(z1)
e Monotéonna prave vtedy, ked je rastica alebo klesajtca.
o Nech pre Va € Dom f plati, ze aj (—x) € Dom f.
Potom f je parna ak zéroven f(z) = f(—z), alebo neparna ak zéroven — f(z) = f(—x).
o Nech 3l € R také, ze pre Vo € Dom f st aj ¢isla (z + 1), (x — 1) € Dom f.
Nech zaroven f(x + 1) = f(z). Potom f je periodicka s periédou I.
Poznamka. Pre ostré nerovnosti medzi f(z1) a f(x2) dostdvame ostri monoténiu.

DEF. (Spojitost funkcie)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom f.
Funkcia f je spojita v bode a prave vtedy, ked

(VHf(a))(E!Ha)(VSU € Dom f N Ha)(f(l‘) S Hf(a))'
Bod a je potom bod spojitosti. Nech I C Dom f. Funkcia f je spojitda na I prave vtedy, ked
jej ztZenie f|; je spojité v kazdom bode I. To moZno ekvivalentne prepisat ako
Ve e )(Ve > 0)(3d>0)(Va e I)(|lx —a| <d = |f(x) — f(a)|] < e&).
DEF. (Stejnomérnd spojitost funkcie)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, I C Dom f.
Funkcia f je stejnomérne spojita na I prave vtedy, ked

(Ve > 0)(30 > 0)(Vo,y € I)(lz —y| <6 = [f(x) = f(y)| <o)

DEF. (Dirichletova funkcia)
Dirichletova funkcia je redlna funkcia redlnej premennej definovana ako

_J1 prezeQ,
f(x)'_{O pre x € R\ Q.

DEF. (Riemannova funkcia)
Uvazujme p € Z,q € N,nsd(p,q) = 1.
Riemannova funkcia je redlna funkcia reilnej premennej definovand ako

1 — P
fla) = L pre z = [ € Q,
0 prexeRNQ.

V. (Heineho veta)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom’ f, ¢ € R. Plati

ilgbf(af) =c <= ngrfoo (xn) =c

pre kazdu (zy,)nen, ktord spliuje (Vn € N)(z,, € Dom f \ {a}) A ( ll)I_iI_l Ty = a) .
n o

V. (Bolzano-Cauchyho kritérium pre funkcie)
Nech f je redlna funkcia realnej premennej, a € Dom’ f. Potom Bolzano-Cauchyho kritérium
(BCK) hovori, Ze koneénd il_r}r}l f(a) existuje prave vtedy, ked

(Ve > 0)(3H,)(Vx,y € Dom f N H, ~ {a})(|f(z) — f(y)] < e).

Pozndmka. Ide o postacujicu podmienku existencie konecnej limity.



Otazky MAA

Derivacia v R

DEF. (Limita funkcie)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom’ f, ¢ € R.

Skutocnost, ze limita funkcie f v bode a je ¢ znac¢ime lii\n f(z) = c. Plati
r—ra

lim f(z) =¢ <= (VH.)(3H,)(Vx € Dom f N H, ~{a})(f(x) € H,).

T—ra

Pre a,c € R mozno analogicky definiciu prepisat na tvar
(Ve >0)(30 > 0)(Vz e Dom f) (0 < |z —a| <d = [f(x) —¢| <e).

DEF. (Derivicia funkcie)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom’ f N Dom f Ak existuje limita

i J@) 1) fla+h) - f(a)

T—a T —a h ’

resp. lim
p h—0
nazveme ju derivacia funkcie f v bode a. Zna¢ime f’(a).

Pozndamka. Kedze mozno zaviest jednostranné limity, mozno zaviest aj jednostranné derivécie.
Oznacime jednostranni deriviciu v bode a sprava ako f! (a) resp. zlava ako f’ (a).

DEF. (Diferencovatelna funkcia)
Ak je limita z predchadzajicej definicie kone¢né, nazveme ju vlastna derivacia. O f potom
povieme, Ze je v a diferencovatelna. V opacnom pride limitu nazveme nevlastna derivacia.

DEF. (Staciondrny bod)
Staciondrny bod (rovnako aj lokélny extrém) je zadefinovany v kapitole o derivacii v R".

DEF. (Inflexny bod)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej a bod a € Dom’ f N Dom f .

Povieme, ze a je inflexny bod f prave vtedy, ked je f v a diferencovatelna a zaroven 3H, také,
aby pre Vx € H, platilo

CL‘<CL:>f/(CL)<M A $>a:>f/(a)>M
x—a x—a
alebo
r<a = f'(a) > @) = [(a) A x>a = fl(a)< f@) = f(a) f(a)‘
x—a x—a
DEF. (Konvexnost a konkévnost)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej a interval I C Dom f.
Povieme, ze f je na I konvexna resp. konkavna ak plati
(Varn, 29, 23 € 1,00 < 3 < 3) (f<w2>—f<$1> < resp. > f<ws>—f<wl>) .
To — T €r3 — X1

Pre ostré nerovnosti dostdvame rydzu konvexnost resp. konkavnost.



DEF. (Doty¢nica)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom’ f N Dom f.

e Zvisla dotyc¢nica
Existuje prave vtedy, ked f je v a spojitd a f’'(a) = +00. Doty¢nica mé predpis = = a.

e Nezvisla dotyc¢nica
Existuje prave vtedy, ked f’(a) € R. Doty¢nica mé predpis y(x) = f'(a)(x — a) + f(a).

Bod (a, f(a)) nazyvame bod dotyku.

DEF. (Asymptota v bode)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom’ f.

Uvazujme priamku o rovnici z = a. Tato priamku nazveme asymptota f v bode a prave vtedy,
ked existuje aspon jedna z postrannych limit f v bode a, ktora je rovna +oo alebo —oo.

DEF. (Asymptota v nekonecne)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, +o0o € Dom’ f.

Uvazujme priamku o rovnici y(z) = kx + ¢, kde k, ¢ € R. Tato priamku nazveme asymptota f
v +oo prave vtedy, ked plati xEIJIrloo (f(x) — kxz — ¢) = 0. Analogicky pre —co.

V. (Aritmetika derivacii)
Spomenuté v kapitole o derivicii v R™.

V. (Derivécia zlozenej funkcie)
Spomenuté v kapitole o derivacii R™.

V. (O derivacii inverznej funkcie)
Uvazujme interval I = [a,b]. Nech f je spojitd aj prostd na I a diferencovatelnd v istom xg € I°,
pricom f'(xq) # 0. Potom inverznd funkcia f~! je diferencovatelnd v yo = f(zg) a plati

N _ 1 _ 1
U00) = 501000 = Flao)

V. (Nutnd podmienka pre lokalny extrém)
Nech f ma v a lokdlny extrém. Potom je f’(a) nulovd, alebo neexistuje.

V. (Postacujica podmienka pre lokdlny extrém)
Nech f ma na istom H, konec¢nu prvi derivaciu.
Ak f'(a) =0A f"(a) # 0, potom f ma v a lokdlny extrém.

V. (Postacujiica podmienka pre monoténiu funkcie)
Uvazujme interval I = [a,b]. Nech f je spojitd na I a diferencovatelnd na I°. Potom plati

o (Vxel°)(f(x ) <= f je na I konstantna.

(f'(2)
Vo e I°)(f (x)
(f'(x)
(f(2)
(f(2)

<= f je na I rastica.
<= f je na I klesajuca.

Vo e I°)(f'(x = f je na I ostro rastuca.

)
( )
(Vz e I°)
( )
(Ve e I°)(f(x) <

= [ je na I ostro klesajtca.

Pozndmka. Pozor na posledné dve implikdcie, opacne neplatia.
Funkcia f(z) = 23 je ostro rasttica, ale f'(0) = 0.



V. (Nutnd podmienka pre inflexny bod)
Nech f mé v a inflexny bod a je na istom H, kone¢nu prvi derivaciu.
Potom je f”(a) nulovd, alebo neexistuje.

V. (Postacujiica podmienka pre inflexny bod)
Nech f ma na istom H, konecnti druhii derivaciu.
Ak f"(a) =0A f"(a) # 0, potom f mé v a inflexny bod.

V. (Postacujiica podmienka pre konvexnost a konkavnost)
Uvazujme interval I = [a,b]. Nech f je spojitd na I a dvakrat diferencovatelna na I°. Potom plati

o (Vxel°)(f"(x) >0) = f jena I konvexnA.

)(f"(x) >
vz € I°)(f"(z) <
)(f(
)(f(

( 0
o (Vxelo)(f'(x
(

—> f je na I konkévna.

> (0) = f jena I rydzo konvexna.

)
)
)
)

Vo e I°)(f"(x) >0) = f je na I rydzo konvexn.

Pozndmka. Existuje aj ind postacujuca podmienka:
Ak je f'(x) na I° (ostro) rastica, tak je f(z) na I (rydzo) konvexna.
Obdobne, ak je f’(x) na I° (ostro) klesajica, tak je f(x) na I (rydzo) konkavna.

V. (Rolleova veta)
Uvazujme interval I = [a,b]. Nech f je spojitd na I a diferencovatelnd na I°.
Ak f(a) = f(b), potom Jec € I° také, ze

f'(c) = 0.

V. (Lagrangeova)
Uvazujme interval I = [a,b]. Nech f je spojitd na I a diferencovatelnd na I°.
Potom dc € I° také, ze

f(b) — f(a)

y'e) ==

V. (Cauchyho veta)
Uvazujme interval I = [a, b]. Nech f, g su spojité na I a diferencovatelné na I°.
Ak Vx € I°,¢'(x) # 0, potom Fc € I° také, ze

f'e) _ f(b) = f(a)
gc)  g()—gla)

V. (Leibnitzov vzorec pre vypocet derivicie su¢inu)
Nech f, g maju kone¢ni n-ta derivaciu v bode a. Potom plati

(F0) (@) = (Z>f<k>g<"—k><a>.

k=0

V. (O asymptote)
Funkcia f m& v +o0o asymptotu o rovnici y(x) = kz + g prave vtedy, ked +o0o € Dom’ f a plati
lim M:kERA lim (f(x)—ka:) =qgecR.

T—+00 X r—r-+00



V. (Darbouxova veta)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, a € Dom f a navyse plati:

e Funkcia f je spojitd v bode a sprava.
e Funkcia f je diferencovatelna na H,+.

o+ Existuje lim f'(z).

z—at

Potom f md v bode a derivdciu sprava a plati f (a) = 1im+ f'(z).
r—a

Pozndamka. Analogicky pripadne pre lavé okolie.

V. (L’Hospitalovo pravidlo)
Nech f, g redlne funkcie redlnej premennej, a € R. a navyse plati:

o Existuje H, na ktorom plati H, \ {a} C (Domg N Dom 5:)

!/
o Existuje lim f/(x)
a—a g'(x)

« Plati, Ze lim f(z) = lim g(x) = 0 alebo lim |g(x)| = +o0.

f(x) /(=)

PO B o) T )

Pozndmka. Myslim, Ze o a € R netreba ni¢ viac tvrdit. Prvy predpoklad implikuje, Ze a sa
nachadza v potrebnych defini¢nych oboroch. Druhy a treti predpoklad implikuji, Ze a sa nachadza
aj v potrebnych mnozinach hromadnych bodov.

10



Derivacia v R"®

I ked to nie vzdy explicitne uvadzame, pri predpoklade deriviacie na mnozine X je tato
mnozina vzdy neprazdna a otvorend podmnozina R™.

DEF. (Parcidlna derivacia)
Nech f: X C R" = R, a € X. Lubovolny nenulovy vektor # € R™ nazveme smer v R".
Za predpokladu konec¢nosti prislusnej limity je smerova derivacia f v bode a podla smeru ¢

definované ako .
fla + hv) — f(a)
. .

Nech # je pre isté i € N rovné vektoru Standardnej bazy R™, tzn. v = €;. Danti smerovi derivaciu
nazveme parciilna derivacia f v bode a podla i-tej premennej. Znacime 0; f(a).

Dyf(a) := lim

Pozndmka. Na smerovy vektor ¢asto kladieme dodatoéni poziadavku, aby bol normovany na 1.

DEF. (Uplné (totdlna) derivicia)
Nech f: X CR" - R™, a € X.
Povieme, ze f je diferencovatelna v bode a prave vtedy, ked existuje T € L(R™, R™) také, ze

1o 15@) = £(@) = T = a)] I (a+h) = fla) = T(h)|

v=a |l = af 171

=0 resp. lim = 0.
h—0
Linedrne zobrazenie T' nazveme tplna (totalna) derivacia funkcie f v bode a. Znacime D f(a).
Toto zobrazenie mozno obecne reprezentovat maticou.
Ak je f diferencovatelna v kazdom bode mnoziny X, hovorime, Ze je diferencovatelna na X.

Poznamka. Vdaka ekvivalencii noriem na R™ definicia nezédvisi na volbe normy.

DEF. (Jacobiho matica)
Nech f: X C R" = R™, a € X. Nech je tato funkcia diferencovatelnd v bode a.
Ozna¢me komponenty f = (f1,..., fm). Uvazujme maticu derivacii

ofi(a) O2fi(a) ... Onfi(a)

D@y o | IO PP el

O1fm(a) Bafn(a) ... ufm(a)

Nazveme ju Jacobiho matica funkcie f v bode a.
Ak m = n, jej determinant nazveme Jacobian.

DEF. (Gradient)

Nech f: X CR" — R,a € X. Nech je tato funkcia diferencovatelna v bode a.

Potom existuje Df(a) € L(R™,R) ako linedrny funkcional na R™. Toto zobrazenie predstavujice
totalnu derivaciu pre m = 1 nazyvame aj totalny diferencial.

7 Rieszovej vety vyplyva existencia riadkového vektoru z R™ takého, ze pre Vx € R" plati
Vf(a)x = Df(a)x. Vf(a) nazveme gradient. Gradient urcuje smer ,najvacsieho stipania® f.

Pozndmka. V nadvéznosti na predchadzajice definicie si mozno vSimnut, ze 9;f(a) je i-tou
zlozkou gradientu V f(a). Zaroven, Hessova matica pre m = 1 vlastne predstavuje gradient.
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DEF. (Parcidlna derivicia vyssich radov)

Nech f: X CR" - R,a € X. Nech f ma na istom okoli H, pre dané ¢ € i parcialnu derivaciu.
Potom mozno na nu znova aplikovat parcialnu deriviciu, obecne podla premennej j € 7.

Ak existuje konecnd limita

. Oif(a+hej) —0if(a) _ .o
}lLli% 3 =: 8j,if(a)7

nazveme ju parcialna derivacia druhého radu f v bode a podla j-tej a i-tej premenne;j.
DEF. (Uplné (totdlna) derivicia vyssich rddov)

Nech f: X CR" - R™, a € X. Nech f ma na istom H, deriviciu Df € L(R™,R™).

Povieme, ze f je dvakrat diferencovatelnda v bode a prave vtedy, ked existuje
T € L(R™, L(R™,R™)) také, ze

D) = Df(a) ~ T ~ a)|

v=a [ — all

[Df(a+h) = Df(a) - T(h)|

=0.
7]

= 0 resp. Illin%
_)

Linedrne zobrazenie T nazveme Uplna (totalna) derivicia druhého radu f v bode a.
Znaéime D? f(a). Toto zobrazenie mozno obecne reprezentovat tenzorom. E]

Ak je f dvakrat diferencovatelnd v kazdom bode mnozZiny X, hovorime, Ze je dvakrat
diferencovatelna na X.

DEF. (Hessova matica)
Nech f: X C R"™ — R dvakrat diferencovatelnd v bode a € X.
Uvazujme maticu druhych derivacii vzhladom ku Standardnej baze

1fa) Bifa) ... &1f(a)
an(DQf(a)) o (‘3%2f(a) 8%72f(a) 8,21’2]0(@)
O, f(a) B fa) ... i)

Nazveme ju Hessova matica funkcie f v bode a. Jej determinant nazveme Hessian.

DEF. (Triedy hladkosti)
Nech f: X C R® — R™. Rozlisujeme nasledujiice triedy hladkosti funkcie f na X:

+ Trieda C*(X)
Funkcia je na X spojite diferencovatelna do radu k.
To znamena, ze existuju spojité f/, f”, ..., f*).

o Trieda CT>°(X)
Funkcia je na X hladka, tzn. spojite diferencovatelna do Iubovolného radu.
To znamena, Ze existuju spojité derivacie vsetkych réadov.

o Trieda C¥(X)
Funkcia je na X analyticka. To znamenad, ze je hladka a navyse k nej konverguje jej Taylorov
rozvoj v lubovolnom bode mnoziny X.

Zjavne C¥* C CT>® c...cc?>ccl cco.

'Tym sa v zdkladnom kurze nebudeme zaoberat. Vystacime si so zjednodusenou podobou tenzoru, s (Hessovou)
maticou.
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DEF. (Staciondrny bod)
Nech f: X CR" - R, a € X.
Funkcia f méd v bode a stacionarny bod prave vtedy, ked V f(a) = 0.

DEF. (Lokélne extrémy)
Nech f: X CR" - R,a € X.
Rozlisujeme nasledujiice lokalne extrémy funkcie f v bode a:

¢ Lokalne maximum

(3H, C X)(Vx € Hy)(f(x) < f(a))
e Ostré lokalne maximum

(3H, C X)(Va € Ho~ {a})(f(z) < f(a))

¢ Lokalne minimum

(3H, C X)(Vz € Ho)(f(z) > f(a))
¢ Ostré lokalne minimum

(3H, C X)(Va € Ho ~ {a})(f(z) > f(a))

Analogicky sa definuju extrémy vzhladom k mnozine U C X.
V tomto pripade len H, vo vete vzdy nahradime prienikom (H, N U).

DEF. (Lagrangeova funkcia)
Nech f: X C R" - R, g : X C R" - R™. Lagrangeova funkcia L : X x R™ — R je
definovand pomocou parametrov Ai, ..., A, nazyvanych Lagrangeove multiplikatory ako

L(z, ) = f(x) = > Xigi(x).
i=1

DEF. (Charakter matic)
Nech X je neprazdna podmnozina R™. Pre A € R™" rozlisujeme charaktery vzhladom k X:

o Pozitivne definitna (PD)

(Vo € X,z # 0)(zT Az > 0)

Pozitivne semidefinitnd (PSD)

(Vo € X)(zT Az > 0) A Bz € X, 20 # 0)(xf Azg = 0)

Negativne definitna (ND)

(Vo € X,z # 0)(zT Az < 0)

Negativne semidefinitna (NSD)

(Vz € X) (T Az < 0) A 3z € X, 20 # 0)(2 Azg = 0)

Indefinitnd (INDEF)

(3z1, 20 € X)(zT Azy > 0 A 2l Ay < 0)
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V. (O spojitosti)
Nech f: X C R® — R™ je diferencovatelna v bode a € X. Potom je f v bode a spojita.

V. (Aritmetika derivécii)
Nech f,g: X C R™ — R™ su diferencovatelné v bode a € X. Potom pre Tubovolné ¢ € R plati:

« D(f % cg)(a) = Df(a) % cDgla).

e Nech m = 1. Potom stcin fg je diferencovatelny v bode a a plati
D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dy(a).

e Nech m =1, g(a) # 0. Potom podiel 5 je diferencovatelny v bode a a plati

f ~g(a)Df(a) — f(a)Dg(a)
b <g> (@) = 9%(a) '

V. (Derivécia zlozenej funkcie)
Nech f: X C R® — R™ je diferencovatelnd v bode a € X a g : U C R™ — RP? je diferencovatelna
v bode f(a) € U. Potom zlozend funkcia g o f je diferencovatelnd v bode a a plati

D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

V. (O parcialnych derivaciach 1)
Nech f: X C R" — R™ diferencovatelna v bode a € X.
Potom pre Vi € n, j € 7 existuji parcidlne derivacie 0;f; v bode a.

Pozndmka. Tato veta zabezpecuje dobré definovanie Jacobiho matice.

V. (O parcialnych derivaciach 2)
Nech f: X C R® - R™, a € X. Nech na okoli a existuju pre Vi € 7i,j € m parcidlne derivicie
0; fj. Nech tieto derivacie st navyse spojité v a. Potom f je diferencovatelné v bode a.

V. (Schwarzova veta)

Nech f: X C R®" — R,a € X. Nech na okoli bodu a existuji pre vybrané ¢,j € n parcidlne
derivacie 0; f a 8% ;f- Ak je navyse GZ ;J v a spojita, potom existuje 8]22 f v a, pricom plati zdmena
tychto druhych parcidlnych derivacii.

Poznamka. Ak st druhé parcidlne derivicie spojité, je teda Hessova matica symetrické.

V. (Veta o prirastku)
Nech f: X C R" = R, pricom X je otvorena a konvexna a f je na nej diferencovatelna.
Potom pre x1, x5 € X existuje na tisecke spojujicej body tieto body isty bod y taky, ze

f(x2) — f(z1) = Vf(y)(z2 — 21).

Pozndmka. Neexistuje analégia vo viacerych dimenziach. Protiprikladom nech je
2
fiR—R% f(z) = (%). Vztah f(1) — f(0) = Df(y) ddva neriesitelni ststavu (}) = (32;/2).

V. (Dosledok vety o prirastku)
Nech f: X C R® = R, pricom X je otvorend a konvexna a f je na nej diferencovatelna.
Ak (3K > 0)(Vy € X)(|IVf(y)|| < K), tak pre Va1,x9 € X plati ||f(z1) — f(z2)|| < K||x1 — 22|

V. (Dosledok vety o prirastku vo viacerych dimenziach)
Nech f: X C R®" — R™, pricom X je otvorena a konvexna a f je na nej diferencovatelné.
Ak (3K > 0)(Vy € X)(||IDf(y)]| < K), tak pre V1,22 € X plati || f(z1) — f(z2)|| < K||x1 — 22|
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V. (Nutnd podmienka pre lokélny extrém)
Nech f: X CR" - R, a € X je lokdlny extrém funkcie f. Potom ak existuje 0;f(a) pre isté
i € f, tak je 9;f(a) = 0. Specidlne ak je f diferencovatelna v bode a, tak V f(a) = 0.

V. (Postacujica podmienka pre lokalny extrém)

Nech f: X C R" = R, a € X je staciondrny bod funkcie f, tzn. V f(a) = 0. Nech navyse plati,
7e f je na X dvakrat spojito diferencovatelna, tzn. f € C?(X).

Podla definitnosti Hessovej matice V2 f(a) rozlisujeme:

e V2f(a) PD = f mé v a ostré lokdlne minimum.
e V2f(a) ND = f méa v a ostré lokdlne maximum.
e V2f(a) INDEF = f m4a v a sedlovy bod.

V. (Nutna podmienka viazaného extrému)

Nech f: X CR®" - R,g: X C R* - R™ st C!}(X), pricom m < n.

Nech f spliuje, ze mé lokalny extrém vzhladom k M := {z € X | g(x) = 0} v bode a € M.
Nech g spliiuje h(Dg(a)) = m.

Potom existuji A1, ..., A\, € R také, ze
m
VaoL(a,\) =V f(a) =Y AVgi(a) = 0.
i=1
Funkcia g(x) predstavuje vizbu, ktord uréuje prislusni diferencovatelnt varietu dimenzie n — m.

Vyraz V, znaéi, ze v gradiente sa objavia len parcidlne derivicie podla premennych zi,..., z,.

V. (Postacujica podmienka viazaného extrému)

Nech f: X CR®" - R,g: X C R* - R™ st C?(X), pricom m < n.

Ozna¢me M := {z € X | g(x) = 0}. Nech navyse 3(a,\) € M x R™ taky, ze VyL(a,\) = 0.
Ozna¢me V2L(a,\) Hessovu maticu funkcie L(x, \) pre premenné 1, ..., z, v bode a.

Potom plati, ze ak V2L(a, \) je:
o PD vzhladom ku ker Dg(a), potom f ma v a ostré lokdlne minimum vzhladom k M.

o ND vzhladom ku ker Dg(a), potom f ma v a ostré lokdlne maximum vzhladom k M.

Metédy diferencidlneho poc¢tu umoznuju najst lokalne extrémy. Niekedy (napr. u konvexnych
funkcii) mozno z lokalnych odpovedi usidit aj globdlne odpovede. Obecne je ale najdenie
globalnych extrémov zlozity problém, ktory treba riesit pripad od pripadu.

Mala pripomienka.
Zatial ¢o v R pojmy prosté a regularne zobrazenie splyvaji, v R™ sa prejavuje ich rozdiel.

Zobrazenie je regularne na X prave vtedy, ked je na X spojito diferencovatelné a
jeho Jaciobidn je vsade nenulovy. Pri transformovani takéto zobrazenie zachova dimenziu.
Je to kazdopadne lokalna vlastnost. Regularita implikuje lokdlnu prostotu, tzn. na istom
okoli plati f(x1) = f(z2) = =1 = x9, ale ,0 kiisok dalej v X uz méze dand hodnota
nastat pre iné x“.

Zobrazenie je prosté na X prave vtedy, ked f(x1) = f(z2) = x1 = z2 plati
vSade na X. Nevravi ni¢ o derivacii, je to ind vlastnost nez samotna regularita.
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Ciselné rady

DEF. (Ciseln4 rada)

Nech (an)nen je ¢iselnd postupnost.

Postupnost ¢iasto¢nych stétov (s, )nen definujeme pre Vn € N vztahom s, = aj+as+- - -+ay,.
Ciseln4 rada je dvojica postupnosti ( (an)nen, (Sn)nen ). Tto dvojicu znaéime 3129 ay,.

DEF. (Ciseln4 rada so striedavymi znamienkami)
Nech (an)nen je kladnd redlna ¢iselnd postupnost.
Rada 3,79 (—1)"a, sa nazyva &iselna rada so striedavymi znamienkami.

DEF. (Konvergencia ¢iselnej rady)

Uvazujme ¢iselnu radu Z:i’i an. Ak existuje konecné limita s = lim,, o Sn, hovorime, Ze rada
konverguje a ma dany sacet s. V opacnom pripade rada diverguje.

U konvergentnych rad rozliSujeme:

« Absoliitne konvergentna rada, ak aj >.,>] |a,| konverguje.

« Neabsoliitne konvergentna rada, ak 3123 |a,| diverguje.
U divergentnych rad rozliSujeme:

o Podstatne divergentna rada, ak s € {£oo}.

e Oscilujica rada, ak s neexistuje.

+oo

Pozndmka. Pre sucet s je zauzivané rovnaké znacenie ako pre ¢iselnu radu, tzn. ) > a

DEF. (Charakter rady)
Uvazujme &fselné rady Y725 an, 3,029 by, Tieto rady maji rovnaky charakter, ak obe sti¢asne
konverguji/podstatne diverguji/osciluju.

Pozndmka. Vynechanim konecného poctu ¢lenov rady sa jej charakter nemeni.

DEF. (Uzatvorkovanie rady)

Uvazujme ¢iselntd postupnost (a,)nen a ostro rasticu postupnost prirodzenych ¢isel (ky)nen,
pricom dodefinujeme ko = 0. Uzatvorkovanie rady 3, a, podla postupnostl (kn)nen
nazveme radu E;fi‘j A,, definovant pre Vn € N ako A, = akn71+1 +ag, 42+ +ag,.

Pozndmka. Nech 3129 a,, ma Glastoéné stcty (sp)nen a 3,25 A, mé Gastoéné stcty (Sp)nen-
Potom plati, ze Sy, = sy, tzn. (Sp)nen je vybrand z (sp)nen.

DEF. (Prerovnanie rady)

Uvazujme éiselnd radu 32,79 ay, a bijekciu ¢ : N — N.

Rada 3/ a o(n) Sa Nazyva prerovnanie S a, podla ¢.

DEF. (Sd¢in rad)
Uvazujme &iselné rady .72 an, 3729 b, a bijekciu ¢ : N x N — N. Pre Vn € N polozme
cn = a;bj, priom n = ¢(i, j). Rada 3,7°] ¢, sa potom nazjva stiéin rad 3% a, a 729 by,

DEF. (Stc¢inové rada)
Uvazujme éiselné rady 3025 a,,, 3129 b,
Rada 1% S0~ -1 ~| akbn—k sa nazyva stéinova rada pre 3% a, a Y12 by

Pozndmka. Stcinova rada je vlastne uzatvorkovanie jedného konkrétneho stcinu dvoch rad.
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V. (Nutnd podmienka konvergencie)

Ak rada Y129 a, konverguje, potom lim a, = 0.
n——+00

V. (Postacujiica podmienka konvergencia)

Rada Z:ﬁ’i a, konverguje prave vtedy, ked plati Bolzanovo-Cauchyho kritérium
konvergencie (BCK) v tvare

n+p
(Ve > 0)(3np € N)(Vn € N,n > ng)(Vp € N) Z ag| < €
k=n-+1

Pozndmka. Preto ak rada konverguje absoltutne, konverguje aj neabsolttne.

V. (Kalibrovacie rady)
V tejto kapitole vyuzivame znalost o konvergencii ¢asto sa vyskytujucich rad.

“+oo
Y "K = Jql <L

n=1
+oo 1
Y —K < acRa>1
nOé
n=1
+o0 1
Y —— K < acRa>1
— nln%n
n=2
+oo “+o0o
Pozndmka. Trochu chytidkova je rada Z ——. Po zrovnani s Z — zistime, zZe diverguje.
n=1T" "7 n=1 n

V. (Zrovnavanie rad s kladnymi ¢lenmi)

a
Nech (an)nen, (bn)nen st kladné postupnosti a existuje limita L := lim —.
n—-+4oo bn

Plati nasledujtica séria tvrdeni:

+oo +o0
L<400AY by K = Y a, K.

n=1 n=1

+oo +oo
L>0AY by D = > an D.
n=1 n=1
+oo +oo
0<L <400 = Z an a Z b, maju rovnaky charakter.

n=1 n=1
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V. (Cauchyho odmocninové kritérium)

Nech (an)nen je nezdporna postupnost. Nelimitné tvary Cauchyho kritéria:

400
(g € R)(Inp € N)(¥Yn > nyp) («"/an <¢<l = Z ay, konverguje. )
n=1

+o0
(3™°n € N) («"/an >1 = Z ay diverguje. )

n=1
Limitné tvary Cauchyho kritéria:

“+o00

ngrfoo Va, =q¢<1 = nz_:lan konverguje.
+oo
li Vap, = 1 di je.
n_1>I_’I_loo anp =q>1 — Z a, diverguje

n=1

Pozndmka. V druhom bode (pre divergenciu) mozno zosilnit poziadavky na (Ing € N)(Vn > ng)
V. (d’Alambertovo podielové kritérium)

Nech (an)nen je kladnd postupnost. Nelimitné tvary d’Alambertovho kritéria:

+oo
a
(g € R)(3ng € N)(Vn > ng) ( o<l = Z ap konverguje. )
n n=1
An+1 =
(Ino € N)(Vn > np) < el = Z a, diverguje. )
n n=1
Limitné tvary d’Alambertovho kritéria:
a =
lim L = <1 = Z a, konverguje.
n—+o0o  Qp o
Ung1 +o00
. mn . .
nglfoo . q>1 = Z an diverguje.

n=1
Pozndmka. V druhom bode (pre divergenciu) NEmozno zoslabit poZziadavky na (37n € N).
Totiz nejaka vybrand rada moze ist do +oo, ale rada ako celok bude stile konvergentna
Protiprikladom nech je:

Y2 91 ko liché;
1 {Ik—i—l B 1..;14 & - oy
E e YL (1 1/4%+1 ak+2 L F
{‘S — (_ l )-lt }f\ k —ﬁl— ]fE 3 ),l ?‘11](](_‘.

Vybrana rada pre neparne k ide do +o00, vybrana rada pre parne k ide do 0. Napriek tomu z
Cauchyho kritéria hned vidno, Ze rada urcite konverguje (volime ¢ =

3)-
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V. (Raabeho kritérium)
Nech (an)nen je kladna postupnost. Nelimitné tvary Raabeho kritéria:

+00
(g € R)(Ing € N)(Vn > ng) (n (1 - anH) >q¢>1 = Z a, konverguje. )

n n=1
a =
(Ino € N)(Vn > nyg) (n (1 - nH) <1 = Z a, diverguje. )
an n=1
Limitné tvary Raabeho kritéria:
a =
lim n (1 — n+1> =qg>1 = Z an, konverguje.
n—-+o0o an el
a =
lim n (1 - n+1> =q¢g<1 = Z an diverguje.
n—-+00 an o

V. (Dirichletovo kritérium)
Nech (ap)nen je redlna postupnost, ktord je monoténna a mé limitu 0. Nech (b, )nen je komplexna
postupnost, ktord ma obmedzené ¢iastocné stcty. Potom rada 3,729 a,b, konverguje.

V. (Abelovo kritérium)
Nech (ap)nen je redlna postupnost, ktord je monoténna a konvergentni. Nech (b, )nen je
komplexna postupnost, pricom Z;ti’i b, konverguje. Potom rada Z:ﬁ’j anby, konverguje.

V. (Leibnitzovo kritérium)
Nech (a,)nen je kladna redlna postupnost, ktora je klesajica a ma limitu 0.
Potom rada 3,7 (—1)"a, konverguje.

Uviedli sme 3 kritéria pre rady s kladnymi ¢lenmi a 3 dalsie kritéria pre rady s obecnymi
¢lenmi, resp. so striedavymi znamienkami u ¢lenov. Predchadzajice kritéria zhriuje (modifikované)
Gaussovo kritérium. To oSetruje dokonca aj pripady, kedy ¢ = 1. Tu ho vsak neuvadzame, lebo
je zbytocne zlozité a pouzivali sme ho malokedy.

V. (O uzétvorkovani 1)
Nech Y129 A, je uzatvorkovanie rady 3,79 a,, podla postupnosti (ky)nen.
Ak 39 a,, konverguje, potom aj >3 A, konverguje.

Pozndmka. Obrétenie implikacie z prvej vety neplati, stacf brat 312 (—1)", kde (kp)nen = 2n.

Ak by sme implikéaciu chceli obratit, treba nalozit dodatocné predpoklady, viz nasledujica veta.

V. (O uzétvorkovani 2 )
Nech Y129 A, je uzatvorkovanie rady 3,729 a,, podla postupnosti (ky)nen-
Nech st navyse splnené nasledujice predpoklady:

e lim a,=0.
n—-+o0o

o Existuje M € N také, ze pre Vn € N plati k, — k,—1 < M.

Potom rady 12 A, a 329 a,, maji rovnaky charakter.
V pripade konvergencie pre tieto rady dokonca plati, Ze maju rovnaky stucet.

19



V. (O prerovnani 1)
Nech Z,‘fﬁ’i a, absolitne konvergentnd rada. Potom aj jej [ubovolné prerovnanie absolttne
konvergentna rada s rovnakym sictom.

V. (O prerovnani 2 - Riemannova veta)
Nech "1 a,, je neabsoltitne konvergentnd rada. Potom pre Tubovolné s € R existuje prerovnanie
S Ay (n), ktoré ma sucet s. Rovnako existuje oscilujice prerovnanie.

V. (O sucine rad)
Nech 3279 ay,, 35,759 by, st absoltitne konvergentné rady.

Potom ich sti¢in je absoliitne konvergentny a jeho stucet je rovny ( :{g an) (ZZS& n)

V. (O sucinovej rade)
Nech 3729 a,,, 3759 b, st absoliitne konvergentné rady.
Potom ich sti¢inova rada je absolatne konvergentnd a plati

$Eane(E0) (E2).

n=2 k=1 n—
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Mocninné rady

DEF. (Taylorov polyném)
Nech f je redlna funkcia realnej premennej, ktord ma v a € R kone¢nii derivaciu n-tého radu.
Taylorov polyném n-tého stupna funkcie f v bode a je definovany ako

n (R (g
To(x) =Y ! k‘( )(x —a)k.

k=0

Pozndmka. Existuje prave jeden polyném T, stupiia nanajvys n, ktory by pre Vk € {0,1,...,n}
splnoval T,gk)(a) = f®)(a). To je prave Taylorov polyném.

DEF. (Zbytok v Taylorovom vzorci)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, ktord mé v a € R konec¢ni derivaciu n-tého radu.
Polozime R, (z) = f(x) — T,(x). Potom R, (x) nazveme n-ty Taylorov zbytok funkcie f(x).
DEF. (Funkénd rada)

Nech (fn)nen, je funkénd postupnost, pricom tieto funkcie s definované na mnozine A C C.
Postupnost ciastoénych stctov (F,),en, definujeme pre ¥n € Ny a Vz € A vztahom

Fo(z) = fo(z) + fi(z) + - + fu(2).

Funkéna rada je dvojica ( (fn)neng, (Fn)nen, ). Tto dvojicu znaéime 3720 f,.

Pozndmka. Okrem mocninnych rad sme este hojne pracovali aj s inymi funkénymi radami,
konkrétne Fourierovymi radami.

DEF. (Stejnomérnd konvergencia funkénej rady)

Nech (fn)nen, je funkénd postupnost, pricom tieto funkcie st definované na mnozine A C C.
Povieme, zZe funkéné rada Z:{i‘é fn konverguje stejnomérne k funkcii /' na mnozine A prave
vtedy, ked funkénd postupnost jej ¢iastocnych stctov (F,)nen, konverguje stejnomeérne k funkcii
F na mnozine A. Musi teda platit

A
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € Nyn > ng)(Vz € A)(|F.(2) — F(2)| < €) ¢o zna¢ime ako F,, —= F.

Poznamka. Pojem stejnomérnej konvergencie je vzdy zviazany s nejakou mnozinou!

DEF. (Mocninnd rada)

Nech (ap)nen, C C,z € C, 2z € C.

Funkénd rada Z;ﬁ% an(z — zp)™ sa nazyva mocninna rada so stredom v bode z.

DEF. (Obor konvergencie mocninnej rady)

Nech 3799 an (2 — 20)" je mocninnd rada.

Obor konvergencie mocninnej rady je mnozina vsetkych z € C, pre ktoré tato (po dosadeni
daného z uz ¢iselnd) rada konverguje.

Ciastoény stcet Sz, (%) oznacuje sucet mocninnej rady pre konkrétne z z oboru konvergencie.

Pozndmka. VysSetrujeme len vlastnosti mocninnych rédd so stredom v bode nula.

Plat{ totiz so(2) = 32,720 anz™, 84,(2) = so(z — 20)-

DEF. (Polomer konvergencie)
Nech 329 a,,(z — 20)™ je mocninna rada. Potom pre fiu existuje p € R, p > 0, ktoré spliiuje

o Ak |z — 2| <p = 3% an(z — 20)" konverguje absolttne.
o Ak |z — 2| >p = % an(z — 2)" diverguje.
Toto ¢islo p nazveme polomer konvergencie mocninnej rady.

Poznamka. Polomer konvergencie vymedzuje obor konvergencie mocninnej rady.
Kazdopadne nevieme, ¢o sa deje na hranici.
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DEF. (Rozvoj funkcie do mocninnej rady)

Vyjadrenie reilnej funkcie redlnej premennej ako mocninnej rady Z:ﬁ% an(z —a)" pre Vo € 1
nazveme rozvoj funkcie do mocninnej rady so stredom v bode a.

Pritom musi platit, ze I C Dom f,a € I°.

Priklady zédkladnych rozvojov do Taylorovej rady v bode a = 0:
—+00 n
x
explr] =Y 2,
n=0 """
400 @
(1+2)*= Z ( ):L‘” pre z € (—1,1),a € R
n=0 n
+o00 (_1)n+1
In(l1+z)= Z ——=a" prex € (—1,1),
n=1 n
i" (=" ,
cos(z) = ",
= (2n)!
+oo (_1)n
: _ 2n+1
sin(z) = Z 2nt 1) 1)!33 .
n=0

V. (Taylorov polyném ako najlepsia aproximécia 1)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, ktord ma v a € R konecnii deriviaciu rddu n a na
istom H, kone¢nu deriviciu radu (n — 1).

Uvazujme Taylorov polyném T, (x) a lubovolny iny polyném stupria nanajvys n € N, ktory
oznacime Q(z). Potom existuje isté okolie H, také, ze pre Vo € H, \ {a} plati

|f(2) = Tn(2)| <[f(z) — Qz)].
To znamenad, ze Taylorov polyném aproximuje funkciu f najlepsie zo vsSetkych polynémov.

V. (Taylorov polyném ako najlepsia aproximécia 2)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, ktorda méa v a € R konecnii deriviaciu radu n a na
istom H, koneénui deriviciu radu (n — 1).
Uvazujme Taylorove polynémy T,,_1(z) # T, (z). Potom existuje isté okolie H, také, Ze pre
Vx € H, \ {a} plati

£(2) = Tu(@)] < f(2) — T ()],

To znamena, ze zvySovanim n € N sa aproximécia zlepsuje.
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V. (O konvergencii Taylorovho polynému)
Nech f je redlna funkcia reilnej premennej, ktora je v a € R nekonecnekrat diferencovatelnd.
Nech z € Dom f. Potom f(z) = lim T,(z) <= lim R,(z)=0.

n—-+00 n—-+00

R, (x
Pozndmka. Pre zbytok v Taylorovom vzorci obecne plati lim L) =0.
r—a (1- — a)n

Nie vzdy je Taylorova rada rovna prislusnej hladkej funkcii. To plati len pre tzv. analytické
funkcie. Protiprikladom v podobe neanalytickej funkcie je

_Jexp [—;12} pre x # 0,
fle) = {0 pre x = 0.

Tato funkcia je hladkd (mimo 0 trividlne, ale d4 sa to ukézat aj pre tento bod). Plati pre
Vn eN, ze f™ (0) = 0. Preto je Taylorova rada na okoli a = 0 identicky nulova funkcia,
¢o neodpoveda tomu, Ze by aj samotnda f na okoli 0 bola identicky nulova.

Ze rovnost Taylorovej rady a funkcie f(z) na okoli 0 neplati mozno ukézat aj z hore
uvedenej vety. Totiz pre Vz # 0 je

. . 1] 1
ngrfm R, (z) = nll}ﬂI_loo exp [—232] = exp {—12] # 0.

V. (O zbytku v Taylorovom vzorci)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, ktord ma na istom okoli H, bodu a € R konec¢ni
(n+1)-vi deriviciu. Potom pre Vo € H, mozno zaviest Lagrangeov tvar zbytku v Taylorovom

vzorci ako
ForD(g)

) =057, "

(x —a)"".

Cislo £ zavisi na n aj a, pricom lezi v intervale s krajnymi bodmi z, a.

Pozndmka. Tato veta sa nazyva aj Taylora. Dokazuje sa aplikovanim Cauchyho vety na funkcie

(s
0@ =Y B w2 o) = @2

k=0

Mozno si povsimnut, ze ¢ (z) = f(z),¢¥(a) = T (z).

Existuju este iné tvary zbytku.
Cauchyho tvar zbytku:

_ )

Bn(2) n!

(z = &)"(x —a).

Integralny tvar zbytku:

Ry(z) = /x w(m —t)"dt.

n!
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V. (Weierstrassovo kritérium pre funkéné rady)
Nech (frn)neNg, (9n)nen, st funkéné postupnosti definované na A cC.

Ak (Vn € No)(Vz € A)( |fn(2)] < gn(2) ) tak ZJF 09n i = ZJF In :;

Pozndmka. Castym pripadom je (9n)nen, nezavisla na premennej z.
Potom ide len o postupnost ¢isel K,,, mame ¢iselni majorantu Zzi% K,.

V. (Dirichletovo a Abelovo kritérium pre funkéné rady)
Nech (fn)neNgs (gn)nen, st funkéné postupnosti definované na A C C.
Ozna¢me s, := Y p_q fi- Nech plati jedna z nasledujicich podmienok:

¢ Dirichlet

A
Postupnost (gn)nen, je monoténna a g, —= 0.
Postupnost (s, )nen, je stejné obmedzend, tzn. (3K > 0)(Vn € Ng)(Vz € A)( |sn(2)] < K )

e Abel

A
Postupnost (gn)nen, je monoténna a stejné obmedzena. Postupnost s, —=.

A
Potom Y129 f.9, —=.

V. (Vypocet polomeru konvergencie)
Polomer konvergencie mocninnej rady Zn 20 an(z — 20)™ sa da vypocitat podla vzorca

1

a lim SUPp— 400 v |an| .

Pozndmka. Kedze lim,,,+~ {/n = 1, nasledujice rady maji rovnaky polomer konvergencie:

+001

+o0 +o0o
Zan z—2p) Z|an| z—2p) ,Znan(z—zo)”,Z— an(z — 2z0)".
n=0 n=1

n=1

3

V. (O stejnomérnej konvergencii mocninnej rady)
Nech Zn 0 an(x — a)™ je redlna mocninnd rada s polomerom konvergencie p > 0.
Potom konverguje stejnomérne na [a — r,a + r| pre Vr € (0, p).

V. (Abelova veta)
Nech 3729 a,(z — a)™ je realna mocninna rada s polomerom konvergencie p > 0.
Ak konverguje v a + p, potom konverguje stejnomérne na [a,a + p|. Analogicky pre a — p.

V. (O derivovani mocninnej rady)
Nech Zn 0 an(x — a)™ je redlna mocninnd rada s polomerom konvergencie p > 0.
Potom vo vnutri oboru konvergencie ju mozno derivovat ¢len po ¢lene. Inymi slovami

/ oo /
Pre Vx € (a — p,a + p) platl(Zanm—a ) :Z(an(x—a)”>.

n=0

Reélna mocninnd rada je preto hladka vo vnutri svojho oboru konvergencie.
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Uvazujme stucet redlnej mocninnej rady sq(z). Prederivovanim

+00 oo
sh(x) = Z n an(z—a)" ! resp. s (z) = Z nn—1)(n—2)...(n—k—1)a,(z —a)" "~
n=1 n=~k

Preto Specidlne po dosadeni = = a pre Vn € Ny plati

55 (a)
n!

si(a) =n! a, = ap =

Vidno, zZe dve rézne mocninné rady (lisSiace sa v koeficientoch) s kladnym polomerom
konvergencie nemdzu mat rovnaky stcet.

Je zjavné, ze Y}, ax(z — a)¥ je n-ty Taylorov polyném funkecie Y7°0 a,,(z — a)™.

Pre funkcie, ktoré si v bode a nekonec¢nekrat diferencovatelné mame na istom H, pre
Vx € H, Taylorovu radu
= f"(a)

(x —a)™.
|
=
Prihliadnuc k predchddzajicej poznamke plati, ze mocninnda rada s kladnym polomerom
konvergencie je Taylorovou radou svojej stuctovej funkcie.

Pri opacnej implikacii treba ustrazit analytickost.
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Riemannov integral

DEF. (Rozdelenie intervalu)
Uvazujme interval [a,b]. Rozdelenie [a,b] chdpeme ako koneéni mnozinu o = {zg, z1,...,z,}
taki, ze a = xg < x1 < -+ < xp = b. Body z; pre i € {1,2,...,n — 1} nazyvame deliace body.

Rozdelenie o deli povodny interval na ¢iastoéné intervaly [z;_1,x;] pre Vi € n.
Oznacéime Ai := x; — x;_1.

DEF. (Norma rozdelenia)

Uvazujme rozdelenie o intervalu [a, b]. Norma rozdelenia o je definovand ako v(o) := max Ai.
1EN

DEF. (Normalne rozdelenie intervalu)
Uvazujme postupnost rozdeleni (o, )nen intervalu [a, b].

Tudto postupnost nazveme normalna prave vtedy, ked pre normu plati lirf v(op) = 0.
n—-+0oo

DEF. (Horny a dolny integralny stcet)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, obmedzend na intervale [a, b] s rozdelenim o.
Pre Vi € #1 oznaéme

M;:= sup f(z), m;= inf f(x).

IE[LUi_l,LIJi] Ie[xi—lvaji}
Horny stcet funkcie f pri rozdeleni o definujeme ako S(o) := > 1| M;Ai.

b
Horny integralny sucet je potom / f:=1inf S(0).
g
a

Obdobne dolny stéet funkcie f pri rozdeleni o definujeme ako s(o) := 31 m;Ad.

b
Dolny integralny stcéet je potom / f :=sups(o).
a g

DEF. (Integrélny sucet)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, obmedzend na intervale [a, b] s rozdelenim o.
Pre Vi € n uvazujme &; € [x;_1, z;]. Definujeme integralny stcet Z(o) := > 1" f(&)Ad.

Pozndmka. Zjavne pre kazdé rozdelenie o plati s(o0) < Z(o) < S(o).

DEF. (Riemannov integral)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej, obmedzend na intervale [a, b] s rozdelenim o.
Povieme, ze f ma na [a,b] Riemannov integral, resp. je na [a, b] integrabilna, ak fagf = ff f.

Spolo¢nit hodnotu hornych a dolnych integralnych sictov znac¢ime R f; f(z)dx.

DEF. (Primitivna funkcia)

Nech f je redlna funkcia realnej premennej, a,b € R, a < b.

Nech funkcia F' spliuje pre Vo € (a,b) vztah F'(z) = f(z). Potom ju nazveme primitivna
funkcia k f na (a,b).

DEF. (Neurcity integral)
V nadvéznosti na predchadzajicu definiciu sa mnozina vsetkych primitivnych funkcii k f nazyva
neurcity integral.

Pozndmka. Neurcity integral sa pocita analogickymi spdsobmi ako uréity integral (viz nizsie).
Pripadne sa eSte pouziva rozklad na parcialne zlomky.
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DEF. (ZovSeobecneny Riemannov integral)
Nech f je redlna funkcia redlnej premennej. Uvazujme interval (a,b), kde a,b € R, a < b.
Nech je navySe splneny zakladny predpoklad, kedy pre V¢ € (a,b) existuje

b
R/atf(x) dz, resp. R/t f(z)dx.

Ak existuje aj konecna limita

t b
lim R/ f(z)dz, resp. lim R [ f(z)dx,
t—b— a t—a™t t
hovorime, zZe integral konverguje. Inak hovorime, ze integral diverguje.
Hodnotu tejto konec¢nej limity nazveme zovseobecneny Riemannov integral funkcie f na
intervale [a, b]. Znacime f: f(z)da.

DEF. (Konvergencia integrélu)

Nech f je redlna funkcia redlnej premennej. Uvazujme interval (a,b), kde a,b € R, a < b.

Nech integral f; f(z) dx konverguje. Ak aj ff |f(z)| dz konverguje, konvergencia je absolitna.
V opa¢nom pripade je neabsolatna.

V. (Nutné a postacujica podmienka existencie integralu)
Nech f je obmedzend na [a, b]. Integral f; f(x) dz existuje prave vtedy, ked

(Ve > 0)(3o pre interval [a,b])(S(0) — s(o) < ).

V. (Zékladnd veta integralneho stactu)
Nech f je obmedzend na [a, b]. Integral f; f(z) dz existuje prave vtedy, ked pre kazdd normdlnu
postupnost rozdeleni (o, )nen je postupnost integralnych sictov (Z(on)),, . konvergentna.

V. (Integrovatelnost a spojitost)
Nech f je spojitd na [a,b]. Potom f je na [a,b] integrovatelna.

V. (Integrovatelnost a monoténia)
Nech f je monoténna na [a,b]. Potom f je na [a,b] integrovatelna.

V. (Integrovatelnost a body spojitosti)
Nech f je integrovatelnd na [a,b]. Potom f ma na [a, b] nekone¢ne mnoho bodov spojitosti.

V. (Integrovatelnost a absolitna hodnota)
Nech f je integrovatelnd na [a,b]. Potom |f| je integrovatelnd na [a,b] a plati

[ rwar < [l
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V. (Vlastnosti integrélu ako funkcie hornej medze)

Nech f je integrabilnd na [a, b]. Definujeme F' : [a,b] — R, F(t) = fj f(z)dz.

Potom F' je spojita na [a, b].

NavySe ak f je spojitd v tg € [a, b], tak F je diferencovatelnd v ty € [a,b] a plati F'(tg) = f(to).

Pozndamka. Analogické tvrdenie plati aj pre vlastnosti integralu ako funkcie dolnej medze.
Rozdiel je len v tom, ze potom F’(ty) = — f(to).

V. (Vlastnosti zovSeobecneného integralu)
Nech a,b € R, a < b a existuji integraly f: f(x)dz a f;g(x) dz. Potom plati:

e Linearita
Pre Va € R plati

/ab(af+g)(:n)dx:a/abf(x)dx—i-/abg(x)dx.

o Aditivita v medziach
Pre Ve € R,a < ¢ < b plati

b c b
[ r@ae= [ f@ac+ [ s ae
¢ Nerovnosti

Pre Vz € (a,b), f(z) < g(x) plati

[ rwar< [

o Integral nezavisi na zmene hodnoty funkcie v kone¢ne mnoha bodoch.

V. (Prva veta o strednej hodnote)
Nech f je nezdpornd a integrovatelnd na [a,b]. Nech fg je integrovatelna na [a, b].

Potom existuje u € [ inf g(x), sup g(z)] také, ze
Ie[arb} Ie[a,b]

[ rw@ae = [ s

Pozndmka. Ak by bola g spojitd na [a, b] dal by sa zaver tvrdenia formulovat nasledovne:
...existuje u € [a, b] také, ze

[ st =g [ 520

V. (Druh4 veta o strednej hodnote)
Nech g je monoténna na [a,b]. Nech f je integrovatelna na [a, b].
Potom existuje £ € [a, b] také, Ze

b 13 b
z)g(x)dz = g(a x)dx b x)dx.
/le<>9<> g()/Gf() +g()/§f<)

Formulujeme tri délezité tvrdenia pre vypocet integralu - Newtonova formula, per partes a
substitticia. U kazdého z nich uvedenieme aj zobecnenie, pri ktorom predpokladame prvi formu
zékladného predpokladu pre zobecneny integral. Tzn. pre V¢ € (a,b) existuje R f; f(z)dz a vo
vetach nebudeme uvazovat a = —oo. Pre druhta formu by boli tvrdenia analogické.

Predpoklady si obcas zosilujeme, aby sa to lepsie pamétalo. Napr. predpoklad spojitej derivacie
zosilujeme na predpoklad spojitej diferencovatelnosti.
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V. (Newtonova formula pre uréity integral)
Nech —o0 < a < b < 400 a existuje integral f; f(x)d.
Nech navyse existuje spojitd primitivna funkcia F' k f na (a,b). Potom

b
| #@)do = F®) - Fla) == [Fla)l

Pozndmka. Pozadovat existenciu integralu je netrivialny predpoklad. Dalej rovnost F'(z) = f(z)
sta¢i pozadovat az na koneCny pocet vynimiek a integral roztrhat vdaka aditivite v medziach.

V. (Newtonova formula pre zobecneny integral)
Nech —0c0 < a < b < +00 a existuje integral Rf(f f(z)dx pre Vt € [a,b). Nech navysSe existuje

spojitd primitivna funkcia F' k f na (a,b), pricom lim+ F(x), liIll;l F(z) st konec¢né. Potom
r—a T—0"

S o

b
/ fx)de = lim F(z)— lim F(x):= [F(z)],.

T—b— r—a™t

V. (Per partes pre urcity integral)
Nech —0o < a < b < 4+00. Nech f, g st spojité na [a,b] a diferencovatelné na (a, b).
Za predpokladu existencie prislusnych integralov plati

b b
[ 1@ s =@l - [ f@g @)
V. (Per partes pre zobecneny integral)
Nech —00o < a < b < +00.

Nech f, g st spojito diferencovatelné na [a,b), pricom lim, ., (fg)(z) je kone¢na.
Ak existuje jeden z integralov, potom existuje aj druhy a plati

b b
| F@g@)do = (f@g@) - [ 1@/ @)
V. (Substiticia pre urc¢ity integral)

Nech ¢ je spojita na [a, 8] a diferencovatelnd na («, 3). Dalej nech f je spojita na ¢la, A].
Za predpokladu existencie prislusnych integrélov a po oznaceni a = ¢(a), b = ¢(p)

8 b
/f(w(t))w’(t)dt=/ f(z)da.

V. (Substiticia pre zobecneny integral)
Nech ¢ je ostro monoténna a spojito diferencovatelna na [a, 3). Dalej nech f je spojité na ¢[a, 3).
Ak existuje jeden z integrdlov, potom existuje aj druhy a po oznaceni a = p(a), b = lim,_,3- ¢(x)

B b
[ s ®ar= [ sz
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Lebesgueov integral

S Vranom sme robili Danielovu konstrukciu Lebesgueovho integralu, ktord iplne vynechava
teériu miery a stavia na stupnovitych funkcidch. Funkcia je stupnovitd na Z prave vtedy,
ked existuje isté rozdelenie 7 také, Ze na vnutrajsku kazdého Ciastoéného intervalu je funkcia
konstantnd. Na Statniciach z AMSM je mozné predviest kazdopddne aj tento spésob zavedenia.

DEF. (Zakladné funkcie)
Nech X je Iubovolnd mnozina.
Stbor zdkladnych funkcii H(X) EI je trieda funkcii f: X — R, pre ktoré plati:

e St obmedzené.
e PreVa e R, Vh, k€ H(X) plati (ah + k) € H(X).
o Pre Vh € H(X) plati |h| € H(X).

DEF. (Zakladny integral)
Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) stbor zédkladnych funkeii.
Zéklady integral je funkcional, pre ktory plati:

e Linearita

Pre Va € R, Vh, k € H(X) plati I(ah + k) = aI(h) + I(k).

o Nezapornost

Pre Vh € H(X),h > 0 plati I(h) > 0.

e Spojitost
Pre V(hp)neny € H(X), hy > 0, hyy > hyy plati ll)l_iI_l h,=0 = lim I(h,)=0.

n—+400

DEF. (Mnozina miery 0 pomocou suboru zakladnych funkcii)
Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) stbor zédkladnych funkcii. Nech Z C X.
Z nazveme mnozina miery 0 (u(Z) = 0) prave vtedy, ked

(Ve > 0)(3(hpn)neny C H(X),hy > 0,hy, > hy—1) také, ze (Vz € Z)(sug hn(x) > 1) A (Vn e N)(I(h,) < €).
ne

DEF. (,,Skoro vsade*)

Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) stbor zakladnych funkcii. Nech Z C X.

Vyrok plati u-skoro vSade na mnozine X prave vtedy, ked u(Z) = 0 a sucasne pre Vo € X N\ Z
vyrok plati. Znac¢ime s.v.X.

Pozndmka. Zavidzame f ~ g <= f(z) = g(z) s.v. na X. Dalej taktiez:
e f<g <= f(x) <g(x) sw.na X.
o f>g9 < f(x)>g(x) sw.na X.

o hyp— <= 3 lim h,(x) s.w. na X.
n—+400

o hy Nf <= VneNh, <hpi1 A ET hn(z) = f(x) s.w. na X.

o hy \(f <= YneNhy,>hp1 A Erf hn(z) = f(x) s.v. na X.

2Vlastne pozadujeme, aby H(X) bol vektorovy priestor obmedzenych funkcif, ktory s kazdou funkciou obsahuje
aj jej absolitnu hodnotu.
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DEF. (Trieda AT(X))
Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) stbor zédkladnych funkecii.
Trieda AT(X) je trieda funkcii f : X — R, ktoré spliuju, ze 3(hy)neny € H(X), by A f.

DEF. (Integral na AT(X))

Nech f € AT(X). Integral na A*(X) definujeme ako I(f) = Erf I(hy).

DEF. (Trieda L)

Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) sibor zakladnych funkeii.

Trieda L7 je trieda funkci{ z AT (X), pre ktoré navyse plati (3¢ > 0)(Vn € N)(I(h,) < ¢), tzn.

feLT(X) = feAT(X)ANI(f) < +oc.

DEF. (Trieda A(X))
Nech X je Tubovolnd mnozina, H(X) stibor zdkladnych funkcii. Nech f, g € AT(X), pricom aspoii
jedna z nich je z £LT(X). Trieda A(X) je trieda funkcif ¢ : X — R, ktoré spliiujt ¢ ~ f — g.

DEF. (Integral na A(X))
Nech ¢ € A(X). Integral na A(X) definujeme ako I(p) = I(f) — I(g).
Tento integrdl nazyvame aj Lebesgueov integral a zna¢ime [ + ¢(x) dz alebo jednoducho [ x P

DEF. (Trieda £(X))
Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) sibor zakladnych funkcii. Nech f,g € £L1(X).
Trieda £(X) je trieda funkcif ¢ : X — R, ktoré spliuji ¢ ~ f — g.

DEF. (Integrabilita a integral na mnozine)
Nech X je Iubovolnd mnozina, M C X.
Ak f e L(M), tak f je integrabilnd na M. Ak f € A(M), tak f ma integral na M.

DEF. (Charakteristickd funkcia)
Nech X je Tubovolnd mnozina, M C X.
Charakteristicka funkcia mnoziny M je definovana ako

xum(z) =

1 prexe M,
0 prexe X M.

DEF. (Meratelna funkcia)

Nech X je Iubovolnd mnozina, H(X) sibor zakladnych funkeii.

Funkcia ¢ : X — R je meratelnd prave vtedy, ked 3(hy,)nen C H(X), hn — .
Mnozinu meratelnych funkcii oznac¢ime M.

DEF. (Meratelnd mnozina)
Nech X je Iubovolnd mnozina, M C X. M je meratelnd mnozZina prave vtedy, ked xas je
meratelnd funkcia. Miera mnoziny je definovand ako (M) := I(xar)-

DEF. (Mnozina miery 0 pomocou meratelnych funkeif)
Nech X je Tubovolnd mnozina, M C X. M je mnozina miery 0 prave vtedy, ked xas ~ 0, tzn.
jej charakteristicka funkcia je nulova skoro vsade.
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V. (Vlastnosti triedy AT (X))
Nech a > 0, f,g,€ AT(X). Celkovo plati:

o (f+g9) € AT(X).

o (af) e AT(X).

e fT=max(0,f) € AT(X).

o max(f,g), min(f,g) € AT(X).

V. (O integréle funkcif z A1 (X))
Nech o > 0, f,g, € AT (X). Potom plati:

o I(af +g)=al(f)+ I(g) ak obe strany maji zmysel.
« (f>9) = I(f) 2 I(9).

V. (Uzavretost AT(X))
Ak (fo)nen € AT(X), frn /' f. tak f € AT. Navyse plati I(f) = lim I(f,).

n—-+00

V. (Vlastnosti triedy A(X))
Nech o € R, ¢, 9 € A(X). Celkovo plati:

o« (p£) € A(X) ak aspoii jedno z ¢, € L.[]

o (ap) € A(X).

o o7 =max(0, ), " = max(0, —p) € A(X). Preto aj |o| = o7 + ¢~ € A(X).
« max(p,¥), min(p, ¥) € A(X).

V. (O integrale funkcii z A(X))
Nech a € R, p, 9 € A(X). Potom plati:

o I(ap+ 1) = al(p) + I(y) ak obe strany maju zmysel.

e (p>0) = I(¢) > 0. Pre tato s.v. nezdpornu ¢ plati dokonca ¢ ~ 0 <= I(p) = 0.

V. (Rozklad A)
Plati p e A < (pT e AN~ e MNA(pT €LV~ €L).

Pozndmka. Veta vravi, ako ndjst konkrétne f, g z definicie ¢ € A. Mozu nimi byt napr. o™ a ¢~.

3 Aby sme zabranili ¢ + 1) = 400 — co.
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V. (Leviho veta pre rady)
Nech (¢n)neny C A, @ > 0. Nech ¢ ~ Z:ﬁ’i . Potom p € A a I(p) = Z+°° I(pn).

V. (Leviho veta)
Nech (¢on)nen © L, on /. Potom o € Aa I(p) = lim I(en).
n oo

Ak navyse (3c € R)(Vn € N)(|1(pn)| < c) tak ¢ € L.

V. (Lebesgueova veta)
Nech (¢n)nen C L, on — ¢ a navyse (Ipg € L)(Vn € N)(|pn| < ©0)-

Potom ¢ € L a I(p) = ET I(en).
n o0

Pozndmka. Slovne, postupnost integrabilnych funkcii je integrabilna prave vtedy, ked pre nu
existuje integrabilnd majoranta. Veta moze byt rozsirend dokonca na (¢p)neny C M.

V. (Fatauova veta)
Nech (¢n)nen C L, ¢n — ¢ a navyse (Ic € R)(Vn € N)(I(|pn]) < ).
Potom @ € £ a I(l¢)) = lim I(jgu)) < c

n o0

V. (O integréle funkcii z M)
Nech ¢ € M. Potom plati:

« (Fpo e L)(lpl <o) = (peL).

« WeMI{Y)=F0hp>y) = (peA(p) =+o0).

Analogicky pre —oo u nerovnosti ¢ < 1.

V. (Uzavretost M)
Ak (@H)HEN € M7 Pn 7 P, tak Y e M.

V. (Rozklad M)
Plati p e M < (3f, g€ AT) (o~ f—g).

V. (Fubiniho veta)
Nech A C R™, B C R™ st meratelné mnoziny. Nech f € A(A x B). Potom plati:

o Preswv.z e Aje f(z,-) € A(B).

/f )dy € A(4).

e Integral mozno potom prakticky pocitat ako
fanaen = [ ([ 1) @a.
AxB

1

V. (O substitucii)
Nech zobrazenie ¢ : R™ — R” je difeomorfizmus, tzn. ¢ aj ¢~ si spojite diferencovatelné.
Nech A C Ran . Za predpokladu, Ze ma aspon jedna strana rovnosti zmysel, plati

[i@ae= [ fle) ldegdo]ar
A e=1(A)

Vyraz | det ¢'(t)| znaci absolitnu hodnotu z Jacobidnu zobrazenia.
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V. (O limite)
Nech (V, p) je metricky priestor, mnozina parametrov A C V a M C R™.
Nech zobrazenie f: M x A — R a este plati:

e Presv.z e M je lin% f(z,a) = p(x), tzn. ag € A" je z mnoZiny hromadnych bodov A.
aEA,
a—roQ

o PreVa € A~ {ap} je f(-,a) meratelnd na M.
o Existuje g € L(M) pre s.v. x € M aVa € A~ {ap} taka, ze |f(z,a)| < g(x).

Potom mozno zamenit limitu a integral, tzn. plati ¢ € L(M),

olclenﬁ / f(z,a)dz = /M 01%127 f(z, ) dx:/M o(z)dx.
a—ag

V. (O spojitosti)
Nech (V, p) je metricky priestor, mnozina parametrov A C V a M C R™.
Nech zobrazenie f: M x A — R a este plati:

e Preswv.z € M je f(x,-) spojitd na A.
o Pre Va € A je f(-, ) meratelnd na M.
o Existuje g € L(M) pre s.v. x € M a Va € A taka, ze |f(z,a)| < g(x).

Potom integral je spojity v parametri, tzn. plati
= / f(x,a) dz spojitd na A.
M

V. (O derivacii)
Nech R je uvazovany metricky priestor, mnozina parametrov I = I° C R a M C R™.
Nech zobrazenie f: M x I — R a este plati:

e Preswv.z € M je f(x,-) diferencovatelnd na I.

e PreVa €1 je f(-,a) meratelnd na M a navyse Jag € I pre ktoré je integrabilnd na M.

0
o Existuje g € L(M) pre s.v. z € M a Vo € I taka, ze fgc,a)‘ < g(x).
o

Potom mozno zamenit deriviciu a integral, tzn. plati f(-, ) € L(M), a%f(-, a) € L(M),

8a/fxadm—/ —fmoz T.
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Komplexna analyza

DEF. (Argument komplexného ¢isla)

Argument komplexného &isla 2 € C je mnoZina argz = {a € R | z = |z]e?}.

Nech § € R. Potom pre z # 0 je mnozina arg z N (5 — 7, 5 + ) jednoprvkova. Jej jediny prvok
oznacime ako argg z, ¢im definujeme funkciu argg : C \ {0} — (8 — 7, 8 + 7).

Priklady elementarnych funkcii v C:
+o0o _n +o0 n too n
Z (=1)" on . (-1) 2n+1
explz] = —,cos(z) = 27" sin(z) = —__penT
nz:% n! = (2n)! nz:% (2n +1)!
Inz =1n|z| + iarg, z,
(2)¢ = explaln z].
Pozor na funkcie cos(z),sin(z). V C nie stt obmedzené!
Navyse z Moivreovej formuly dostavame
iz —iz iz _ —iz
e’ = cos(z) +isin(z) = cos(z) = %,sin(z) =2 2.e
i

DEF. (Integral R — C)
Nech f : [a,b] — C. Integral R — C chdpeme ako

/abf(w)dx:/abRef(:c)dx—i—i/:Imf(I)dx'

DEF. (Integral C — C)
Uvazujme dréhu ¢ : [a,b] — C, ¢ € CW([a,b]). Nech f : C — C spojita na ().
Integral C — C chapeme ako

b
/ f(z)dz = / £l (1) dt.
%) a

Pozndmka. S tymto si vystacime, ale podotykame, Ze definicia sa da rézne zobecnit.

Napr. mozno pozadovat po Castiach spojito diferencovatelnii drahu a definovat integral ako sicet
integralov cez jednotlivé casti. Za istych okolnosti by sme mohli upustif od poziadavku spojitosti
f na dréhe.

DEF. (Komplexne diferencovatelnd funkcia )
Nech f: C — C, zp € (Dom f)°. Funkcia f je v bode zy komplexne diferencovatelna prave

vtedy, ked existuje kone¢nd limita lim,_, ., fE)=1(0) 7pa8ime 1 (20).

zZ—20
DEF. (Holomorfné funkcia)
Nech f : C — C, z9 € (Dom f)°. Funkcia f je v bode zy holomorfna prave vtedy, ked je
komplexne diferencovatelna na istom okoli H,, tohto bodu .
Funkciu nazveme holomorfna na mnozine M C C prave vtedy, ked je holomorfnd v kazdom
bode tejto mnoziny.

DEF. (Izolovany singuldrny bod)
Nech f: C — C je holomorfnéd na kruhu B(zp, R) pre isté R > 0 a nie je holomorfna v z.
Potom zp nazveme izolovany singularny bod funkcie f.
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DEF. (Index bodu)
Uvazujme drahu ¢ : [a,b] — C je uzavretd a po castiach hladkd. Nech z ¢ (p).
Index bodu z vzhladom k drihe ¢ definujeme vztahom

1 1
ind, z = — d¢.
e 2 2%1?2{—2 ¢

Poznamka. Hodnota daného integralu je vzdy celé ¢islo. Index mozno geometricky interpretovat
ako pocet obehov krivky ¢ okolo bodu z v kladnom zmysle.

DEF. (Vnutrajsok a vonkajsok dréhy)
Uvazujme dréhu ¢ : [a,b] — C je uzavretd a po ¢astiach hladka.
Vnutrajsok drahy ¢ definujeme ako

intp ={z € C\ (¢) |ind, z # 0}.
Vonkajsok drahy ¢ definujeme ako
ext p = {z € C\ (yp) | ind, z = 0}.

DEF. (Jordanova draha)

Uvazujme drédhu ¢ : [a,b] — C. Nech navyse plati, Ze tato drdha je spojitd, uzavretd a prosté
(nepretina sa). Potom ju nazveme Jordanova dréha.

Jej kladna orientacia je dana vztahom ind, z > 0 pre isté z € int .

DEF. (Laurentova rada)

Nech (ap)nez C C,z € C, 2y € C.

Laurentova rada so stredom v bode zg je definovana ako >.,°° _ a,(z — 20)". Stcet tejto rady
definujeme ako 370 an (2 — 20)™ + 325 a—n(z — 20) ™" v bodoch, kde obe sumy konverguju.
Prva suma je regularna ¢ast a druhd suma je hlavna ¢ast Laurentovho rozvoja.

DEF. (Singularita pre Laurentovu radu)
Nech funkcia f mé izolovany singularny bod zg, S°2° _ a,(z — 29)" prislusna Laurentova rada.
Singularita pre dani Laurentovu radu so stredom v bode zy moze byt:

o Odstranitelna prave vtedy, ked pre (Vn € Z7)(a, = 0).
Napr. funkcia % v bode zp = 0.
e Radu p (p pdl) prave vtedy, ked (3p € Z7)(ap # 0) A (Vn < p)(a, = 0).

1422
23 (1422)

Napr. funkcia v bode zg = 0 ma pdl 3. stupna.

o Podstatna prave vtedy, ked (3*°n € Z7)(ay, # 0).
Napr. funkcia exp[%] v bode zy = 0.

DEF. (Reziduum funkcie)
Nech funkcia f m4 izolovany singularny bod zp, S°2°  a,(z — 29)" prislusna Laurentova rada.
Reziduum funkcie f vzhladom k bodu zp definujeme vztahom rez,, f :=a_;.

Pozndmka. Reziduum je pre funkciu vzhladom k bodu, zatial ¢o index je pre bod vzhladom k
funkcii (krivke).
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V. (O komplexnej diferencovatelnosti)

Nech f : C — C. Topologicky je normovany priestor C totozny s normovanym priestorom R2.
Preto mozno Vz € Dom f zapisat ako z = x + iy, kde z,y € R.

Po oznaceni redlnej ¢asti funkcie ako f; a imaginarnej Casti funkcie ako fo dostédvame

f(2) = f(z +iy) = fi(z,y) +ife(x,y).

Funkcia f : C — C je komplexne diferencovatelnd v bode zg = xg + iyp prave vtedy, ked
je diferencovatelné vyssie uvedené zobrazenie f : R? — R? v bode (x¢,%0) a zaroven platia
Cauchyho-Riemannove podmienky:

oh _  0Fh 0K _ _0f
Ox oy’ Oy ox

Zostavit v R funkciu, ktora by bola vSade spojitd a nikde diferencovatelnd je velmi naroc¢né
(i ked také funkcie existuja, napr. Weierstrassova funkcia).

V C toto spliuju uz aj trividlne funkcie, ako napr. z = =z — iy = = + i(—y).
T4 je na celom C spojita. Napriek tomu nie je splnena prva CR podmienka, takze nie je
na C nikde diferencovateln4.

V. (Konstantna holomorfna funkcia)
Nech M C C suvisla, f: M — R. Ak je f na M holomorfné, tak je f na M konstantna.

V. (Newtonova formula pre holomorfné funkcie)
Uvazujme dréhu ¢ : [a,b] — C, ¢ € C([a,b]). Nech f : C — C spojita na ().
Ak existuje spojita primitivna funkcia F' k funkci f na (), tak plati

b b
/ fz)dz = / Flo()¢'(t) dt = / (F o) dt = F(p(bh) - F(g(a) = [ F(e(x)) I
%) a a

Integral cez uzavretu krivku je zjavne nulovy.

V. (O spojitosti)
Nech f:C — C.
Ak je tato funkcia v bode zy komplexne diferencovatelnd, tak je v tomto bode spojité.

V. (Aritmetika komplexnych derivacii)
Nech f,g: C — C také, Ze existuji f’(z20),¢'(20). Potom pre Iubovolné ¢ € C plati:

o (f*cg)(20) = f'(20) £ cg'(20)
e (f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

(f)' (20) = f'(20)9(20) — f(20)g' (20)
g 9%(20)

pre g(z0) # 0.
V. (Komplexna derivicia zloZenej funkcie)

Nech f,g: C — C také, ze existuji ¢'(z0), f'( g(20) )-
Potom existuje derivacia zlozZenej funkcie f o g v bode zp a plati

(fog)(z0) = f'( 9(20) )g'(20)-
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V. (Princip deformécie drahy)

Uvazujme Jordanove dréhy (1, @2, ktoré si navyse po castiach hladké. Nech tieto drahy maja
rovnaku orientaciu a (p1) C int ps.

Potom ak je f spojitd na int o \ int o1 a holomorfnd na int 9 \ int @1, tak plati sﬁm f= %1 f.

V. (Cauchyho integralna veta)
Uvazujme Jordanovu drahu ¢, ktora je navyse po castiach hladka.
Nech f je spojita na int ¢ a holomorfna na int . Potom ﬁp f=0.

V. (Cauchyho integralny vzorec)
Uvazujme Jordanovu drahu ¢, ktora je navyse po castiach hladka.
Nech f je spojita na int ¢ a holomorfna na int p. Potom pre Vz € int ¢ plati

_ indy, 2 f¢
flz) =1 yig_zds.

V. (Reziduova veta)
Uvazujme Jordanovu drahu ¢, ktord je navyse po castiach hladka. Nech dalej plati:

e (G otvorena mnozina.

e M C G mnozina vsetkych izolovanych singularnych bodov funkcie f.

e fjena G~ M holomorfna.

e intp C G, (p) N M =0, tzn. ¢ neprechddza ziadnym bodom mnoziny M.

Potom plati

}5 f(z)dz = Z 27i(rez, f)(indy a).
%)

aeMnNint

V. (,Skoro Laurentova veta*)
Nech f je holomorfna na kruhu B(zg, R) pre isté R > 0.
Uvazujme Jordanovu drahu (@) C B(zp, R), 2o € int ¢. Potom pre Vz € B(zg, R) plati

Foo . ind,, z f(€)
f(z) = nz:‘;an(z — 20)" kde a, = 2; : yi (€ — zo)nt1 dg.

Navyse n-ta derivaciu funkcie f v bode zg mozno vyjadrit ako krivkovy integral
n ind 20 f(é-
F) (20) = 220 (1) yf Mds.

V. (Laurentova veta)
Nech f je holomorfna na medzikruzi P(zg,r, R) pre isté R > r > 0.
Uvazujme Jordanovu drahu (¢) C P(zo,7, R), zp € int . Potom pre Vz € P(zg,r, R) plati

oo . ind,, z f(€)
f(z) = n:z_:oo an(z — 20)" kde a, = 2:;1 - §é (€ — 2)nt] dg.
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Zobrazenia, matice, sustavy

DEF. (Linearne zobrazenie)
Nech V, W st VP nad rovnakym telesom T'. Zobrazenie A : V' — W nazveme linearne prave
vtedy, ked platia nasledujice dve podmienky:

o Aditivita
Pre VZ,y € V plati A(Z + ¢) = A(Z) + A(7).

e Homogenita
Pre Va € T, VZ € V plati A(aZ) = aA(X).

DEF. (Mnozina linedrnych zobrazeni)
Nech V, W st VP nad rovnakym telesom 7. Mnozina linearnych zobrazeni z predchadzajicej
definicie sa znac¢i ako L£(V, W). Pre zobrazenia A, B € L(V, W) mozno zaviest operacie:

o Scitanie zobrazeni
Pre V& € V definujeme (A + B)(¥) := A(Z) + B(%).

« Nasobenie zobrazeni ¢islom z telesa
Pre a € T, VZ € V definujeme (aA)(Z) := aA(Z).

Mnozina L£(V, W) s takto zavedenymi operdciami tvori VP nad 7.

DEF. (Druhy zobrazeni)
Nech A € L(V,W). Pre A zavadzame nasledujice nazvoslovie:

o Monomorfné, ak je prosté. To znamend, ze pre VZ,7 € V plati A(Z) = A(y) = Z=14.
o Epimorfné, ak je ,na W*. To znamen4, ze pre VZ € W plati, ze 3 € V, AT = Z.
e Izomorfné, ak je bijektivne. To znamena, Ze je sicasne monomorfné aj epimorfné.

Pozndmka. Mozno si vsSimnut, ze monomorfné a prosté nie st zamenitelné pojmy. Rozdiel je v
nutnom poziadavku na linearitu zobrazenia. Obdobne pre ostatné pojmy.

DEF. (Izomorfné priestory)
Nech A € L(V,W). Povieme, ze V a W si izomorfné prive vtedy, ked A je izomorfizmus.
Znacime V = W.

Pozndmka. Izomorfizmus mozno definovat nad mnozinami, algebraickymi struktdrami, grafmi,
metrickymi ¢i topologickymi priestormi... V podstate ide o zobrazenie, ktoré zachovava vlastnosti.
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DEF. (Linedrny a reguldrny operétor)
Nech A € L(V,W). Ak V = W, nazveme A linedrny operator a piseme A € L(V).
Ak je navySe A izomorfné, nazveme ho regularny operator.

DEF. (Linearny funkciondl)
Nech A € L(V,W). Ak W = T, nazveme A linedrny funkcional a piseme A € V7.
Priestor V# nazyvame dudlny priestor k V.

DEF. (Hodnost, jadro a defekt zobrazenia)
Nech A € L(V,W). Hodnost A nazyvame dim A(V) a znac¢ime h(A). Jadro A nazyvame
A Y 0w) = {Z €V | A(Z) = Ow} a znacime ker A. Defekt A je dimker A a znaéime d(A).

DEF. (Matica zobrazenia)

Nech V,W st kone¢norozmerné VP nad rovnakym 7. Nech X = (#,...,%,) je baza V,
Y=(#,...,Um) je bdza W. Uvazujme zobrazenie A € L(V,W).

Matica zobrazenia A v bazach X a ) je matica * AY typu m x n definovand pre Vj € 7 ako

[YAY). ;= (AZ))y.
Pozndmka. Maticu mozno definovat réznymi analogickymi spésobmi.
o Priamy rozpis: YAY = [ (A%1)y ... (AZ,)y ]
« Stradnicovy funkcional v bazi V: [YAY);; = yz#(Aa_c’j) pre i € 1, j € n.

DEF. (Matica prechodu)
Nech V je koneénorozmerny VP nad 7. Nech X, ) st bazy V.
Matica prechodu od X k ) je matica ¥V definovana vztahom (%)y = 1Y (Z)x.

DEF. (Sustava m linearnych algebraickych rovnic pre n neznamych)
Uvazujme sustavu

a1121 + a12x2 + - - - + a1y = by,

a2121 + agxe + - - - + a2y = ba,

Am1T1 + Gma®2 + - + GmnTn = b,
kde pre Vi € m, j € fi st a;5, b; komplexné cisla.
Matica ststavy A je tabulka koeficientov u neznamych a vektor pravej strany b je stipec

koeficientov na pravej strane rovnosti. Stlpec komplexnych ¢isel, pre ktoré st vsSetky rovnosti
splnené, nazyvame rieSenie sustavy &. Celkovo mame

all a2 e A1n b1 I

asy aze ... a2, - ba| x9
A= b= , T =

ami Om2 ... Gmn bm Tn,

-

Rozsirenou maticou sistavy rozumieme maticu [A | b]. Sustava je homogénna (bez pravej
strany), ak je stlpec pravej strany nulovy. Této ststava ma vizdy aspoii jedno rieenie, ktorym
je nulovy vektor. Toto rieSenie nazyvame trividlne. Ak m4 stipec pravej strany aspoii jednu
nenulovi zlozku, sistava je nehomogénna (s pravou stranou).
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Sustavy riesime pomocou ekvivalentnych dprav matice, ktora ju predstavuje:
e Zémena dvoch riadkov.
e Nasobenie riadku nenulovym ¢islom.

e Pripocitanie jedného riadku k druhému riadku.

Tieto Gpravy nemenia mnozinu riesenia sustavy. Takto sa snazime dostat maticu sustavy do
horného stupnovitého tvaru pomocou Gaussovej eliminacie.
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V. (Alternativna definicia linedrneho zobrazenia)
Nech V, W st VP nad rovnakym T, zobrazenie A : V — W.
Potom nasledujice tvrdenia st ekvivalentné:

o A je linedrne zobrazenie.
o PreVa e T aVZ,jeV plati A(aZ + 7) = aA(Z) + A(Y).
e PrevVvne N, Vaq,...,a, € T aVZ¥1,...,T, € V plati

n

=1

=1

V. (O linedrnych zobrazeniach)
Nech V, W st VP nad rovnakym 7', A € L(V,W). Potom plati:

e A je monomorfné prave vtedy, ked jeho jadro obsahuje len nulovy vektor, tzn. ker A = {GV}

e Nech dimV =dim W < +occ.
A je izomorfné prave vtedy, ked je monomorfné alebo epimorfné.

o Ak A je izomorfné, tak existuje k nemu inverzné zobrazenie A~ € L(W, V') a toto zobrazenie
je taktiez izomorfné. Navyse h(A) = dimV = dim W.

V. (O zlozeni linearnych zobrazeni)
Nech V,W,U st VP nad rovnakym 7', A € L(V,W),B € L(W,U). Potom plati, ze zlozené
zobrazenie BA € L(V,U) a navyse:

o h(BA) < h(B), pricom rovnost nastava pre A epimorfné.
o h(BA) < h(A), pricom rovnost nastdva pre B monomorfné.

V. (Veta o dimenzii)
Nech V, W st VP nad rovnakym 7', A € £L(V, W), pricom dim V' < +o0.
Potom plati h(A) + d(A) = dim V.

V. (O maticiach zobrazenia)
Nech VW st kone¢norozmerné VP nad rovnakym 7', A € L(V,W), X baza V a ) baza W.
Potom plati:

o PreVi eV je (AZ)y = XAy (Z)x.
o Nech dimV = dim W < +o0. Potom A je izomorfné prave vtedy, ked ¥ AY je regularna.
o h(A)=h(*AY).

V. (O zloZeni matic zobrazenia)
Nech V, W, U st VP nad rovnakym T'.
Nech A € L(V,W),B € LIW,U), X baza V, Y baza W, Z baza U. Potom plati

Y(BA)Z = YBZ ¥4V,
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V. (RieSenie AT = b) )
Nech V,W st VP nad rovnakym T', A € L(V, W), b € A(V). Potom mnozina vsetkych rieseni
stistavy AZ = b mé tvar A71(b) = @ + ker A, kde partikularne rieSenie @ € V splituje Ad = b.

Pozndmka. Samotny predpoklad b € A(V) vynucuje existenciu partikuldrneho riesenia.
Inak by totiz platilo A~1(b) = (.

V. (Frobienova veta)
Nech A € T™", b € T™. Potom pre sustavu linearnych algebraickych rovnic Az = b platia
nasledujice tvrdenia:

« Oznaéme mnozinu rieSeni homogénnej ststavy s maticou A ako Sy := {# € T" | AZ = 0}.
Potom Sy €C T",dim Sp = n — h(A).

o Ststava AT = b je riesitelnd prave vtedy, ked hodnost matice ststavy je rovnaka ako
hodnost rozsirenej matice sistavy, tzn. h(A) = h(A | b).

e Ak je ststava AT = b rieSitelnd, ozna¢me mnozinu rieseni tejto ststavy ako
S:={ZeT"| A7 = b} Potom S = d + Sy, kde pre partikuldrne rieSenie a plati Ad = b.

Pozndmka. Pripominame rozdiel medzi S C T" (podmnozina) a S CC T™ (podpriestor).
Podpriestor je neprazdna podmnozina uzavretd na operdcie s¢itanie a nasobenie ¢islom.

V. (Ricscnic AT = b)
Nech A e T™™ b e T™.

Homogénna ststava AZ = 0 mé len trividlne rieSenie prave vtedy, ked A je reguldrna.
Obdobne nehomogénna ststava AT = b ma len jedno riesenie prave vtedy, ked A je regularna.
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Hermitovské a kvadratické formy

DEF. (Hermitovska forma)
Nech V je VP nad T. Hermitovska forma je zobrazenie h : V x V — T pre ktoré plati:

e Hermitovskost
Pre VZ,y € V plati h(Z,9) = h(¥, Z).

e Linearita v prvom argumente E]
Pre Va € T a VZ,y, 2 € V plati h(aZ + ¥, Z) = ah(Z,y) + h(y, 2).

DEF. (Diagonala hermitovskej formy)
V nadvéznosti na predchadzajticu definiciu je diagonala hermitovskej formy zobrazenie
Q@ : V — T definované pre VZ € V ako Q(Z) = h(Z, ).

DEF. (Poldrna baza)
Nech V je VP nad T, h hermitovska forma na V. Polarna baza hermitovskej formy h je béza
A= (d1,...,dy), ktora spliiuje, ze pre Vi, j € n,i # j plati h(d;, d;) = 0.

DEF. (Nulpriestor)
Nech V je VP nad T, h hermitovska forma na V. Nulpriestor hermitovskej formy h je mnozina

Ny :={Z eV |h(@y)=0preVye V}.

Dimenziu tohto priestoru nazveme nulita.
Hermitovska forma je regularna, ak sa nulita rovna 0. V opac¢nom pripade je singularna.

DEF. (Kvadraticka forma)
Nech V' je VP nad T. Kvadraticka forma je zobrazenie () : V — T, pre ktoré plati, ze existuje
hermitovska forma h, ktorej je ) diagonalou.

DEF. (Polara kvadratickej formy)

V nadvéznosti na predchadzajicu definiciu je polara kvadratickej formy spomenuta
hermitovska forma, ktorej je @ diagonalou.

Ak hovorime o polarnej baze, nulpriestore a nulite kvadratickej formy, myslime tym poldrnu
béazu, nulpriestor a nulitu jej polary.

DEF. (Signatura kvadratickej formy)
Nech V' je VP nad T, @ kvadraticka forma na V. Nech A = (dy,...,d,) je polarna baza.
Oznac¢me p, g, pocet kladnych ¢isel, zdpornych ¢fsel a ndl v podstupnosti (Q(d1), ..., Q(dy)).

Cislo p je kladny index zotrvaénosti, ¢islo ¢ je zAporny index zotrvaénosti.
Hodnost @ definujeme ako h(Q) := p + ¢. Signatura @ je trojica sg(Q) := (p,q, 7).

'V druhom argumente je hermitovské forma antilinedrna. To znamend, Ze « sa z hermitovskej formy vytahuje
ako a. Kazdopadne, na MF sa v tretiaku formy zavddzaju aj celé opacne, neexistuje jednoznac¢né konvencia.
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DEF. (Charakter kvadratickej formy)
Nech V je VP nad T, Q kvadratickd forma na V. Potom u ) rozliSujeme nasledujtice charaktery:

o Pozitivne definitna (PD)

(Vi € V,& # 0)(Q(@) > 0).

Pozitivne semidefinitnd (PSD)

(V& € V)(Q(@) = 0) A (35 € V. i # 0)(Q(F0) = 0).

Negativne definitna (ND)

(VZ € V, & # 0)(Q(&) < 0).

Negativne semidefinitna (NSD)

(V& € V)(Q(&) < 0) A (35 € Vi # 0)(Q(F0) = 0).

Indefinitnd (INDEF)
(3f1,f2 € V)(Q(fl) >0A Q(fQ) < 0).

DEF. (Matica kvadratickej formy)
Nech V je VP nad T, Q kvadratickd forma na V', h jej polara. Nech X = (¥,...,%,) baza V.
Matica kvadratickej formy @ v baze X je definovand pre Vi, j € fi ako [YQ]; ;j := h(F;, %;).

DEF. (Skaldrny stucin)
Nech V' je VP nad T. Skalarny sucin je zobrazenie (- | -) : V x V. — T, ktoré spliuje, ze je
hermitovskou formou s PD diagondlou. To znamena, ze stcasne plati:

e Hermitovskost
Pre VZ, g € V plati (Z | §) = (¥ | ©).

e Linearita v prvom argumente
Pre Va € T\VZ,y,Z € V plati (aZ+ 7| 2) = a(Z | §) + (¥ | 2).

o Pozitivna definitnost
Pre VZ € V plati (Z | £) > 0 a zaroven (¥ | Z) =0 <= ¥ =0.

DEF. (Norma)
Norma je zobrazenie || - || : V — T definované pre V# € V predpisom ||Z| := /(Z | Z).

Pozndmka. Na priestoroch R, R%, R3 m4 norma vyznam velkosti vektora.
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DEF. (Hilbertov priestor)
Kazdy VP nad telesom T so zadefinovanym skalarnym sic¢inom nazveme Hilbertov.
Znacime ho H.

Pozndmka. Pozname dva najtypickejsie priklady Hilbertovych priestorov.
Euklidovsky priestor R” nad telesom R, kde pre VZ,y € R™ plati

n n
(E|9) = apyr A7) = \Jﬂ
k=1 k=1

Unitarny priestor C" nad telesom C, kde pre VZ,y € C™ plati

n

n
(@1 g) =Y awge AT = | D lewl
k=1

k=1

DEF. (Ortogonalita a ortonormalita)

Uvazujme Hilbertov priestor H. Nech &1, ..., %, € H.

Tieto vektory nazveme ortogondalne, ked pre Vi,j € 7,i # j plati (Z; | #;) = 0. Specidlne ak
pre dva vektory plati (Z | §) = 0, zna¢ime tuto skutocnost ako Z L .

Tieto vektory nazveme ortonormalne, ked pre Vi, j € 1 plati (Z; | Z;) = d;;.

— —

Tl Tn

—,...,—— su ON.
124l 1Znl

Poznamka. Ak Z1,...,T, si nenulové OG, tak

DEF. (Ortogonalny doplnok)
Uvazujme Hilbertov priestor H. Nech M C H, M # 0.
Ortogonalny doplnok M do H je mnozina

Mt :={ZeH|(Z|7) =0preVyec M}.

V. (Zéakon zotrvacnosti kvadratickych foriem)
Nech V' je VP nad T, @ kvadraticka forma na V. Nech A = (dy,...,d,) je polarna baza.
Potom sg(Q) = (p, q,r) nezévisi na volbe polarnej bézy.

V. (Charakter a signatura)
Nech V je VP nad T, @ kvadraticka forma na V. Nech sg(Q) = (p, q,7) jej signatura.
Potom pre dim V' = n plati:

e Qje PD <= p=mn,q=0,r=0.

Qje PSD <— q=0,r #0.

QjeND <— p=0,9g=n,r=0.

Qje NSD < p=0,r+#0.

Qje INDEF < p=#0,q#0.
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V. (Vlastnosti kvadratickej formy)
Nech V je VP nad T, @ kvadratickd forma na V', h prislusnd polara.
Potom pre Va € T, VZ,y € V plati:

e Q(7) eR.

. Qad) = [a?Q(2).

« QT +79) = QF) +2Reh(Z,9) + QY).
« QEF+7)+ QT —7) =2(Q) + Q)

V. (Vlastnosti matice kvadratickej formy)
Nech V je VP nad T', @ kvadratickd forma na V', h prislusnd polara.
Nech X = (%4,...,Z,) je baza V. Potom pre VZ, ¢y € V plati:

L TQ= Q).
¢ hED) = @)% Q.
¢ Q@) = @)% YQ @

o Pre vietky bazy Y priestoru V plati YQ = ( yIX)T YQ (YI1Y).

V. (Silvestrovo kritérium)
Nech V je VP nad T, @ kvadratickd forma na V. Nech X = (¥1,...,Z,) baza V. Potom plati:

e Q je PD préve vtedy, ked st vSetky hlavné subdeterminanty *Q kladné.

Pre Vk € n: A > 0.

e Q je ND prave vtedy, ked st vietky parne hlavné subdeterminanty %@ kladné a neparne
hlavné subdeterminanty @ zaporné.

Pre parne k € n: Ay > 0. A Preneparne k € n: A <0.

V. (Spektralne kritérium)
Nech V' je VP nad T, @ kvadratickd forma na V. Nech X = (Z1,...,Z,) baza V. Potom plati:

e Q je PD prave vtedy, ked ¥*@Q mé len kladné vlastné &isla.

e Q je PSD préve vtedy, ked *Q ma vlastné ¢islo 0 a nemé ziporné vlastné &isla.
e Q je ND prave vtedy, ked *Q mé len zaporné vlastné &isla.

e Q je NSD prave vtedy, ked ¥Q ma vlastné éislo 0 a nemé kladné vlastné &isla.

e Q je INDEF préave vtedy, ked *@Q ma aspon jedno kladné a aspoi jedno zaporné vlastné
¢islo.
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V. (Cauchy-Schwarzova nerovnost)
Uvazujme Hilbertov priestor H, Z,§ € H. Potom plati [(Z | 7)| < ||Z]|||7]|-
Rovnost nastava prave vtedy, ak sa vektory &,y LZ.

V. (Trojuholnikova nerovnost)
Uvazujme Hilbertov priestor H, &,y € H. Potom plati |Z + ¢|| < ||Z|| + ||7]-
Rovnost nastéva, ak existuje o € R, a > 0 taka, ze £ = oy alebo § = aZ.

Pozndmka. Myslim, Zze nemozno obecne povedat, ze rovnost nastava ak sa vektory &,y LZ. Totiz
mame navyse poziadavku na «, ze nemoze byt hocijaké, ale redlne kladné.

V. (Besselova nerovnost)
Uvazujme Hilbertov priestor H, ON vektory Z1,...,Z, € H. Potom pre lubovolné ¥ € ‘H plati

n

Y@@ < [1Z)*

i=1

V. (Pytagorova veta)
Uvazujme Hilbertov priestor H, OG vektory ¥, % € H. Potom plati |7+ ¢||? = ||7]|* + ||7]|>.

V. (Gram-Schmidtova veta)
Uvazujme Hilbertov priestor H, LNZ vektory #1,...,%Z, € H.
Potom existuji OG (ON) vektory #i,...,4n € H také, ze pre Vk € i plati

— —

[fl,...,fk])\ == [yl,...,yk])\.
Pozndmka. Lubovolné LNZ vektory mozno ortogonalizovat (nasledne ortonormalizovat).

To znamend, ze mdzeme vzdy vyrobit OG resp. ON bdzu daného priestoru. Polozime ) = Z1.
Dalej vyuzijeme klti¢ovy vztah z Gram-Schmidtovho ortogonaliza¢ného procesu v tvare

. , L1 | i) -
Yk+1 = Tk+1 — Z %ﬁyi-
= gl
V. (Rieszova veta)
Uvazujme Hilbertov priestor H.
Ak ¢ € H#, potom existuje prave jeden vektor § € H taky, ze pre VZ € H plati (%) = (T | ).

V. (O orgonalnom doplnku)
UvaZzujme Hilbertov priestor H. Nech M C H, M # (.
Potom M+ ccHa M C (M*+)*.

V. (O orgonalnom rozklade)
Uvazujme Hilbertov priestor H. Nech M CC H,dim M < 4o0.
Potom H =M@ M+ a M = (M+)*+.
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Linearne operatory a ich vlastné cisla

DEF. (Stvorcovd matica)
Nech A € C™". Potom maticu nazveme $tvorcova.
Ak h(A) = n, matica je reguldrna. V opa¢nom pripade je singularna.

DEF. (Nézvoslovie matica)
Nech A € C™™. Maticu A nazveme:

e Diagonalna prave vtedy, ked vsetky jej prvky okrem diagondlnych st nulové. Pritom na
diagonale je aspon jeden nenulovy, tzn. Q nepovazujeme za diagondlnu.

¢ Horna trojuholnikova prave vtedy, ak ma pod diagonalou nuly.
e Dolna trojuholnikova prave vtedy, ak mé nad diagonalou nuly.
« Normélna prive vtedy, ked AAY = AHA.

« Unitarna prave vtedy, ked AAY = 1.
Ak A € R™" spliiuje AAT = I, hovorime, Ze je ortogonalna.

o Hermitovska prave vtedy, ked A = A,
Ak A € R™" spliluje A = AT, hovorime, Ze je symetricka.

Pozndamka. Je zjavné, ze kazda unitdrna aj kazda hermitovska matica je normélna.

DEF. (Diagonalizovatelnd matica)
Nech A, B € C*". A je podobna B prave vtedy, ked existuje reguldrna X taka, ze A = XBX~L.
A je diagonalizovatelna prave tedy, ked je podobné diagonalnej matici.

Poznamka. Kazda matica A € C™"™ je podobna matici v Jordanovom kanonickom tvare J.
Tato matica ma blokovy diagonélny tvar, bloky st vyrobené postupne pre vsetky A € o(A).
Pocet blokov pre dané A odpovedd v4(\) a stcet radov blokov pre dané A odpovedd zase vq(\).

DEF. (Diagonalizovatelny operator)
Nech V' je VP nad T, A € L(V). A je diagonalizovatelny prave vtedy, ked existuje baza X
priestoru V také, ze ¥ A je diagondlna (nie len diagonalizovatelna!) matica.

DEF. (Znamienko permutécie)

Nech 7 permutacia na n. Mnozinu vSetkych takychto permutacii oznac¢ime S,,.

Nech I pocet usporiadanych dvojic (7, j) v rdmci permutacie 7, ktoré spliuji i < j A7 (i) > w(j).
Potom znamienko permutécie definujeme ako sgnn := (—1)~.

DEF. (Determinant matice)
Nech A € C™™, S,, mnozina vSetkych permutacii na n. Determinant matice A definujeme ako

det A:= > sgnmAi1)A2r(2) Apr(n)-
ﬂ'ESn

Pozndmka. Suma ma n! séitancov nazyvanych ¢leny determinantu. Kazdy ma n ¢initelov v
podobe prvkov matice. Konkrétne, z kazdého riadku a stlpca je vybrany prave jeden prvok.
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DEF. (Algebraicky doplnok)
Nech A € C™",n > 1. Nech A(»J) vznikne z A vyskrtnutim i-teho riadku a j-teho stipca.
Algebraicky doplnok prvku A;; je pre Vi, j € i definovany ako ¢islo D;; = (—1)"7 det A6,

Pozndmka. Plati rozvoj podla i-teho riadku resp. j-teho stipca v tvare

det A = ZA”D” resp. det A = ZAUDU
7=1 =1

DEF. (Adjungovana matica)
Nech A € C*",n > 1. Adjungovani matica je pre Vi, j € 7 definovand ako [AY lij == Dji.

DEF. (Charakteristicky polyném)
Nech A € C™". Zobrazenie py : C — C definované V¢ € C ako pa(t) := det(A — tI) nazyvame
charakteristicky polyném matice A.

DEF. (Vlastné ¢islo a vlastny vektor matice)

Nech A € C™". Cislo X € C nazveme vlastné &islo matice A prave vtedy, ak existuje nenulovy
vektor & € C", pre ktory plati AT = A\Z.

Tento vektor & nazveme vlastny vektor matice A, ktory nalezi vlastnému ¢islu A.

DEF. (Spektrum matice)
Nech A € C™™. Spektrum matice A je mnozina jej vlastnych ¢isel. Znacime o(A).

DEF. (Vlastny podpriestor)
Nech A € C™™ X € 0(A). Vlastny podpriestor ) je definovany ako mnozina

Py :={Z € C" | AZ = \7}.
Ide o mnozinu vlastnych vektorov A prislusnych A s pridanim nulového vektoru.

DEF. (Algebraickd nasobnost vlastného ¢isla matice)
Nech A € C™" X\ € o(A). Algebraicka nasobnost v,(\) je definovand ako ndsobnost A v zmysle
korena charakteristického polynému pjy.

Poznamka. Stcet algebraickych nasobnosti odpovedd nasobnosti korenov v rozklade polynému
na korenové cinitele. Je rovny stupnu polynému, ¢ize plati > A€o (A) Ve(A) = n.

DEF. (Geometrickd nasobnost vlastného ¢isla matice)
Nech A € C"", X € 0(A). Geometricky nésobnost v4()) je definovana ako v4(A) := dim Pj.

Pozndamka. Geometrickd nasobnost odpoveda poctu LNZ vlastnych vektorov prislusnych A.

Nech V' je kone¢nodimenzionalny VP nad T, A € L(V). Nech X je baza V.
Obdobne mozno definovat uvedené pojmy pre operatory. Pritom u determinantu a
charakteristického polynému pracujeme s maticou * A.

Lemma (Diagonalizovatelnost matic)
Nech A € C™" diagonalizovatelna. Potom existuje diagondlna D € C™" a regularna X € C™"
také, ze A = XDX !, resp. AX = XD.

Matica A je diagonalizovatelna prave vtedy, ked pre VA € o(A) plati v4(A) = v4(X). Zjavne ak

oznaéime i-ty stipec matice X ako @; a i-te ¢slo na diagonédle D ako \; tak plati AZ; = \; ;.
Stlpce X st vlastné vektory a ¢isla na diagonale D prislusné vlastné ¢isla matice A.
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V. (Vlastnosti determinantu)
Nech A € C™™. Potom plati:

o Pripoc¢itanie Tubovolného jedného riadku k druhému riadku nemeni determinant matice.
Analogicky pre stlpce.

e Transpozicia nemeni determinant matice.
e A singularna <= det A = 0. A reguldrna <= det A #£ 0.

/ _ 1 . _ 1
e A regulirna = Al = mA“dJ Adet A~1 = =

e Nech B vznikne z A prenasobenim ¢islom « € C, tzn. B = aA. Potom det B = o™ det A.
e Nech B vznikne z A prehodenim dvoch riadkov, alebo dvoch stipcov. Potom det B = — det A.
o Nech B € C™" Iubovolné. Potom det(AB) = det A det B.

V. (Hodnost a subdeterminant)
Nech A € C™". Potom h(A) = k prave vtedy, ked existuje nenulovy subdeterminant matice A
radu k a zaroven kazdy subdeterminant vyssieho radu je nulovy.

V. (Cramerovo pravidlo)

Nech A € C™™, be C"™, pricom > 1.

Ozna¢me B/ maticu, ktord vznika z A nahradenim j-teho stipca vektorom b.

Ak A je reguldrna matica, mé sustava AZ = b préve jedno riesenie, ktoré mozno pre Vj € i
napocitat pomocou Cramerovho pravidla ako

v det BY
T det A

V. (Vlastné ¢isla a charakteristicky polyném matice)
Nech A € C™". Potom X € o(A) préave vtedy, ked A je korenom py.

V. (O vlastnych ¢islach matice)
Nech A € C™". Pre VA € o(A) plati v4(A\) > v4(N).
Matica A je diagonalizovatelnd prave vtedy, ked pre VA € o(A) plati v4(X) = vy(N).

V. (O vlastnych vektoroch matice 1)
Nech A € C™".

Matica A je diagonalizovatelna prave vtedy, ked existuje v priestore C" baza z vlastnych vektorov.

V. (O vlastnych vektoroch matice 2)
Nech A € C™™, Ay ..., A\ navzdjom rozne vlastné ¢isla matice A, T1,..., &, im prislusné vlastné
vektory. Potom #1,...,Z, su LNZ.

Na zaver dve vety, ktoré sa pre operdtory netrividlne lisia:

V. (Vlastné ¢isla a charakteristicky polyném operatora)
Nech V,, je VP nad T', A € L(V). Potom A € o(A) prave vtedy, ked A je korenom p4q a A € T

V. (O vlastnych ¢islach operatora)
Nech V;, je VP nad T', A € L(V). Pre VA € o(A) plati v4(X) > v4(N).
Operator A je diagonalizovatelny préve vtedy, ked pre VA € o(A) je va(\) = v4(\) a p;*(0) C T.

o1
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Zvýraznění
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V. (Charakterizcia normélnych matic)
Nech A € C™™. Potom A je normalna prave vtedy, ked plati:

e Existuje ON béaza unitarneho priestoru C" zostavena z vlastnych vektorov A.
« Schurova veta: Existuje diagonadlna matica D a unitdrna matica X tak, ze A = XDX L.

o Pre V& € C" plati [|AZ| = ||ATZ].

Poznamka. 7 vety O vlastnych vektoroch matice 1 sme vedeli o existencii bazy C" z vlastnych
vektorov, teraz méame dokonca ON béazu.

V. (O normaélnych maticiach)
Nech A € C™™ normaélna. Potom plati:

e A je diagonalizovatelna.

e A€ o(A) a & vlastny vektor A <=, ked X € o(A) a & vlastny vektor .
Vlastné vektory prislusné roznym vlastnym cislam st na seba kolmé.

Pozndmka. 7 vety O vlastnych vektoroch matice 2 sme vedeli o LNZ vlastnych vektorov, teraz
méame dokonca ich kolmost.

V. (Charakterizacia unitdrnych matic)
Nech A € C™"™. Potom A unitarna prave vtedy, ked plati:

o ATl =AH,
« Pre VZ,§ € C" plati (AZ | Aj) = (Z | 7).
« Pre Vi € C" plati |AZ|| = || 7.

V. (O unitdrnych maticiach)
Nech A € C™™ unitarna. Potom plati:

o Pre VA € o(A) plati || = 1.
. \det A| = 1.

V. (O hermitovskych maticiach)
Nech A € C™™ hermitovska. Potom plati:

o Pre VA € o(A) plati A € R.
o detA e R.

Pozndmka. Tieto matice maji tzky stuvis s hermitovskymi a kvadratickymi formami.
Pracuje sa s nimi v zmysle Q) = A.
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Otazky MIP

Zavedenie pravdepodobnosti

DEF. (Historickd DEF. podla Misesa)
Opakujeme experiment. Bud A pozorovany jav.
Pravdepodobnost javu A je

« Cislo ny4 je pocet experimentov, pri ktorych nastal jav A.
« Cislo n je celkovy pocet experimentov.

Pozndmka. Je nesikovné, Ze pravdepodobnost zavisi na vysledku experimentu. Po sérii
experimentov v pondelok dostaneme int pravdepodobnost, nez u série experimentov v utorok.

DEF. (Historickd DEF. podla Laplaceho)
Uvazujeme experiment. Bud A pozorovany jav.
Pravdepodobnost javu A je

« Cislo ny4 je pocet sposobov, pri ktorych experiment dopadol tak, Ze nastal jav A.
« Cislo n je celkovy pocet spoésobov, ako mohol experiment dopadnit.

Pozndamka. Oproti Misesovi sme uz odprostili vysledok od zavislosti na experimente.

Této definicia ma vSak stdle mnoho obmedzeni. Cislo n musi byt prirodzené, ¢o indikuje, Ze
moznych vysledkov moze byt len koneéne mnoho a navyse vsetky musime poznat. Dalej by
jednotlivé spésoby mali byt rovnako mozné a navzajom sa vylucovat.

DEF. (Geometricka definicia pravdepodobnosti)

Bud Q* meratelny fazovy priestor vybaveny mierou u, A* C Q*.

Uvazujme mnozinu vSetkych moznych vysledkov experimentu €2, pozorovany jav A C 2. Nech
navyse existuje bijektivne zobrazenie Z : (Q, A) — (2%, A*). Pravdepodobnost javu A je

p(4) = pA)
p(82°)

Pozndamka. Tato definicia uz je velmi blizko sicasnej, axiomatickej.

Stale mé vsak v sebe skryté obmedzenia v podobe poziadavky na zobrazenie Z.
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DEF. (Zakladné pojmy pre javy)
Zavedieme niekolko zakladnych pojmov, s ktorymi budeme v teérii pravdepodobnosti pracovat.

e Elementarny jav w je jav, ktorého vnutorna struktiru uz dalej nerozlisujeme.
e Zakladna mnozina () je mnozina vsetkych elementarnych javov.

e Jav A je lubovolnou podmnozinou mnoziny vsetkych elementarnych javov, tzn. A C Q.
Hovorime, ze jav A nastal prave vtedy, ak nastal elementarny jav w € Q, w € A.

o Nemozny jav chdpeme ako A = ().
o Isty jav chdpeme ako A = (.

Pozndmka. Ako priklad berieme hadzanie kockou.

Uvazujeme Q = {1,2,3,4,5,6}. Definujeme javy Al = {5} (,,Padla 5.“), A2 ={2,4,6} (,,Padlo
parne ¢islo.“), A3 =1{2,3,4,5,6} (,Padlo ¢islo vicsie 1.¢).

Po hode kockou nastane niektory z elementarnych javov, povedzme w = {4}. To znamena, ze
nastal A2 lebo 4 je parne ¢islo. Nastal aj A3, lebo 4 je vacsie nez 1.

DEF. (Operacie s javmi)
Nech A, B C € st Tubovolné javy.

o Komplementarny (opacény) jav A¢
Jav A¢ nastane prave vtedy, ked jav A nenastane.

WwEA® <= w¢A

o Inklazia A C B
Ak nastane jav A, tak nastane aj jav B.

we€A = weB

e Totozny jav
Jav A nastane prave vtedy ked jav B.

w€A << weB

¢ Rozdiel javov A\ B
Jav A nastal a sticasne jav B nenastal.

weEANB < (weAAw¢ B)

o Prienik (stéin) javov AN B
Nastal jav A a zaroven jav B.

weEANB <— (we AANw€E B)
Javy, nazyvame nezlaéitelné prave vtedy, ked plati AN B = ().

o Zjednotenie (stcet) javov AU B
Nastane jav A alebo jav B.

weEAUB < (we AVwe€ B)

Ak st javy A a B nezlucitelné, tzn. AN B = (), nazveme ich zjednotenie direktnym
sié¢tom javov A a B a znac¢ime A + B.
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DEF. (o-algebra)
Nech  zakladna mnozina, P(€2) jej poten¢na mnozina, A C P(2).
Nech tento podsystém navyse spliuje nasledujice axiomy:

I Qe A,

II. (VAe A)(A° € A),
II. (VjeN)(4; e A) = U TA; e A
Potom A nazyvame o-algebrou na mnozine ).

DEF. (Minimdalna o-algebra)

Nech  zékladnd mnozina, P(€2) jej potenénd mnozina, 7 C P(2) neprazdna.

Najmensi nadsystém v ramci 2 obsahujtci 7, ktory este je o-algebrou, nazyvame minimalna
o-algebra nad 7, pricom dané 7 nazyvame generator. Znacime o(7).

Pozndmka. Pomocou indexovej mnoziny I mozno pisat

NVael, 7 C Ay) ﬂA

acl

DEF. (Borelovska o-algebra)
Nech © = R" zakladnd mnozina, P(R") jej potenénd mnozina, 7 C P(R"™) m4 tvar
n
T ={X{(aibi) | ai,b; € R,a; < b;}.
i=1
Potom minimalnu o-algebru nad systémom 7 nazveme borelovskou o-algebrou v R".
Znacime o(71) := By,

DEF. (Ndhodn4 veli¢ina)

Majme priestor (€2,.4). Vektorova funkcia X : (2, 4) — (R", B,,) sa nazyva meratelnd funkcia
prave vtedy, ked pre VB € B, plati X 1(B) € A.

Kazda ciselnd mnozina z borelovskej o-algebry ma teda reprezenticiu v abstraktnom priestore.
Meratelnej funkcii sa v MIP hovori ndhodna veli¢ina. Ak je A borelovska o-algebra, X je
borelovska nahodna veli¢ina.

DEF. (Axiomatickd definicia pravdepodobnosti)

Nech 2 neprazdna zakladna mnozina, P(2) jej poten¢na mnozina, A C P(2) o-algebra .
Lubovolnd funkciu P : A — R nazveme pravdepodobnostni miera prave vtedy, ked spliuje
Kolmogorovove axiéomy:

I. Normovanost na 1: P(Q2) = 1.
II. Nezapornost: (VA € A)(P(A) > 0).
III. o-aditivita: (Vj € N)(A4; € A navzdjom nezlticitelné ) ( (ZJFOO A; ) ZJFOO P(A ))

Pozndmka. Ak € spocetnd, stacilo by brat A = P(Q).
Ak  nespocetna, mdzu nastat problémy. Preto predpokladame podsystém v podobe o-algebry
A C P(2), na ktorej vieme pomocou P vzdy bezpecne merat.

DEF. (Pravdepodobnostny priestor)
Nech Q neprézdna zdkladnd mnozina, P(2) jej potenénd mnozina, A C P(Q2) o-algebra a este
P pravdepodobnostnd miera. Trojicu (2, .4, P) nazveme pravdepodobnostny priestor.
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DEF. (Podmienené pravdepodobnost)
Majme (2, A, P). Uvazujme javy A, B € A, P(B) > 0.
Podmienent pravdepodobnost P(A | B) chédpeme ako pravdepodobnost javu A za
predpokladu, ze nastal jav B. Matematicky
P(ANB)
P(B)
Pozndmka. V tomto vztahu teda jav B vystupuje ako fixny parameter a jav A ako premenna.
DEF. (Uplny rozklad mnoziny Q)
Majme (2, A, P). Nech H je stbor javov.
Systém H nazveme Gplny rozklad mnoziny 2 a oznacime URS) prave vtedy, ked spliuje:

e (VH e H)(P(H) > 0).

P(A|B):=

e Pre Iubovolné H;, Hy € H plati, ze st navzajom nezlucitelné.

o H pokryva Q v pravdepodobnostnom zmysle, tzn. P (Z;‘jloo H j> = Z?’:loo P(Hj) =1.

DEF. (Vzajomna nezavislost javov)

Majme (€2, A, P). Nech H je stbor javov z A.

Javy z H nazveme vzdjomne (stochasticky) nezavislymi prave vtedy, ked ich zdruZena
pravdepodobnost je rovna sucinu ich margindlnych pravdepodobnosti. Matematicky

(Vk € N) (V(Aj)?zl S ’H) (P (rk) Aj) = ﬁ P(Aj)) .
j=1 j=1

Pozndmka. Dalej sa zavadza napr. nezavislost po dvoch.

DEF. (Nezavislost nahodnych veli¢in)

Majme (€2, A, P). Nech (Xj);r:oi’ je systém nahodnych veli¢in, (Vj € N)(X; : (2, A, P) — (R, B1)).
Povieme, Ze tieto ndhodné veli¢iny st vzajomne (stochasticky) nezavislé prave vtedy, ked
je subor ich vzorov nezavisly v zmysle nezavislosti javov na o-algebre A, tzn.

(v € N) (Y(B;)iL € By) (P (ﬁ Xj:<Bji>> SIE (XﬂBji))) .
i=1 i=1

Podmienku nezavislosti mozno upravif tak, aby v nej miesto nahodnych veli¢in vystupovali
ich rozdelenia. Ozna¢me X := (Xj,,..., X, ) k-rozmerni ndhodnu veli¢inu zostavenu z
jednorozmernych nahodnych velicin.

Upravme teraz obe strany spominaného vyrazu na

k k k k
P (ﬂ Xjf(Bji)> =P (X e X Bg) = (POX‘I) <>< BJ;) =pX <>< B;>,
i=1 i=1

i=1 =1

Vysla rovnost

(vk € N) (V(B;)k € B1) (PX ( X Bji> 1P (Bj») .
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V. (Generétory B,,)
Uvazujme systémy

e 7= {(~o0,b] |bE R},
o 73i={(=o0,b) [bER ],
o 75 i= {b,+00) [ bER },
o 7ii={(b+0) | bER Y,
o 75:={(a,b) |a,beR,a<b},
o 76:={A CR| A je otvorend }.
Potom kazdy z tychto systémov generuje borelovski o-algebru nad R, tzn. o(7;) = By pre Vj € 6.

V. (Vlastnosti pravdepodobnostnej miery P)
Majme pravdepodobnostny priestor (€2, .4, P). Nech pre Vj € N je A; € A atiez B € A.

« Pravdepodobnost nemozZného javu

P0)=0

. Aditivita
P (Z‘Aj) =) P(4j)
j=1 j=1

e Subtraktivita
ACB = P(B~A)=P(B)—-P(A)

e Monotdnia
ACB = P(A) < P(B)

e Obmedzenost
(VAe A)(P(A) <1)

« Komplementarita

A€ A= P(A%) = 1— P(A)
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V. (O zjednoteniach)
Nech (2, A, P), A, B,C € A. Potom plati:

« P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
e« PIAUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).
« Booleova nerovnost, ktora hovori Ze pre V(A; )n % e A plati
n,+00 n,+00 n,+oo
PlU 4 <P X)) =X Py
j=1 j=1 j=1

V. (O prienikoch)
Majme (€2, A, P). Nech (4;)7_; € A, P( f Aj) > 0. Potom plati

(ﬂA) (AQ’Al) (Ag’AlﬁAQ)P(An’AlﬂﬁAn_l)

Poznamka. Predpoklad P (ﬂ?zl Aj) > 0 hovori o tom, ze javy m6zu nastat sticasne. Neuvazujeme
teda javy nezlacitelné, u ktorych by vyslednd pravdepodobnost bola trivialne nulova.

V. (O URQ)
Nech (2, A, P), A € A. Nech stbor javov H tvori URS). Potom plati
n,+oo
= Y P(A|H;)P(Hj).
j=1

V. (Bayesova veta)
Nech(Q2, A4, P), A€ A, P(A) > 0. Nech stibor javov H tvori URS2.
Potom pre vsetky j € N plati Bayesov vzorec

P(A| Hj) - P(Hj)

SUZP(A | Hy) - P(H;)

P(H; | A) =

V. (Nezévislost cez distribuéni funkciu)
Nech (X;)1%% ;=1, pricom pre vybranych n z nich definujeme X = (Xy,...,X,) ~ Fx.
Potom tieto veli¢iny s nezavislé prave vtedy, ked

(Vn € N)(Vx € R") ( ﬁ () ) .

V. (Nezévislost cez hustotu pravdepodobnosti)
Nech (X; )] 1, pricom pre vybranych n z nich definujeme X = (Xi,...,X,) ~ fx s ASR.
Potom tieto veli¢iny s nezavislé prave vtedy, ked

(vn € N)(Vx € R") ( fo :p]).
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Rozdelenie ndhodnej velic¢iny

DEF. (Rozdelenie nahodnej veli¢iny)
Majme (2, A, P) a na iom ndhodnt veli¢inu X : (Q, 4, P) — (R", B,,).
Rozdelenie ndhodnej veli¢iny X znac¢ime PX a definujeme ako PX := Po X1

Pozndmka. PX Zerie borelovskii mnozinu a vracia ¢islo z [0,1]. Zavddzame znacenie
PX(B) = (PoX)(B) = P(X (B)) = P({w € Q| X(w) € B}) "2 P(X € B).
Fakt, Ze ndhodnd veli¢ina X mé rozdelenie pravdepodobnosti PX budeme znacit X ~ PX.

DEF. (Distribuéna funkcia)

Majme (2, A, P), ndhodnt velicinu X : (2, A, P) — (R", B,).

Uvazujme n-rozmerni variantu systému 71, tzn. 71, = {X|_; (=00, z;] | (Vi € 1) (z; € R)}.
Distribuéna funkcia Fx je definovana ako ziuzenie

Fx := PX

|7'1,n .
Fakt, ze ndhodnej veli¢ine X prislicha distribu¢na funkcia F'x budeme znacit X ~ Fx.

Pozndmka. Distribu¢nd funkcia zerie borelovské mnoziny zo systému 7, a vracia ¢islo z [0,1].
Obecne uvazujeme za premenné distribuc¢nej funkcie prave x;, Cize Cislo ohranicujice dant
borelovskd mnozinu (interval) zprava. Pre Va € R™, @ = (z1, ..., z,) zavidzame znacenie

X =

Fx(x) = PX ( (—oo,afi]> 2 P(X < x).

=1

Vyznam distribucnej funkcie sa dobre ukazuje na R. Tam je vidno, ze ak zvicSujeme z,
zvacSujeme aj prislusny interval a pravdepodobnost ,kumuluje, ¢o mozno vyjadrit ako

Fx(z) = PX((=00,2]) = (Po X" ((=00,a]) = P (X™*(~00,2]) =
=PH{we Q| X(w) € (~00,2]}) = P{we Q| X(w) <x}) & P(X <2).

Dant funkciu preto nazyvame obcas aj kumulativna distribuéna funkcia.

DEF. (Marginalna distribu¢né funkcia)
Majme (€2, A, P), ndhodnt veli¢inu X : (Q, A, P) — (R", B,,).
Pre dané jo € 7 médme 1D ndhodnd velicinu X, a jej marginalnu distribu¢ni funkciu

Fy, (zj,) == lim Fx(z).

Tj—r+00
J#jo

Mozno ju dostat limitnymi prechodmi, o ktorych vieme ze existuji vdaka monoténnosti Fx.
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DEF. (Diskrétna ndhodn4 veli¢ina)

Nech X ~ PX. Povieme, 7e X je diskrétna prave vtedy, ked jej obor hodnét je najviac spocetny.

To znamend ked Ran X = {a,};1.

DEF. (Hustota pravdepodobnostl - nespojito)
Nech X ~ PX diskrétna, Ran X = {x}} 777,
Hustota pravdepodobnosti fx je deﬁnované pre Vx € R™ ako

Jx(@) = {0 inak.

Pozndmka. Zaroven na R

n,+o0o

Fx(z)=P(X <z)= Y P(X =) Z P(X = 21) X2y 400) (T)-

$k<x

DEF. (Marginalna hustota pravdepodobnosti - nespojito)
Nech X ~ fx diskrétna. Nech pre isté j € 7 je X' := X \ Xj.
Marginalna hustota pravdepodobnosti fx je definovana pre ¥z’ € R"~! ako

fx/(z fo

DEF. (Podmienend hustota pravdepodobnosti - nespOJlto)
Nech X = (X,Y) ~ f(x,y) diskrétna.

Podmienent hustotu pravdepodobnosti nahodnej veliciny X za podmienky Y =

definujeme pre

(Vz € Ran X)(Vy € Ran Y, fy (y) # 0) (fXY(x ly) = fx|y=y(®) =

pp:=P(X =x) = P(X1 =2k1,...,Xn =Tkn) pre x =xi € Ran X,

faxy (@ ,y)) .

fy(y)

Diskrétne veli¢iny Parametre Funkcia P(X) E[X] | Var[X]
Binomické neN,pe(0,1) P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk np | np(l —p)
Bi(n, p)
Bernoulliho pe (0,1) P(X =k)=pc1—p)* ke {0,1} | »p p(1—p)
Be(p) := Bi(1,p)

Nee=A
Poissonovo ! AeN P(X =k)= x A A
Pois()\) ’

DEF. (o-kone¢na miera)
Nech A je miera na (R", B,,). Nazveme ju o-koneénd prave vtedy, ked

(H(Bj)jgf € Bn) ((w € N)(A\(B;) < +0) U B; = R”)

DEF. (Absolutne spojita miera)
Uvazujme miery v, A na (R", 5,,).
Povieme, ze miera v je absoliitne spojita vzhladom k miere A\ prave vtedy, ked

(VB € B,)(A\(B) =0 = v(B) =0).

Pouziva sa aj vyraz A dominuje nad v. Znac¢ime A > v.

'Limitny vztah medzi binomickym rozdelenim a Poissonovym rozdelenim mozno néjst na
http://mathcenter.oxford.emory.edu/site/math117/connectingPoissonAndBinomial/.
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DEF. (Spojitd nahodnd velic¢ina)
Nech X je ndhodna veli¢ina. Povieme, ze ndhodna veli¢ina je spojita prave vtedy, ked jej obor
hodnét je nespocetny.

DEF. (Hustota pravdepodobnosti - spojito)
Nech X ~ PX spojitd. V R-N vete polozme v := PX  \ Lebesgueova miera a dostaneme

(A> P¥) «= (Jfx :R" - R{, fx borelovsky meratelnd) (¥ B € B,,) (PX (B) = / fx d)\> .
B

Povieme, Ze X mé absoliitne spojité rozdelenie PX vzhladom k Lebesgueovej miere .
Funkcia fx je jednozna¢nd az na mnozinu nulovej miery a nazyvame ju hustota
pravdepodobnosti nahodnej veliciny X.

Poznamka. Zaroven na R
X
FX(:C):P(ng):/ fx(t)dt.
—0oQ

DEF. (Margindlna hustota pravdepodobnosti - spojito)
Nech X ~ fx spojita. Nech pre isté j € n je X' :== X \ Xj.
Marginalna hustota pravdepodobnosti fx je definovani pre Va' € R"~! ako

+o0
fX/(ac') = / fX(m) de‘j.

—0oQ
Mozno ju teda dostat zafixovanim n — 1 premennych a integrovanim cez x;.

DEF. (Podmienend hustota pravdepodobnosti - spojito)

Nech X = (X,Y) ~ f(xy) spojita.

Podmienent hustotu pravdepodobnosti nahodnej veliciny X za podmienky Y = y
definujeme pre

(Vo € Ram X)(Vy € Ran Y, fy (5) # 0) [y () o= 20000
fr(y)
Spojité veli¢iny Parametre Funkcia P(X) E[X] | Var[X]
— 32
Uniformné a,beR,a<b fx(z) = %X/a,b/(x) (a ; b) | (b 1;)
U(a,b), z €R —a
. 1 x 1 1
Exponencilne 0>0 fx(z) = ° exp [—9} 5 o2
Exzp(©),z >0
/ 1 (z — p)?
Normalne peR o>0 | fx(z) = —=exp [— 5 1 o?
N(u,0%),z €R V2mo? 20
0,0 =1 () = ——e 7 0 1
= g = = ———— X [
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V. (Vlastnosti distribucnej funkcie)
Nech X ~ Fx. Potom Fx ma nasledujice vlastnosti:

D1. Fx je neklesajica v kazdej svojej premenne;j.

D2. Fx je spojita sprava v kazdej svojej premenne;j.

D3. a) (Vjen) < lim Fx(z)=Fx.x;(®\ 953')),

Tj—>+00

b) (Vjefz)< lim FX(:B):0>,
Zj—>—00

c¢) lim Fx(x)=1.

T—+00

D4. Fx ma nanajvys spoCetne mnoho bodov nespojitosti (skokov).
Inymi slovami, mnozina bodov spojitosti F'x je husta v R.

V. (Radonova-Nikodymova veta)
Nech A, v st o-kone¢né miery na priestore (R™, BB,,). Potom plati

v< A = (3 f:R" = R, f borelovsky meratelna) (VB € By,) (I/(B) = / fd)\> .
B

Funkcia f je vzhladom k A urcend jednoznac¢ne az na mnozinu miery nula. Tdto funkciu nazyvame
Radon-Nikodymovou derivaciou miery v vzhladom k miere \. Znacime f := %.
Pozndmka. Predpokladat u oboch mier zvlast vlastnost o-konec¢nosti je dolezité. Absolutna
spojitost totiz tito vlastnost neprenasa z jednej miery na druhid mieru.

V. (O vlastnostiach N')
Nech X ~ N(u,0?), distribuénd funkcia Fy a hustota fx.
Uvazujme Specidlny pripad N (0, 1) s distribu¢nou funkciou ®x a hustotu ¢x. Plati

e N je symetrické okolo bodu x = p.

e N ma4 inflexiu v bodoch z = p + 0.

o Ox(x)=1—Px(—x).

o N mé reprodukénti vlastnost. Nech pre Vi € f plati a; # 0 a (X;)"; ~ N (ui, 02) st d.i.d.
Potom plati

Y aiXi~N (Z aiiy Y (ami)2> -
=1 =1

=1

e Nech k£ € N. Potom
P(p—ko <X <pu+ko)=20x(k)—1.

e Nech a # 0, b € R. Potom

Y :=aX +b~ N(ap+b,(ac0)?).
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Transformacia ndhodnych velic¢in

Pomocou normalneho rozdelenia mozno zaviest dalsie rozdelenia. Uvedieme niekolko prikladov.

e Log-normalne rozdelenie
Nech X ~ N (i, 0?). Definujeme Z := LN (i, 02) ~ e*X.
Pouziva sa v teorii spolahlivosti, pri vypocte pravdepodobnosti poistnej udalosti a pri
modelovani ekonomickych veli¢in.

e Chi kvadrat rozdelenie
Nech (X;)™, i.i.d, X; ~ N(0,1). Definujeme Z := x%(n) ~ 31, X2
Pouziva sa pri testovani hypotéz (asymptoticky LRT, Waldov, testy dobrej zhody) a pri
konstrukciach intervalov spolahlivosti.

o Studentovo rozdelenie

Nech X ~ N(0,1),Y ~ x%(n). Definujeme Z := S(n) = \/%

Pouziva sa pri testovani hypotéz (parovy a neparovy t-test pre stredné hodnoty) a pri
konstrukcidch intervalov spolahlivosti. Najviac sme ho videli v EKONS.

¢ Fisherovo rozdelenie

Nech X ~ x2(n),Y ~ x%(m). Definujeme Z := F(n,m) ~ }),(T/TZ
Pouziva sa pri testovani hypotéz (ANOVA, F-test pre homogenitu rozptylov) a pri

konstrukciach intervalov spolahlivosti.

DEF. (Charakteristickd funkcia)
Nech (2,4, P), X = (X1,...,X,) ndhodna veli¢ina.
Charakteristica funkcia px : R" — C je definovana pre Vt € R" ako

ex(t) = E[ explit - X] |.

Pozndmka. Charakteristickd funkcia mé vyznam Fourierovej transformaécie (spojitej) hustoty
pravdepodobnosti. Kedze VPI funguje aj na komplexné velic¢iny, plati

ox(t) =E] explitX] | :/

explit - X|dP VET / explit - ] dPX RN
Q

n

_ / explit - @l fx (@) dz = Ffx(@)](2).

DEF. (Momentova funkcia)
Nech (2, A4, P), X = (X1,...,X,) ndhodn4 veli¢ina.
Momentova funkcia mx : R™ — R je za predpokladu existencie prislusnej strednej hodnoty
definovana pre Vt € R" ako
mx(t) :=E[explt - X]].

Pozndmka. Ak je mx na okoli bodu 0 analyticka, plati ¢ x (t) = mx(it).

Medzi charakteristickou funkciou ¢x, rozdelenim pravdepodobnosti PX a distribu¢nou
funkciou F'x je jednoznacny vztah.
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V. (Nezévislost a charakteristickd funkcia 1)
Nech (X;)7_y, (Vi € 2)(X; ~ PXi). Definujme Y := i X
Potom ak (X;)7_; si vzdjomne nezavislé, tak pre vVt € R plati

= H PX; (t)
j=1

V. (Nezévislost a charakteristickd funkcia 2)
Nech X = (X1,...,X,) ~ PX.
Potom (X;)7_; si vzdjomne nezavislé prave vtedy, ked pre V¢ € R" plati

= H PX; (t])
j=1
Vztahy z uvedenych dvoch viet platia rovnako aj pre momentové funkcie. Potom ale treba
navyse predpokladat existenciu my,mx,mx,,...,mx,, -
THTERA o, 17 o X o aumane, (i ), %\/'Q,'vmé;a‘ rox (M o Rl "
Rk o -X(Mh "
X(“‘\ ol ™ X & Lok it A A v i x4 X[ ®-H =
éﬂxm—EEWJ‘i £ T‘&fﬁ#" % W””‘Y £ dx - d,(f%ﬁx
- % ‘%"MM L0 g & NS !
p(u T (41 Y T (=4
A g B 1-BL1™ bL\
T Pa o (-mot -

Pulth = (1- *m’\ iy

Yo ,&m(xm.aﬁr\m\ 2 Aol Xa ~ gmw\(u(nrb\ W‘E 1: i’:nxh@ea/h
Lmu-vmwu T, (A-idA S » (-2 DA) ZE 5 Ram, M Garma | 552, 21 B

OBR. 5.1: Odvodenie mx a px pre Gamma rozdelenie.

w?mmWN&W‘XN NIoA. Weins g gl M o RfA.

X2
éxm = i 2()-24) N2 A
rmgled = ECAT= lgs 3 '\%: Mzdx' _Adg&x’i obx < \0’\ \f"’?%ﬂ\ e
c———— “1 "\2.-—-—-— = ',L’i
. ﬁgm/‘ 1-‘2)««‘{,] \5 Yy '\A{;}TS\ZXEI Cé_ ({- L,‘ e \Z (B_.;‘—,——
Rolth = (1- 20T

Xi ™~ %‘MW(%.\ Z)IM
(ke X"NWK%\Z\ zgww afe, U(n\m A A n /WWP;R;W“"‘
2 - (%.?J frabes £ = LA Sl 2

OBR. 5.2: Odvodenie mx a ¢x pre X2 rozdelenie.
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V. (O obecnej transformacii)
Nech X = (Xi,...,X,) ~ fx. Nech g : R" — R™ borelovsky meratelna funkcia, pomocou ktorej

definujeme novi ndhodnt veli¢éinu Y =g o X =" g(X). Uvazujeme Y ~ fy.
Ak existuja vsetky potrebné parcidlne derivacie skoro vsade, tak pre fy plati

8771

9y fx(x)dz, kde By = {x e R" | g(x) <y} € B,.
1°° m

fr(y) = 3y

V. (O obecnej transformécii prakticky)

Nech X = (X1,...,X,) ~ fx.

Nech G := Zle B, je mnozina, ktord vznikla ako sicet navzajom disjunktnych a otvorenych
mnozin B; pricom plati fG fx dx = 1. Este nech g : R" — R" borelovsky meratelna funkcia,
ktora je na mnozinach B; po castiach regularna a prosta.

Pomocou nej definujeme novii ndhodni veli¢ginu Y = g o X 2 g(X). Uvazujme Y ~ fy.

Potom pre fy plati

S fx (gfl(y)> |detJg1(y)] Yy € 9(G),
0 inak.

fr(y) =

Vyraz gi_l(y) znadi zzenie g~ |, (y).

V. (Vybrané vysledky vety o obecnej transformécif)
Nech k =1, teda uvazujeme len jednu mnozinu.

friy - 17X (7@ [det s ) e g6,
0 inak.

Nech n = 1, teda uvazujeme len jednu dimenziu transformacnej funkcie.
Vyuzitim vety o derivacii inverznej funkcie v R mame

Zf:l Ix (gi_l(y)) m Yy € 9(G),
0 inak.

fr(y) =

W X Wi @), el Jy ot 422"

FOBRWNE " A =R Jacomdn - (%

> ")3“3 |t 3| = aj"

Iy = ) 5= G g ol ]

OBR. 5.3: Vyuzitie vety na odvodenie Lognormélneho rozdelenia.
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OBR. 5.4: Pre porovnanie este klasicky spoésob odvodenia hustoty rozdelenia X2.
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Charakteristiky ndhodnych velicin

DEF. (Jednoducha funkcia)
Nech (€2, A, 1), i o-koneéna miera. Nech pre Vi € i je a; € R, pricom A; € A st vSetky navzajom
disjunktné. Jednoducha funkcia je zobrazenie ¢ : ) — R definované ako

o) = D ara, ().

Integrél z nej vypocitame ako

/deu = aipu(A;).

i=1
Poznamka. Pre Lebesgueovu mieru dostavame koncept stupnovitych funkcii z MAA4.

DEF. (Integrél z nezdpornej ndhodnej velic¢iny)
Nech (€2, A, 1), p o-kone¢na miera. Nech X :  — R nezdporna.
Definujeme integral nezapornej nadhodnej veliciny

/ X dp :=sup {/ wdu | ¢ je jednoduca funkcia spliujica 0 < ¢ < X.}
Q Q

Pozndmka. Pre Lebesgueovu mieru dostavame koncept triedy A+.

DEF. (Integréil z ndhodnej velic¢iny)

Nech (2, A, 1), p o-konecna miera. Nech X : Q — R Tubovolni. Zavedieme nezaporné funkcie
X7* := max{X,0}, X~ := max{—X,0}. Tie identifikuju javy, ktorym X priraduje kladni a
zaporni hodnotu. Definujeme integral nidhodnej veliciny

/Xdu::/X+du—/X_du.
Q Q Q

Samozrejme napravo predpokladdame existenciu oboch a konec¢nost aspon jedného z integréalov.
Pozndmka. Pre Lebesgueovu mieru dostavame koncept triedy A.

DEF. (Strednd hodnota na R)
Nech (€, A, P), uvazujeme teda mieru pravdepodobnostni. Nech X : Q — R. Potom integral z
predchadzajicej definicie nazveme strednd hodnota (jednorozmernej) X a znacime

E[X] = /QX dap.

Ak E[X] existuje, hovorime, ze X vzhladom k P m4 integral.
Ak E[X] existuje a je konec¢nd, hovorime, ze X vzhladom k P je integrabilné.

Pozndmka. M4 vyznam taziska (vaZeného priemeru) pravdepodobnostnej hmoty.

DEF. (Strednd hodnota na R"™)
Nech (2, A4,P), X : Q@ — R"™.
Stredna hodnota (viacrozmernej) X je znacend E[X]| a definovand po zlozkéch, tzn.

(Vi € 7) (E[XZ-] - /Q Xz-dP).
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DEF. (Priestory integrabilnych ndhodnych veli¢in)
Priestor integrabilnych ndhodnych veli¢in

L1(Q, A, P) := {X nahodna veli¢ina na (92, A, P)| | E[X]| < +o0}.
Obdobne priestor kvadraticky integrabilnych nahodnych veli¢in
L5(Q, A, P) := {X nahodna veli¢ina na (2, A, P)| |E[X?]| < +oo} = {X | X? € £1}.

Poznamka. Analogicky ako v MAA4, mozno vybudovat linedrne vektorové priestory L1, Lo.
Stac¢i uvedené mnoziny rozdelit na triedy ekvivalencie a zostrojit faktorpriestor, na ktorom
zavedieme prislusné operacie.

Pozndmka. Na Ly mézeme pomocou E[X] zaviest aj normu, nielen seminormu (viz nizsie). Totiz
existuje jedna jedind X tak, ze || X|| =0 <= X = 0. Na Ly je to totiz zastupca danej triedy,
pricom na Lo by sme mali problém kvdli nekoneéne mnoho funkciam nulovym skoro iste.

DEF. (Skaldrny stc¢in nahodnych veli¢in)
Nech XY € Lo. Skalarny sti¢in ndhodnych veli¢in definujeme ako ¢islo

(X,Y) = E[XY].

Skalarny sacin prirodzene indukuje seminormu nahodnych veli¢in

1X1 = /(X, X) = \/E[X?).

DEF. (Variancia)
Nech X € Ly. Variancia Var[X]| je definovana ako

Var[X] := E[ (X - E[X])* | = E[X?] - ( B[X] )*.

DEF. (Smerodatna odchylka)
Nech X € L3. Smerodatna odchylka o(X) je definovana ako

o(X) =4/ Var[X].
DEF. (Kovariancia)

Nech X,Y € L. Kovariancia Cov[X, Y] je definovana ako
CovX,Y]:=E[ (X —E[X]) (Y —E[Y]) | = E[XY] — E[X]E[Y].

DEF. (Korelacia)
Nech X,Y € Lo, Var[X] > 0, Var[Y] > 0. Korelacia p(X,Y) je normovana kovariancia,

o Cov[X,Y] ~ Cov[X,Y]
pIXY) = VVar[X]/Var[Y]  o(X)o(Y)’

Vyjadruje mieru linedrnej zévislosti danych ndhodnych veli¢in.
Ak p(X,Y) =0, resp. Cov[X, Y] =0, dané veli¢iny nekoreluju.

DEF. (Kovariantné a korela¢na matica)

Nech X = (Xj, ..., X,,) viacrozmerna ndhodna veli¢ina, pricom pre Vj € 71 je X; € Ls.
Kovarianéni maticu definujeme vztahom C(X) := ( Cov[X;, X;] )I';—;.

Korela¢nt maticu definujeme vztahom R(X) := ( p(Xi, X;) )7
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DEF. (Kvantilova funkcia)
Nech X ~ Fy. Kvantilova funkcia F' je pre Va € (0,1) definovana ako

Fil(a) :=inf{z € R| Fx(z) > a}.

Pozndmka. V znaceni vyuzivame, ze kvantilova funkcia je do istej miery inverzia k Fx. O inverzii
ma ale zmysel hovorit len tam, kde je Fx spojitd a rydzo monoténna.

DEF. (Kvantily)

Kvantily hovorime bodom definiéného oboru F'x, ktoré rozdeluji obor hodnét distribucnej
funkcie na ¢asti s rovnakou pravdepodobnostnou hmotou.

a-kvantily ozna¢ime teda @ — 1 bodov, ktoré rozdeluju obor hodnét Fx na « casti, pricom
kazda ma pravdepodobnostni hmotu é

Pravdepodobnostnd hmota v kvantiloch sa postupne kumuluje, vzdy o prirastok é Mozno ich

urcit zapésobenim kvantilovej funkcie v bodoch Z pre Vj € N,0 < j < a.

Pozndmka. Nech X ~ Fx symetricka okolo bodu a € R, pricom Fx spojita a rydzo monoténna.
Potom plati pre Iubovolné a € (0,1), ze x4 = 2a — x1_4.

DEF. (Momenty)

Nech (2, A, P).

Ak pre k € N existuje E[X*], nazveme ju obecny k-ty moment X a znacime .

Ak pre k € N existuje E [(X — E[X])*], nazveme ju centralny k-ty moment X a znacime vj.

Poznamka. Plati v1(X) = 0,v2(X) = Var[X]. Mozno vyuzit aj vySSie momenty na zadefinovanie
tzv. sSikmosti ¢i Spicatosti, ktoré vyjadruju symetrickost rozdelenia ¢i ostrost priebehu rozdelenia.

V. (Youngova nerovnost v MIP)

Nech X,Y, € Ly. Potom 2|E[XY]| < E[X?] + E[Y2].

V. (Cauchy - Schwarzova nerovnost v MIP)

Nech X, Y, € Ly. Potom | E[XY]| < EX?VEV7], resp. (X, Y) 1, < | XI|zallY 2o

Rovnost nastava prave vtedy, ked s X a Y linedrne zavislé.

V. (O prenose integrécie)

Nech X néhodné veli¢ina na (2, 4, P), X = (X1,...,X,) ~ PX.

Nech g : R™ — R borelovsky meratelna. Za predpokladu existencie aspon jedného z integralov

E[goX]:/ngXdP: g(m)d(Poxl):/ g(x)dPX.

Rn n
Volbou identického g dostavame

E[X]:/na:dPX.

Pozndmka. Veta ndm pomohla prejst z integracie na abstraktnom priestore do R”.

Ak ma X diskrétne rozdelenie a Y. g(xx) konverguje, méame

Elgo X] = g(zx)px resp. E[X] = xppy.
P P

Ak mé X absolitne spojité rozdelenie vzhladom k A a g(X) € £, mame

Elgo X]| = /ng(m)fx(m) dA resp. E[X] :/ xfx(x)dA\

n
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V. (Vypocet E pomocou Fly)
Nech X € L£;. Potom plati:

e X>0 = E[X]=[,"°(1 - Fx(x))da.
e X<0 = E[X]=—["_ Fx(z)da

 Pre IubovoIni ndhodnt velié¢inu existuje rozklad X = X — X ~. Ak majt obe strany zmysel

+o0 0
E[X]=E[XT] - E[X ] :/0 (1—FX(x))dx—/ Fx(z)da.

—00

V. (Vypocty s varianciou)
Nech X € £5. Potom plati:

e Var[X] =E[X?] - ( E[X] ).

e PreVa,B €R je
Var[aX + (] = o Var[X].

e Pre V5 R je
Var[5] = 0.

V. (Vypocty s kovarianciou)
Nech X,Y € L5. Potom plati:

o Cov[X, X]| = Var[X] > 0.
o Cov[X,Y] = CovlY, X].
o Ak st X,Y nezavislé, potom Cov[X,Y] = 0.

V. (Vypocty s korelaciou)
Nech X,Y € L5. Potom plati:

. p(X, Y) S [—1,1]
C (X, ¥)=1 < (38> 0)( A(X —E[X]) =Y —B[Y] ).
C p(X.¥)= 1 e (38 <0)( H(X ~B[X]) =Y —E[Y]).

V. (O kovarian¢nej matici)
Nech X = (X1,...,X,) € Ly. Potom plati:

o diagC(X) = (Var[X1],..., Var[X,]).
o C(X) je pozitivne semidefinitna.
o C(X) je symetricka.
Pozndmka. Obdobne pre korela¢ni maticu. T4 mé na diagonale dokonca jednotky.

V. (Nezavislost a strednd hodnota)
Nech (X]);r:cxf C L1 resp. Lo nezavislé. Potom pre Vn € N

E [H Xj] = H E[X]] resp. Var
j=1 j=1

Pozndmka. Ide o nutni podmienku nezavislosti. Obecne ttto implikdciu nemozno obratit.

J

zn:X]] = Y Var[Xj].
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Konvergencia v MIP

DEF. (Konvergencia podla normy)
Nech 1 < p < +o0, (X,)125 C Ly(Q, A, P).
Konvergencia (Xn);fg k X podla normy je definovani ako

XﬁiﬂX'¢$HmeXM:<EHXn—XPDpaﬂ.

DEF. (Konvergencia skoro iste - silnd)
Nech (X,)125 C (2,4, P).
Konvergencia (X,) > k X skoro iste je definovana ako

x¢i$X¢:>PGweQ\hmyX() @ﬂ:@>:

n—+

Mozno tiez pisat P < lim |X, - X|= O> = 1, alebo analogicky P < lim |X, — X|# 0) =
n—-+00 n—-+0o00

DEF. (Konvergencia podla pravdepodobnosti - slabd)
Nech (X,)29 C (Q, A4, P).
Konvergencia (X,,)2] k X podla pravdepodobnosti je definovand ako

X, 5 X < Ve>0: lim P ({weQ||Xn(w) = X(w)| <e}) =

Mozno tiez pisat Erf P(]X, — X| <€) =1, alebo analogicky EIE P(|X,—-X|>¢)=0.

DEF. (Lipschitzovska funkcia)
Funkcia g : R® — R je lipschitzovska prave vtedy, ked

(AL > 0)(va,y € R®)(lg(z) — g(y)| < Llz — yl).

Pozndmka. Kazda lipschitzovska funkcia je spojitd, dokonca absolitne. Preto sa ¢asto na g v

dalsej definicii kladie priamo tato silnejsia poziadavka, i ked lipschitzovskost staci.

DEF. (Konvergencia v distribucif)

Nech (Xn)+Oo nahodné veli¢iny na priestoroch (,,, A, P,,) a pre Vn € N platf X, : Q, — R,

n=1

X, ~ PXn P2 Uvaqume este X nahodnt veli¢inu na priestore (Q, 4, P), X : O — R®, X ~ PX,

Konvergencia (X,)% k X v distribicii je definovand ako

El

X, X = (Vg : R®* — R, g obmedzend lipschitzovska) ( /

gla)dpXr 22 [

dPX>

Pomocou vety o prenose integricie mozno pravu cast prepisat na

| oaar, 2= [ gx)ap.
n Q
Nésledne pomocou strednej hodnoty

Ep, [9(Xn)] =% Ep [9(X)].

integrujeme podla inej pravdepodobnostnej miery.

7 dévodu tspornosti ¢asto dolné indexy vynechavame a len si paméatame, ze kazdua veli¢inu

J

2Ide o postupnost nahodnjch veli¢in, pricom kazdd z tjchto veliéin je definovand na vlastnom

pravdepodobnostnom priestore a zobrazuje do R®.
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V. (O konvergencii podla normy)
Nech 1 < p < q < +00, (Xa)F% C Ly(Q, A, P). Potom X, —% X = X, -2 X.

Pozndmka. Na priestoroch s obecnou mierou nemusi veta platit vobec.

V. (Désledky konvergencie podla normy)
L
Nech 1 < p < +oo, (X,)1% C L,(Q, A, P). Potom X,, =% X = X, - X.

V. (Kritérium silnej konvergencie)
Nech (X,,)125 C (©, A, P). Kritérium pre silnti konvergenciu m4 tvar

k——+o0

X, 2% X = Ve>0: lim P(ﬂ{WEQ||X"(w)_X(W)‘<€}):17
>k

X, 2 X = Ve>0: lim P cQ| X, (W) - X(w)| > —0.
= e>0: lim (ngk{w [ 1Xn(w) (w)l_s})

Mozno si teda v8imniat podobnost s vyznamom {A4,, a. b. f. 0.} a {4, i. 0.}.

V. (Dosledky silnej konvergencie)
Nech (X,,)1> € (Q, 4, P). Potom X, 2% X = X, -5 X.

V. (Kritérium slabej konvergencie)
Nech (X,,)12 C (©, A, P). Kritérium pre slabti konvergenciu m4 tvar

P . |Xn_X’ ]
Xp— X = 1 E|l——— 1| =0.
" n=rtoo {1+|XH—X|

V. (Désledky slabej konvergencie )
Nech (X)) C (Q, A4, P).
Potom X, —» X = (3(nk);25 C N, ostro rastiica) (Xnk =2 X) .

V. (O konvergencii v distribucii 1)
Nech (X,)125 C (Q, A, P), kde (¥n € N)(X,, ~ PXn).
Nech X ~ PX je z toho istého pravdepodobnostného priestoru. Potom

X, 5 x — x, 4L x

V. (O konvergencii v distribucii 2)

Nech (X,,)125 C (2,4, P), kde (¥n € N)(X,, ~ PXn).

Nech X ~ 6. je z toho istého pravdepodobnostného priestoru. To znamenad, ze existuje isté ¢ € R
také, ze X = ¢ s. i. P. Potom

X, 4L x — x, -5 x
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V. (O konvergencii zobrazeni 1)
Nech (X,)12 € (2,4, P), (Vn e N)(X,,: Q = R%) a X : Q — R
Nech g : R®* — R je borelovsky meratelnd a spojita s.i. vzhladom k PX. Plati

X, 5 X = g(X,) 5 g(X) ataktier X, 25 X = g(X,,) 25 g(X).

V. (O konvergencii zobrazeni 2)
Nech (X,,)125, kde (Vn € N)(X,, : Q, — R®) anech X : Q — R°.

Nech g : R® — R je borelovsky meratelnd a spojita s.i. vzhladom k PX. Plati
d d
X, — X = g(X,) — g9(X).

Lemma (Slutského lemma)
Nech (X,)125, (Yn),29, kde (Vn € N)(X,,, Y, : Q, — R®) anech X : Q — R®, ¢ € R®.
Potom

X, L XxXAY,Le = (X,Y,) -5 (X,c).

V. (Slutského veta)
Nech (X,,)129, (Yn)129, kde (Vn € N)(X,,, Yy : 2, — R) anech X : Q - R, c € R.

n=1» n=1»

Ak navyse X, 4 X a Y, 4, ¢, tak potom plati
. X,+Y, L X+,
. XY, %X,

Xn _ 4. Xp
Y—n—>7prec7é0.

V. (Lévyho veta o spojitosti)
Nech (X,,)t23, kde (Vn € N)(X,, : Q, — R®) a X : Q — R®. Potom

n=1
XnLX — ¥YX, 7 PX-
Konvergenciou charakteristickych funkcif sa mysli bodova konvergencia.

V. (Konvergencia v distribucii a distribu¢né funkcie)
Nech (X,,)123, kde (Vn € N)(X,, : Q, = R) a X : Q — R. Potom

n=1»
X, % X « Fx, — Fx.

Konvergenciou distribu¢nych funkcii sa mysli bodova konvergencia, konkrétne na mnozine bodov
spojitosti F'x.
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ZVC a CLT

DEF. (Zakladné pojmy pre zakony velkych ¢isel)
Nech (X;)724%° C (2, A, P).
Definujeme

e N-ty Ciastoény sucet
e Aritmeticky priemer

Oznacime
- (W €n)(X; € L1) (= BIX], o= 25001 15),
o (Vjen)(X;eLy) (0]2 =: Var[X,], 03 == j:lU')-

DEF. (Asymptotika)
Nech (X,,);29 kde (Vn € N)(X,, : Q, — R). Nech Z ~ N (0,1).
O postupnosti (X,,);> povieme, Ze je asymptoticky normalna prave vtedy, ked
Xn — d
(3(n)FS € R)3(00) 3 € RY) ("0“" N Z) .
n
Znacime X,, ~ AN (i, 02).

Pritom i, nazyvame asymptoticka stredna hodnota a o2

- nazyvame asymptoticky rozptyl.

Pozndmka. CastejSie sa pouziva symbolické znacenie X*;i;“" N (0,1), aj ked formdlne je tento
zapis nezmyselny. Nalavo mame totiz ndhodné veli¢iny, napravo rozdelenie ndhodnej velic¢iny,
¢ize de facto iné matematické objekty.

DEF. (Normalne rozdelenie vo viac rozmeroch)

Nech X : Q — R*, p = E[X], C kovarian¢na matica X.

Povieme, ze X m4 s-rozmerné norméalne rozdelenie N;(u, C) prave vtedy, ked kazd4 linedrna
kombinéacia jej zloziek mé jednorozmerné Gaussovo rozdelenie. Matematicky

(Va € R?) (aTX ~ N, aTCa)).
Pozndamka. Ak vieme, Ze s-rozmerné rozdelenie je norméalne, vieme to povedat aj o kazdej jeho

zlozke. Staci volit a vSade az na jednu zlozku nulovy. Naopak vsak implikacia neplati.

DEF. (Asymptotika vo viac rozmeroch)
Nech (X,,)25 kde (Vn € N)(X,, : Q,, — R?®). Nech dalej Z ~ N,(0,1).
O postupnosti (X,,),7> povieme, e je asymptoticky normalna prave vtedy, ked

X, —
ZnHn i>Z).

On

Bl © B0 < B

Znacime X, ~ AN (pn, 021).

Pozndamka. Miesto I mozeme uvazovat lubovolni C € R*®, ktord je symetricka a PSD.
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Lemma (Cebysevova integralna nerovnost)
Nech X € L(2, A, P). Potom

(Ve > 0) (P(yx _EX][>e) < VagX]) |

V. (Bernoulliho formulacia slabého ZVC)

Nech (X,,)12 € (2, A4, P) st 4. 4. d s rozdelenim Be(p). Potom X, — p 0.

V. (Cebysevova formulacia slabého ZVC)

Nech (X,,)%9 C L2(, A, P) st po dvoch nezévislé so stejné obmedzenymi rozptylmi, tzn.
(3K > 0)(sup,ey 02 < K). Potom X, — Ty, 0.

V. (Standardna formulacia slabého ZVC)

Nech (X,)125 C £2(Q, A, P) st i. i. d. Potom X,, — u 0.

Lemma (Kolmogorova nerovnost)
Nech (X,,)2 C £2(, A, P) st vzdjomne nezévislé.
Ak pre ¥n € N plati E[X,,] = 0 A Var[X,,] = 02, potom

(Ve > 0)(¥n € N) <p (r?gf S| > s) < W) .

22
V. (Borelova formuldcia silného ZVC)
Nech (X,)125 C (2, A, P) st 4. 4. d s rozdelenim Be(p). Potom X,, — p =% 0.

V. (Kolmogorova formuldcia silného ZVC)

2
Nech (X,,)}2] C £2(, A, P) st vzéjomne nezavislé a rada Y°,'% 73 konverguje.
Potom X,, — [in, 24y,

V. (Standardné formulacia silného ZVC)
Nech (X)) C L2(Q, A, P) st 4. i. d. Potom X, — pu = 0.

V. (O asymptoticky normalnej postupnosti)
Nech (X,)123, (Vn € N)(X,, ~ AN (pn, 02)). Potom

. 2 . P

V. (Nabla metdda)
Nech (X )n 1 (Vn = N)(X AN(MTM On ))
Nech existuje g : R®* — R*, g € C*(H ), teda spojito diferencovatelnd na istom okoli p. Potom

(i g =pn lim 02 =0) — g(X0) ~ AN (k). Ty(k) - o2C- T (0 )

n—-+4o0o n—-+400o

Pozndmka. Existuju jednoduchsie pripady tejto vety podla funkcie g.
Ak (Vn € N)(X,, ~ AN;(pn,02C)), g : R® — R, potom

9(X,) ~ AN (g, (Tg(w) - 02C - (V)" ).

Ak (Vn € N)(X,, ~ AN1(pn, 02)), g : R — R, potom

9(X,) ~ AN (gl o3l ().

75



V. (CLT - Linderberg a Lévy)
Nech (X; ) 1 C EQ(Q A, P) i. i. d so strednou hodnotou p a rozptylom o2 > 0.
X plati

PotompreX = 2=

2

Poznamka. CLT méa absoltutne zasadny dosledok.
Nech st veli¢iny X,, akéhokolvek rozdelenia, vidy sa ich aritmeticky priemer X,, limitne blizi
normalnemu rozdeleniu,

X, — X, —
o/ NAN(O 1), resp. o/

Navyse z X, ~ AN (u, & 2%) méme n®(X, — 1) ~ AN(0,n2*~162). Z MIP vieme, Ze mozno rozirit
tvrdenie predchadzajuce vety a dokonca

—>/\/(0 1).

1 — P
(Va < 2> (na(Xn —p) — O) .
Hovorime o rade konzistentnosti o,(n~%) pre p.

V. (CLT - Moivre a Laplace)
Nech (X )+_°‘1° C (Q .A P) i. i. d s Bernoulliho rozdelenim.

Potom pre X,, = X plati

ES ] 1

— 1—
XnNAN<p,p( p))
n
V. (CLT v R?® - Linderberg a Lévy)
Nech (X ) 1 C EQ(Q A, P) i. i. d s rovnakou strednou hodnotou p a kovarianénou maticou C.

Potom pre Xn == X plati

] 1
N 1
anANs(u,nC).

V. (Zakladna veta matematickej statistiky)
Nech X = (Xq,...,X,) je replikicia vlastnosti X, ktord je ur¢end pomocou Fx.
Pre fixné ¢t € R volime § = Fx(t). Potom veli¢ina

1 n
- Z X(X;,+00) (t

3

je nestrannym, konzistentnym a AN (FX(t), LEe@)(1— Fx(t) )) odhadom Fx(t).

n

Lemma (Glivenko - Cantelliho lemma)
Nech X = (Xi,...,X,) je replikacia vlastnosti X, ktord je urcend pomocou Fx.

Potom F(t) —— Fy(t) s.i
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Otazky MAS

Bodové odhady

DEF. (Zakladné pojmy pre Statistiku)
Majme zdkladni mnozinu 2, o-algebru A a na nej definovani pravdepodobnostnt mieru P.
Pravdepodobnostny priestor je trojica (2, A, P).

V MAS Q nazveme populécia a w € € nazveme individium.

Néahodnd veli¢ina X : Q — R predstavuje vlastnost v ramci populdcie. Realizacia ndhodnej
veliciny X (w) predstavuje pozorovanie vlastnosti X. Castejsie uvazujeme postupnost
pozorovani vlastnosti X, tzn. ( X (w;) )7_;.

DEF. (Nédhodny vyber)
Majme (€2, A, P). Nahodny vyber je stbor individui w := (w1,...,w,) € Q™.

DEF. (Replikicia a realizdcia vlastnosti)

Majme (€2, A, P), vlastnost X a ndhodny vyber w € Q.

Replikacia vlastnosti X je ndhodnd veli¢ina X : Q" — R", ktorej zlozky X = (X1,...,X,,)
posobia na ndhodny vyber v zmysle (Vj € 1)(X;(w) := X (wj))-

Realizécia vlastnosti X je konkrétny obraz jej replikicie  := X (w).

DEF. (Priestor realizicii)
Priestor realizacii (nameranych dat) je mnozina y := {& € R" | Jw € Q", X (w) = x}.

DEF. (Pravdepodobnostny priestor v Statistike)
Uvazujme Q" := X?:1 Q, A" =0 (X?Zl .A) , Pt i= QU Py
Potom v statistike budeme dalej vyuzivat znacenie (2, 4, P) := (2", A", P™).

DEF. (Parameter)
Nech k > 1, systém uvazovanych rozdeleni P.
Parameter je zobrazenie 8 : P — R*. Parameter méoze byt:

e Spojeny s rozdelenim X ~ PX.
Je teda istou funkciou 6 = @(PX).

« Priamo parametrom rozdelenia X ~ PX.
Rozdelenie je na parametri priamo zavislé, piseme Py = PX(9).

Parametricky priestor je mnozina vietkych parametrov © C R¥.

DEF. (Parametrickd funkcia)
Parametricka funkcia je Tubovolna redlna funkcia parametru, 7: © — R?®.

Pozndmka. Ide o velmi obecnu definiciu. Najcastejsie uvazujeme s = 1 a identickym zobrazenim
sledujeme vybrani zlozku viacrozmerného parametru (konkrétny jednorozmerny parameter).
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DEF. (Statisticky model)
Statisticky model je systém uvazovanych rozdeleni P := {PX} resp. P := {P;* | 6 € ©}
identifikovatelny podla parametru. To znamena, ze 081 # 6 — Pé’f #+ ng .

Pozndmka. Opacne identifikovatelnost platif nemusi.
Dve rozne rozdelenie mézu mat stale rovnaky parameter 6 (napr. strednti hodnotu).

DEF. (Statistika)
Statistika je Tubovolna borelovsky meratelnd funkcia ndhodnej veliciny X, ktord nezavisi na
parametri prislusného rozdelenia.

DEF. (Bodovy odhad)

Statistiku §(X ) : © — © C R¥ nazjvame bodovy odhad parametru.

Statistiku 7,,(X) : Q — 7(0©) C R® nazjvame bodovy odhad parametrickej funkcie, pricom
index n koreSponduje s poc¢tom zloziek X (po¢tom pozorovani).

DEF. (Nestrannost odhadu)
Uvazujme parametrickd funkciu 7, odhad 7,,(X) € L;.
Tento odhad je nestranny prave vtedy, ked

(¥n € N)(¥0 € ©) (E[TH(X)] - T(a)>.
Obdobne tento odhad je asymptoticky nestranny prave vtedy, ked
(0 € ©) (E[Tn(X)] 5 7(9))
Pozndmka. Pre 7(0) = 6 ndm nestrannost hovori, ze odhad nie je vychyleny, tzn. zatazeny

posunutim v désledku systematickej chyby.

DEF. (Konzistentnost odhadu)
Uvazujme parametrickd funkciu 7, odhad 7,,(X).
Tento odhad je slabo resp. silno konzistentny prave vtedy, ked

(V0 € ©) <Tn(X) —0) 5y 0> resp. (¥ € ) (Tn(X) () 2y 0>.

Pozndmka. Pre 7(60) = 0 nam konzistentnost hovori, Ze ¢im viac budeme merat, tym lepsi odhad
ziskame. Dostatocne velkym n mozno urobit chybu odhadu Iubovolne malt.

DEF. (Vydatnost odhadu)

Uvazujme parametrickd funkciu 7, odhad 7,,(X) € Ly. Tento odhad je vydatny (eficientny)
préve vtedy, ked ma najmensiu moznua stredni kvadratickii odchylku zo vsetkych odhadov.
Inym slovami, ak pre V0 € © a VT,,(X) € L plati, Ze

s=1:E[ (Tu(X) ~(0)) | <E[ (T.(X) -~ 7(6))" |.

s> 1B [ Tu(X) - r(0)* | < B[ |Tu(X) ~7(0)]? ]

Pre nestranné odhady prechadzaju stredné kvadratické odchylky na variancie. V tom pripade
mozno povedat, ze vydatnejsi je odhad s mensim rozptylom.

Pozndmka. Pre 7(0) = 6 nam vydatnost hovori, Ze odhad nie je prili§ ,roztahany“ a dobre
odpoveda skutocnosti.
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DEF. (Asymptoticky normélny odhad)
Uvazujme maticu C € R%®, ktora je PSD a symetrickd. Uvazujme navyse parametrickd funkciu
7, odhad T,,(X). Tento odhad je asymptoticky normdalny prave vtedy, ked

(V0 € ©) (Tn(X) ~ AN, <T<e), iC(G))) .

Pre s = 1 dostavame C(8) = 0%(0), tzv. asymptoticky rozptyl.
C(0).

Pozndmka. 7 asymptotickej normality neplynie, ze E[T},(X)] — 7(8) ani Var[T,,(X)] — %
V. (O t-statistike)
Nech X € L5, X jej replikacia. Potom pre ¢-Statistiku

£o(X) = \/ﬁ()i"_”) U~ N(O, 1),

Cize Studentovo rozdelenie pre dostatoéne velké n spljva s normélnym rozdelenim.

V. (O vyberovom priemere)
Nech X € L1, X jej replikacia. Volime 0 := p = E[X]. Uvazujme vyberovy priemer

Ten je potom nestrannym a konzistentnym odhadom parametru 8 = p.
Ak navyse X € Lo, potom X,, ~ AN (u, %02) odhadom parametru 6 = pu.

V. (O vyberovom rozptyle)
Nech X € L, X jej replikdcia. Volime 6 := 02 = Var(X). Uvazujme vyberovy rozptyl

S|

2
o =

zn:(Xj — X,)*.
j=1

Ten je potom asymptoticky nestrannym a konzistentnym odhadom parametru 6 = o2.

Ak navyse X € Ly, potom 02 ~ AN ( 0%, L(vs — o)) odhadom parametru = o2,

‘n

Pozndmka. Pre modifikdciu vyberového rozptylu

1 .
j=1

n
2 ._
5, =

plati obdobnd veta s tym, ze tento odhad je dokonca nestranny (nielen asymptoticky).

1Stvrty centralny moment vy := E[ X — E[X] ]* nepozndm. Je to dalsia vec, ktorti musim najprv nejako
odhadnuf, ak chcem pouzivat tato vetu.
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V. (O vyberovom momente - Chinchinova veta, prva cast)
Nech r > 1, X € L,, X jej replikdcia. Volime 6; := u, = E[X"]. Uvazujme r-ty vyberovy moment

Ten je potom nestrannym a konzistentnym odhadom parametru 61 = p,.
Ak navyse X € Lo, potom m, ~ AN(-,-) odhadom parametru 6y = p,..

V. (O centrédlnom vyberovom momente - Chinchinova veta, druhd ¢ast)
Nech 7 > 1, X € Ls,, X jej replikicia. Volime 65 := v, = E[(X — E[X])"].

Uvazujme r-ty centralny vyberovy moment

Ten je potom asymptoticky nestrannym a konzistentnym odhadom parametru 6y = v;.
Ak navySe X € Ly, potom n, ~ AN(-,-) odhadom parametru 6y = v..

V. (O odhadoch pri normélnom rozdeleni)
Nech X € L3, X jej replikdcia, pricom zlozky (X;)?_; sd i.i.d s rozdelenim N (p, a?).
Uvazujme Tubovolné n € N.

e Pre X, je Var(X,,) = 02 a plati

Pre o2 je Var(o2) = 20451 4 plati

n2
)
no? 9
— ~ —1).
(1)
e Pre s je Var(s?) = 20" L a plati
—1)s2
(TL 2>Sn NXQ(’I?,—l).
o

Veli¢iny X,, a s2 st stochasticky nezavislé *| a plati

tn(X):ﬁ(Tn_ﬂ)N N(()?l) :t(n—l).

Sn x?(n—1)
n—1

—

Pozndmka. Zjavne Var(s2) > Var((;:%). Cize 02 m4 nevyhodu v len asymptotickej nestrannosti,
ale vyhodu v mensom rozptyle. Obecne nemozno povedat, ktory z odhadov je lepsi.

2Pozor, funkéne si zavislé, pretoze st vyrobené obe z veliéin (X5)5=1-

80



DEF. (Momentové zobrazenie)
Nech & > 1,0 € © C R¥. Nech X = (X1,...,X,) je replikicia vlastnosti X, ktora je uréen

A~

pomocou fx(z,0). Nech X € Ly, Cize pre Vr € k existuji momenty p, = p,.(0).

Definujeme momentové zobrazenie p(0) : R¥ — RF dané ako wu(0) := (u1(8), ..., u(0)).

Na toto zobrazenie kladieme dodato¢né poziadavky, ktoré zabezpedia existenciu p~'.

Pozadujeme preto napr. aby bolo p regularne a prosté.
Pozndmka. Analogicky mozno uvazovat aj centralne momenty, ak X € Lo.

DEF. (Momentovy odhad)
V nadvéznosti na predchidzajicu definiciu uvazujme najvyse vyberové momenty m, = m,(X).
Definujeme momentovy odhad parametru 6 ako

01/(X) := p (mi(X),. .., mp(X)).
Definujeme este momentovy odhad parametrickej funkcie 7(0) ako Ty (X) := T(@(X))

Zhrnutie metédy M - Moments
Vyhody metody:

o Je invariantnd voc¢i transformacidm, T (X) := T(@(X)) =7(00m(X)).

o Konzistentny aj AN

o Dostavame jednoduché rovnice pre 8 s mensim poctom zloziek v tvare p,(0) = m,(X).
Nevyhody metody:

e Odhady obecne nie st vydatné.

o Silné predpoklady (existencia vSetkych momentov, spojitost a diferencovatelnost zobrazeni).
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Necht Xi, ..., Xy jsou i.i.d. z rozdéleni N(0,6?) useknutého v bod 0 zleva. Metodou momentii
nalezn&te odhad parametru 6. Ddle rozhodngte, zda je tento odhad nestranny a konzistentnf a odvod'te
jeho asymptotické rozd¥leni. -
(B s pashol rowmesnad me, Ay ek fl &= 2 gi’;; e \ C e (O,
g PN A, W X A = k,.,) oA = (— el e 5
et {0 Srmplislda | A8 1 M ox % \ OERISE)
o @L\.
s Eogam = & F i desodrin
i o 2 \“Zﬂx‘“‘ ><°\h =D creedie (v ¥ b,
NESTRAMNCES ! N 4
B8 - ELE W) B % on Bt - (§ ER= 6 v
) 743010
LRSI % i 1 ”w
W‘my frron = ""O /u. O= T e VzH\/
\\}J'
f}udnu”)\ N /31\0/3)\& ‘l}%kﬁ-lammw"& ]!ﬂ-k"luu‘\ \)?—l Lo\ - l-‘J\'t :Vil‘:’(/\\ = B[~ B = ©* EF=1
—!b £ V2L b 457 (O\uu\ <t e\ i-elﬁ-\
W”"“’QW\’“C\M Jx | O\ = ™ (?.\
G On MNIOL RS BN,

OBR. 6.1: Ukazka metédy momentov pre norméalne rozdelenie.
Napodéitavame E[X], E[X?]... Potom ich polozime rovné my, ma... KedZe vyberové momenty st nejakou funkciou
nidhodnej veli¢iny, vyjadrime parameter ako funkciu zavislu na X. Tym dostaneme hladany odhad.
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DEF. (Stratova a rizikova funkcia)
Nech & > 1,0 € © C R*¥. Nech X = (X1,...,X,) je replikdcia vlastnosti X, ktora je uréen
pomocou fx(z,0). Nech T,,(X) € L2 je odhad 7(0) € R.

Stratova funkcia L(7,(X),0) vyjadruje odchylku odhadu od skuto¢nej hodnoty parametru.
Existuje viacero stratovych funkcii, ktoré sa odlisuji indexom. My indexovat nebudeme, pretoze
v celom MAS uvazujeme vyhradne kvadraticki stratova funkciu

L(Ta(X),0) := ( Tn(X) —7(6) )*.
Rizikova funkcia R(T),(X),0) je definovana ako

R(T,(X),0) := E[ L(T,(X),0) ]
Pre nestranné odhady ide o rozptyl, R(T,(X),0) = Var [T,,(X)].

DEF. (TUMR a TUMVUE odhad)
V nadvéznosti na predchadzajicu definiciu zavadzame za predpokladu existencie prislusného
minima odhad za stejnomérne minimalneho risku Ty r(X) ako

Tumr(X) := arg mi}r{l) R(T,(X),0).

n

Ak uvazujeme T, (X) nestranny, dany odhad nazyvame nestranny odhad za stejnomérne
minimélnej odchylky Tyavue(X).

Zhrnutie met6dy UMVUE - Uniformly Minimum-Variance Unbiased Estimator
Vyhody metody:

o Ziskany Tyyvure(X) je najlepsi zo vSetkych moznych nestrannych odhadov.
Nevyhody metody:
e Nie je invariantnd voci transformdaciam.

e Nepouzitelné pre model, kde neexistuje ziadny nestranny odhad alebo je nevyhovujtci
pre pouzitie Rao-Blackwellovej vety. Prave pomocou tej (resp. jej vylepsenia v podobe
Lehman-Scheffeho vety) UMVUE prakticky hladdme.

o Tunmvue(X) moze byt stédle horsi ako nejaky iny vychyleny odhad, ak mé tento vychyleny
odhad stejnomérne nizsi rozptyl.
To vieme uz z Gaussovho rozdelenia. Nestranny s2 nie je vzdy lepsi ako vychyleny o2.
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Necht Xu. ..., Xn jsou i.i.d. s rozd&lenim N(u,0?). Pro o? znamé naleznéte UMVUE pro parametr p.

Yoane, e otbad 1 o b el Tm(M= K= 45 S2L, X, zm”a““mwwﬁf";ﬂ
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OBR. 6.2: Odvodenie UMVUE odhadu pre normalne rozdelenie.
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Nestranné odhady

DEF. (Vierohodnostnd funkcia)
Uvazujme systém hustot F := {fx(x,0) | 6 € © C R*}.
Vierohodnostna funkcia L(6) je definovana

VO € ©,Vx € R" : L(0) := fx(x,0).

Na hustotu pravdepodobnosti sa tentokrat pozerame (po dosadeni konkrétnych dat «) vyhradne
ako na funkciu parametru 6.
Logaritmicka vierohodnostna funkcia /(@) je definovana

VO € O,Vx € supp fx : 1(0) :=1n L(0O).
Systém vierohodnostnych rovnic LE, je potom chidpany ako systém k rovnic
Vi(0) = (011(0), 21(0), . ..,0:l(0)) = 0.

LE, sa riesia spravidla numericky, diferencidlnymi metédami. Tie nefunguji vzdy. RozliSujeme
dva hlavné problémy:

¢ Defini¢ny obor zavisi na 0, ¢ize supp fx sa meni pre kazdy parameter.

e Spominané maximum je v bode, kde L(8) resp. [(0) nie je diferencovatelnd, ¢o moze nastat
napr. v krajnom bode supp fx.

Ak dané riesenie mozno najst, ide o nejaky lokalny extrém. Extrém, ktory predstavuje dokonca
globdlne (!) maximum potom vyuzijeme k definicii MLE odhadu.

DEF. (Maximdlny vierohodny odhad)

V nadvéznosti na predchddzajice definicie zavedme H/M?E(X ) := argmaxgeo L(0).

Ak m(X ) existuje, je jednozna¢ny a zavisly na X, nazveme ho maximalny vierohodny
odhad 0. Typp(X) := T(m(X)) nazveme maximalny vierohodny odhad 7(0).

DEF. (Fisherova matica a Fisherova informacia)
Uvazujme systém hustot F := {fx(x,0) | 6 € © C R*}.
Nech existuje L(@) resp. I(0) a jej gradient VI(0). Pre V0 € © uvazujeme

1(@) := Cov| VI(0) ],

tzn. kovarian¢ni matica rozmerov (k x k) pocitani z jednotlivych zloziek VI(8).
Tuato maticu nazveme Fisherova informac¢na matica.

Pre V6 € © C R jednorozmerné dostavame Fisherovu informéciu [(#) = Var [%ﬁ}.
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DEF. (Regularny systém hustot Freg)
Uvazujme systém hustot F := {fx(x,0) | 6 € © C R*}.
Potom F nazveme regularny prave vtedy, ked platia nasledujice 4 podmienky:

e O je otvorend mnozina.

o Nosi¢ supp fx nezavisi na 8 € ©.

o Pre VO € O plati E[VI(08)] = 0.

o Pre V6 € O je Fisherova informa¢na matica I(8) PD a jej prvky su koneéna éisla.
Tento systém budeme znacit Fq .

DEF. (ML-reguldrny systém hustot F 1)

reg
Uvazujme systém hustot F := {fx(x,0) | € © C R*}.
Potom F nazveme ML regularny prave vtedy, ked platia nasledujice 4 podmienky:

« Splnuje predpoklady F.eq.
e Pre VO € O plati zamena integracie a druhej derivacie v tvare

0? ok 9?

fx(x,0)de = ———+— fx(x,0)dx = 1=0.
rr 00;00; 06,00; Jrn 06,0;

o Pre Vz € R” plati, ze fx(x,0) € C® vzhladom k 6. Tym rozumieme spojitt
diferencovatelnost pri postupnom derivovani podla Ilubovolnych troch zloziek 6.

o Mozno zhora odhadovat tretiu derivaciu In fx (x,0) podla Tubovolnych troch zloziek
nejakou integrabilnou funkciou, tzn.

(60 € ©)(3Hy, C ©)(v0 € Hy,) ((1|0°In fx(w,0)|| < M(x) ) kde Eg,[M(X)] < +oo.

fML

Tento systém budeme znacit F,. "
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V. (Rao - Cramerova nerovnost)
Uvazujme systém hust6t Frey = {fx(x,0) | 8 € © C RF}, kde X replikécia vlastnosti X.
Ozna¢me Ix (0) Fisherovu informac¢nti maticu pre prislusni viacrozmernd hustotu.

Nech parametrickd funkcia 7(0) spliuje:
o 7(0) € R,
. (V0 €©)(3V7(0)).

Nech pre odhad parametrickej funkcie T,,(X) spliuje:
e Je nestranny.

e Pre Vi € k mozno E[T},(X)] derivovat podla 6; pod znakom E (moimo zamenit deriviciu a
integral).

Potom existuje Rao-Cramerova spodna hranica pre rozptyl nestranného odhadu parametrickej
funkcie v tvare

Var [ T,(X) | > RCLB.(9) := V7() - 15(6) - (V7(8))".

Rovnost v Rao-Cramerovej nerovnosti nalezi Ty vy g. Nastava pre

Var [ T,(X) ] V()
(Vr(0)"  Ix(6)

resp. ked D singulérna.

|D| = det =0

Poznamka. Uvazujme 6 € R (jednorozmerny parameter).
Nerovnost prejde na
(r'0))*
Ix(6)
Pozndmka. Mame moznost porovnat kvalitu dvoch nestrannych odhadov parametrickej funkcie
podla blizkosti k RCLB,(0), ktora predstavuje rozptyl najvydatnejsiecho nestranného odhadu.

Var [ T,(X) | > RCLB,(6) =

V. (O existencii riesenia LE,)
Uvazujme systém hustot f%gL ={fx(z,0) | 0 € © C R}, kde X replikdcia vlastnosti X.
Potom existuje konzistentné riesenie stustavy LFE, s tymto jednorozmernym parametrom s

pravdepodobnostou, ktord sa s rasticim poc¢tom merani blizi 1.
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V. (O vyzname vierhodnostnej funkcie v MLE)
Uvazujme systém hust6t Frey = {fx(x,0) | 8 € © C RF}, kde X replikécia vlastnosti X.
Je klucové zdoraznif, ze tento systém je navySe identifikovatelny podla parametru.
Po oznaceni skuto¢nej hodnoty parametru ako 6y plati pre VO £ 6,
HETOO Py, ( L(6g) > L(O) ) = 1.

V limite ideme do nekonecna s po¢tom merani n. Tento pocet je skryty v dosadzovani nameranych
dét do hustoty pravdepodobnosti fx(x, @) v definicii L(0).

V. (Asymptotickd normalita MLE)
Uvazujme systém hustot F XL = {fx(z,0) | € © C R¥}, kde X replikicia vlastnosti X.

reg
Po oznaceni Ix(60p) Fisherovu informa¢ni maticu pre jednorozmerni hustotu fx(z,6y), kde 6y

je skuto¢nad hodnota parametru.

Po oznaceni nejakého konzistentného riesenia LE, ako é\n(X ) (Specidlne aj pre m(X )) plati
Bn(X) ~ AN (90, Tlln)—(l(e())) .

Pre tento pripad, kedy C(0) = I[)_(I, nazyvame odhad asymptoticky vydatny.

Zhrnutie met6dy MLE - Maximum Likelihood Estimation
Vyhody metddy:
o Je invariantnd voc¢i transformaciam, Ty (X)) = 7(9]\4/L\E(X)) =7(O0pre(X)).
« Konzistentny aj AN
o Odhady st obecne vydatné (idedlne asymptotické vlastnosti).

Nevyhody metédy:

e Do vety o MLE potrebujeme konzistentné rieSenie LE,.
Na ndjdenie takéhoto riesenia nie je obecny navod. Rovnice mozu byt aj neriesitelné.
Ak aj st rovnice riesitelné, casto je riesenie vypocetne narocné. Je bezna velka zavislost na
pociatoc¢nom rieSeni, od ktorého sa pri iteraciach odrazame. Toto pociatocné rieSenie sa
Casto voli ako zndmy momentovy odhad.

e Idedlne asymptotické vlastnosti v praxi casto nestacia.
Pre pevny, konecny pocet pozorovani n € N moézu byt iné odhady lepsie.
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Testovanie hypotéz

DEF. (Hypotéza)

Majme populdciu €2, vlastnost X, ktora je uréend pomocou fx(z,0). Nech tdto hustota je z
rodiny hustot F := {fx(x,0) | @ € © C R¥}, ktord je identifikovatelna podla parametru. Casto
pozadujeme aj opa¢ni jednoznacnost. Majme dalej replikdciu vlastnosti X = (Xy,...,X,).

Nulova hypotéza Hj je vyrok o parametri, ktory hovori Hy : 8 € ©.
Alternativna hypotéza Hy hovori H; : 8 € ©4, kde ©; = O \ Oy.

Ak ©¢ resp. ©; jednoprvkova, prislusnd hypotéza je jednoducha. V opacnom pripade je
zloZena. Ak je tvrdenie o parametri zapisané pomocou nerovnosti, hypotéza je jednostranna.
V opac¢nom pripade je nestranna.

DEF. (Odmietnutie a prijatie hypotézy)
Uvazujme vyberovy riestor realizicii (nameranych dat) x := {x € R" | Jw € Q, X (w) = x}.
Ozna¢me Ry, ako jav predstavujici zamietnutie Hy a Ry, ako jav predstavujici prijatie Hy.

DEF. (Chyba I. a II. druhu)
Na zéklade prijatia/odmietnutia hypotézy Hy rozlisujeme chyby I. a II. druhu:

Zamietame H Prijimame H
Hy plati | Chyba I. druhu « Spravne
Hy neplati Spravne Chyba II. druhu g

Poznamka. Pochopenie rozdielu medzi chybami je zdsadny pre formulovanie toho, ¢o bude Hy.
Hypotézy vzdy nastavujeme tak, ze to ¢o nam vadi viac je symbolizované chybou I. druhu. Inymi
slovami, vzdy radsej zamietame Hy aj za cenu Ze plati (doptstame sa chyby «, ktora je zafixovana
na nizkej hodnote), nez aby sme prijali Hy aj za cenu, Ze neplati (doptstame sa chyby 3, ktora
je sice minimalizovand, ale nie nutne nizka).

DEF. (Hladina vyznamnosti)
Chyby pri testovani st komplementarne. Spravidla prvi fixujeme, druht nésledne minimalizujeme.
Hladina vyznamnosti o € (0, 1) oznacuje fixnd hodnotu chyby I. druhu.

Pozndmka. V praxi sa najmensia hladina vyznamnosti, pri ktorej eSte zamietame Hy nazyva aj
p-hodnota (p-value).

DEF. (Kriticka funkcia testu ¢)
Uvazujme test . Kritickd funkcia testu ¢(x) uréuje pravdepodobnost zamietnutia Hy na
zéklade nameranych dét. Ide teda o zobrazenie p(x) : x — [0, 1] definované pre Va € y ako

o(x) = P(Ru, | X = x).
Pozndmka. Oznacenie testu a kritickej funkcie testu sa lisi v (ne)uvedeni argumentu za .

DEF. (Kriticka oblast testu ¢)
Uvazujme test ¢. Mnozina W := {x € x | ¢(x) = 1} sa nazyva kriticka oblast testu ¢.
Je to mnozina nameranych dat, pri ktorych zamietame Hy.

DEF. (Pripustnd oblast testu ()
Uvazujme test ¢. Mnozina AR := {x € x | p(x) < 1} sa nazyva pripustna oblast testu .
Je to mnozina, ktora je doplnokom kritickej oblasti.
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DEF. (Nezndhodneny test)
Uvazujme test ¢, pre ktory je kriticka funkcia testu v tvare

1 zeW,

Ve e x:ple) = {0 inak

Tento test potom nazveme neznidhodneny.

DEF. (Zndhodneny test)

Uvazujme test . Tento test nazveme znadhodneny, ak nie je nezndhodneny.

To znamend, ze funkcia testu nabera v istom pripade nebindrnej hodnoty. V tomto pripade nie je
vzdy jednoznacne dané, ¢i hypotézu na zaklade nameranych dat zamietnut alebo prijat.

DEF. (Hladina testu ¢)
Pre VO € © je definovand funkcia 8,(0) := Eg[p(X)]. Hladina testu ¢ je supgcg, 3,(0).
Sme teda na Casti parametrického priestoru Qg, kde hladame suprémum.

DEF. (Silofunkcia testu ¢)

Silofunkcia testu ¢ je ztzenie ,(0) |o,. Sila testu pre konkrétne § € ©; je vycislenie
silofunkcie pre dané 8 € O;.

Sme teda na casti parametrického priestoru ©1, kde napocitavame silu pre vSetky parametre.

Odvodzovacie okienko:
Pri odvodent sily testu pre neznahodneny ¢ sa da vyuzit, ze P(Rp,) moze byt vlastne len
0 alebo 1. To zachytime charakteristickou funkciou. Vyuzitim E[ E[X | Y] | = E[X] mame

Be(0) := Eglp(X)] = Eo[P(Rp, | X = ®)] = Eg[E[lr,, | X = z]] = Eg[lry, | = Po(R,)-
Vysledny vzfah plati dokonca aj pre zndhodneny test.

Na ©g znaci ,(0) pravdepodobnost chyby I. druhu. T4 je obmedzend hladinou
vyznamnosti. Na ©1 znac¢i 1 — 5,(0) pravdepodobnost chyby II. druhu. T4 nie je zhora
obmedzend ni¢im.

DEF. (Nestrannost testu)
Test ¢ je nestranny prave vtedy, ked sila testu neklesd pod hladinu testu, ¢ize

0) < inf 5,(0).
Sup Bl )_glengl B, (0)

DEF. (Konzistentnost testu)
Test ¢ je konzistentny prave vtedy, ked silofunkcia testu s rasticim poc¢tom pozorovani bodovo
konverguje k jednotke. To znamen4, ze pre VO € O plati

lim (,(0) = 1.

n—o0

Limitime pocet pozorovani n, ktory sa skryva v pocte zloziek X, kedze 5,(0) = Eg[p(X)].
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DEF. (UMP test)
Obecne pripustame len také testy, pre ktoré hladina testu je pod hranicou vyznamnosti.
To znamend, Ze funkcia 3,(0) na ©q je stejnomérne pod hladinou vyznamnosti, resp.

sup B,(0) < .
[ISISH)

Pre stejnomérne najsilnejsi test ¢* navyse pozadujeme, aby sila testu na ©1 bola stejnomérne
najvacsia. Pre tento test pouzivame skratku UMP (uniformly most powerful).

Idedlne je v rdmci dovolenych medzi chybu I. druhu maximalizovat, ¢o vedie k minimalizacii
chyby II. druhu. Je kontraproduktivne snazit sa hodnotu chyby I. druhu pri ndvrhu testu este
znizovat, tym ideme proti filozofii hladania UMP. Funkciu B¢ by sme sa vzdy mali ,tlac¢it nahor
najviac, ako sa v rdmci medzi da“. To na ©y znamena zarovno s « a na 01 zarovno s 1.

BC:" Jﬂ
- r e - El
1 i e
i Ba(6)
| [
a ! il
N DZ ‘sup B A ff
oeoy @P f')/ .
- » 0 g 0 a, i 2,
0 90 ! @1

S
s

(B)

Obecne je problém vybrat, ¢i je cerveny alebo Cierny test lepsi. Na ©g oba spliuja, ze ich
hladina je pod hladinou vyznamnosti. Z priebehu ¢ierneho testu dokonca vidno, Ze jeho hladina
je priamo rovna hladine vyznamnosti. Na ©; ale ani jeden nie je stejnomérne najsilnejsi.

V. (Neyman-Pearsonovo lemma pre jednoduché hypotézy)

Pri zadanej hladine vyznamnosti « € (0, 1) testujme jednoduchi Hy : 8 = 6y oproti jednoduchej
H; : 6 = 6;. Oznacme prislusné hustoty fo := f(x,00), f1 := f(x,01)

Potom existuje UMP test *

1 ak f1 > K fo,
p*(x) ==y ak fi = K fo,
0 ak f1<Kf07

pre isté K > 0 tak, ze plati B+ (6p) = a.

DEF. (LRT test)
Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujme obecnt Hy : @ € O oproti H; : 6 € O.
Pomocou vierohodnostnej funkcie L(0) z kapitoly o metéde MLE definujeme

SUPgeo, L(6,x)
supgeo L(0, )

Alz) :=

Chceme zaviest test
1 ak A(z) < K,

eal@) = {0 ak A(z) > K.

pre isté K € [0, 1] tak, Ze supgeg, By, (0) < a. Ak takyto test existuje, nazveme ho LRT test
(likelihood-ratio test). Ide vlastne o test s kritickou oblastou W = {x € R" | A(z) < K, K € [0,1]}.
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DEF. (Jednovyberovy t-test)
Uvazujme normélne rozdelenie, ktoré ma nezndmu strednii hodnotu x4 a neznamy rozptyl o2.
Méme replikéciu X = (X1,...,X,) vlastnosti X ~ N (u,o?).

Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujeme hypotézu
Hy : U= Ko,
Hy @ p # po.
Méme teda @ = (u,0?),0¢ = o x RT,0 = R x R*. Definujeme funkciu

sup{f(x| po,0?) | 0% > 0}
Ae) = sup{f(x | p,02%) | p € R,0%2 > 0}

Jednovyberovy t-test je LRT test pre takuto A(x). Za platnosti Hy dostaneme Statistiku

Th(X) = @ ~ t(n

— 1), pricom
Sn
R s A . . no__
= X,,0% = o2 st MLE odhady, ktoré riesia rovnice pre supréma z A(x) a s, = LOn-
’,’L —_—

Vysledné kriticka oblast méa tvar
Wy = {z € R" | [Ty(@)| = t_a(n —1)}.

DEF. (Dvojvyberovy F-test homogenity rozptylov)
Uvazujme dve normalne rozdelenia, ktoré maji nezname stredné hodnoty p1, p2 a nezname
obecné rozptyly o3, 3.
Méme replikdcie X = (X1,..., X,,) vlastnosti X ~ N(u1,0}) a replikicie Y = (Y7,...,Yy,)
vlastnosti Y ~ N (2, 03). Potom
ny — 1)s? ng — 1)s2
(#NXQ(nl_l)a %NX2(712_1)_
o7 03
Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujeme hypotézu

L2 2
H().O'l—o'z,

H, : 0} # o2
Dvojvyberovy F-test homogenity rozptylov voli pri platnosti Hy statistiku

(nl—l)s%
o? ng — 1
(n2—1)3§ ny —1

Tyns (X, Y) = ~ F(ni—1,n2 —1).
Vysledna kritickd oblast ma tvar

W = {(m)y) € R™ xR™ ‘ Tnl,nQ(mﬂy) > Fl—%(nl_lvn2_1)\/Tn1,n2($7y) < Fﬂ(nl_lanQ_l)}‘

2

Odovodnenie pre Dvojvyberovy F-test pre rozptyly:

Test spociva v tom, ze s2 °% o7, s2 2% 02. Ak plati Hy, tak sa v nasej statistike vykratia

0? = 02 = 02 a zostane len zlomok

2
s2 ..
= 251
5
Vyuzitim vety o odhadoch pri normalnom rozdeleni vieme, ze podiely v navrhnutej
Statistike idt k x2 a celkovo dostdvame Fisherovo rozdelenie. To je nesymetrické - kvantily

nastavujeme tak, aby sme pokryli okolie jednotky (idedlne jednotkovy podiel s2, s3).
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DEF. (Dvojvyberovy neparovy t-test)

Uvazujme dve normélne rozdelenia, ktoré maji nezndme stredné hodnoty p1, ug a (viz rézne
nizsie diskutované priklady) obecné rozptyly o3, o3.

Mame replikdcie X = (Xi,...,X,,) vlastnosti X ~ N(u1,0}) a replikdcie Y = (Y1,...,Y,,)

vlastnosti Y ~ N (ug2,03). Potom

o 52 o o2
XlNN<M1,1 , Yo~ N g, 2.
ni na

Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujeme hypotézu
Ho : p1 = pia,

Hy oy # po.
Dvojvyberovy neparovy t-test voli pri platnosti Hy Statistiky pre rozne pripady podla toho,
kolko informécii mame o rozptyloch o2, 03. Tieto pripady st blizSie diskutované nizsie.

o Zname o7, 03

| - : 2 2
) Zname-li o7, 05, potom

Xi- Yo (p— pa)

= ~ N(0,1},
fof | o
Var T m
protoZe z reprodukéni vlastnosti N vime, e (X — Ya) ~ A (m ;t-j.% 4 :—"j
P#1 Hp : g1 = pa pak nalezneme rozdélent testovact statistiky
. 1 g -
U=UXY) = — _ -~ A0, 1).
1\-" 1 s
Vytesenim rovnice P (|U| = K,) = o dostaneme K, = u;_=z s naslednym RT kritickym
oborem W, = {:x.yf | U x,¥)| = wy %}, kde u;_ = zna#i piislusny kvantil A" (0, 1) rozdéleni.

+ Nezname o? = o2

Len Specidlny pripad ANOVA.

« Nezname 0% # o3
Zlozitejsia Welchova aproximéacia. Vedie na kritickii oblast dant vztahom
Tn(X)| = t1-2(v), kde v je zlozZity vyraz. :-D

Odovodnenie pre Dvojvyberovy t-test pre stredné hodnoty:

Test spociva v tom, Ze X,, = u1,Y, —% us. Ak plati Hy, tak rozdiel (X, — Y,) =% 0.
Vieme, ze Statistika ma vdaka reprodukénej vlastnosti tiez normalne rozdelenie.

To je symetrické - kvantily nastavavujeme tak, aby pokryli okolie 0 (idedlne nulovy rozdiel
Xn, Yn).
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Konfiden¢né mnoziny

Konfidenéné mnoziny st ,,ndhodné mnoziny“ parametrov, lebo st zavislé na ndhodnom vybere
(vyrabame ich na zéklade pozorovani). Skuto¢nd hodnota parametru je pokryta konfidenénou
mnozinou s pripustnou odchylkou o € (0,1). Tato « teraz neznadci hladinu testu, v tejto kapitole
totiz ni¢ netestujeme. Ide o tzv. konfidenénu hladinu.

DEF. (Konfidenénd mnozina)
Nech k > 1,0 € © C R*, & = 9(P). Nech X je replikicia vlastnosti X uréenej rozdelenim
P € P. Pripominame, zZe je dolezitd identifikovatelnost rodiny P podla parametru.

Volime a € (0,1).
Konfidené¢na mnozina pre skutoénii hodnotu parametru 6 na hladine (1 — «) je mnozina
C(X) z borelovského systému mnozin nad ©, pre ktora plati

. >
AE%P(GEC(X))_l a.

Cislo inf pep P(0 € C(X)) nazgvame konfidenény koeficient.
Ak je dand konfidenénd mnozina interval, nazveme ho konfidenény interval a znacime C1;_,.

DEF. (Asymptoticky konfidenénd mnozina)
V nadvéznosti na predchddzajicu definiciu je asymptoticky konfiden¢ni mnozina definovana
tak, ze pre VP € P plati
lim POeC(X))>1—a.
n——+o0o

Checeli by sme ¢o najvacsi konfidencny koeficient a ¢o najmensi stredny objem konfidenénej
mnoziny, chdpany pomocou Lebesgueovej miery A ako E[ A\(C'(X)) ]. Tieto poziadavky vSak idd
proti sebe. Preto podobne ako u testovania hypotéz fixujeme konfiden¢ny koeficient a stredny
objem sa snazime dostat na rozumnu hranicu.

DEF. (Pivotéalna velicina)
Borelovsky meratelna funkcia R(X, 0) sa nazyva pivotalna veli¢ina pre parameter 6 prave
vtedy, ked jej rozdelenie nezavisi na rozdeleni P € P.

DEF. (Asymptoticky pivotna veli¢ina)
V nadvéaznosti na predchadzajicu definiciu je asymptoticky pivotna veli¢ina je takd, ktorej
limitné rozdelenie (v zmysle konvergencie v distribucii) nezavisi na rozdeleni P € P.
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Konstrukcia konfiden¢nych intervalov pomocou pivotalnych veli¢in
1. Néjdenie istej pivotédlnej veliciny R(X, 0).

e Uz tu moézeme narazit na problémy. Napr. pivot neexistuje, resp. existuje ich mnoho
ale ziadny nevieme najst.

« Dalsfm problém moéze byt, ze z najdenych pivotov nevieme vybrat ten optimalny.
2. Zvolenie pevného P a najdeme c1,co € R také, ze
Plepy <R(X,0)<c9) >1—aresp. Plcg <R(X,0)<c3)=1—aqu.

o Najcastejsie sa voli symetricka volba, podobne ako u testovania hypotéz.
Volime konstantny tak, aby sme nalavo aj napravo z hustoty fr urezali
pravdepodobnostni hmotu §.

o Explicitny vypocet C'M;_, z danej nerovnosti moze byt narocny.
Jednoduché su pripady, kedy je R(X,8) prosta.

3. Potom CM;_, ={0 €0 |c; <R(X,0) < ca}.
Konstrukcia konfiden¢nych intervalov pomocou testovania hypotéz

1. Volime Tubovolné pevné 6y € O.
Testujeme na hladine vyznamnosti « € (0, 1) hypotézu Hy : 6 = 6.

2. Zostrojime test ¢ s kritickou oblastou W. Vyjadrime prislusnt pripustni oblast AR(6y)
ako doplnok kritickej oblasti.

3. Postup opakujeme, prejdeme vsetky @y € ©.
4. Potom sa pozrieme, do ktorych vsetkych AR(0) spadlo nase meranie a nastavime
CMi_o={0€06|X c AR(0)}.

o Ak sme uzili neznahodneny test, ktory je na hladine «, plati 8,(6g) = a pre V0 € ©
a konfiden¢ny koeficient je rovny (1 — ).

PozNAMEKA 6.7. Necht je test ¢ pro Hp : # = 8p nezndhodnény a tedy je charakterizovan
pro dané fy piisludnou kritickou oblasti typu

W, ={Tix)< K| vTix)= Ky} = {T(x) < Ky} u{T(x) = K3} = W u Wy
na hladiné testu o, tzn. Py, (X e W,) = Py, (X e W) + Pg (X € W) = . V tomto piipadé

pak plati, ze A(fp) = {x:T(x) e (K1, Ko)} = W2, kde ]P’{X = A[Hu’:} = 1 — o Tuto situaci

ilustruje obrazek 6.1.

Iy,

Wa = Wy u Wy

2
Wi Acceptance region Wu
A(fo)

Obrazek 6.1: Souvislost Clj_, a testovini hypotézy Hy : # = fy skrze CR W,,.

Konstrukcia asymptotickych konfiden¢nych intervalov sa robi obdobne, akurat pouzivame
vysledné limitné rozdelenia. Tieto asymptotické konfidenéné intervaly mézu byt odlisné od
neasymptotickych a to uz pri trividlnych pripadoch (napr. gaussovské modely).
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OBR. 6.4: Ukazka odvodeni konfiden¢nych intervalov.
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DEF. (x2-test dobrej zhody)
Nech X = (Xi,...,X,) je replikicia vlastnosti X, ktord je urcend pomocou Fx.
Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujme hypotézu

Hy : Fx = Fo,
Hlin#F(].

x2-test dobrej zhody deli obor hodnét veli¢iny X na disjunktné boxy {Hq,..., Hy}. E|
Zavadzame pravdepodobnosti, ze pozorovanie padne do prislusného boxu pri skuto¢nej Fx a pri
nami overovanej Fy. Pre Vj € m definujeme

m

p]:PFX(XGH])7p pla"'apm Z

m
poj = Pr,(X € Hj),po = (po1,- - -, Pom), Z =

Dalej zavadzame pocet pozorovani pre kazdy box, tzn. pre Vj € /i definujeme
Yj = #{Xi € Hj}is,
Kedze jednotlivé replikacie vlastnosti X st i.i.d, plati
Yj ~ Bi(n,p;),Y = (Y1,...,Yn) ~ Multi(n,p).

Povodni hypotézu mozno previest na testovanie parametru multibinomického rozdelenia
Multi(n,p) veli¢iny Y. Pri zadanej hladine vyznamnosti a € (0, 1) testujme hypotézu

HO - P = Do,

Hy : p # po.

Pearsonov y>?-test voli pri platnosti Hy Statistiku

(Y —npoj)® a. o
Tn(Y):Zi — x“(m —1).
j=1 npo;
Vysledna kritickd oblast pre zamietnutie Hyp na asymptotickej hladine a (!) ma tvar
W ={y eR"[T(y) = x{_o(m—1)}.

Pozndmka. Pre tuto tlohu mozno zaviest aj iné, asymptoticky ekvivalentné statistiky.
Neymanova:

:Z _TLPOJ) i>X2(m_1)~
7j=1
LRT statistika:

T,(Y) = —2InA(Y) = —221@111% L\ (m - 1).
L ;

Prave cez tato LRT statistiku sa cely test dokazuje.
Vieme, ze u LRT $tatistiky sa v argumente x? obecne objavuje dimenzia parametru. U nés je pocet
zloziek p rovny m, avsak nesmieme zabtidat na znfzenie dimenzie tilohy véizbou > p; = 1.

Teda z odhadu pre Vj € m — 1 mame pj = po; a posledné p; dopocitame z vazby.

3Tymto stracame do istej miery informéciu o rozdeleni, ale na tom je test postaveny. Kazdému boxu by mal
nalezaf dostatocny pocet pozorovani.
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