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Abstrakt

1 Uvod

Kazdy nekonstantni polynom ma pravé n komplexnich kofenu, kde n je stupen po-
lynomu. Takovou vétu student alespon technického zaméreni musel nékdy za svoje
studium slyset. Pro kvadratické polynomy je tvrzeni jasné, vidyt mame explicitni for-
mulku. Podobné to je i pro tfady tii a ¢tyfi. Pro vyssi polynomy uz je tvrzeni ovSem
vice abstraktni, nebot dokonce zadné takové formulky vyjadiené pomoci odmocnin pro
obecné polynomy ani existovat nemohou, jak dokazal roku 1813 Ital Paolo Ruffini a
roku 1824 norsky matematik N. H. Abel. Nyni existuje zhruba pfes sto do ruzné miry
odlisnych dukazu a ¢asto plati, ze pri zrodu nové matematické oblasti se zrodi i novy
diikaz Zakladni véty. Casto se uvadi, ze Zakladni véta algebry nenf ve skutecnosti véta
zakladni, protoze moderni algebrou muzete projit bez zaznamenani této vétym a neni
to vlastné ani véta z algebry, ale spiSe z analyzy.

Abychom se vyznali v historickych pokusech o dikaz tohoto tvrzeni, uvedme si
neprve nékolik modernich algebraickych definic.

Definice 1 (Algebraickd uzavienost). Necht T je téleso. Pokud kazdy nekonstantni
polynom v T'[x] mé kofen v T', fekneme, ze T je algebraicky uzaviené.

Definice 2 (Algebraicky uzdvér). Necht T je téleso. Rekneme, 7e K je algebraicky
uzaver T', pokud T' C K, K je algebraicky uzavieny a kazdé jiné¢ algebraické uzavrené
rozsiteni T je obsazeno v K. Znacime K =T.

A dulezité tvrzeni, které chybélo, ¢ jeho obdoba, v nékolika historicky prvnich
dukazech, které byly jinak bezchybné. Casto se uvazovalo, ze koteny polynomiu existuji
y,nekde” a nasledné se ukazalo, ze alespon jeden z nich je komplexni ¢islo.

Véta 3 (O existenci algebraického uzavéru). Kazdé téleso T md algebraicky uzdver T.
Algebraicky uzavér T je jednoznacény aZ na izomorfismus.
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Diikaz posledniho tvrzeni je veden pomoci Zornova lemmatu (popfipadé slabsiho
yultrafilter lemma, které plyne z, ale neni ekvivalentni, axiomu vybéru).

Poznamenejme, ze tvrzeni, ze kazdy nekonstantni komplexni polynom mé alespon
jeden komplexni kofen je ekvivalentni, nebot potom miuZzeme puvodni polynom itero-
vané redukovat faktorem x — ¢, kde ¢ je koren puvodniho polynomu.

2 Historicky vyvoj

Peter Roth v roce 1608 uvadi, ze rovnice n-tého rddu maji nanejvys n feSeni. Viete
(1540-1603) byl schopny nalézt rovnice n-tého fadu, které z konstrukce maji n korenu.
Matematik Albert Girard pozdéji, motivovan priklady, pronesl, ze kofenu existuje prave
n — avsak bez dikkazu. Ovsem netvrdi, Ze véechny kofeny jsou tvaru a+bv/—1, a, b € R.
V jazyku moderni algebry navrhuje nasledujici:

Véta 4 (Girardova domnénka). Pro kazdy polynom f € R[x] stupné n ezistuje téleso
K DR, Ze f ma prdvé n korenu v K. Pripousti, Zze K # C.

Descartes (1596—-1650). V jeho knize La géométrie z roku 1637 dava struéné shrnuti
o problematice polynomidlnich rovnic. Zminuje dfive znamou vétu, ze kazdy polynom
s kofenem c je délitelny faktorem x — c¢. K domnénce Girarda se stavi neurcite.

Leibniz (1646-1716). Pii integraci racionélnich funkei je vyhodné pouzit parcidlnich
zlomku. Leibnize tak prirozené napadla myslenka, jestli kazdy realny polynom lze
rozlozit na souc¢in realnych faktoru prvniho a druhého stupné. Jinymi slovy, kazdy
realny polynom mé koren v C (plyne z toho, Ze redlné polynomy druhého stupné maji
kofeny v C). V roce 1702 uvedl nézor, ze tomu tak neni: jako protiptiklad uvedl polynom

ot +at = (2 — i) (@® + a*i) = (¢ + aVi) (@ — aVi) (@ + av=i)(z — av=i), (1)

zd4 se tedy, ze ho nenapadlo, ze by vyraz v/i mohl byt vyjadfen jako komplexni éislo.
Ve skutecnosti vsak plati v/+i = %(1 +1i) a vyrazy se zkombinuji na dva realné faktory
druhého stupné.

Euler (1707-1783). V dopisu Nikolasi Bernoullimu z roku 1742 uvadi Euler tvrzeni
v presné stejném tvaru jako diive Leibniz (ktery si myslel, ze tvrzeni neni pravdivé).
Bernoulli navrhuje protiptiklady, které se vsak ukazou neplatné. Pozdéji, roku 1743,
v dopisu Goldbachovi, Euler znovu uvadi stejné tvrzeni, ale dodava, ze se mu nepodarilo
ho plné dokazat — pouze ,zhruba“, podobné jako u Fermata. Podarilo se mu dokazat
nasledujici pro stupné n < 6.

Véta 5 (Zékladni véta algebry pro redlné polynomy). Kazdy polynom n-tého stupné
f € R[z] md prdvé n koreni v nadtélese C.



V roce 1749 se pokusil o dukaz v obecném piipadé. Myslenka spoc¢ivala v rozlozeni
monického polynomu stupné 2" > 4 na sou¢in dvou monickych polynomu P; P, stupné
m := 2"~!. Pokud by to bylo mozné, opakovanim prodcedury by obecny piipad zredu-
koval na jiz dokazané. Za zminku stoji, ze v diukazu pouzil trik znamy od dob Cardana
a pouzil vétu o stfedni hodnoté. Pro vice informaci vizte [5]. Ve skutecnosti vsak tento
postup dopodrobna diskutoval pouze pro m = 2 a obecny pripad nebyl uspokojivy (jak
pozdéji kritizoval Gauss).

Lagrange (1736-1813), Laplace (1749-1827). Lagrange v roce 1772 kritizoval
Euleruv dukaz. Zaroven se mu podarilo nékteré kritizované body opravit a postavit
na rigorézni zéklad a tak z vétsiny opravil Euleruv dukaz. Ale stale predpokladal, ze
koreny ,nékde“ existuji, na zakladé ¢ehoz potom rozhodoval, do jakého télesa patii.
Jinymi slovy, ve své dobé nevédéli o Véte 3.

V roce 1795 se Laplace pokusil o sviij nezavisly dukaz Zakladni véty. Ve svém dukazu
pouziva pojem diskriminantu polynomu a stejné jako jeho predchudci predpokldada, ze
kofeny polynomu existuji. Vizte [5, str. 120] pro ,extrémné elegantni dukaz* (dle slov
autora reference) zalozeny na vysledku z teorie symetrickych funkei (dokédzaném New-
tonem roku 1673). Dukaz byl dlouhou dobu zapomenut.

Gauss (1777-1855). V roce 1799 publikoval Gauss ve své doktorské préci dukaz
Zékladni véty, za kterou obdrzel doktorat. Dukaz vsak nespliuje novodobé pozadavky
na rigoroznost. Prace dvacetidvouletého studenta zac¢ina rozsdhlou kritikou dosavadnich
vysledku zejména Eulera a Lagrange — hlavni vytkou je predpoklad existence kotene,
ktera je tfeba dokdzat (muze se stat, ze kofeny neexistuji). Ve své praci si nebyl védom
dukazu Lagrange. Pozdéji kritizoval jeho praci stejnym zpusobem jako pfedchozi.

Dokonce i Gauss si ve své disertaci myslel, ze existuje netrividlni hierarchie ima-
gindrnich velicina (tzv. stiny stini). Koncem 18. stoleti se vSak paradigma zménilo
a byla formulovana nasledujici myslenka, ktera si zadala dukaz: ,Ukazte, ze kazda
imaginarn{ veli¢ina mé tvar a 4+ by/—1%. V modernim jazyce, téleso C je algebraicky
uzavieneé.

Gauss podal celkem ctyti, ¢i osm dukazu Zakladni véty, v zavislosti na jemnosti
déleni co uz je a co neni novy dukaz. Prvni dukaz (z roku 1799) je topologicky a myslenka
stoji na charakterizaci korenu poolynomu f jako prusec¢iku dvou algebraickych krivek
(Rf)(2) =0 a (Jf)(2) = 0, dukaz vsak neni bez pochyb. Modernimi metodami a pro-
pracovanymi argumenty je mozné jadro dukazu o algebraickych kfivkach opodstatnit,
to ale Gauss neudélal.

Druhy dukaz (z roku 1816) je témér ¢isté algebraicky, zalozeny na dukazu Eulera a
vyuziva Sylowovy véty. Jediny analyticky vstup do dikazu je ,kazdy realny polynom
lichého stupné ma realny koren®, ktery je dusledek véty o stredni hodnoté. Druhy dukaz
nenechava prostor ani pro moderni pochybovace. S polynomem zachazi jako s prvkem
f € Clz], kde z je jednoduse neurcity formdlni vyraz, ktery nema zadnou konkrétni
hodnotu a dalo by se tici, ze v dukazu konstruuje rozkladové nadtéleso realnych cisel,
o kterém ukaze, ze to jsou c¢isla komplexni.



Treti dukaz ze stejného roku stavi na identifikaci nul funkce pomoci komplexniho
ktivkového integralu. Komplexni polynom je holomorfni na C a tak nema zadné pdly.

Véta 6 (Princip argumentu). Necht f: Q) — C je holomorfni funkce. Potom

e,
2mi [, f(z)

kde Z, resp. P, je pocet nul, resp. polu, funkce f uvniti uzaviené méritelné krivky.

(2)

Do roku 1849 byly vSechny dikazy vedeny pro realné polynomy. Toho roku Gauss
poskytl prvni dukaz Zakladni véty pro komplexni polynomy. Z moderniho pohledu se
viak nejedné o zdsadni prispévek, nebot Zakladni véta pro redlné a komplexni polynomy
je ekvivalentni. Skutecné, nechf f € C[z]. Potom g(z) := f(Z)f(z) je realny polynom.
Pokud ¢g(c) = 0, potom ¢ nebo ¢ je kofen f. Tedy f m4 alespon jeden komplexni kofen,

coz dokazuje Zékladni vétu pro komplexni polynomy.

Argand (1768—1822), Cauchy (1798—1857). Argand v roce 1814 publikoval
dukaz, ktery se povazuje za jeden z nejjednodussich dukazu Zakladni véty. Vyuziva
poznatek, ze |f(z)| nabyva svého minima v C (pozor, nejedna se o kompakt). Cauchy
o par let pozdéji publikoval témér stejny dukaz, kde navic zevrubné komentoval na vyse
uvedeném poznatku a dukaz byl tak obecné pristupnéjsi a zname;jsi.

3 Moderni dikazy

M4 se za to, Ze kompletné algebraicky dukaz Zakladni véty nemuze existovat, nebot
realna, potazmo komplexni, ¢isla jsou samy konstruktem ziplnéni racionalnich ¢éisel
a tedy nutné analyzy. Pro zdjemce o ,minimalitu“ pouziti analyzy muzeme odkazat
na [2].

Za asi nejvice algebraicky zptsob dikazu muzeme nazvat techniku vyuzivaji pojmu
yrealného uzavieného télesa“, coz je téleso F', které je uplné usporadané, kazdy kladny
prvek ma druhou odmocninu a kazdy polynom lichého stupné ma alespon jeden koten
v F. D4 se ukazat, ze kazdé redlné uzaviené téleso neni algebraicky uzaviené, ale
nadtéleso F'(v/—1) = {a + by/~1| a,b € F} uz algebraicky uzaviené je. Analyza vstu-
puje az v okamziku, kdy ukazeme, ze realnd ¢isla jsou realné uzaviené téleso pomoci
zakladni analyzy. Piistup pomoci Galoisovy teorie je stejné tak ucinny.

3.1 Pomoci komplexni analyzy

Standardni kratky nelementarni dukaz je napf. pomoci komplexni analyzy a teorie
holomorfnich funkeci.

Véta 7 (Liouvilleova véta). Necht f : C — C je holomorfni a omezend na C. Potom
f je konstantni.



Diikaz Zdkladni véty. Necht f je komplexni nekonstantni polynom a pro spor uvazujme,

7e pro vechny z € C je f(z) # 0. Potom funkce g(z) := ﬁ je holomorfni a omezen4

(ze spojitosti f) na C. Z toho plyne, ze g je konstantni a tedy i f je konstantni. m

3.2 Algebraicka topologie

Dalsi kategorie diikazi jsou dukazy topologické. Uved'me piiklad z algebriacké topologie,
konkrétné fundamentalni grupy [4].

Definice 8. Necht X, Y jsou topologické prostory a f, g spojitd zobrazeni X — Y.
Rekneme, ze f je homotopickd g, pokud existuje spojité zobrazeni H : X x [0,1] —
Y tak, ze H(z,0) = f(z) a H(z,1) = g(x). Zna¢ime f ~ g. Ttidou homotopie f
oznacujeme viechny kiivky homotopické f, znacime [f].

Definice 9. Fundamentélni grupou 7 (X, zg) topologického prostoru X v bodé zg € X
rozumime mnozinu t¥id homotopie smycek v bodé xg, tedy

(X, 2o) = {[f] | f:[0,1] = X spojitd, f(0)= f(1)=wo}. (3)
Fundamentalni grupy ve stejné komponenté souvislosti si jsou izomorfni.

Véta 10. 7 (S') je nekoneénd cyklickd grupa generovand tridou homotopie smycky
w e QS (1,0)), kde w(t) = (cos(2rt),sin(2nt)), tj. 71 (S') = {[e*™™] | n € N}.

Diikaz Zdkladni véty. Uvazujme bez ijmy polynom f(z) = 2" + a;2" ' + -+ + a,. Pro
spor uvazujme, ze f nema koten v C. Pro vSechny r > 0 tak muzeme sestrojit spojitou

smycku 7, : [0,1] — C,
) Lo erin) /10) "

' |f (rexp (2mit)) /f(r)]’
kterd lezi na jednotkové kruznici S' C C s pocdtkem 7,(0) = 1 = ~,(1). Spojitou
zménou parametru r muzeme prejit ke konstantni kiivce vo(¢) = 1 a tedy pro vsechna
r > 0 je 7, =~ e, kde e zna¢i konstantni kiivku v bodé 1. Homotopicnost kiivek plyne
z existence (pro libovolné r > 0) homotopie H : [0,1] x [0,1] — S', H(¢,1) = ~,(),

Nyni sestrojime kiivku ~2 tak, ze v, ~ ¢ ~ exp(2mint). Z toho uz by nutné
vyplyvalo, ze n = 0 a tedy f je konstantni polynom. Definujme kiivku predpisem

fs (rexp (2mit)) / fs(r) -
Ya(t) == _ . fs(z)=2"+s (2" + - +a, (5)
|fs (rexp (2mit)) / fo(r)] ( )
Ukézeme, ze vlastnost plati pro r > k := max {1, |a1| + |az| + - - - + |an|}. Pro |z| =r >
k dostavame [2"| = |z||2"7Y > (|ai] + |aa| + -+ - + |an])|2"7Y > (|ar2" 7| + |agz™ 2| +

st an]) = a2+ a2 ? + - - - + a,| s pouzitim poporadé k > 1, Cauchy-Schwartz
nerovnosti a trojihelnikové nerovnosti. Z toho dostavame, ze polynom f;(z) nema pro
|z| > kas € |0,1] zadny kofen (poukazme na ostrou nerovnost). Kiivka +? je tak dobte
definovana pro r > k. Potom z definice plati v} = ~, a 7 = exp (2mwint). Ze spojitosti
kiivky v s dostavame e ~ v, ~ % ~ exp (2mint). O

5



4 Dalsi reference

Pro dalsi reference vizte [3] pro obdobné tvrzeni pro kvaterniony, [6] pro konstruktivis-
ticky pohled na dukaz Véty a [1] pro jeden z nekratsich dukazu.
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