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Abstrakt

1 Úvod

Každý nekonstantńı polynom má právě n komplexńıch kořen̊u, kde n je stupeň po-
lynomu. Takovou větu student alespoň technického zaměřeńı musel někdy za svoje
studium slyšet. Pro kvadratické polynomy je tvrzeńı jasné, vždyt’ máme explicitńı for-
mulku. Podobně to je i pro řády tři a čtyři. Pro vyšš́ı polynomy už je tvrzeńı ovšem
v́ıce abstraktńı, nebot’ dokonce žádné takové formulky vyjádřené pomoćı odmocnin pro
obecné polynomy ani existovat nemohou, jak dokázal roku 1813 Ital Paolo Ruffini a
roku 1824 norský matematik N. H. Abel. Nyńı existuje zhruba přes sto do r̊uzné mı́ry
odlǐsných d̊ukaz̊u a často plat́ı, že při zrodu nové matematické oblasti se zrod́ı i nový
d̊ukaz Základńı věty. Často se uvád́ı, že Základńı věta algebry neńı ve skutečnosti věta
základńı, protože moderńı algebrou můžete proj́ıt bez zaznamenáńı této větym a neńı
to vlastně ani věta z algebry, ale sṕı̌se z analýzy.

Abychom se vyznali v historických pokusech o d̊ukaz tohoto tvrzeńı, uved’me si
neprve několik moderńıch algebraických definic.

Definice 1 (Algebraická uzavřenost). Necht’ T je těleso. Pokud každý nekonstantńı
polynom v T [x] má kořen v T , řekneme, že T je algebraicky uzavřené.

Definice 2 (Algebraický uzávěr). Necht’ T je těleso. Řekneme, že K je algebraický
uzávěr T , pokud T ⊂ K, K je algebraicky uzavřený a každé jiné algebraické uzavřené
rozš́ı̌reńı T je obsaženo v K. Znač́ıme K = T .

A d̊uležité tvrzeńı, které chybělo, či jeho obdoba, v několika historicky prvńıch
d̊ukazech, které byly jinak bezchybné. Často se uvažovalo, že kořeny polynomů existuj́ı

”
někde“ a následně se ukázalo, že alespoň jeden z nich je komplexńı č́ıslo.

Věta 3 (O existenci algebraického uzávěru). Každé těleso T má algebraický uzávěr T .
Algebraický uzávěr T je jednoznačný až na izomorfismus.
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Důkaz posledńıho tvrzeńı je veden pomoćı Zornova lemmatu (popř́ıpadě slabš́ıho

”
ultrafilter“ lemma, které plyne z, ale neńı ekvivalentńı, axiomu výběru).

Poznamenejme, že tvrzeńı, že každý nekonstantńı komplexńı polynom má alespoň
jeden komplexńı kořen je ekvivalentńı, nebot’ potom můžeme p̊uvodńı polynom itero-
vaně redukovat faktorem x− c, kde c je kořen p̊uvodńıho polynomu.

2 Historický vývoj

Peter Roth v roce 1608 uvád́ı, že rovnice n-tého řádu maj́ı nanejvýš n řešeńı. Viete
(1540–1603) byl schopný nalézt rovnice n-tého řádu, které z konstrukce maj́ı n kořen̊u.
Matematik Albert Girard později, motivován př́ıklady, pronesl, že kořen̊u existuje právě
n — avšak bez d̊ukazu. Ovšem netvrd́ı, že všechny kořeny jsou tvaru a+b

√
−1, a, b ∈ R.

V jazyku moderńı algebry navrhuje naśleduj́ıćı:

Věta 4 (Girardova domněnka). Pro každý polynom f ∈ R[x] stupně n existuje těleso
K ⊃ R, že f má právě n kořen̊u v K. Připoušt́ı, že K ̸= C.

Descartes (1596–1650). V jeho knize La géométrie z roku 1637 dává stručné shrnut́ı
o problematice polynomiálńıch rovnic. Zmiňuje dř́ıve známou větu, že každý polynom
s kořenem c je dělitelný faktorem x− c. K domněnce Girarda se stav́ı neurčitě.

Leibniz (1646-1716). Při integraci racionálńıch funkćı je výhodné použ́ıt parciálńıch
zlomk̊u. Leibnize tak přirozeně napadla myšlenka, jestli každý reálný polynom lze
rozložit na součin reálných faktor̊u prvńıho a druhého stupně. Jinými slovy, každý
reálný polynom má kořen v C (plyne z toho, že reálné polynomy druhého stupně maj́ı
kořeny v C). V roce 1702 uvedl názor, že tomu tak neńı: jako protipř́ıklad uvedl polynom

x4 + a4 = (x2 − a2i)(x2 + a2i) = (x + a
√
i)(x− a

√
i)(x + a

√
−i)(x− a

√
−i), (1)

zdá se tedy, že ho nenapadlo, že by výraz
√
i mohl být vyjádřen jako komplexńı č́ıslo.

Ve skutečnosti však plat́ı
√
±i = 1

2
(1± i) a výrazy se zkombinuj́ı na dva reálné faktory

druhého stupně.

Euler (1707–1783). V dopisu Nikolasi Bernoullimu z roku 1742 uvád́ı Euler tvrzeńı
v přesně stejném tvaru jako dř́ıve Leibniz (který si myslel, že tvrzeńı neńı pravdivé).
Bernoulli navrhuje protipř́ıklady, které se však ukážou neplatné. Později, roku 1743,
v dopisu Goldbachovi, Euler znovu uvád́ı stejné tvrzeńı, ale dodává, že se mu nepodařilo
ho plně dokázat — pouze

”
zhruba“, podobně jako u Fermata. Podařilo se mu dokázat

následuj́ıćı pro stupně n ≤ 6.

Věta 5 (Základńı věta algebry pro reálné polynomy). Každý polynom n-tého stupně
f ∈ R[x] má právě n kořen̊u v nadtělese C.
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V roce 1749 se pokusil o d̊ukaz v obecném př́ıpadě. Myšlenka spoč́ıvala v rozložeńı
monického polynomu stupně 2n ≥ 4 na součin dvou monických polynomů P1P2 stupně
m := 2n−1. Pokud by to bylo možné, opakováńım prodcedury by obecný př́ıpad zredu-
koval na již dokázané. Za zmı́nku stoj́ı, že v d̊ukazu použil trik známý od dob Cardana
a použil větu o středńı hodnotě. Pro v́ıce informaćı vizte [5]. Ve skutečnosti však tento
postup dopodrobna diskutoval pouze pro m = 2 a obecný př́ıpad nebyl uspokojivý (jak
později kritizoval Gauss).

Lagrange (1736–1813), Laplace (1749–1827). Lagrange v roce 1772 kritizoval
Euler̊uv d̊ukaz. Zároveň se mu podařilo některé kritizované body opravit a postavit
na rigorózńı základ a tak z většiny opravil Euler̊uv d̊ukaz. Ale stále předpokládál, že
kořeny

”
někde“ existuj́ı, na základě čehož potom rozhodoval, do jakého tělesa patř́ı.

Jinými slovy, ve své době nevěděli o Větě 3.
V roce 1795 se Laplace pokusil o sv̊uj nezávislý d̊ukaz Základńı věty. Ve svém d̊ukazu

použ́ıvá pojem diskriminantu polynomu a stejně jako jeho předch̊udci předpokládá, že
kořeny polynomu existuj́ı. Vizte [5, str. 120] pro

”
extrémně elegantńı d̊ukaz“ (dle slov

autora reference) založený na výsledku z teorie symetrických funkćı (dokázaném New-
tonem roku 1673). Důkaz byl dlouhou dobu zapomenut.

Gauss (1777–1855). V roce 1799 publikoval Gauss ve své doktorské práci d̊ukaz
Základńı věty, za kterou obdržel doktorát. Důkaz však nesplňuje novodobé požadavky
na rigoróznost. Práce dvacetidvouletého studenta zač́ıná rozsáhlou kritikou dosavadńıch
výsledk̊u zejména Eulera a Lagrange — hlavńı výtkou je předpoklad existence kořene,
která je třeba dokázat (může se stát, že kořeny neexistuj́ı). Ve své práci si nebyl vědom
d̊ukazu Lagrange. Později kritizoval jeho práci stejným zp̊usobem jako předchoźı.

Dokonce i Gauss si ve své disertaci myslel, že existuje netriviálńı hierarchie ima-
ginárńıch veličina (tzv. st́ıny st́ın̊u). Koncem 18. stolet́ı se však paradigma změnilo
a byla formulována následuj́ıćı myšlenka, která si žádala d̊ukaz:

”
Ukažte, že každá

imaginárńı veličina má tvar a + b
√
−1“. V moderńım jazyce, těleso C je algebraicky

uzavřené.
Gauss podal celkem čtyři, či osm d̊ukaz̊u Základńı věty, v závislosti na jemnosti

děleńı co už je a co neńı nový d̊ukaz. Prvńı d̊ukaz (z roku 1799) je topologický a myšlenka
stoj́ı na charakterizaci kořen̊u poolynomu f jako pr̊useč́ık̊u dvou algebraických křivek
(ℜf)(z) = 0 a (ℑf)(z) = 0, d̊ukaz však neńı bez pochyb. Moderńımi metodami a pro-
pracovanými argumenty je možné jádro d̊ukazu o algebraických křivkách opodstatnit,
to ale Gauss neudělal.

Druhý d̊ukaz (z roku 1816) je téměř čistě algebraický, založený na d̊ukazu Eulera a
využ́ıvá Sylowovy věty. Jediný analytický vstup do d̊ukazu je

”
každý reálný polynom

lichého stupně má reálný kořen“, který je d̊usledek věty o středńı hodnotě. Druhý d̊ukaz
nenechává prostor ani pro moderńı pochybovače. S polynomem zacháźı jako s prvkem
f ∈ C[x], kde x je jednoduše neurčitý formálńı výraz, který nemá žádnou konkrétńı
hodnotu a dalo by se ř́ıci, že v d̊ukazu konstruuje rozkladové nadtěleso reálných č́ısel,
o kterém ukáže, že to jsou č́ısla komplexńı.
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Třet́ı d̊ukaz ze stejného roku stav́ı na identifikaci nul funkce pomoćı komplexńıho
křivkového integrálu. Komplexńı polynom je holomorfńı na C a tak nemá žádné póly.

Věta 6 (Princip argumentu). Necht’ f : Ω → C je holomorfńı funkce. Potom

Z − P =
1

2πi

˛
γ

f ′(z)

f(z)
dz, (2)

kde Z, resp. P , je počet nul, resp. pól̊u, funkce f uvnitř uzavřené měřitelné křivky.

Do roku 1849 byly všechny d̊ukazy vedeny pro reálné polynomy. Toho roku Gauss
poskytl prvńı d̊ukaz Základńı věty pro komplexńı polynomy. Z moderńıho pohledu se
však nejedná o zásadńı př́ıspěvek, nebot’ Základńı věta pro reálné a komplexńı polynomy
je ekvivalentńı. Skutečně, necht’ f ∈ C[z]. Potom g(z) := f(z)f(z) je reálný polynom.
Pokud g(c) = 0, potom c nebo c je kořen f . Tedy f má alespoň jeden komplexńı kořen,
což dokazuje Základńı větu pro komplexńı polynomy.

Argand (1768—1822), Cauchy (1798—1857). Argand v roce 1814 publikoval
d̊ukaz, který se považuje za jeden z nejjednodušš́ıch d̊ukaz̊u Základńı věty. Využ́ıvá
poznatek, že |f(z)| nabývá svého minima v C (pozor, nejedná se o kompakt). Cauchy
o pár let později publikoval téměř stejný d̊ukaz, kde nav́ıc zevrubně komentoval na výše
uvedeném poznatku a d̊ukaz byl tak obecně př́ıstupněǰśı a známěǰśı.

3 Moderńı d̊ukazy

Má se za to, že kompletně algebraický d̊ukaz Základńı věty nemůže existovat, nebot’

reálná, potažmo komplexńı, č́ısla jsou samy konstruktem zúplněńı racionálńıch č́ısel
a tedy nutně analýzy. Pro zájemce o

”
minimalitu“ použit́ı analýzy můžeme odkázat

na [2].
Za asi nejv́ıce algebraický zp̊usob d̊ukazu můžeme nazvat techniku využ́ıvaj́ı pojmu

”
reálného uzavřeného tělesa“, což je těleso F , které je úplně uspořádané, každý kladný

prvek má druhou odmocninu a každý polynom lichého stupně má alespoň jeden kořen
v F . Dá se ukázat, že každé reálné uzavřené těleso neńı algebraicky uzavřené, ale
nadtěleso F (

√
−1) = {a + b

√
−1 | a, b ∈ F} už algebraicky uzavřené je. Analýza vstu-

puje až v okamžiku, kdy ukážeme, že reálná č́ısla jsou reálné uzavřené těleso pomoćı
základńı analýzy. Př́ıstup pomoćı Galoisovy teorie je stejně tak účinný.

3.1 Pomoćı komplexńı analýzy

Standardńı krátký nelementárńı d̊ukaz je např. pomoćı komplexńı analýzy a teorie
holomorfńıch funkćı.

Věta 7 (Liouvilleova věta). Necht’ f : C → C je holomorfńı a omezená na C. Potom
f je konstantńı.
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D̊ukaz Základńı věty. Necht’ f je komplexńı nekonstantńı polynom a pro spor uvažujme,
že pro všechny z ∈ C je f(z) ̸= 0. Potom funkce g(z) := 1

f(z)
je holomorfńı a omezená

(ze spojitosti f) na C. Z toho plyne, že g je konstantńı a tedy i f je konstantńı.

3.2 Algebraická topologie

Daľśı kategorie d̊ukaz̊u jsou d̊ukazy topologické. Uved’me př́ıklad z algebriacké topologie,
konkrétně fundamentálńı grupy [4].

Definice 8. Necht’ X, Y jsou topologické prostory a f , g spojitá zobrazeńı X → Y .
Řekneme, že f je homotopická g, pokud existuje spojité zobrazeńı H : X × [0, 1] →
Y tak, že H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = g(x). Znač́ıme f ≃ g. Tř́ıdou homotopie f
označujeme všechny křivky homotopické f , znač́ıme [f ].

Definice 9. Fundamentálńı grupou π1(X, x0) topologického prostoru X v bodě x0 ∈ X
rozumı́me množinu tř́ıd homotopie smyček v bodě x0, tedy

π1(X, x0) := {[f ] | f : [0, 1] → X spojitá, f(0) = f(1) = x0} . (3)

Fundamentálńı grupy ve stejné komponentě souvislosti si jsou izomorfńı.

Věta 10. π1(S1) je nekonečná cyklická grupa generovaná tř́ıdou homotopie smyčky
ω ∈ Ω(S1, (1, 0)), kde ω(t) = (cos(2πt), sin(2πt)), tj. π1(S1) = {[e2πint] | n ∈ N}.

D̊ukaz Základńı věty. Uvažujme bez újmy polynom f(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an. Pro

spor uvažujme, že f nemá kořen v C. Pro všechny r ≥ 0 tak můžeme sestrojit spojitou
smyčku γr : [0, 1] → C,

γr(t) :=
f (r exp (2πit)) /f(r)

|f (r exp (2πit)) /f(r)|
, (4)

která lež́ı na jednotkové kružnici S1 ⊂ C s počátkem γr(0) = 1 = γr(1). Spojitou
změnou parametru r můžeme přej́ıt ke konstantńı křivce γ0(t) ≡ 1 a tedy pro všechna
r ≥ 0 je γr ≃ e, kde e znač́ı konstantńı křivku v bodě 1. Homotopičnost křivek plyne
z existence (pro libovolné r ≥ 0) homotopie H : [0, 1] × [0, 1] → S1, H(t, 1) = γr(t),
H(t, 0) = γ0(t) ≡ 1.

Nyńı sestroj́ıme křivku γs
r tak, že γr ≃ γs

r ≃ exp(2πint). Z toho už by nutně
vyplývalo, že n = 0 a tedy f je konstantńı polynom. Definujme křivku předpisem

γs
r(t) :=

fs (r exp (2πit)) /fs(r)

|fs (r exp (2πit)) /fs(r)|
, fs(z) := zn + s

(
a1z

n−1 + · · · + an
)

(5)

Ukážeme, že vlastnost plat́ı pro r > κ := max {1, |a1| + |a2| + · · · + |an|}. Pro |z| = r >
κ dostáváme |zn| = |z||zn−1| > (|a1| + |a2| + · · · + |an|)|zn−1| ≥ (|a1zn−1| + |a2zn−2| +
· · ·+ |an|) ≥ |a1zn−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an| s použit́ım popořadě κ > 1, Cauchy-Schwartz
nerovnosti a trojúhelńıkové nerovnosti. Z toho dostáváme, že polynom fs(z) nemá pro
|z| > κ a s ∈ [0, 1] žádný kořen (poukažme na ostrou nerovnost). Křivka γs

r je tak dobře
definovaná pro r > κ. Potom z definice plat́ı γ1

r = γr a γ0
r = exp (2πint). Ze spojitosti

křivky v s dostáváme e ≃ γr ≃ γs
r ≃ exp (2πint).
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4 Daľśı reference

Pro daľśı reference vizte [3] pro obdobné tvrzeńı pro kvaterniony, [6] pro konstruktivis-
tický pohled na d̊ukaz Věty a [1] pro jeden z nekratš́ıch d̊ukaz̊u.
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