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Uvod

Tento text vznikl na zakladé jednosemestralni prednasky Lieovy algebry a grupy, kterou
od akademického roku 2005/2006 piednasim v magisterském studiu na FJFT CVUT. Ob-
sahuje vod do teorie Lieovych grup a algeber, zaméreny zejména na pojmy a védomosti
uzitecné pro studenty matematické fyziky. Vzhledem k tomu, ze v ¢eském jazyce mé neni
znam zadny publikovany tvodni text srovnatelného rozsahu, doufam, ze bude uzitecny i
pro dalsi Ctenare.

Obsah prednasky je pomérné obvykly: po zavedeni pojmu Lieovy grupy jsou zkoumany
jeho zakladni vlastnosti a vztah k Lieovym algebram. Nasledné jsou zavadény potiebné
podstatnéjsim vysledkem kurzu je vysvétleni klasifikace poloprostych Lieovych algeber
a struktury jejich konec¢nérozmérnych reprezentaci. Prednaska je prednasena v rozsahu
3 hodiny tydné doplnéna 2 hodinami cviceni. Kapitoly viceméné odpovidaji ¢lenéni na
tydenni bloky. Cviceni jsou zafazena prevazné na zaver kapitol, pouze v kapitole o re-
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Puvodni koncepce prednédsky byla silné ovlivnéna ucebnicemi [11] a [5]. Tento zdklad
byl postupné upravovan, zpfesiiovan a rozsifovan. Z novéjsi literatury lze jako vhod-
nou dopliikovou ucebnici doporuéit [3], s niz jsou zde pouzivand terminologie a znaceni i
pokryvana témata viceméné kompatibilni.

Po prostudovani tohoto tvodu by ¢tenai meél byt pripraven vyuzit ziskané znalosti
v aplikacich napr. pfi studiu diferencidlnich rovnic nebo v ¢asticové fyzice, ¢i ke studiu
pokrocilejsich textu z oblasti Lieovych grup a algeber, napt. [6, 7, 10, 12].

Od ¢tendiu ocekavam, ze jiz maji znalosti obvyklé u absolventu bakalarského studia
matematiky ¢i teoretické fyziky, zejména z linearni algebry, topologie a analyzy. Potfebné
jsou i zékladni pojmy z oblasti diferencidlni geometrie (diferencovatelné variety, vektorova
pole, diferencidlni formy). V piikladech a cvicenich je uzitecna zékladni znalost kvantové
mechaniky, nebot fada ptikladi mé svij puvod v této oblasti fyziky.

Pro ¢tenare hledajiciho text zavadéjici pojmy z topologie a diferencidlni geometrie
dle potieby, lze doporucit ucebnici [13] zabyvajici se maticovymi grupami, ve které lze
téZ najit dalsi uziteéné tlohy k procvicovani nebo [8] vénovanou koneénym a maticovym
Lieovym grupam. Pro zopakovani diferencidlni geometrie lze doporucit napf. knihy [4,

, 9]. Zajemce o casto spletitou historii oboru, zde jen stru¢né zminovanou, lze odkazat
na [2].



K samotnému vzniku textu: rukou psany text prednasky prepsali studenti Jan Vabek
a Matej Hazala do BTEXu v podobé wikiskript a dali mi jej v této podobé k dispozici pro
dalsi upravy. Za tuto pomoc, kterd znacné zrychlila prepis prednésky do soucasné podoby,
jsem jim vdécen. Upozornénim na chyby ve vykladu a pieklepy béhem let ptispéla fada
dalsich studentii, at jiz k puvodnim rukopisnym pozndmkam ¢i k elektronické podobé
textu.

Tento text je uréen pro osobni potfebu a jeho neautorizované siteni neni dovoleno.
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Kapitola 1

Definice Lieovy grupy a Lieovy
algebry

1.1 Motivace pro studium Lieovych grup a algeber

Grupy jsou matematickym nastrojem pro popis symetrii, tj. bijektivnich transformaci
ponechavajicich studovanou strukturu, objekt apod. beze zmény. Pokud jsou tyto symetrie
navic parametrizované realnymi parametry, je piirozené zkoumat grupy, které maji v sobé
soucasné zakédovanu hladkou strukturu kompatibilni se strukturou grupy. Takové grupy
nazyvame Lieovy po norském matematikovi Sophusovi Lie (1842-1899), ktery je jako
prvni studoval, mj. v souvislosti se studiem symetrii obycejnych diferencidlnich rovnic, a
vybudoval zna¢nou ¢ast jejich teorie.

Mezi oblasti matematiky a fyziky, v nichz se mtuzeme s Lieovymi grupami setkat, patii
e klasickd mechanika — symetrie souvisi podle véty Noetherové s integrdly pohybu,

e specidlni relativita — jako teorie invariantni vzhledem k Lorentzové (Poincaréové)
grupe,

e kvantovd mechanika — v niz symetrii s vyhodou vyuzivdme pti hledéni spekter (napf.
sférickd symetrie souvisi s reprezentacemi grupy SO(3), tzv. ndhodnad degenerace
Coulombova potenciélu s reprezentacemi grupy SO(4)),

e kvantova teorie pole — symetrie predstavuji jednu ze zakladnich soucasti jeji formu-
lace (,,castice“ jako irreducibilni reprezentace Poincaréovy grupy),

e kalibrac¢ni teorie elementarnich ¢astic zalozené na reprezentacich kompaktnich Lieovych
grup; konkrétné standardni model na grupé SU(3) x SU(2) x U(1),

e teorie diferencidlnich rovnic — hledani teseni diferencidlnich rovnic s vyuzitim sy-
metrii, tj. snizovani fadu obycejnych diferencialnich rovnic a hledani invariantnich
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic,

e diferencialni geometrie — Lieovy grupy jsou diferencovatelné variety s fadou specidlnich
vlastnosti.



1.2 Lieovy grupy

Definice 1.1. Lieova grupa je diferencovatelnd varieta G vybavena bindrni operaci
zvanou grupové nasobeni - : G x G — G takovou, ze

1. (G, ") je grupa, tj. - je asociativni, existuje jednotkovy prvek e (tj. g-e = e-g = g) a ke
kazdému prvku g € G existuje prvek inverzni g~! € G takovy,ze g-g7' =g '-g = e,
a

2. zobrazeni - : G x G — G a ( )7':G — G jsou hladka.

Pozndmka 1.2. Zavadi se téz pojem lokalné n—parametrické topologické grupy,
tj. grupy, kterd je soucasné topologickym prostorem vybavenym C-atlasem (tj. je n—
rozmérnou C%—varietou) a jejiZ grupové ndsobeni a inverze jsou spojité. Dle V. Hilbertova
problému zformulovaného v roce 1900 matematikem D. Hilbertem a vyteseného v 50.
letech 20. stoleti libovolna lokalné n—parametricka topologicka grupa je nutné téz grupou
Lieovou vzhledem k jednoznacéné urcené diferencovatelné strukture tiidy C'*°. Bez dikazu.

Priklad 1.3. Bud V vektorovy prostor koneéné dimenze n nad télesem redlnych éisel.
Pak G = GL(V) = {A € L(V)|FA™!} je Lieova grupa vzhledem ke sklddani zobrazeni,
dim GL(V) = n% Ekvivalentné, po zapsdni zobrazeni ve zvolené bdzi, G = GL(n,R) =
{A € R""|det A # 0} je Lieova grupa vzhledem k ndsobeni matic.

Diikaz. Zobrazeni det : R — R je C*(R™™ R), G = detCY(R\ {0}) = G° je tudiz
oteviend podmnozina R™" a tedy trivialné diferencovatelnd varieta. Splnéni podminek

hladkosti - a ()" plyne z (AB)j = AjBY a A™' = 15 A4 nebot slozky soucinu,
determinantu i adjungované matice jsou polynomy ve slozkdch puvodni matice (resp.
matic) a det A # 0 pro vsechna A € G. O

Pozndmka 1.4. GL(n,C) C C™" ~ C"" ~ R?"" dim GL(n,C) = 2n% Lze ji téZ chdpat
jako komplexni Lieovu grupu dimenze n?, tj. grupu, kterd je soucasné komplexni vari-
etou (tj. vybavenou atlasem zobrazujicim do C™, s holomorfnimi pfechodovymi funkcemi)
a jejiz grupové nasobeni a inverze jsou holomorfni. Teorii komplexnich Lieovych grup se
nebudeme zvlast zabyvat. Kazdd komplexni Lieova grupa je zdroven Lieovou grupou dle
definice 1.1 dvojndsobné dimenze, ale naopak to obecné neplati (a to ani pokud G je
piirozené definovana jako podmnozina v néjakém C?).

Definice 1.5. Maticové Lieovy grupy jsou takové vlozené podvariety GL(V), GL(n,R)

nebo GL(n, C), které jsou soucasné uzaviené vzhledem k maticovému nésoben{ a inverzi'.

Priklady takovych grup jsou
e specidlni linedrni grupa SL(n,R) = {A € GL(n,R)|det A = 1},
e ortogonélni grupa O(n) = {0 € GL(n,R)|0OTO =T},
e unitdrni grupa U(n) = {U € GL(n,C)|UTU =1},

kde I = diag(1,...,1) zna¢i jednotkovou matici.
Lze definovat i maticové grupy nad nekomutativnim télesem kvaternionu

H = R-span{1,1i,j,k}

!Ne vsechny Lieovy grupy jsou maticové &i jim izomorfni.



s ndsobenim definovanym relacemi i? = j2 = k? = —1, i - j = k. V konkrétnich situacich
tento popis muze byt vyhodny, napiiklad ortogondlni kvaternionova grupa maticového
rozméru 1 je jinym popisem grupy SU(2), dale zavedené symplektické grupy jsou prirozené
definované jako ortogondlni kvaternionové grupy. Obecné ovsem lze kazdou kvaterniono-
vou maticovou grupu v GL(n,H) chapat jako vlozenou podgrupu v GL(2n,C).

Pro studium maticovych grup je dulezitd dobfe znama véta o implicitni funkci v
nasledujici geometrické podobé

Véta 1.6 (Véta o implicitni funkci). Bud F : M — V hladké zobrazeni variet dimenze
dimM =n,dimV =r abod ¢ € F(M) C V. Pokud

rankF,|, = r, Vp e FED(g)

pak FY(q) je (n — r)-rozmérna vlozend podvarieta M. Tecny prostor k podvarieté
F&Y(q) v bodé p je roven
T,FY(q) = ker F.|,.

Pro libovolny zvoleny prvek g € G definujeme dva vyznacné difeomorfismy Ly, R, :
G — G piedpisem Lsh = g - h, Rgh = h - g, Vh € G. Nazyvaji se leva, resp. prava
translace.

Definice 1.7. Levoinvariantni, resp. pravoinvariantni, vektorova pole X € X(G)
jsou vektorovd pole splnujici X = Ly, X, resp. X = R, X pro vSechna g € G.

Pozndmka 1.8. V daném bodé h € G pfedchozi definice znamend X |y, = Lg.(X|p), resp.
Xlng = Rou(X[n)-

Pozndmka 1.9. Levoinvariantni vektorové pole je jednoznacné urceno svym teénym vek-
torem v libovolném pevné zvoleném bodé g € G (obvykle se voli e), tj. X[, = Lg.(X],)
protoze Lgo Ly = Lgp, Lgy 0 Lpy = Lgps.

Véta 1.10. Vektorovy prostor levoinvariantnich vektorovych poli g CC X'(G) je izomorfn{
T.G, tj. g ~ T.G.

Diikaz. Mé&jme X € T.G, pak miizeme definovat zobrazeni X : G — TG, X(g) = Lg.(X),
tj. X, € T,G. Pouzitim libovolné kiivky, k niz je X tecny
v:(a,b) CR—-G, a<0<b, ~0)=e F(0)=X
mame
p(9:1) = g-7(t) = Ly(y(t) =  »eC?(G x(a,b),G).
V diisledku X (g) = L. (X) € T,G zévist na g hladce, nebot

_d
Codt

~ d
Loo(X) = Ly 32| (8

t=0

t=0
]

Pii zdpisu mohou vznikat nejasnosti ve znaceni, kdy symbol X € g muze znacit
vektorové pole na G nebo pouze odpovidajici tecny vektor z T,G. Budeme se snazit tyto

pojmy rozlisovat (X vektorové pole, X|, nebo X (g) teény vektor v bodé g), ¢asto je vsak
¢tenar nucen pochopit vyznam symbolu z kontextu.
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Pozndmka 1.11. Pro ptipomenuti — kotecné zobrazeni pusobi na funkce predpisem

(9" f)(p) = (f o 9)(p).

Véta 1.12. Vektorové pole X € X(G) chapané jako zobrazeni X : C*(G) — C™(G) je
levoinvariantni pravé tehdy, kdyz pro vsechna g € G plati

LyoX =XoLy. (1.1)
Dikaz. Proy: M — N,pe M, X|, €e T,M, f € C>*(N) plati:

V(X p) f = X[p(f o) = X|p(47(f)) = (X|p 007 f.
Prog,h € G, X € ga f € C*(G) tedy plati:
Lo (X)) f = (X], 0 L;)f = ((X 0 LZ) f) (h)
= Xl f = (Xf)gh) = (X)(Lgh) = (Ly(X(f))) (h) = (L o X)f) ()

atudiz XoLj = Lj0X. Naopak, z rovnice vyse XoL; = Lo X implikuje levoinvariantnost
X v kazdém bodé h € G. O

Disledek 1.13. Pro levoinvariantni vektorova pole X, Y € g plati
Lyo[X,Y]=[X,Y]o Ly,
tj. g je uzaviend vzhledem ke komutaci.

Dikaz.

Lyo[X,)Y]=LjoXoY ~LioYoX=Xol,0Y -Yol;oX=
=XoYol,-YoXolL,=[X,Y]oL}

1.3 Lieova algebra Lieovy grupy

Definice 1.14. Algebru g = {X € X(G)|X = L, X} levoinvariantnich vektorovych poli
na Lieové grupé GG nazyvame Lieovou algebrou Lieovy grupy G.

Definice 1.15. Lieova algebra (A, +,,[.,.]) je vektorovy prostor (A,+,-) vybaveny
bilinedrnim zobrazenim |.,.] : A x A — A splaujicim:

1. [X,)Y]=-[Y, X] (antisymetrie),
2. [[X,Y],Z]+ Y, Z], X]+ [[Z,X],Y] =0 (Jacobiho identita)
pro vSechna X,Y, Z € A. Zobrazeni |., .| se nazyva Lieova zavorka.

Definice 1.16. Uvazujme bazi (X;)H%4 prostoru A. Lieova zavorka [., ] je uréena svym
pusobenim na bazické vektory, [X;, X;] = ¢;;* X. ¢;;* se nazyvaji strukturni konstanty
Lieovy algebry A v bézi (X;).



Pozndmka 1.17. Strukturni konstanty splinuji

k k m l m l m l
Cijm = —Cj; Cil Cjk +Cji Cri + Cri Cij =0. (1.2)

v dusledku antisymetrie a Jacobiho identity.

Pozndmka 1.18. Teéné vektory X z gl(n,R) ~ T.R™" jsou v soufadnicovém zdpisu
X = X!2|,, kde 2! jsou standardnf soufadnice na GL(n,R), 1(A) = A’. Takize prvky
J

maticové Lieovy algebry lze chapat jako matice, pro maticové Lieovy grupy jsou jejich Lie-
ovy algebry vektorové prostory matic odpovidajici dimenze a Lieova zavorka je komutator
matic (coz dokédzeme pozdéji).
Priklad 1.19. Afinni transformace Af(1) na R.
Souvisla komponenta grupy afinnich transformaci realné primky se da parametrizovat
nasledovné: Af(1) = (RT x R, (z,y) - (Z,7) = (x&, 2y + y)). Tuto grupu lze téz zapsat
maticove, tj. grupové nasobeni prechazi v ndsobeni matic a samotna mnozina je zapsana
jako Af(1) ={(g¥),z e R",y € R}.

Podoba Lieovy algebry se urci z pozadavku na levoinvariantnost obecného vektorového
pole uréeného v e = (1,0). Uvazujme tecny vektor ve tvaru X|. = a0y|. + 50,|. Levoin-
variantnost vede na

0

0
X’(a,b) f = Ly X’(l,o) f= X’ (1,0) (f o Lay) = (0‘% + ﬁ(?_y) flax, ay + b)’(m,y):(l,O) =

0 0
=a (Oé% f(a:,y)](mb) + ﬁi?_y f(x>y>’(a,b)> :

Vidime tedy, ze X = ax0, + fx0,, Lieova algebra je af(1) = span{ Xy, Xo}, kde X; = z0,,
Xy = x0,. Pro kontrolu si miuzeme spocitat komutdator [ Xy, Xs] = Xo, tj. af(1) je skutecné
Lieova algebra.

V pifpadé matic mdme af(1) = T,Af(1) = {( ,B € R}, a bazické vektory
ztotozitujeme pomoci teénych vektoru ke kiivkdm v, (t) = (*§*Y), 12(t) = (§1) s ma-
ticemi z T,Af (1)) nésledovné: Xl = (§9) a Xao|e = (§3)-

Pozndmka 1.20. Maticové grupy.

Uvazme maticovou grupu G' = GL(n,R), za soutadnice povazujeme slozky matice g;
Podobné jako v minulém piikladé chceme védét, jak vypada v libovolném bodé g € G
obecné levoinvariantni vektorové pole X, které je urceno svou hodnotou v e, tj. X|. =
aé.g?;|e. Bud f € C*(G), f = f(2}). Podminka levoinvariance:

i 0 Of(g,ixk)
Xj(g)a_xé-’gf = X|gf = (LQ*X‘e)f = X’e(foLg) = ain 8$£n] =
of | Olgpxp) of . Of
_ 1 P l o ksm _ ki “J | __ kAaJj
= Gag| o It G 951 0y = g 017, = 9,050/ 1yf.

Takze X!(g) = gio¥, X(g) = giat 2

1.4 Cviceni

Cviceni 1.1. Ukazte, ze SL(n,R) = {A € GL(n,R)|det A = 1} je maticova Lieova grupa
a najdéte jeji Lieovu algebru.



Regend. Splnéni podminky pro podvarietu je dusledkem véty o implicitni funkei 1.6. Vy-

bereme
n

=R SR, f(A) =det A= sgnr [[ Aincy

TESR i=1
(kde A;; znaci prvky matice A). Jeho teéné zobrazeni je urc¢eno
det(A +tB) — det(A det(I+tA™'B) -1
A D) =) _ gy LA
—>

Tudiz pro libovolny A € SL(n,R) staci dosadit B = A pro ovéfeni maximdlni hodnosti
zobrazeni f, v bodé A: f.|]A(A) =1, tj. SL(n,R) je vlozena podvarieta GL(n,R). Ze se
jednd o podgrupu je ziejmé z det(AB™!) = 44 — 1 tj. AB~' € SL(n,R) pro libovolné

=det A-trA™'B.

filaB = lim

" detB
A, B € SL(n,R). Lieova algebra je pak ur¢ena predpisem
sl(n,R) ~ TISL(n,R) = ker fi|} = {4 € gl(n,R) ~ R""|trA = 0}. (1.3)
Cuiceni 1.2. Definujme matici J = diag(l,1,...,1,-1,—1,....,-1), kde p + ¢ = n.
p q

Vyuzitim zobrazeni FI(A) = AT JA ukazte, 7ze pseudoortogondlni grupa
O(p,q) = {A e R""|ATJA = J}
je maticova Lieova grupa a najdéte jeji Lieovu algebru. Pokud ¢ = 0 jedna se o grupu
ortogonalni O(n), Prunik SO(p, ¢) = O(p,q)NSL(n,R), resp. SO(n) = O(n)NSL(n,R),
pak je grupa specialni pseudoortogonalni, resp. specialni ortogonalni.
Reseni. V tomto pifpadé volime
F=R"" — SymR"") = {AcR""|A=A"},  F(A)=AT"JA-J

a postupujeme analogicky. Jadro te¢ného zobrazeni F, v grupové jednotce I urcuje Lieovu
algebru

o(p,q) ~s0(p,q) =~ TiO(p,q) = ker F[r = {A € R™"|ATJ + JA=0},  (14)
kterd je stejnd i pro grupu SO(p, q), nebot na okolf I jsou obé grupy difeomorfni.
Cviceni 1.3. Vyuzitim zobrazeni F(A) = ATJA ukazte, Ze pseudounitarni grupa

Ulp,q) = {AeC"™ATJA=J} (1.5)

je (redlnd) maticova Lieova grupa a najdéte jeji Lieovu algebru. Pokud ¢ = 0 jednd se
o grupu unitdrni U(n), Pranik SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C), resp. SU(n) = U(n) N
SL(n,C), pak je grupa specidlni pseudounitirni, resp. specidlni unitarni.

Resend.
u(p,q) ={A e C"™|A'J+JA=0}, su(p,q)={AcC""AJ+JA=0trA=0}.
(1.6)
Cvicent 1.4. Definujme matici
1 (0 Dy ern
Vyuzitim zobrazeni F/(A) = AT JA ukazte, ze symplekticka grupa
Sp(2n,R) = {A € R**"|ATJA = J} (1.7)

je maticova Lieova grupa a najdéte jeji Lieovu algebru.
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FoR™ 5 R AR™ = {A e R*™[A+ AT =0},

sp(2n,R) = {A € R*™*"|ATJ + JA = 0}

= {A: (a b) a,b,c,d e R"™b=0b",c=c",d=
c d

11

~at}.

(1.8)



Kapitola 2

Vztah mezi Lieovou grupou a jeji
algebrou

Ukazuje se, ze existuje vyznacné pfirozené definované zobrazeni z Lieovy algebry g do ji
odpovidajici Lieovy grupy G, tzv. exponenciela, které ukazuje, ze v jistém smyslu Lieova
grupa a jeji Lieova algebra jsou lokalné totéz. Jeho konstrukei se budeme zabyvat v této
kapitole. Nasledné se budeme zabyvat jeho globalnimi vlastnostmi, tj. kdy je cela grupa
obrazem algebry pri tomto zobrazeni.

Definice 2.1. Hladké zobrazeni ¢ : G — H Lieovych grup G a H je

e homomorfismus G a H pokud ¢(g ¢ h) = ¢(g) -5 ¢(h) pro vsechna g, h € G,

e izomorfismus G a H pokud ¢ je bijektivni homomorfismus a ¢! je hladké.
Definice 2.2. Jednoparametrickd podgrupa v G je homomorfismus ¢ : (R, +) — G.

Disledek 2.3. Obraz jednoparametrické podgrupy je podgrupa H v G izomorfni jed-
norozmérné diferencovatelné varieté, tj. celému télesu realnych ¢isel R nebo kruznici S?.
Definice jednoparametrické podgrupy v sobé obsahuje i preferovanou parametrizaci, tj.
vybér soufadnice na H. Plati (s +t) = ¢(s) - ¢(t) = ¢(t) - ©(s), tedy nutné ¢(0) = e a
jednoparametrickd podgrupa je vzdy komutativni.

Priklad 2.4. Pro maticovou grupu G mame

p(t) = (1) '@ = Ly« ($(0))

konst.

= ¢(0) - o(t) = Ry« (£(0))
Obecné pak plati
d
t) =t =L to o(t) = —| (L = Lo« p(0). (2.1
(s +1) = ¢(t)p(s) = Lywep(s), proto () = 0( o0P(8)) = Loy £(0) . (2.1)
ET(P(,»G eT.G

Vidime tedy, Ze pokud najdeme pro danou ¢(t) levoinvariantni pole X € g, X|, = ¢(0),
pak platl ¢(t) = Lo« (X|,) = X| -

Disledek 2.5. Jednoparametrické podgrupy v G jsou integralni kiivky levoinvariantnich
vektorovych poli, tj. elementu Lieovy algebry g, vychazejici z e.

12



Pozndmka 2.6. Méjme X € g. Pak z véty o existenci a jednoznacnosti feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic vime, Ze existuje € > 0 a integralni kfivka ¢ vektorového pole X
vychézejici z e € G definovand pro kiivkovy parametr t € (—e¢, €). Vzhledem k levoinvari-
antnosti X je Ly o ¢ integralni kiivka vektorového pole X vychazejici z g € G, definovand
opét pro stejny interval hodnot kfivkového parametru t € (—e¢, €). Tudiz mame definovan
tok Uy : G X (—¢,¢6) — G. Vzhledem k tomu, ze € je stejné pro vSechna g € G, lze
pohybem podél integrélni kiivky interval dané délky (—e¢,€) posouvat napt. o €/2 a tim
definovat integralni kiivku pro vSechny hodnoty ¢ € R. Proto je ¥y : G x R — G, t;j.
levoinvariantni vektorové pole X je uplné.

2.1 Exponencialni zobrazeni

Vyuzitim integralnich kfivek muzeme definovat zobrazeni g — G, které danému vektoru
X|. € T.G ~ g prifad{ jisty bod na integralni kiivce levoinvariantniho vektorového pole
X, jehoz je X|. tetnym vektorem v e.

Definice 2.7. Zobrazeni exp : ¢ — G definujeme predpisem

exp(tX) = ¢(t),  exp(X) = (1), (2:2)

kde ¢ je integralni kiivka levoinvariantniho vektorového pole X € g vychézejici z e.

Znaéime exp(X) = e*.

Pozndmka 2.8. Zobrazeni exp diky vlastnostem toku vektorového pole spliuje ¢(t + s) =
et9)X = o(t)p(s) = eXe*X. To je diivodem zvoleného znaceni.

Pozndmka 2.9. Exponenciela maticovych grup G

Hleddme integralni kiivku 7(¢) levoinvariantniho vektorového pole X € g, urcéenou
X|e € T.G. Jak toto pole vypada vime z piikladu 1.20, znaceni prevezmeme z tohoto
pifkladu, tj. X?(e) = a} = (A)j. Pro slozky pole mame X ((t)) = vi(t) X} (e) = ~i(t)ak.
Rovnice pro integralni kiivky tohoto pole jsou

vysledkem je eX = (1) = eXle.

Priklad 2.10. Exponenciela exp : af(1) — Af(1).
Hledame integralni kiivky vektorového pole z ptrikladu 1.19. Pro libovolné levoinvari-
antni pole X = aX; + Xy = axd, + Bx0, jsou rovnice pro integrdlni kiivky

2(t) = ax(t),  y(t) = pa(t)

s pocatecnimi podminkami (z(0),y(0)) = (1,0). Jejich feSenim je

«

(0o = (4 2 = ).
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Exponencielu ziskdvame dosazenim t = 1, tj.

X = w0sthzdy (ea, é(ea - 1)) :

(%

Pro a = 0 vyjde vysledek (1, 8) pfimym vypoctem stejné jako provedenim lim, .

V maticovém vyjadieni je tecny vektor (‘8‘ g), plati (COY g)Q — (062 aoﬁ>v o (84 g)k _
(aok akalﬁ ), takze ziskdvdme
+o0 1 . i )
exp (aXi +8Xs) =exp (55) =D —(50)" = ( = 22;1:11—1) _ (eg g<ec1«_1)> |

Véta 2.11. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A € gl(n, C) plati
det e = ™. (2.5)

Diikaz. Diagonalizovatelné matice jsou husté v mnoziné vsech matic a obé strany rovnice
jsou spojité, tj. postaci ukazat pro libovolné diagonalizovatelné A. Predpokladame tedy,
7e existuje B takové, ze D = BAB™! je diagondlni a mame

trD = trBAB™' = trAB™'B = trA.
Z definice pomoci fady vidime, ze plat{ eB48™" = BeAB~!. Proto
det e = det Bdet B~!det e = det .
Protoze D = diag(\y, ..., \,), mame e’ = diag(e?, ... eM) a tedy

det e” = l_Ie’\’c = o2 M = exp(trD).
k=1

]

Véta 2.12. Bud G Lieova grupa, pak exp : g — G : X — ¥ je lokalni difeomorfismus
okoli 0 € g na okoli e € GG.

Diikaz. g jako vektorovy prostor lze chapat jako varietu, Thg = g. Z hladkosti zavislosti
feSeni diferencidlnich rovnic na parametrech v rovnicich obsazenych je exp hladké zobra-
zeni variet a exp,|, : Tog = g — g = 1.G. exp(tX) je integrélni kiivka v G prochézejici e
s te¢nym vektorem X|. a y(t) = 0+ tX|. je kiivka v g s teé¢nym vektorem X|, v ¢t = 0.
Tudiz dle definice te¢ného zobrazeni mame
t 0 0+tXl|e) __ 0
exp.lo (X].)f = lim f@0) = f(O) _ . fT) = f(ef)

t—0 t t—0

f(eX) = fle) aer
= XL.J.

= lim
t—0

Tedy exp,|,(X],) = X]|,, exp,|, = id a dle véty o inverznim zobrazeni je exp lokalni
difeomorfismus. O

Pozndmka 2.13. Pro matice to je ziejméjsi, viz
d d
exp,(X) = —(%)| == (1+tX+0)) =X
dt o dt t=0

Pozndmka 2.14. Zobrazeni exp obecné neni surjektivni ani injektivni. Je ziejmé, ze exp
nemuze byt surjektivni pro grupy s vice komponentami souvislosti (nelze spojit kiivkou
body z ruznych komponent). Ale obecné exp neni surjektivni ani pro souvislé G. V piipadé,
ze G je souvisla a kompaktni, 1ze ukazat, ze exp je nutné surjektivni.
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2.2 Vysetrovani souvislosti variet

Definice 2.15. Bud M diferencovatelnd varieta a V' jeji prosté vnotrena podvarieta. Po-
kud existuje spojité zobrazeni r : (0,1) x M — M takové ze

e r(0,m)=m,¥Yme M,
o r(t,v) =v, Vv eV, Vte(0,1),
e r(1,m)eV,Vme M,
fikdme, ze podvarieta V' je deformacni retrakt variety M.

Pozndmka 2.16. Definice deformac¢niho retraktu vyzaduje pouze spojitost, jedna se tedy
o topologicky pojem, aplikovatelny i na podprostor topologického prostoru.

Definice 2.17. Souvisly topologicky prostor (¢i souvisla varieta) M je jednoduSe sou-
visly praveé tehdy, kdyz pro kazdou spojitou uzavienou kiivku

v:(0,1) = M, ~(0) =~(1),

existuje spojité zobrazeni ¢ : (0, 1) x (0,1) — M takové, ze

vt e (0,1): ¢(0,1) =~(t), ¢(1,1) =~(0).
Véta 2.18. Necht V je deformacni retrakt M, pak
e M je souvisla pravé tehdy, kdyz V je souvisla,
e M je jednoduse souvisla pravé tehdy, kdyz V' je jednoduse souvisla.

Dukaz. V pripadé souvislosti ziejmé. Pro jednoduchou souvislost plyne z vhodného slozeni
¢ a r. Libovolnou uzavienou kiivku vy, (t) v M lze spojité zdeformovat na kiivku vy () =
r(1,var(t)) v V a tedy lze-li do bodu kontrahovat kazdou uzavienou kiivku v V', lze totéz
udélat i pro libovolnou uzavienou kiivku v M.

Naopak libovolna ktivka ve V' je soucasné kiivkou v M. Je-li M jednoduse souvisla,
lze kazdou kiivku ve V' spojité zkontrahovat do bodu zobrazenim ¢ zobrazujicim do M,
pak ¢(s,t) = r(1, ¢(s,t)) zobrazuje (0,1) x (0,1) do V a mé pozadované vlastnosti. [

Pozndmka 2.19. Ptimym zobecnénim lze ukazat, ze M a jeji deformacni retrakt V' maji
izomorfni takzvané homologické grupy H,(M,G) a H,(V,G) pro libovolnou abelovskou
grupu koeficientu G.

Priklad 2.20. SL(2,R) = {(% %), zw — zy = 1} je souvisld, ale neni jednoduse souvisla,

jak ukazeme nésledujici posloupnosti deformacnich retraktu deformujicich ji na SO(2).
Nejprve definujeme V;:

{2

Polozime ry (¢, (2 %)) = (a(t):v °‘1(t’y) , kde «(0) =1 a pro a(1) plati a?(1) (22 + 2%) = 1.

a(t)z Ok

Proto vybirdme «(t) = W Tudiz Vi = r; (1,SL(2,R)) C SL(2,R) je deformacni

P42 =1, :m—zg:1}.
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retrakt SL(2,R). Dale deformujeme V; tak, aby sloupce byly ortonormalni vektory:

)= ) )

Vo =ry(1,14) = {(f y) € SL(2,R)

w

o+ =1, xy—i—zw:O}.

Nyni zy + 2w = 0 a xw — zy = 1 implikuji
w=z-(yP+uw?), y=-z- +uv’)=>
w2 4 y2 — (IZ + 22)<w2 4 y2)2 — (’LU2 +y2>2
a tedy v disledku nenulovosti w? + y? madme w? + y? = 1. V dusledku

Vo= {(e20~50) |9 € (0,27)} = SO(2)

sinf cosf

je souvisla a topologicky ekvivalentni kruznici S'. SL(2,R) je tedy stejné jako S souvisld,
ale neni jednoduse souvisla.
Déle najdeme obor hodnot zobrazeni exp : s[(2,R) — SL(2,R). Mame

sI(2,R) = {A = (x 4 )
z —x
2 2
s [y  (x*+yz 0 _ .
P A B GO TR

COS\/|A|-H—|—SHI—\/\|/IE~A, |A| >0 tret = 2cos /| A| € (-2,2),

x,y,zeR},

coz implikuje

A _ sinh 4/ —

¢ = cosh\/—|A|-]I+hTAAI-A, Al <0 = tre? =2cosh/—]A| > 2,
I+ A, Al =0 tret =2,

kde |A| = det A.

V diisledku vidime, ze tre? > —2 pro kazdé A € sl(2,R). Oviem v SL(2,R) existuji
¥ > atedy exp : sl(2,R) — SL(2,R)

elementy, které této podmince nevyhovuji, napft. ( :)2 -1

neni surjektivni.

Disledek 2.21. Souvisla Lieova grupa GG nemusi byt celd pokryta exponencielnim zob-
razenim, tj. muze nastat exp(g) C G, exp(g) # G.

Pozndmka 2.22. Lze ukazat, ze SL(n,R) neni jednoduse souvisld pro zadné n > 2.

Véta 2.23. Bud G souvisld Liecova grupa, g € G. Pak existujen € N, X;,..., X,, € g
takové, ze g = eX1eX2 | eXn,

Diikaz. Méjme oteviené okoli Uy obsahujici jednotku, e € Uy = U5 C G. Predpokladejme,
ze ()7': Uy — Uy (jinak vezmeme Uy = Uy N Uy Y, kde Uyt = {g~'|g € Up}). Zkonstruu-
jeme posloupnost do sebe vnorenych otevienych podmnozin U; = gev,_, 900, Ui C Uiy
Protoze Ly,(Up) = (Ly(Up))°, je téz sjednoceni otevienych mnozin U; oteviené. Oznacme
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U = Uen, Ui, pak U = U° apro V. = G\ U plati V = V. Sporem ukdzeme, Ze pro
libovolny bod g € V je g € gUy = L,(Upy) = (Ly(Up))° C V, tj. ze kazdy bod g € V
mé ve V oteviené okoli. Z pfedpokladu L,(Uy) NU # O totiz vyplyvé existence ug € Uy
takového, ze guy € U, tj. pro néjaké i € Ny musi byt guy € U;. V dusledku inkluze
Uwg' = {huy'lh € U} C Uy C U, tj. mame hledany spor g € Uy’ € U. Odvodili
jsme tedy, zZe V je oteviend, tj. U = U. Protoze e € U je U # () a tedy jako mnozina
soucasné otevienda a uzaviend v souvislém topologickém prostoru je nutné U = G. O

vvvvvv

lze vybrat rovné 2.

2.3 Cviceni

Cuiceni 2.1. Ukazte, ze unitarni grupa U(n) je souvisla.

Resend. Dokaite, Ze pro kazdé G € U(n) existuje diagonalni matice D = diag(e'#!, ..., el#n) €
U(n) aU € U(n) takové, ze G = U - D - UT. Pak spojte I € U(n) s G kiivkou

G(t) = U - diag(e™, ... &™) . Ut c U(n).

Cwiceni 2.2. Ukazte, ze specidlni ortogonalni grupa SO(n) je souvisla.
Reseni. Postupujeme podobné, misto diagonélnich matic uvazujeme blokové diagonglni

. cosp —singp » 3 _—
matice s bloky R(p) = sing  cos > € R?2, ptipadné 1 € Rb! pro n liché.

To, ze kazdou sudorozmérnou ortogonalni matici s jednotkovym determinantem lze
zapsat jako blokové diagondlni s bloky tvaru R(p) dokézeme nasledovné:

Pro ortogonalni matici se snadno ovéii, ze ortogondalni doplnék invariantniho podpro-
storu je nutné téz invariantni.

Dand matice S € SO(2m) ma z ortogonality vlastni ¢isla s absolutni hodnotou rovnou
jedné (nebot ortogondlni matice je téz unitdrni). Imagindrn{ vlastn{ ¢isla jsou pro redlnou
matici v komplexné sdruzenych pérech, se stejnou nasobnosti pro dany par. Takova cisla
tedy do determinantu prispivaji jednickou. Podobné méame vlastni ¢isla —1 a +1, které
v sou¢inu musi dat det A = 1, tj. téz ndsobnosti +1 a —1 jsou sudé. Proto mame 2 x 2
bloky odpovidajici témto vlastnim ¢islum ve tvaru R(0) a R(w). Najdeme ortogonalni
doplnék V' k direktnimu souc¢tu vlastnich podprostoru odpovidajicich +1 a —1 a zuzime
na néj operator S. Ziskany operator S : V — V mé pouze imagindrn{ vlastni éisla. Ve V
uvazujeme jednotkovou kouli S* = {# € V|(7,7) = 1} C V a na ni spojitou funkci

f:S" = R: f(7) = (7,50).
S* je kompaktni a tudiz f na S* nabyva svych extrémii. Bud 7, extremalni bod. Pak

d
0= | flo+1T) =<z,8v >+ < vo, Sz >=<x,(S+ STYve >
t=0

pro viechna & € T,,,S*, tj. pro véechna Z kolm4 na . Tj. (S + ST)vg je kolmy na vsechny
vektory z T, UOSIC a tedy je nasobkem oy, (S + ST)vy = Avy. Ekvivalentné S?vy + vy =
ASvy neboli 521)0 = ASvy — vy a vidime, ze vy, Svo je bazi dvourozmérného invariantniho
podprostoru V. Zizenim S na néj ziskiavame S € SO(2), ktery jiz nutné ve vhodné
ortonormdlni bézi ma tvar R(p). Opét prejdeme k ortogonalnimu dopliiku podprostoru 1%
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ve V a opakujeme, dokud nedospéjeme k hledanému kvazidiagondlnimu tvaru operatoru
S.

Pro matice S € SO(2m + 1) se postup lisi pouze tim, ze ndsobnost vlastniho ¢isla +1
je nutné lich4 a tedy méme navic blok 1 € R
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Kapitola 3

Tok levoinvariantniho vektorového
pole, vztah podgrup a podalgeber,
akce grup

V této kapitole se budeme nejprve zabyvat vzajemnou korespondenci mezi pojmy z ob-
lasti Lieovych grup a Lieovych algeber, napt. podgrupou vs. podalgebrou, a ukazeme si,
ze Lieovu zavorku lze vypocitat jistou limitou grupového nésobeni vhodnych jednopa-
rametrickych podgrup. V dalsi ¢asti zavedeme pojem akce grupy a homogenni prostor.

Véta 3.1. Tok generovany levoinvariantnim vektorovym polem X € g je jednoparamet-
ricka grupa pravych translaci

Ul (g9) = ge'™, tj. Ul = Reex . (3.1)
Diikaz. Pro X € g je X|. € T.G a e je integralni kiivka vychézejici z e. UkdZeme, Ze
integraln{ kiivka tohoto pole prochazejici g je v(t) = ge'*X:

d

d
= gl =L g

(1) -

etX - Lg* X‘etX = X|getX )
t t
tj. ¥(t) = X(y(t)). Z jednoznacnosti integralni kiivky vychazejici z bodu g pak plyne
vztah (3.1). O
Disledek 3.2. Bud X € g, Y € X(G), Y o R, = R} oY, potom [X,Y] = 0. Tj.
levoinvariantni a pravoinvariantni vektorova pole komutuji.

Dikaz.
(X,Y]f=XYf)-Y(Xf)= lim 1((Yf)ORetX —Yf—Y(fORetX)+Yf> =

t—0t ¢

= lim %((R;X oY)f —(YoRix)f) =0.

t—0t

]

Véta 3.3. Bud M diferencovatelna varieta, X, Y € X (M) vektorova pole, Wl Wi jejich
toky, f € C°°(M) hladka funkce a bod p € M. Potom plati

(X, Y]f)(p) = lim fle(®) = f(p)

t—0 t2 ’

kde o(t) = (V3" 0 Uy 0 WY 0 Ul )(p) (tj. o(0) = p).
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Diikaz. Pro prehlednost zavedme nésledujici znaceni:
0=p, 1=Vi(p), 2=V(1), 3=V 4(2)=Uy(2), 4=V.,(3)
Pak muzeme psat

FA) = f(0) = (£(4) = £(3)) + (F(3) = f(2)) + (f(2) — (1)) + (f(1) = £(0)).  (32)

Rozvineme
2

F(1) = £(0) = £X F(0) + S X(X1)0) + OF),

£(2) — (1) = 1 £(1) + gmf)(l) +O(E),

fB) = f(2) = —tX[f(2) + QX(Xf)( ) +O(t),

[4) = F(3) = Y [(3) + SY (Y )3) + ().
Snadno nahlédneme, ze

Xf(0)=X[f(2)=X[f(0)—Xf(1)+Xf(1)—Xf(2
= —tX (X [)(0) = tY (X [)(1) + O(?)
= —tX<Xf)(0) —tY (X f)(0) + O(#*),
Y1) -YfB)=Yf(1)-Yf(2)+Y[(2)-Y[(3)
= —tY(Y)(1) +tX (Y F)(2) + Ot
= —tY (Y £)(0) + tX (Y )(0) + O(*)

a v ¢lenech 2X(X(f)), 2X (Y (f)), t?Y(X(f)) a t?Y (Y (f)) pfi vypoctu s uvazovanou
presnosti na bodu vyhodnoceni nezalezi, je mozné jej nahradit bodem 0 = p.
Dosazenim do (3.2) dostdvame

I8 = 0) = ZEXCCD0) ~ EYXD0) YW 10) + £X0 110+
FSX(XN0)+ S (Y 0) + SXX)(0) + SV Y )(0) +OF)

— 2(X(Y]) - Y(X]))(0) + O(F).

Provedenim limity ziskavame dokazovanou identitu

lim — (F(o(t)) — () = (X(Y ) = Y(XF) () = (X, Y1) (p).

t—0 {2
O
Disledek 3.4. Pro XY € g mame
.1
[X, Y]f(p) = 11})%75_2(f(ReftYReftXRetYRetX(p)) — f(p)) =
1
_ %1_{% > (f(petXetYe Xty _ f(p)) (3.3)

Dusledek 3.5. V piipadé maticovych grup plati [X,Y]|, = XY — Y X pro libovolna
X,Y €eT.G~g.
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Diikaz. e =1, Ry-tv Ry-ix Rorv Rax (I) = e!XetY e~ Xe Y

VEX VY o= VIX o=VEY ) _ (]
(X, Y]f(e) = thr(%rtl?<f (etXetYeftXeftY) B f(]I)) _ lim f <e evViie e ) f@

t—0+ t

= 4 f(e‘/iXe‘/EYe_\/iXe_‘/iY).
dt],_g+
Mame
d VIX VY —ViX —viv) _ 4 b bty
dtt:o+(e eV'le e )_dtt:0+ H+\/¥X+2X ]I+\/7?Y+2Y X
x (JI—\/EX+;X2> (H—\/iy+;y2) = dg (HH(XY—YX)JFO(\/iB)) =X-Y-Y- X,
t t=0"+
tudiz
1
YA = fim  (FI+HXY = YX)) = £(D)
a tedy

[Xay]l]l = X‘]I ) Y‘]I - Y|11 ’ X‘]I € TiG.

]

3.1 Vztah mezi podgrupou a podalgebrou, integrabi-
lita distribuci

Nyni budeme zkoumat vztah mezi podgrupami Lieovych grup a podalgebrami odpovidajicich
Lieovych algeber. Zakladnim nastrojem je teorie tzv. integrabilnich distribuci.

Definice 3.6. k—rozmérna distribuce A, na varieté M, kde dimM = n > k, je
hladké zobrazeni, které kazdému p € M piifazuje k-rozmérny podprostor v 1), M. Znacime
Ak(p) - TpM, dim Ak(p) = k.

Hladkost z predchazejici definice chapeme v tom smyslu, ze pro kazdé p € M existuje
jeho oteviené okoli U, p € U a vektorovéa pole Xi,..., X, € X(U) takovd, ze Ax(q) =
span { X1, Xy, } v kazdém bodé g € U

Definice 3.7. Integralni podvarieta dimenze [ distribuce Ay je vnorena podvarieta N
dimenze [ takovd, ze T,N C Ag(p) ve vSech bodech p € N.

Priklad 3.8. Integralni kiivky zvoleného vektorového pole jsou integralni podvariety di-
menze 1.

Definice 3.9. Distribuce Ay je (iplné) integrabilni prave tehdy, kdyz pro kazdy bod p €
M existujf na néjakém jeho otevieném okoli U soutadnice (z',...z%,y*, ..., y" %) takové,
ze rovnice y/ = konst; pro j € n—k = {1,...,n — k} definuj{ k-rozmérné integraln{
podvariety distribuce Ay. Takové soutadnice (z,y) se nazyvaji Frobeniova mapa.

Takto zkonstruované integralni podvariety distribuce Ay jsou z definice vlozené pod-
variety M.
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Véta 3.10 (Frobeniova). Distribuce Ay je iplné integrabilni tehdy a jen tehdy, kdyz

Rovnice (3.4) znamenad, ze pro libovolné oteviené okoli U = U° C M a dvojici vekto-
rovych poli X, Y € X(U) takovou, ze Vp € U : X(p),Y (p) € Ax(p) plati [X,Y](q) € Ak(q)
v kazdém ¢ € U. Bez dukazu.

Pouzivame zapis X € Ag(U) nebo X € Ay, pokud pro vektorové pole X € X (U) plati
X(q) € Ag(q) pro vsechna q € U. Déle

[Ar, Al(p) = span { X1, X[, | X1, Xs € Ak(U)} .

Integralni podvariety Ny, Ny, pro které Ny N Ny # (), 1ze hladce navazovat, tj. vytvéret
vetsi integralni podvariety postupem N = N; U Ns. Postupnym sjednocenim integralnich
podvariet ziskdvame listy distribuce Ay.

Definice 3.11. Maximalni list distribuce Ay je takova integralni podvarieta, na kterou
nelze hladce navéazat zadnou integralni podvarietu v listu neobsazenou. Maximalni listy
tvofi tzv. foliaci variety danou integrabilni distribuci.

Listy jiz obecné nejsou vlozenymi podvarietami, protoze se vlozenost muze narusit ne-
koneénym sjednocenim. Z konstrukce ale zistavaji vnofenymi podvarietami, nebot teéné
zobrazeni popisujici vnoreni v kazdém bodé p ma jako obraz k-rozmérny podprostor

A(p).

Véta 3.12 (Chevalley). Maximalni listy integrabilni distribuce jsou prosté vnorené pod-
variety. Bez dukazu.

Lemma 3.13. Uvazujme Liecovu grupu G, jeji Lieovu algebru g a jeji podalgebru b C g, tj.
vektorovy podprostor splitujici [, h] C h. Necht H je maximaln{ list integrabilni distribuce
urcené h prochézejici grupovou jednotkou e. Pak H je podgrupa Lieovy grupy G.

Diikaz. Diky levoinvariantnosti b je g opét maximaln{ list. Ten je z definice bud totozny
s puvodnim nebo s nim mé prazdny prunik. Ale pokud g € H, pak ge =g € HNgH a
tedy gH = H. Obdobné g € H implikuje g 'H = H, protoze g 'lg=ec HNg 'H. O

Disledek 3.14. Bud G Lieova grupa, g jeji Lieova algebra, b podalgebra g. Potom
existuje prostym zpusobem vnotrena podvarieta H C G takova, ze H je podgrupa G a jeji
Lieova algebra je prirozené izomorfni b.

Obecné H neni uzaviena v topologii GG. To implikuje, Ze se obecné nejedna o vlozenou
podvarietu, jak ukazuje nasledujici ptiklad. Uvazujme torus

T2 = Sl[¢] XSl[ﬁL (901,01)'(@2,92) = (@1"’902 mod 2, 91+02 mod 27T)7 €= (070)

Vektorové pole X = ad, + bdy € t* je levoinvariantni, h = span{X} je jednorozmérna
podalgebra v t2. Integraln{ kiivky vektorového pole X jsou uréeny rovnicemi ¢ = a, 6 = b,
takze mame odpovidajici jednoparametrickou podgrupu

H = {(at mod 27,0t mod 27)|t € R}.

Pro # € Q je krivka na toru uzaviend a jednd se o vlozeni. Pro ¢ ¢ Q ale v topologii T' 2
plati H = T2, tj. kiivka husté nakryva torus, neni uzaviend a nejednd se o vlozeni, ale
pouze o prosté vnoreni.
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3.2 Akce grupy na varieté

Definice 3.15. (Levd) akce ¢ Lieovy grupy G na varieté M je hladké zobrazeni
¢: G x M — M vyhovujici

e &(g192,m) = P(g1, d(ga, m)) pro viechna gi,g2 € G, m € M, a
e ¢(e,m) =m ve viech bodech m € M.

Pro zvoleny bod m € M nazyvame mnozinu bodu {¢(g,m)lg € G} orbita akce ¢
prochézejici bodem m a znacime O,,.

Pozndmka 3.16. Obdobné se definuje prava akce ¢ : M x G — M:
o ¢(m, g192) = (P(m, g1), g2),

e p(m,e) =m.
Pravou akci lze vyjadiit pomoci levé akce zdménou g — g~

Definice 3.17. Pro podgrupu H grupy G definujeme levé cosety gH = {ghlh € H}.
Cosety gH = O, jsou tedy orbity pravé akce podgrupy H na grupé G.

Mnozinu levych cosetu zna¢ime G/H, tj. G/H = {gH|g € G}. Obdobné lze definovat
i pravé cosety. V pifpadé normélnich podgrup, tj. takovych H, ze gHg~! = H pro vSechna
g € G, pojmy levy a pravy coset splyvaji.

Pokud H je podgrupa Lieovy grupy G uzaviend v topologii G, lze na G/H zavést
pravé jednu hladkou strukturu takovou, ze (G,G/H,H,7), 7 : G — G/H, n(g) = gH, je
hlavni fibrovany prostor s bazi G/H, projekei 7 a typickym vldknem H.

Definice 3.18. Akce ¢ : G x M — M je

e efektivni prave tehdy, kdyz pro kazdy prvek g € G ruzny od e existuje bod m € M
takovy, ze ¢(g,m) # m,

e volna pravé tehdy, kdyz ¢(g, m) = m pro jeden bod m € M jiz implikuje g = e,

e tranzitivni pravé tehdy, kdyz pro kazdou dvojici bodu mq, my € M existuje g € G
takové, ze my = ¢(g, my).

Definice 3.19. Necht ¢ je tranzitivni akce G na M a zy € M. Grupa izotropie (nebo
také grupa stability, stabilizdtor nebo mald grupa) bodu x, je

Hyy ={g € G|o(g,20) = x0} . (3.5)
Pozndmka 3.20. 7 rovnice (3.5) a hladkosti akce je vidét, ze H,, obsahuje vSechny své
limitni body, tj. je uzavienou podgrupou v G.

Protoze pro libovolné x € M existuje g, € G takové, ze © = ¢(gx, o), mame pro libo-

volné go € Hyy, (929095 7) = &(ge, d(g0, d(9; L, 1)) = x. Proto plati H, = g, H,,g; ",
tj. vSechny grupy izotropie jsou konjugované. V pripadé normalnich podgrup H,, jsou
dokonce totozné.

Disledek 3.21. Pro tranzitivni akci ¢ : G x M — M a zvoleny bod zy € M je

M ~ G/H,,.
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Diikaz. Protoze pro libovolné g, € G takové, ze ¢(g.,z0) = z, plati ¢(g.Hzy, o) =
&(9z, To) = x, mame vzijemné jednoznacné pritazeni G/H,, <> M : g, H,, <> v € M.

Definice 3.22. Varietu M, kterou lze zapsat ve tvaru M ~ G/H,, pro néjakou Lie-
ovu grupu G s tranzitivni akci na M a jeji uzavienou podgrupu H,, C G, nazyvame
homogenni prostor.

Zde se homogennim prostorum a jejich geometrickym vlastnostem, napt. metrice, ko-
nexi a kiivosti kompatibilni s akei grupy, nebudeme podrobnéji vénovat, ptipadné zajemce
o tuto oblast teorie Lieovych grup nezbyvé nez odkézat na [1] ¢i [13].

3.3 Cviceni
Cviceni 3.1. Necht G, G jsou Lieovy grupy, ¢ : G — G hladky homomorfismus, tj. Vg, h €
G, ¢(gh) = ¢(g)¢(h), pak plati:
620 Loy = Loge 0 6ey & 62(X) € Blycy» VX € 0.
Resend. 7 definice plati pro libovolnd g, h € G, a X € g:
L. X’h = X|gh7
Vidime tedy, ze ¢. (X|gh) g (X|h)) = L¢(g)*gb* (X],) a lze konzistentné definovat

O« (L
(0 X) g = ¢« (X]y) € X(4(G)), nebot libovolnd dvé g1,go € G takovd, ze ¢(g1) =
®(go) lze zapsat ve tvaru g, = hg;, kde ¢(h) = e a plati ¢, (X|z) = ¢« (X|pg) =

Lty (6 (X) logan)) = 6+ (X) latqr) Oznacme ¢(g) = g, ¢(h) = h, pak mizeme psit
L. (Cb*X)’E = Ly(g)« (¢*X)|¢(h = Lg(g)« © O« (X|h) = ¢« 0 Ly, (X|h) =
=00 (X1p0) = (9 X)lyigny = (6 Xz
Tudf# pro libovolnd §,h € ¢(G) plati levoinvariance ¢.(X), tj. vztah Lg (6. X)|; =

(P X )| . Levoinvariantnim dodefinovanim pak l1ze ¢, (X) chépat jako jednoznacné urceny
prvek g.

Cvicend 3.2. Necht G, G jsou Lieovy grupy, ¢ : G — G hladky homomorfismus. Pak plati:
Resend. Obé strany rovnice jsou diky ¢(gh) = ¢(g)¢(h) 1-parametrické podgrupy. Vidime,
ze jejich tecné vektory v e jsou stejné

d

Sl oo@) =6 I = @x)= of e
dt|,_,

dt|,_, dt|,_,

Protoze jednoparametrické podgrupy jsou plné urceny svymi tecnymi vektory v grupové
jednotce, dokézali jsme tim pozadovanou identitu.
Cviceni 3.3. Necht G, G jsou Lieovy grupy, ¢ : G — G hladky homomorfismus. Pak plati:

[0.X,0.Y] = ¢, ([X,Y])

pro vSechna XY € g, tj. ¢. je homomorfismus Lieovych algeber.
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Regend. Mé&jme libovolnou f € C"X’(é) a bod g € G:

(0X) Sl = X (o0, = | F0l0e™) = G| 1 (0(a)0 () =
= % o el
Proto
X0 g = oA 11006 )0 ) 1 Gl () ()] =
_ %% » [f (& (geXe™)) = (¢ (ge™ eX))] =
- %% . [(f 0 9) (ge*¥e™) = (f o 9) (ge"e™™)] =

=[X,Y] (f0¢)‘g = (¢*[X? Y]) f’¢>(g)'

Protoze na obou strandch dokazované identity stoji levoinvariantni vektorova pole, lze ji
konzistentné dodefinovat jako vztah platny ve vSech bodech g € G i tehdy, kdyz ¢ neni
surjektivni.
Cviceni 3.4. Uvazujte distribuci A definovanou v kazdém bodé p € M = R3\{0}[x, v, 2]
predpisem A(p) = span{Xi|,, Xao|p, X3|,}, kde
0 0 0 0 0 0
Xi=y— —z—, Xo=2z——10—, Xg=0r— —y—.
1=, dy 2 ox 0z 5 dy Y or
Najdéte rozmér této distribuce, ukazte, ze je uplné integrabilni dle Frobeniovy véty, a
popiste jeji maximalni listy.
Cvic¢eni 3.5. Ukazte geometrickou ivahou, ze S? ~ SO(3)/SO(2).
Cuicend 3.6. Ukazte zobecnénim postupu z predchoziho cviceni, ze S™ ~ SO(n+1)/SO(n).
Reseni. Muzeme to udélat i explicitné:
A b

TeSOm+1):T = <8T CD, kde A € R™" b,¢ € R",d € R.

Z podminek na matici 7" méame

A-AT 4+ 8. A-é+d-b=0,
+d- ¢ i4d* =1, detT = 1.

b’
& AT 2

I
0,
Stabilizator bodu #y = (0,0,...,0,1)T € S € R**! je uréen podminkou

T-7=7 t.b=0,d=1

a v dusledku A € SO(n),é= 0. Tudiz mdme

SO(n) = H,, — {(é‘} (D Ac SO(n)} c SO +1).
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Chceme explicitné vyjadireni S™ pomoci vhodnych reprezentantu tiid ekvivalence, tj.
levych cosetu T'- H,,.

C((A B (F O\ _[(A-F b
ro = {(4 0 (5 )< (25 Diresom).

Vidime, ze b a d se neméni pii vyberu reprezentanta, tj. charakterizuji coset. Jak muzeme
urcit A, c¢?

Matice A musi spliiovat podminku A - AT =1 — b-bT. Ukazeme, Ze lze pozadovat, aby
matice A byla linearni kombinaci matic I a b-br.

Zvolime-li A =1— ﬁg . Z;T, pak snadno ovéiime, ze A splnuje stejnou podminku jako
A tj. A AT =1 —1b- b7 s vyuzitim b7 - b+ d? = 1. Matice A~! - A spliuje

tj. F = A™'. A € O(n), z vypoctu determinantu F = A~ A € SO(n). Tedy vhodnym
vybérem F' € SO(n) lze vybrat reprezentanta cosetu 7' - H,, ve tvarus A =1 — ﬁ—db BT
c je pak jednoznacneé urcené z A-c+d- b=0. Snadny vypocet pro zvolenou matici A
ukaze, ze musi platit ¢ = b.
Shrnuti: podminka b7 - b + d? = 1 uréuje body sféry S™. Nésledné lze konstrukef
vyse jednoznacéné urcit odpovidajiciho reprezentanta, tj. matici 7', v uvedeném tvaru plné
urceném b a d.
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Kapitola 4

Reprezentace Lieovych grup a
algeber, vztah Lieovych algeber a
jim odpovidajicich Lieovych grup

V této kapitole nejprve zavadime dulezity pojem reprezentace Lieovy grupy, resp. Lieovy
algebry, a zkoumame jeho zakladni vlastnosti. V druhé ¢asti pak zkoumame jednoznaénost
ve vztahu mezi Lieovymi grupami a algebrami.

4.1 Reprezentace Lieovych grup a algeber

Definice 4.1. Reprezentace Lieovy grupy G na vektorovém prostoru V je hladky
homomorfismus p : G — GL(V).

V piipadé dim V' = 400 vétsinou uvazujeme reprezentace grupy G na Hilbertoveé ¢i
Banachové prostoru % pomoci omezenych bijektivnich operéatoru, tj. p : G — ZB(H) s
pozadavkem na omezenost téz inverzntho operatoru p(g)~' € B(H).

Definice 4.2. Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V je homo-
morfismus p : g — gl(V). Jinymi slovy p je linedrni a plati p([X,Y]) = [p(X),p(Y)] =
p(X) o p(Y) = p(Y) o p(X).

V ptipadé nekoneénérozmérného Hilbertova ¢i Banachova prostoru V' = 2 je tieba
dbat na to, aby [p(X),p(Y)] byl vhodnym zpusobem definovan (tj. otdzka definiénich
oboru neomezenych operatoru).

V ptipadé reprezentace Lieovy algebry g musi byt V vektorovym prostorem nad
stejnym télesem jako algebra g samotna - muze vSak byt soucasné i vektorovym pro-
storem nad vétsim télesem. Casto se setkdvdme s komplexnimi reprezentacemi realnych
Lieovych algeber. V piipadé Lieovych grup, které z definice uvazujeme jako realné dife-
rencovatelné variety, pozadujeme, aby V' byl alespon redlny vektorovy prostor - a to i v
pripadé, ze se jednd o komplexni maticovou grupu.

Priklad 4.3. Reprezentace s0(3) na C*(R?) je definovana p(X;) = >° ., €ijnwrd; -
Pozndamka 4.4. Libovolnéd reprezentace p grupy G na vektorovém prostoru V definuje
levou akci G na V' predpisem

bp(g,v) = p(g)v.

Tato akce je navic linearni ve smyslu ¢,(g, av + w) = a¢,(g,v) + ¢,(g9, w). A naopak,
kazd4 linedrni leva akce grupy na vektorovém prostoru definuje reprezentaci.
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Definice 4.5. Reprezentace p grupy G (resp. algebry g) je vérna pravée tehdy, kdyz p je
prosté zobrazeni (monomorfismus).

Na zakladé vérné reprezentace jsme schopni jednoznacéné zrekonstruovat grupu G, resp.
algebru g, tj. prislusné grupové nasobeni ¢i Lieovu zavorku, ze znalosti obrazu grupy,
resp. algebry, v reprezentaci. Proto nazyvame vérné reprezentace realizace dané grupy,
resp. algebry. Piikladem jsou so(3) jako 3 x 3 antisymetrické matice nebo vektorova pole
z ptikladu 4.3.

Definice 4.6. Bud ¥ C gl(V) soubor linedrnich operdtori na vektorovém prostoru V.
Soubor ¥ je

e reducibilni pravé tehdy, kdyz existuje netrividlni podprostor W # 0,V invari-
antni vzhledem k ¥, tj. YW = span{Aw|A € Z,w e W} C W,

e ireducibilni pravé tehdy, kdyz neexistuje zadny netrivialni podprostor invariantni
vzhledem k 3,

e Uplné reducibilni pravé tehdy, kdyz ke kazdému invariantnimu podprostoru W
existuje invariantni doplnék, tj. podprostor W splnujici XW Cc W aW e W =V.

Reprezentace Lieovy grupy G, resp. Lieovy algebry g, je ireducibilni (reducibilni, iplné
reducibiln{) préave tehdy, kdyz p(G), resp. p(g), je ireducibilni (reducibilni, tiplné reduci-
biln{) soubor operatoru.

Priklad 4.7. Reprezentace p : G — U(S), tzv. unitdrni reprezentace, jsou uplné
reducibiln{, protoze diky unitarité plati p(G)W C W = p(G)W+ C W=. Na trovni
algeber plati p, : g — u(#) nebot pomoci exponenciely ziskdvame pro X € g vztah

p(e¥) =0 = (p(e¥))" = p(e¥) " = e
— (ep*mf — ol ()
= (p(X))T = —pu(X),

tj. p«(X) jsou antihermitovské matice, u(#) = {B € gl(¢) | B+ B' = 0}.
Poznamka 4.8. Ve fyzice je zvykem pouzivat hermitovské matice, proto se definuji , fy-
zikalni* prvky realné Lieovy algebry s dodatecnymi imaginarnimi jednotkami

A Ap = —iA. (4.1)

Ag jiz splnuji A; = Ap, ale jejich strukturni konstanty jsou formalné ryze imaginarni,
(X, Xi] = cip' X, g=exp(X) = [Xpj, X = —icp! Xp, g=exp(iXp). (4.2)
Vybér znaménka v (4.1) je otazkou konvence, jemu odpovidaji znaménka u imaginarnich

jednotek ve vztazich (4.2).

Véta 4.9 (Schurovo lemma). Bud V' komplexni vektorovy prostor konecné dimenze a
Y C gl(V) ireducibilni soubor operatoru na V. Potom pro kazdy operdtor A € gl(V)
komutujici se véemi prvky souboru X, tj. [A, ¥] = 0, existuje A € C takové, ze A = AL

Diikaz. Necht A € gl(V). Diky zvolenému télesu je o(A) # 0 a tedy existuje A € C takové,
ze W = ker(A — M) # {0}. Pak pro kazdé S € ¥ plati (A — A[)SW = S(A — \[)W =0,
tj. SW C W, W je nenulovy invariantni podprostor. 7Z ireducibility plyne W = V,
A= L O
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Pro tplné reducibilni soubory operdtoru lze tvrzeni obratit:

Véta 4.10. Bud V komplexni vektorovy prostor koneéné dimenze, ¥ C gl(V) tplné
reducibilni soubor operéatoru. Pokud plati pro kazdy linedrni operdtor A € gl(V') implikace
[A,X]=0= (3A € C: A= \), potom ¥ je ireducibilni.

Diikaz. Bud W # {0} invariantni podprostor. Pak existuje podprostor W invariantni
vzhledem k ¥ takovy, ze V =W @ w. Definujme A pomoci jeho hodnoty na téchto dvou
invariantnich podprostorech nasledovné Al,, = I, Al = 0, tj. AW C W, AW c W.
Protoze evidentné [A,¥] = 0, musi dle predpokladu véty existovat A € C takové, ze
A=Matedy A=1,W = {0},V =W. 0

4.2 Vztah mezi Lieovou algebrou a ji odpovidajicimi
Lieovymi grupami

Nyni se budeme zabyvat (ne)jednoznacnosti ve vztahu mezi Lieovymi grupami a Lieovym
algebrami. Jiz vime, ze kazdé Lieové grupé odpovidd jednoznacné urcend Lieova alge-
bra. Lze néjakym zpusobem popsat mnozinu vSech Lieovych grup, jejichz algebry jsou
izomorfni, nebo omezenim na néjakou vhodnou tiidu grup vztah uéinit vzajemné jedno-
znacnym?

Pfipomenme si, ze souvisla varieta M je jednoduSe souvisla prave tehdy, kdyz
vSechny uzaviené kiivky lze spojité zdeformovat do bodu, tj. na konstantni zobrazeni
St — xy € M (viz definice 2.17).

Definice 4.11. Bud’ti M, M souvislé variety. M je nakryti M praveé tehdy, kdyz existuje
hladké zobrazeni m : M — M splnujici

eVeeM IU=U>z: 7VU) =, g Ua, Us =US C M, U,NUg =0, Yo # B,

a€cl

e kde 7|, : U, — U je difeomorfismus pro kazdé a z indexové mnoziny 7.

Priklad 4.12. M = S, M = S, 7(e'¥) = e¥¢. M je dvojnisobné nakryti.
Piiklad 4.13. M = S*, M =R, 7(p) = e¥. M je Z nasobné nakryti.

Definice 4.14. Nakryt{ M variety M je univerzalni pravé tehdy, kdyz M je jednoduse
souvisla.

Véta 4.15. Vsechna univerzalni nakryti souvislé variety jsou difeomorfni. Pfesnéji, pro
libovolna dvé univerzalni nakryti m : M; — M a my : My — M souvislé variety M
existuje difeomorfismus ¢ : M; — M, takovy, ze m = 75 0 ¢.

Bez dukazu.

Jak lze univerzalni nakryti pro konkrétni souvislou varietu M zkonstruovat? Nakryvajici
varietu konstruujeme jako topologicky prostor tiid ekvivalence kiivek a nasledné na néj
jednoznacné preneseme hladkou strukturu. Pro kiivky v : (0,1) — M, 7 : (0,1) —

M, ~(1) =7(0) definujeme:

1

707 :(0,1) = M :yoF(t) =(2t) 0<t<o,
1

=52t — 1) §§t§1,

N (0,1) — M y7HE) = y(1 — 1) 0<t<1
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Definujme ekvivalenci

y~5 & ~0)=75(0) Ay(1) =7(1) A yo7 ! lze spojité deformovat na y(t) = xo.
Diky hladkosti nasi variety M lze pro kazdou tiidu ekvivalence [y] zvolit hladkou kiivku
jako jejiho reprezentanta, napi. pomoci interpolace dané spojité kiivky pomoci polynomu
dostatecné vysokého radu ve zvolenych soutadnicich.

Zvolme xg € M fixni, pak kazdy bod x € M lze spojit s zy hladkou kiivkou diky
souvislosti M. Definujme M = {[y]|v:(0,1) — M, 7(0) = 2}. Uvazujme jednoduse
souvislé oteviené okoli U, bodu x € M. Pro kazdé y € U, existuje kiivka

Yoy 1 (0,1) = Uyt 72y(0) = 2, 72y(1) = w.

Vsechny takové v, spojujici x a y uvnitt jednoduse souvislého okoli jsou ekvivalentni.
Definujme U C M okoli [y] € M, v(1) = z piedpisem U = {[y 0 2,] | y € U, }. Plat{ tedy
v 0 Yay(0) = g, v 0 Yyy(l) = y. Zavedeme-li zobrazeni w([y]) = v(1) € M, pak takto
definované U je homeomorfni U,.

Hladkou strukturu definujeme tim, ze postulujeme 7 jako hladké zobrazeni, tj. po-
moc{ (w|;;)”" pieneseme hladkou strukturu a nasledné ukazeme, ze timto zptisobem lze
konsistentné definovat hladkou strukturu na M. O M pak lze dokazat, Ze je jednoduse
souvisla.

Je-li G souvisld Lieova grupa, pak na G muzeme definovat strukturu Lieovy grupy.
Bud zy = e a pro libovolny g € G znacime v, : (0,1) — G, 7,(0) = e, 7,(1) = g.
Definujeme

o [79] ] = [’Vg © Lg(f)/h)]v kde Lg(7h>(t) =g m(t), vt €(0,1),
o ¢ =[7.], kde .(t) = e, Vt € (0,1),

-1 _
o [y = [Lg_l (79 1)}

Z konstrukce grupového nasobeni vyplyva « ([v,] - [y4]) = ¢ - b, tj. 7 je homomorfismus

grup. Protoze okoli grupovych jednotek jsou difeomorfni okoli z definice nakryti, plati

g~g.

Véta 4.16 (Ado). Pro libovolnou koneénérozmérnou Lieovu algebru g existuje jeji vérna
koneénérozmeérnd reprezentace p : g — gl(V'), tj. g ~ p(g) CC gl(V).

Bez dukazu.

Dusledek 4.17. Ke kazdé Lieove algebre g existuje ji odpovidajici souvisld maticovd
Lieova grupa G CC GL(V). Déle ke G muzeme najit jednoduse souvislé nakryti GG, které
ale jiz nemusi lezet uvniti GL(V').

Veéta 4.18. Ke kazdé konecnérozmérné Lieové algebfe g existuje pravé jedna souvisla a
jednoduse souvisla Lieova grupa G takova, ze g je jeji Lieova algebra. VSechny ostatni
souvislé Lieovy grupy s touto Lieovou algebrou g jsou nakryvany G a mohou byt proto
zapsany jako G/D, kde D je diskrétni normdalni podgrupa.

Dukaz. Tvrzeni véty vyplyva z existence jednozna¢né ur¢eného univerzalniho nakryti,
déle z toho, ze na ném lze zkonstruovat odpovidajici hladké grupové nasobeni a z toho,
ze 1ze zkonstruovat izomorfismus libovolnych dvou jednoduse souvislych Lieovych grup s
izomorfnimi Lieovymi algebrami pomoci izomorfismu algeber a zobrazeni exp. Podgrupa
D je vzorem grupové jednotky e € G/D pii projekci 7, jeji normélnost vyplyvé z toho,
ze je jddrem homomorfismu 7, tj. D = ker w. Diskrétnost vyplyva z definice nakryti.

30



Pozndmka 4.19. To, ze D je norméalni podgrupa, znamens ¢gDg~! = D pro vsechna g € G.
Pro pevné zvolené dy € D definujme ¢ : G — D C G : ¢(g) = gdog™* € D. Protoze G
je souvisld a ¢ hladké, je téz ¢(G) souvisld. Soucasné D je diskrétni podmnozina G,
tudiz jediné jeji souvislé podmnoziny jsou jednotlivé body. Proto pro kazdé g € G plati
o(g) = do, tedy gdy = dog. Coz znamend, ze D C Z(G) = {h € G | hg = gh, Vg € G}, tj.
D musi byt abelovskd podgrupa obsazena v centru grupy G.

Pozndmka 4.20. Bud p reprezentace g na V, dimV < +oo. Pak p je reprezentace jed-
noduse souvislé grupy G. Uvazujme G/D dle predpokladu vyse. Pokud p(D) # {I}, pak
nelze definovat reprezentaci p : G/D — GL(V'), ale pouze reprezentaci modulo p(D),
tj. jeden prvek grupy je reprezentovan tiidou linedrnich operatori modulo p(D). Ta-
kovym zobrazenim fikame viceznacna reprezentace a setkavame se s nimi naptiklad
v kvantové mechanice. V ni je jejich vyuziti koneckonct pfirozené, nebot fyzikalni stav
je urcen jednorozmérnym podprostorem, nikoliv konkrétnim stavovym vektorem z tohoto
podprostoru. Tudiz je-li p(D) C span{l}, je pro kvantovémechanické dvahy viceznacna
reprezentace p plné akceptovatelna.

Pozndmka 4.21. Vyse uvedené véty tesi otazku nalezeni vSech souvislych Lieovych grup G
se stejnou Lieovou algebrou g, resp. prevadi ji na otdzku klasifikace diskrétnich normélnich
podgrup souvislé a jednoduse souvislé Lieovy grupy G.

4.3 Cviceni

Cuviceni 4.1. Ukazte, ze ve vhodnych bazich jsou strukturni konstanty algeber so(3) a
su(2) totozné, tj. jednd se o izomorfni algebry.

Resend. V s0(3) je vhodnou bazi

-1

Elz 0
0

o O O

0
0 —]_ 5 E2:
1

0 1
00|, B=
0 —10 0

o = O
o O O

s Lieovymi zévorkami [E;, Ei] = € E;, v su(2) je odpovidajici baze tvorena
(4.3)

kde o; jsou Pauliho matice,

0 1 0 —i 10
= (o) =) (5,

Cwiceni 4.2. Ukazte, ze pro Lieovu algebru su(2) existuji pravée dveé souvislé Lieovy grupy
SU(2) a SO(3) = SU(2)/q,-n tim, ze zdivodnite jednoduchou souvislost SU(2) a ex-
plicné zkonstruujete nakryvajici zobrazeni 7 : SU(2) — SO(3).

Resend. Nejprve ukazeme strukturu grupy SU(2). Z podminek
UUT =1, detU =1
snadno zjistime, zZe obecna unitarni matice s jednotkovym determinantem mé tvar

U — (a1 + iag —bl -+ 1b2

s 2, 2 32 32 _
by + iby al—iag)’ kde a;,b; € R, aj+ a5+ b7 +b; =1,
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tudiz geometricky je grupa SU(2) tiirozmérnou sférou,
SU(2) ~ S* = {(a1, az, by, by) € R*|a? + a3 + b? + b3 = 1}.

Proto je souvisla i jednoduse souvisla.
Déle definujeme reprezentaci p grupy SU(2) na R? vyuzitim bijektivn{ izometrie

3
T:R —su(2): T(F) = &= xje;,
j=1

kde e; jsou matice (4.3) a na su(2) uvazujeme skalarni souc¢in (X,Y) = —2tr(X -Y),
vzhledem k némuz je béze (4.3) ortonormélni. Reprezentace p je pak definovana

T(p(U)Z)=U-T(Z)- U (4.4)
Snadno vidime z definice (4.4), ze
T(p(Ur)p(U2)T) = T(p(UrUs)T),
tj. z bijektivity T je p reprezentace, a
(T(p(U)Z), T(p(U)y)) = (T(Z),T (%)),
tj. p(U) € O(3). Ze spojitosti p a souvislosti SU(2) je p(U) € SO(3). Zbyva ukézat, ze
kerp = {U € SUQ)|p(U) = T} = {1, -1}

coz je ziejmé z piimého vypoctu a ze p je surjektivni. To je vidét z toho, ze kazda rotace
S € SO(3) je rotaci o jisty thel ¢ kolem osy 7 a lze ji tudiz vyjadiit ve tvaru

3
R =exp <LpanEj) .
j=1

Odpovidajici unitarni matici muzeme zkonstruovat predpisem

3 ) 3
i
U =exp <go E njej> = exp <—§<p E nj0j> ,
=1 j=1

ktery je dusledkem piimym vypoctem snadno ovéfitelného vztahu p.li(e;) = Ej, tj.
p«l1 - su(2) — s0(3) je prislusny izomorfismus Lieovych algeber ze cviceni 4.1, a vysledku
cviceni 3.2. Explicitné si to snadno ovérime napt. pro 77 = (1,0,0):

1 0 0 cos(¥
Ri(p) = | 0 cos(p) —sin(y) |, Ul(SO):(—isinf
0 sin(y) cos(p)

—isin(§)>

) cos(%).

NS ~—

Za povsimnuti stoji, ze Uy (2m) = —I, zatimco Ry (27) = L.
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Kapitola 5
Lieovy algebry - zakladni pojmy

Nadale se budeme zabyvat strukturou Lieovych algeber, bez ohledu na jim odpovidajici
Lieovu grupu/grupy. Neni-li vyslovné uvedeno jinak, predpokladdme, ze mé zkoumana
algebra konec¢nou dimenzi. Uvazujeme Lieovy algebry nad télesy redlnych a komplexnich
cisel. V této kapitole si zavedeme zakladni nazvoslovi.

Definice 5.1. Podalgebra b Lieovy algebry g je vektorovy podprostor v g spliujici
[h,b] C b

Pozndamka 5.2. Pro podprostory a,b C g zna¢ime [a,b] = span{[X,Y]|X € a,Y € b}.
Bez uziti linearniho obalu by vysledna mnozina obecné nebyla podprostorem.

Priklad 5.3. V Lorentzové algebte generdtory vlastnich Lorentzovych transformaci (tzv.
boostu) K; komutuji na rotace, [K;, K;] = —¢;;L;, tedy netvoii podalgebru. Generdtory
rotaci L; podalgebru tvoif, nebot [L;, L;| = €5 L.

Definice 5.4. Podprostor h v g je idedl pravée tehdy, kdyz [, g] C b.

Priklad 5.5. V Poincaréové (¢i nehomogenni Lorentzové) algebte tvorené generatory Lo-
rentzovy algebry a generdtory translaci P plati [M*, P®] ~ P¢ a [P, P?] = 0, tedy
translace tvori abelovsky ideal.

Definice 5.6. Faktoralgebra podle idedlu b je g/h = {z + b|z € g} s Lieovou zavorkou
[X+b,Y +b]=[X,Y]+b.

Cvicent 5.1. Ukazte, ze vySe zavedena operace konzistentné definuje Lieovu zavorku na

a/b.

5.1 Specialni tridy Lieovych algeber

Definice 5.7. Lieova algebra g je
e abelovska prave tehdy, kdyz [g, g] = {0},
e prosta pravé tehdy, kdyz dimg > 1 a jediné ideély v g jsou {0} a g,
e poloprosta pravée tehdy, kdyz jeji jediny abelovsky idedl je {0}.

U vyse uvedenych pojmu obvykle predpokldadame g # {0}.
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Definice 5.8. Lieova algebra g je direktnim souctem idedlu g;, go pokud g = g1 @ g
jako vektorové podprostory a soucasné [g1,91] C g1, [g2,82] C 92, [91,82] = {0}

Poznamka 5.9. Nadale budeme pro odliseni direktni soucet vektorovych prostoru znacit
V=V+V.

Definice 5.10. Lieovu algebru g nazveme rozlozitelna, pokud existuji nenulové idedly
g1, go takové, ze g = g1 & go. Jinak je g nerozlozitelna.

Priklad 5.11.

gl(n) =a(l) @sl(n), kde a(l) = span{l},
u(n) =a(l) @ su(n), kde a(l) =R-span{il},
50(4) = s50(3) @ s0(3).

Definice 5.12. Centrum Lieovy algebry g je maximaln{ idedl ¢* s vlastnosti [g, ('] = 0,
tj. ¢' = {z € gl[z, g] = 0}. Znacime Z(g) = ((g) = ¢*(9) = (.

Definice 5.13. Definujeme nasledujici tii charakteristické série idedlu v g:

e derivovana série: g0 = g, g = [g*~Y g*=Y] VE € N. Pokud existuje n € N
takové, ze g™ = {0}, algebra g se nazyva Fesitelna.

e dolni centralni série: g* = g, g* = [g""!, g], Vk > 1. Pokud existuje n € N takové,
ze g" = {0}, algebra g se nazyva nilpotentni.

e horni centralni série: (! = Z(g), (" ={X € g|[X,g] C '} D", Vb > 1.

To, ze se skutecné jedna o idedly, vyplyva z Jacobiho identity a je pfenechano ctenafi
jako cviceni.
Pozndmka 5.14. 7 definice vyplyva, ze g2 = gV, g®) C g"*+!, tj. kazd4 nilpotentni algebra
g je Tesitelna.
Véta 5.15. Lieova algebra g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz lim;_, . (¥ = g.
Limita je ryze formalni, znamena existenci ptirozeného ¢isla K takového, ze
(F=¢" =g, VjeN

Diikaz. Ukazeme oba sméry implikace:

= : necht g je nilpotentni, tj. existuje k < dimg+1, gF¥ = 0 a v disledku g*~! C Z(g) =
¢t Indukef ukézeme, Ze plati g*~7 C (7. Pro j = 1 zfejmé, j — j + 1:

[0l =g C gt Ot
Pro j = k — 2 tedy mdme g = g* C ("1

< : Naopak, necht existuje k takové, ze (¥ = g. Indukef ukdzeme, ze plati (F=7+1 o g/,
Pro j =1 zfejmé, indukéni krok 7 — 1 — 7:

gj—l C Ck_j+2 = gj — [gj—17g] C [Ck_j+2,g] — Ck_j+l-

V dusledku vidime, ze gF C ¢! = Z(g) a tedy gFt! = 0.
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Priklad 5.16. Heisenbergova algebra h(n) = span{X;, P;,1} s Lieovymi zdvorkami
[Xi7 .P]} = (5in7 ’L,j - ﬁ, [f)(n),]l] = 0

je nilpotentni, nebof (h(n))* = span{I}, a tudiz (h(n))* = 0.
Pozndmka 5.17. Pouzivame nésledujici konvenci: pokud Lieovy zavorky nejsou uvedeny
explicitné a nevyplyvaji z antisymetrie, tak jsou automaticky povazovany za rovné nule.

0o 7

Priklad 5.18. Striktné horni trojihelnikové matice trg(n) = {( ) € R”’”} jsou
0. 0

nilpotentni.

? 7

Priklad 5.19. Horni trojihelnikové matice tv(n) = { ( ) € R”’"}. Ze snadno ovéritelnych

0o 2
vztahu

[te(n), te(n)] = tro(n), [te(n), teo(n)] = tro(n)

plyne, Ze algebra tr(n) je fesitelnd, ale neni nilpotentni.

Resitelné ¢i nilpotentni mohou byt i idedly v dané Lieové algebfe (tj. v konstrukci
sérif uvazujeme pouze prvky z uvazovaného idedlu). Jako cviceni ukdzeme, ze soucet a
prunik fesitelnych idealu je Tesitelny idedl, soucet a prunik nilpotentnich idedlu je nilpo-
tentni ideal. Z konecnosti dimenze Lieovy algebry g pak vyplyva existence maximélniho
feSitelného, resp. nilpotentniho, idealu.

Definice 5.20. Maximalni fesSitelny idedl v g se nazyva radikal a maximalni nilpotentni
idedl se nazyva nilradikal.

Pozndmka 5.21. Necht t je radikal algebry g. Uvazujme g/t a v nf abelovsky idedl b/t C
g/t, tj. mdme idedl h = {X € g|X + ¢ € h/¢} takovy, ze vt C h C g, [h,h] C v. Tudiz
h) C ¢ a soucasné t je fesitelnd, tj. existuje k takové, ze t®) = 0. V disledku mame
hk+D) k) = 0 a dle predpokladu maximality radikalu t je b = t. Proto g/t nema zadny
netrivialni abelovsky ideal a je tedy poloprosta.

Plati dokonce jeste silnéjsi tvrzeni tvrdici, ze g/t lze realizovat jako podalgebru v g:

Véta 5.22 (Leviho). Kazdou Lieovu algebru g lze rozlozit na polopiimy soucet poloprosté
podalgebry s a radikdlu r, tj.

g=s+rt, [s,5] Cs, [s,t] Cr, [t,¢] Cr,

pficemz s je urcéena az na izomorfii. § nebo v muze byt rovné {0}.

Bez dukazu.

5.2 Derivace

Definice 5.23. Derivace Lieovy algebry g je linearni zobrazeni D : g — g spliujici
D([X,Y]) = [DX,Y] + [X, DY] pro vSechna X,Y € g.

Definice 5.24. Bud G Lieova grupa a g jeji Lieova algebra.

e Adjungovana akce Lieovy grupy G na G je ¢ : G x G — G definovana predpisem
¢(g,h) = ¢g(h) = ghg™", tj. dg = Ly 0o Ry,
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e adjungovana reprezentace Lieovy grupy G na Lieové algebte g je

Ad: G — GL(g), Ad(9) = ¢ge = Lgs 0 Ry-1,,
e adjungovana reprezentace Lieovy algebry g na g je

ad: g — gl(g), adx =ad(X)=Ad.(X), tj. adxY = Ad.(X)Y = % Ad(e")Y.

t=0

Ovéreni, ze se skutecné jedna o akci, resp. reprezentace, je prenechano jako cviceni
¢tenari.
Pozndmka 5.25. Adjungovanou reprezentaci lze ekvivalentné zavést pozadavkem geX g~ =
eAd9)X Pro maticové grupy lze Ad(g)X pocitat jednoduse vztahem

Ad(g)X = gXg .

Podobné se zjednodusi vypocet adjungované reprezentace algebry.

Veéta 5.26. Pro adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry plati
adyY = [X,Y]. (5.1)

Dikaz. Prokazdé X € g, p e G a f € C*°(G) mame

f(pe*™)

s=0

d
X(f)(p) = 1 1T

(fo¥%)(p) =

s=0

a zaroven plati e*(X) = ¢ (eX) pro libovolny homomorfismus ¢, tj. i konkrétné pro ¢,
definovany adjungovanou akci G na GG. Z definice adjungované reprezentace Lieovy algebry
mame

d d
wds)fl, = 5 Ad )l = & ()], =
t=0 t=0
d d d d
_dp 4 R, _4d| 4 S(6,0x)4 (V) _
dS 0 dt —0 f © p( (¢etX)*(Y))|p dS 0 dt t:[)f (pe )
_d d svyy . d d tX sY —tX\ _
~ds 0 t:of (p¢etx (e )) s oo dt tzof (piF(?er et) )/_
d d d d
S S Rras 00— S S R0s0) =
ds| _, dt|_, (t5.0)— 33 T (0,5,%)
. d d tX sY sY tX .
A ) s o) =
d tX d sY
=53 flpe™) = — | Xflpe™) = XY f)(p) = Y(XF)(p) = [X,Y]f(p)
t=0 s=0
= adyx(Y)=[X,Y]. O

Pozndmka 5.27. Pro matice je rovnice (5.1) vidét ihned: 4| eXYe ™ = XY —Y X =

dt [t=0
(X, Y],
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Poznamka 5.28. Vzhledem k vété (5.26) lze adjungovanou reprezentaci Lieovy algebry g
definovat rovnici (5.1) bez ohledu na to, zda uvazujeme odpovidajici Lieovu grupu G nebo
nikoliv.

Disledek 5.29. Diky Jacobiho identité je adyx derivace.

Definice 5.30. Derivace D je vnitini pravé tehdy, kdyz existuje X € g takové, ze
D = ady. VSechny ostatni derivace se nazyvaji vnéjsi.

5.3 Vztah realnych a komplexnich algeber

Definice 5.31. Pro realnou Lieovu algebru g existuje jedina komplexni Lieova algebra
gc, nazyvana komplexifikace g, kterou definujeme jako gc = g +ig = C ® g, tj.
X+, U+iV] = (X, U] - [V, V])) +i([Y, U] + [X,V]), XY, UVeg,
(a+ip) - (U+iV) = (aU — V) +i(pU + aV), a,8 eR,UYV €g.
Naopak, pro kazdou komplexni Lieovu algebru g muzeme jednoznacné zkonstruovat
realnou Lieovu algebru gr pomoci doplnéni libovolné baze (X;)j_, C g na R-span{X;, iX;}7_,.

Strukturni konstanty jsou pak redlné a komplexni ¢asti puvodnich.
Plati dim¢ gec = dimg g a dimg gg = 2dimc g.

Definice 5.32. Realna forma komplexni Lieovy algebry g je libovolnd redlna Lieova
algebra g spliujici g = gc.

Priklad 5.33. Redlné algebry su(2) a s[(2, R) jsou dvé ruzné redlné formy stejné komplexni
algebry su(2)c = sl(2,C) = sl(2,R)¢. Podobneé so(1,3)c = s0(4,C) = so(4,R)c.

5.4 Zobrazeni Lieovych algeber

Definice 5.34. Pro linearni zobrazeni ¢ : g — bh Lieovych algeber nad stejnym télesem
zavadime oznaceni:

e ¢ je homomorfismus pravé tehdy, kdyz [¢(X), o(Y)] = ¢([X, Y]) plati pro vsechna
X,Y eg,

e homomorfismus ¢ je endomorfismus pravé tehdy, kdyz h = g,
e homomorfismus ¢ je izomorfismus prave tehdy, kdyz ker ¢ = {0}, ¢(g) = b,
e izomorfismus ¢ je automorfismus pravé tehdy, kdyz je soucasné endomorfismus.

Priklad 5.35. Pro libovolné g € G je Ad, : g — g automorfismus. Zobrazeni ad : g — gl(g)
je homomorfismus. Ale pro X € g zobrazeni adx : g — g obecné neni homomorfismus,
protoze adx|Y, Z] = [adx Y, Z] + [Y,adx Z] # [adxY,adx Z].
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5.5 Cviceni

Cvicend 5.2. Naleznéte vsechny neizomorfni redlné Lieovy algebry v dimenzich 1,2 a 3.

Reseni. V dimenzi 1 je tdloha jednoduchd, z antisymetrie je jedind Lieova algebra abe-
lovska,

a; = span{e; }, le1,e1] = 0.

Nulové Lieovy zavorky nadale nebudeme uvadét.

V dimenzi 2 mame z antisymetrie jedinou netrividlni Lieovu zdvorku [ey, e5]. Pokud
je nulova, tj, g> = 0, mdme abelovskou Lieovu algebru a; = a; @ a;. Pokud dimg? = 1,
zvolime bdzi tak, aby g* = span{e; }. Pak musi existovat e; € g\g? takové, Ze [e1, e5] = ae,
a # 0 a vhodnym vybérem nasobku e; méame algebru af(1) ve tvaru

af(1) = span{ey, ea}, [e1,ea] = €.

Tato algebra je fesitelna, neni nilpotentni.
V dimenzi 3 obdobné postupujeme podle dim g2. Mame

o dimg?=0:a3=0a;,Pa; D ay.
e dimg? = 1: Jsou dvé moznosti

— g? C (!, pak g? = span{e; }, [e1,g] = 0, tudiz vhodnym vybérem bize mame
nilpotentni Heisenbergovu algebru ve tvaru

h1 = span{ey, s, €3}, [ea, e3] = e1.

— g% ¢ (', pak g = span{ei}, [e1,g] = g* Pak existuje e; € g\g? takové, ze
[e1, €2] = e1. span{ey, ex} je zjevné idedl a doplnkovy linedrné nezdvisly vektor
e3 lze vhodnym odectenim ndsobku e; a ey vybrat tak, ze [eg, 1] = [es, ea] = 0.
Nachdzime tudiz algebru af(1) & a;.

e dim g% = 2: Mdme dvé moznosti pro strukturu g® = span{ey, e }:

— g% = ay. Pak je algebra g plné uréena reguldrni matici A = (ZH 312) , kde
21 022
le1, e3] = aier + azes,

[ea, e3] = agi1e1 + ages.

Zménou baze ey, e5 1ze matici A prevést na libovolnou matici s ni konjugova-
nou, dale muzeme vybrat vhodny nésobek ez, cemuz odpovida prenasobeni A
nenulovym ¢islem. Celkem mame t¥i kanonické tvary pro matici A: diagonali-
zovatelnda, Jordanuv tvar a realna matice diagonalizovatelna pouze nad C, coz
po vhodném prenasobeni dava

(10 (10 (p -1
=loa) ) a9,
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a jim odpovidajici algebry. Pokud zohlednime vSechny vyse uvedené transfor-
mace ménici zvolenou bazi, mdme moznosti

g3 : |e1, e3] = ey, [ea, €3] = Nea, 0< A<,
pokud |A] =1 :arg\ <,
93 Jordan © [€1,€3] = €1, lea, €3] = €1 + e,
g3, : €1, €3] = per — ea, [ea, €3] = €1 + pea,  p >0, pouze nad R.

Vsechny tyto algebry jsou feSitelné, ale nikoliv nilpotentni.

— g? = af(1) implikuje spor s Jacobiho identitou, tj. tomuto ptipadu zadn4 alge-
bra neodpovida.

e dimg? = 3: Je vyhodné Lieovy zdvorky ve zvolené bazi (e;) zapsat zpusobem
[e), ex] = €jriumen.

Jacobiho identity implikuji, ze matice o = (a.) je symetrickd a z dimg? = 3 je
nutné regularni. Pii zméné baze e, = p’gek mame

[éaa éb] = det P eabc(pil)lc&lm<pil)z@éd = eabcdcdéda

tj. za predpokladu det p = 1 mame transformaci slozek symetrické bilinearni formy
a=(pHT - a-pt. Celkovy nasobek matice o mizeme oviem vybrat dalsf trans-
formaci €; = 7e;. TudiZz o 1ze vzdy pievést na kanonicky tvar symetrické nede-
generované bilinedrni formy nad zvolenym télesem s tim, ze celkové znaménko je
irelevantni. Nad télesem komplexnich ¢isel ziskavame jedinou algebru

s0(3,C) : [6j, ex) = €5kiCl,

nad redlnymi ¢isly musime rozlisit dvé mozné relevantni signatury (3,0,0) a (2,1, 0),
coz vede kromé s0(3,R) na druhou moznost

50(2,1): [er,e0) = —es, [ea,e3] =e€1, [es,e1] = eq.

Tato algebra je soucasné izomorfni algebie sl(2,R), jak lze ukdzat jinym vybérem
béaze, v niz maji Lieovy zavorky tvar

sl(2,R) =span{h,z ,z_}: [h,os] =H22y, [zi,2_]=h.

S1 e ., (1 0 (0 1 (00
odpovidajici matlclmh—(o _1),x+—(0 0),:):__<1 O)'

Cviceni 5.3. Bud'te by, by idedly v g. Pak [b1, ba], b1 + b2, b1 N by jsou idedly v g.
Dukaz.

[[b1, b2], 8] = [b1, [b2, 8]] + [[b1, 9], b2] C [b1, b,
(b1 + b2, 8] = [b1, 0] + [b2, 8] C b1+ ba,
biNbo,gl Chr A [biNb,gl CThy = [hiNby,g] ChiNby.
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Disledek 5.36. Je-li b idedl v g, pak b*, b jsou idedly v g.
Cicent 5.4. Jsou-li by, b TesSitelné idedly v g, pak by + hs je Tesitelny idedl v g.

Dukaz. 7 vlastnosti podprostoru a z toho, ze b1, ba, b1 +bo, h1Nbhy jsou idedly v g mame
izomorfismus faktoralgeber

(b1 + b2)/b1 = by /(b1 N by)

Protoze by je tesitelny, je téz ho/(h1 N bo) Tesitelny a z izomorfismu vyse je (hy + h2)/by
reSitelny. Protoze b je feSitelny, je i by + by je FeSitelny. m

Cviceni 5.5. Bud'te by, ho nilpotentni idedly v g. Pak b; + b je nilpotentni ideal.

Diukaz. Chceme ukazat, ze existuje n € N takové, ze pro libovolna Xi,...,X,, € h; U by
plati [ X3, [ X2, ..., [Xn 1, X,]]] = 0. Z linearity Lieovy zévorky pak bude plynout dokazo-
vana nilpotentnost.

Vime, Ze b1, by jsou nilpotentni pravé tehdy, kdyz existuje k € N, h¥ = 0, b5 = 0. Vez-
meme n = 2k a bez ijmy na obecnosti predpoklddame, ze alespon k z X,..., X, je z b;.
Pak plati

Xep,Yeh = [X,Y]ept, Xep,Yebh, = [X,Y]ebl

Celkem tedy vidime, ze [X1,[Xo, ..., [Xa_1, X,]]] € bF = {0}. O
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Kapitola 6

Killingova forma, vlastnosti
resitelnych a nilpotentnich algeber

Na Lieovych algebrach existuje vyznaéna bilinearni forma zvand Killingova, ktera je velmi
uzitetnd pii jejich zkouméni. Po jejim zavedeni se budeme hloubéji zabyvat vlastnostmi
fecitelnych a nilpotentnich algeber.

6.1 Killingova forma

Definice 6.1. Symetricka bilinearni forma w na Lieové algebte g je:

e invariantni vzhledem k automorfismim g pravé tehdy, kdyz

w(d(X),o(Y)) = w(X,Y) pro kazdy automorfismus ¢ € Aut(g), (6.1)

e ad—invariantni (invariantni) praveé tehdy, kdyz

w([X, Y], Z) +w(Y,[X, Z]) = 0 pro kazdou trojici X,Y, Z € g. (6.2)

Pozndmka 6.2. Je-li forma w invariantni vzhledem k automorfismum, pak pro vsechna
X,Y, Z € g plati

w (Adetx}/, AdetXZ) = W(K Z) /%

t=0
w(adxY,Z)+w (Y,adxZ) =0,

tedy w je ad—invariantni.

Naopak to neplati. Naptiklad uvazme symetrické formy na abelovské Lieové algebie -
vSechny jsou ad-invariantni, ale jediné nulova forma je invariantni vzhledem k automor-
fismum, tj. vSem linedarnim reguldrnim operatorum.

Definice 6.3. Killingova forma Lieovy algebry g nad télesem T je zobrazeni

K:gxg—T:K(X,Y)=tr(adx oady). (6.3)
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Uvazme ¢ automorfismus, X € g a adyx) : g — g Pak plat{

ady0)Y = [9(X), Y] = [6(X). 0 (67 (Y))] = ¢ ([X, 07" (Y)]) = (doadx09™') (Y),
tedy adg(x) = ¢ o adx o ¢~'. Pro Killingovu formu tedy plati

K (¢(X),6(Y)) =tr (poadx0¢p  opoady o¢™!) = tr(ady o ady) = K(X,Y), (6.4)

tj. je invariantni vzhledem k automorfismum (a tedy je téz ad-invariantni).
Explicitné 1ze ukéazat, ze K je ad—invariantni nasledovné

K([X,Y],Z)+ K (Y,[X, Z]) = tr (adjx,y o adz + ady o ad|x z]) =
= tr ((adyady — adyady)adyz + ady(adxadz — adzadx) =0

vyuzitim invariance stopy vuéi cyklické zaméneé.

Véta 6.4. Je-li h C g idedl, pak pro jeho Killingovu formu plati Ky = K9|hXh‘

Diikaz. Zvolenou bazi b ve tvaru (e;) 2" doplnime na bézi g, £ = (e;)2%%. Pak pro
libovolnd XY € h plati adx : g — b, ady : g — b, tj.:

(adx)e = (W) pdimb (K

o o((12) (4 0))-

(A A) =tr <adX\h,ady] ) Ky(X,Y).

E) }dim[j

]

Definice 6.5. Ortogonalni doplnék idealu h vzhledem ke Killingové formé K na g je
={X e g|K(X,Y)=0,VY € b}. (6.5)

Obdobné 1ze definovat ortogonalni doplnék vzhledem ke Killingové formé libovolného
podprostoru v g.

Pozndmka 6.6. Je-li b idedl, pak i b* je idedl.
Diikaz. Pro libovolné X € b, Y € g, Z € b plati:

K([X,Y],Z):—K([Y,X],Z>:K(X,[Y,Z]):O = [XvY]GhL-
——

€h

6.2 Nilpotentni a reSitelné algebry

Véta 6.7. Je-li ¢ : g — g homomorfismus, pak (qﬁ(g))(k) = ¢(g(k))7
(6(9)" = ¢ (g").
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Dusledek 6.8. Je-li Lieova algebra g tesitelnd (resp. nilpotentni) a ¢ : g — b homomor-
fismus, pak Ran ¢ = ¢(g) je tesitelnd (resp. nilpotentni) algebra.

Pozndmka 6.9. Je-li ¢ : g — g homomorfismus, pak ker ¢ je idedl v g.

Dikaz. X € g, Y €ker¢ =  ¢([X,Y]) = [p(X),0(Y)] =0 = [X,Y] € kero.
0

Véta 6.10. Je-li b idedl v algebie g a b, g/b jsou tesitelné. Pak g je resitelna.

Diikaz. g/b fesitelnd < 3In € N, (g/h)™ = 0modh <& g™ C b a protoze b je
fesitelny, Ik € N, b =0 = g+ c hk) =0, tj. g je Tesiteln4. O
Disledek 6.11. Mame-li homomorfismus ¢ : g — bh takovy, ze Ran¢ a ker¢ jsou
resitelné, pak g je fesitelnd, protoze Ran ¢ = g/ ker ¢.

Véta 6.12. Je-li h C Z(g) a g/b nilpotentni, pak g je nilpotentni.

Diikaz. g/h nilpotentni < In € N, (g/h)" = Omodh, tj. g" C h a g"™ C [g,h] =
0. ]

Dusledek 6.13. Ozna¢me ad; = {adx|X € g} C gl(g). Pak
e g fesitelnd prave tehdy, kdyz ad, fesitelna.
e g nilpotentni pravé tehdy, kdyz ady nilpotentni.

Dikaz. kerad ={X € g | [X,Y]| =0, VY € g} = Z(g), tj. kerad je rovno centru algebry
g a lze pouzit vétu 6.10, resp. 6.12. m

Vlastnosti koneénérozmérnych operatora

Definice 6.14. Linearni operator A € gl(V) je poloprosty (diagonalizovatelny)
pravé tehdy, kdy?z existuje baze vektorového prostoru € = (e;)mV C V tvofend vlastnimi
vektory operatoru A, tj. Ae; = \e;.

Soubor operdtoru {Ag}taer C gl(V) je soucasné diagonalizovatelny pravé tehdy,
kdyz existuje baze vektorového prostoru € = (e;)87V C V tvorend spoleénymi vlastnimi
vektory, A,e; = )\ga)ei.

Definice 6.15. Linearni operator A € gl(V') je nilpotentni praveé tehdy, kdyz existuje
n € N takové, ze A" = 0.
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Véta 6.16 (Jordanuv rozklad). Bud A € gl(V), kde V je vektorovy prostor kone¢né
dimenze nad C. Pak existuje jednozna¢né urc¢end dvojice operdtoru S, N € gl(V') splaujici

e A=S+N,
e S je diagonalizovatelny, N nilpotentni,
e [S,N]=0.

Operatory S a N lze vyjadrit jako polynomy v operatoru A.
Diikaz viz ucebnice linearni algebry.

Pozndmka 6.17. Pro dalsi uvahy je uzitetné si uvédomit, ze spektrum nilpotentniho
operatoru je tvorené pouze 0 a tedy i stopa N je nulova. Vidime to z toho, ze Nx = Az
implikuje N*z = Mz, tj. {0} = o(N¥) = {\*|\ € o(NV)}.

6.3 Cviceni

Cvicent 6.1. Urcete, jak vypadé Killingova forma libovolné nilpotentni Lieovy algebry.
Resend. Vime, ze

adx : ¢/ — ¢/, adyxoady:g’ — g/t

Protoze algebra g je dle piedpokladu nilpotentni, existuje k¥ € N takové, ze g = 0, tj.
(ady o ady)” = 0. Tudiz K(X,Y) = tr (ady o ady) = 0.
Cwiceni 6.2. Najdéte Killingovu formu algebry af(1) v bazi ey, es, [e1, ea] = €.

01 -1 0 0 0
o= () o) = (3 0)= m= (o))

Resent.
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Kapitola 7

Véty Lieova a Engelova

V této kapitole vyslovime dvé zékladni véty o struktuie fesitelnych a nilpotentnich algeber
- vétu Engelovu a vétu Lieovu, které budeme casto vyuzivat v dalsim textu. K jejich
dukazu si pripravime nékolik definic a pomocnych tvrzeni.

Definice 7.1. Vektor X € g je ad—nilpotentni praveé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
ze (ady)" = 0.

Pozndmka 7.2. Lieova algebra g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
ze pro vSechna Xi,..., X, € g plati adx, o---oady, = 0. Specidlné pro libovolny X € g
plati (ady)"” = 0, tj. vSechny prvky nilpotentn{ algebry jsou ad-nilpotentni.

Lemma 7.3. Pokud operator X € gl(V') je nilpotentni, pak je X téz ad-nilpotentni v
gl(V).

Dukaz. Indukei ukazeme ze plati:

(adx)"Y = Zk:(—nkj (j) X7y Xk, (7.1)

7=0
k=1 zrejmé, k —1 — k:
k—1 k-— 1
(adx)"Y = adx (Z(_l)k”< ; )XjYX’“lj> =
7=0
k—1 k—1
_ Z(_l)kflfj (k — 1) Xty xk—1-j _ Z(_l)kflfj (k — 1)XjYij _
=0 J =0 J
k k
=N (—1)k ((k B 1) + (k B 1)> XTY XHT =3 (—1)kd (k) X7y Xk,
j—1 J J

j=0 7=0

Konkrétné je-li X™ = 0 pro néjaké n € N, pak v kazdém séitanci virazu (ady)>" je nula
v X7 nebo X*7. O]

Lemma 7.4. Bud b idedl v g C gl(V), W = Ny ker X = {v € V|Xv = 0,VX € b}.
Pak giW C W, tj. W je invariantni podprostor.

Diikaz. Pro vsechna X € b, Y € g plati X(YW) = [X,YV]W 4+ Y(XW) = 0. Tudiz
N——

€h
YW C ker X pro vSsechna X € b, a tedy YW C W pro libovolné Y € g. n
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Lemma 7.5. Bud g podalgebra v gl(V') takovd, Ze vSechny elementy g jsou nilpotentni.
Pak existuje v € V, v # 0 takovy, ze Xv = 0 pro vSechna X € g.

Diikaz. Indukei podle dim g:
e dimg=1 = g=span{X}, X"=0 = 0€o(X) = FveV, v#0, Xv=0,

e dimg=n—1 — n. Uvazujme vlastni podalgebru maximalni dimenze h a definujme
reprezentaci b na g/b:

o(X)(Y +h)=adxY + b, VX eh, Yeg

Protoze vSsechna X € b jsou nilpotentni, jsou dle Lemmatu 7.3 téz ad-nilpotentni.
Proto jsou ¢(X) nilpotentni a tedy ¢(h) spliuje predpoklady dokazovaného tvrzeni
a ma dimenzi ostie mensi nez n. Dle indukéniho predpokladu existuje Z € g takové,
ze

Z+heg/h, Z+h#b, ¢(X)(Z+bh)=b, VX €b,

tj. Z ¢ b, [X,Z] €bh, VX € bh. Tudiz span{Z} + b je podalgebra g, jeji dimenze je
dim = dim h 4+ 1 a z maximality h plyne, Ze je rovna celé g.

Z indukéniho predpokladu rovnéz plyne existence nenulového v € V' takového, ze
bv = 0. Jinymi slovy W = [y, ker X # {0}. Protoze [g,h] = [span{Z} + b,h] C
b, je b je idedl. Dle Lemmatu 7.4 je W invariantni podprostor g. A konecné, z
nilpotentnosti Z plyne, ze téz Z|;, : W — W je nilpotentni, coz implikuje existenci
w e W, w # 0, Zw = 0. To ndm jiz dava dokazované tvrzeni pro algebru g:
gw = (span Z + h) w = 0.

]

Lemma 7.6. Bud g C gl(V) takovd, ze vSechny operdtory X € g jsou nilpotentni, tj. g
je Lieova algebra nilpotentnich operédtoru. Pak existuje baze & = {e;} ve V takové, ze pro
viechna X € g je Xe; = 0, Xe; € span{eq, ..., e; 1}, tj. vSechny matice X¢ jsou hornf
trojuhelnikové matice s nulovou diagonalou. V dusledku, g je nilpotentni algebra.

Diikaz. Dle Lemmatu 7.5 existuje nenulovy e; € [y, ker X. Polozime Vi = span{e;} a
definujeme akci g na V/V;:

O(X) (v+ V) = Xv+ Vi, VX eg, YoeV. (7.2)

Podobné jako v dukazu Lemmatu 7.5 je ¢(g) tvorena nilpotentnimi operatory a tedy
existuje eo € V) eq ¢ V] takovy, ze ¢(X) (e2 + Vi) = Vi pro kazdé X € g. Takze mame
Xey € Vi. Zvolime Vo, = span{ej, ez} a postup opakujeme. Indukei ziskdvame kom-
pozi¢ni fadu {0} C V; C V5 C --- C V,, = V splaujici dimV;/V;_; = 1, gV, C V.
V bazi & tvorené vektory e; € V;\V;_; jsou matice operatoru X € g horni trojihelnikové
matice s nulovou diagonalou. O

Véta 7.7 (Engelova). Lieova algebra g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz kazdy vektor
X € g je adnilpotentni. Kazda komplexni maticova nilpotentni Lieova algebra g ma ve
vhodné bazi tvar

A (X) 0 Ai(X) ?
X = , kde 4;(X) = A Egn
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Dikaz. Je-li adg = {adx | X € g} tvofena nilpotentnimi operatory, pak dle Lemmatu 7.6
je ady nilpotentni maticova algebra. Podle Dusledku 6.13 je algebra g nilpotentni. Opacnd
implikace plyne z poznamky 7.2.

Uvazujme dale komplexni maticové algebry. Libovolny komplexni vektorovy prostor
V' lze rozlozit jako soucet zobecnénych vlastnich podprostoru vzhledem ke zvolenému
operatoru X € gl(V')

v= &P imker(X — AD)" (7.3)
A€o (X)

(jinymi slovy, podprostory ker(X — AI)™ odpovidaji Jordanovym blokum operatoru X).
Indukei ukazeme, ze plati

(X = A)*Y = Z() (adx)’ Y (X — AI)*~ XY egl(V). (7.4)

Pro k=0 je zfejmé, k — 1 — k ziskdvame pifimym dosazenim

k-1

(X = AD)'Y = (X 2D} (k ; 1> (ad Y ¥ (X — A1

J=0

e‘v
,_.

( ) X (adx /Y — A (adx )’ Y) (X = AD)F =

I
E E
LgMHg

(X
( j ) ( (adx J+1Y + adX)J YX — )\(adX)J Y) (X — A]I)k—l—j _
((ad

()

"~ ((]; _ i) + (k - 1>) (adx)’ Y (X — AI)F7 = Zk: (’;) (ady) Y (X — AL

J par

YUY 4 (ady) V(X — AI[)) (X = AD)F =

|
o,
o

.

Necht g je nilpotentni podalgebra gl(V'), kde V je nad C a X € g. Oznacime

Wi = lim ker(X —AI)*, X € o(X).

n—-4o00

Dle vztahu (7.4) plati pro libovolné Y € g

k
k . .
(X =D YWy =>" ( ) (adx) Y (X =AD" /W = lim (X = D) YW =0,

k—4o00
=0 \/

protoZe pro dostatecné velké k je bud (adx)’Y = 0 z nilpotentnosti operdtoru adx nebo je
(X — AD)* WX = 0 z definice WiX. Vidime tedy, ze YWX C Wi, tj. WX je invariantn{
podprostor. ZiZenim vech operdtort z g na WX dospivdme ke stejnému problému na
mensim vektorovém prostoru, kde postup opakujeme. Timto opakovanym zuzovanim na
stejnym zpusobem konstruované podprostory pro dalsi Y € g po koneéné mnoha krocich
ziskdvame invariantni podprostory, na nichz vsechny operatory X € g pusobi jako nasobek
jednotky plus nilpotentni operator. Oznac¢me libovolny z téchto podprostoru W. Vsechny
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komutatory [X,Y] na takovém podprostoru W jsou nilpotentni, nebot jim odpovidajici
nésobek jednotky Al|y je nulovy z nulovosti stopy komutétoru operatoru tr[X |w, Y |w].
Lze tudiz definovat novou operdtorovou algebru na W odectenim piislusného nasobku
jednotky od kazdého z operdtoru X|y (ndsobky jednotky nepfispivaji do komutatoru,
vySe jsme ovérili, ze nejsou pritomny v pravych stranach, tj. nova algebra je uzaviena
vzhledem ke komutdtorum a mé stejné komutaéni relace jako puvodni gly ). Tato algebra
na W je tvofena nilpotentnimi operatory, muzeme tedy na ni aplikovat Lemma 7.6 a
nalézame maticovou podobu Engelovy véty. [

Lemma 7.8. Bud V komplexni vektorovy prostor a g C gl(V) fesitelnd algebra operétort.
Pak existuje v € V, v #£ 0 a A € g* takové, ze

Xv=AX), VXeq (7.5)

Diikaz. Indukei dle dim g. Piipad dimg = 1 je zfejmy.

dimg = k — 1 — k. Bud g Fesitelnd algebra, dimg = k. Mame gV = [g,g] < g.
Uvazujme h podprostor g s vlastnostmi g C h a dimh = k — 1. Takovy b je nutné
fesitelny idedl v g, protoze [b, g] C g C b. Tedy b spliiuje indukéni predpoklad a proto
existuje vg € V, v # 0 a X € h* takovd, ze Xvyg = Ag(X)vy, VX € h. Vezmeme libovolné
Z € g\b, tj. g = b+ span{Z}, a definujeme v;; = Zv;, j € No, W = span{v;};.
Evidentné plati dimW < dimV < +oo, takze existuje p € Ny takové, ze {vg,...,v,}
jsou linedrné nezdvislé a Zv, € span{vy, ..., v,}, tj. W = span{v;}_; a ZW C W. Pro
libovolné X € b plati

X’UQ = )\0(X>Uo,
€h
—~
XUl = XZU() = ZXU() + [X, Z] Vo = )\()(X)ZUO + Ao([X, Z])U()
= )\0(X)’U1 + )\0([X, Z])’Uo,
X'U2 == ZX’Ul -+ [X, Z]’Ul = )\0(X)/U2 + 2)\0([X, Z])’Ul -+ Ao([[X, Z], Z])’UQ,

X’l]j:)\o(X>’Z}j+

€ span{vo,...,vj_1}

Vidime, ze W je invariantni vzhledem k pusobeni b a plati tr X|;, = dim W - A(X).
Protoze z konstrukce dim W > 1, méame

1
Ao([X, Z]) = T " (X, Z]ly = T
Takze pro libovolné X € h mame Xv; = \g(X)v1, Xv; = AMX)ovj, tj. viechny X € b
jsou soucasné diagonalni na W ve zvolené bazi, dokonce to jsou nasobky jednotkového
operatoru, s vlastnimi ¢isly \g(X). Protoze ZW C W, existuje v € W, v # 0 takové, ze
Zv = Xv. Tim je uéinén indukéni krok, nebof mame pro nalezeny vektor v funkcionl
A € g* spliwjici (7.5) ve tvaru M(aZ + X) = aX + Xo(X), kde X € b, O

(tr Xy Zly — tr Z|yy X)) =0, VX €b.

Veéta 7.9 (Lieova). Bud g podalgebra gl(V), kde V je komplexni vektorovy prostor
konecné dimenze. Potom je g fesSitelna prave tehdy, kdyz je mozné najit bazi vektorového
prostoru V', v niz vSechny operatory X € g maji soucasné horni trojuhelnikovy tvar.
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Dikaz. Jednim smérem je tvrzeni jednoduché: pokud g tvoii horni trojihelnikové matice,
pak g je fesSitelna vypoctem derivované série.

Naopak, méjme fesitelnou algebru g C gl(V'), V nad C. Dle Lemmatu 7.8 existuje
vy €V, vp #£0a ) € g takové, ze Xv; = A (X)v; pro vsechna X € g. Definujme
Vi = span{v, } a reprezentaci g na V/Vi:

P X)(v+Vi)=Xv+V, Xeg veV

Jako homomorfni obraz je ¢(g) opét fesitelna maticova algebra, tedy dle Lemmatu 7.8

existuje ve €V, v € Vi a Ay € ¢(g)*:

B(X) (02 + V1) = Xvs + V4
= Xa(6(X)) (024 Vi) = Xa(d(X))va + Vi, VX €.

Polozime )y := )Tgo¢ € g* améame Xvy = A\g(X)ve mod V;. Definujeme V5 = span{vy, vq}
a pokracujeme indukei. Ziskdvame bazi V' ve tvaru (vq,vg,...) s vlastnosti

X’Uj = )\j(X)Uj mod V}'_l, VX € g.
V této bazi jsou vsechny X € g horni trojihelnikové matice. O]

Dusledek 7.10. Lieova algebra g je fesitelna pravé tehdy, kdyz jeji derivovana algebra
g2 = g(l) je nilpotentni.

Diikaz. Nejprve ukazeme pro komplexni algebry:
<: g/g” je abelovskd, tj. fesitelnd, g* je fesitelnd. Tudiz g je fesitelnd dle véty 6.10.

=: gleditelnd prave tehdy, kdyz ady C gl(g) je Fesitelnd. Dle Lieovy véty to nastava prave
tehdy, kdyz ve vhodné bazi g je ady vyjddiena pomoci hornich trojuihelnikovych
matic. Pak pro libovolné XY € g je Z = [X,Y] homomorfismem ad zobrazeno
na ady = [adx,ady]. To je horni trojihelnikovd matice s nulovou diagonélou, tj.
vSechna adyz € adg jsou striktné horni trojihelnikové matice, adg je nilpotentni
algebra a tedy dle pozndmky 6.13 je g2 nilpotentni algebra.

Pro redlnou algebru mame

00 = (@) (@) = (g9),.

Proto plati g¢ je Tesitelna, resp. nilpotentni, pravé tehdy, kdyz g je fesitelna, resp. nilpo-
tentni. O
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Kapitola 8

Cartanova kritéria

Ukazuje se, ze TeSitelnost a poloprostotu dané Lieovy algebry je mozné zjistit vypoctem
piimo z vlastnosti Killingovy formy. Tato tvrzeni, znama jako Cartanova kritéria, od-
vodime v této kapitole a nésledné budeme zkoumat jejich dusledky pro strukturu polo-
prostych Lieovych algeber.

Nejprve ale potiebujeme jedno spise technické tvrzeni.
Véta 8.1. Bud g podalgebra gl(V) a necht pro kazdé X,Y € g je tr(XY) = 0. Pak je g
resitelna.

Dikaz. Vétu bude dokazovat pro komplexni vektorové prostory V' (pro redlné vektorové

prostory fesfme komplexifikaci). Ukdzeme ze kazdy X € gV je nilpotentni. Z toho bude

plynout, ze je dle Engelovy véty g™ nilpotentnf a tedy g Fesitelnd dle dasledku 7.10.
Pro X € gV pouzijeme Jordantiv rozklad:

X=S+N, [S,N]=0, FkeN, N* =0, S=diag(Ai,...,\)
ve vhodné bazi € = (e;)iL,. Pro adx,adg,ady : gl(V) — gl(V) a (Ey)7;—, béazi gl(V)

mame:
ady = ads +ady, [adg,ady] =0, (ady)®* =0, adg(Ej;) = (A —\;) Eyj,

tj. adg je diagondlni a ady = adg + ady je Jordanuv rozklad. Proto existuje poly-
nom p € Plx] takovy, ze adg = p(adx). Uvazujme komplexné sdruzenou matici S =

diag (Xl, o )\n) a jejl ad-reprezentaci adg (E;;) = (Xi — Xj) E;;. Protoze existuje poly-
nom ¢ € P[r] splijici A; — A\; = ¢ (A — );), je t6z adg = ¢ (ads). Definujeme-li p € P|z]
predpisem p(x) = q(p(x)), pak adg = ¢ (ads) = p (adx). Protoze adg, ady, adg jsou poly-
nomy v ady, zobrazuji g — g a plati:

[g, N] = adgN = ﬁ(adx)N = ﬁ(O) : N,
(SN)? = SNSN = S°N? — SH(0)NN = (52 — 5(0) - ?) N?,

(SN)" = (...)N"

Protoze N je nilpotentni, je nilpotentni téz SN. V disledku plati nasledujici vztah

tr (SX) = tr (S5 + X)) = tr (35) + tr (V) = 3" [ 2
—— ]

=0
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Specidlng, pro libovolné X € g vyjadiené ve tvaru X = Y, [Ax, By, kde Ay, By € g,
plati dle predpokladu dokazované véty

€9

Proto pro vlastni ¢isla operatoru X plati Z?Zl |)\j|2 =0,tj. A\; =0, Vj €natedy S=0,

X = N, coz jsme chtéli ukazat. O
Nyni jiz muzeme pristoupit k formulaci a dikazu Cartanovych kritérii.

Véta 8.2 (1. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je Fesitelnd pravé tehdy, kdyz

K(X,Y) =0 pro véechna X € ga Y ¢ gi) = g2,

Diikaz. Dukaz jako obvykle provedeme pro komplexni Lieovy algebry, pro realné vyplyva
ze vzajemné korespondence idealu v derivované sérii pti komplexifikaci.

=: Algebra g je fesitelnd, tudiz ad, je TeSitelnd maticova algebra a dle Lieovy véty ji ve
vhodné bézi tvorf horni trojihelnikové matice. ad,a) = (adg)(l), tedy adga) obsahuje
horni trojuhelnikové matice s nulovou diagondlou. Proto plati

K(X,Y)=tr(adyady) =0, VX ecg, Y g

«<: Necht K(X,Y) = 0 pro viechny X € g, Y € gV, Specidlné K(X,Y) = 0 pro
libovolné X,Y € g, tj. tr(adyady) = 0. Dle véty 8.1 je adyn Tesitelnd, tj. téz
g je fesitelnd. Zaroven g/g™!) je evidentné abelovskd, tj. fesitelna. Dle véty 6.10 je
tudiz g Tesitelna.
[
Pozndmka 8.3. Pfipomenme definici ortogondlniho dopliku h+ = {X € g|K(X,Y) =
0,vY € h}.

Definice 8.4. Radikal Killingovy formy je ortogonalni doplnék Lieovy algebry vzhle-
dem ke Killingové forme,

rad K =g ={X cg|K(X,Y)=0, VY € g}.

Véta 8.5 (2. Cartanovo kritérium). Lieova algebra g je poloprostéd pravé tehdy, kdyz jeji
Killingova forma K je nedegenerovand, tj. g+ = 0.

Diikaz. =: Necht K je degenerovand, tj. rad K je nenulovy idedl. Evidentné K|, rvrad 0 =
0, takze dle 1. Cartanova kritéria rad K je feSitelny ideal, tj. existuje k € Ny takovy,
ze (rad K )(k) # 0, a (rad K )(kH) = 0. Protoze prvky derivované série idealu h C g
jsou téz idedly v g a [(rad K)(k) , (rad K)(k) =0, je (rad K)(k) nenulovy abelovsky
idedl a tudiz g neni poloprosta.
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<: Necht g neni poloprostd. Coz znamend, Ze v ni existuje nenulovy abelovsky idedl b.
Pro libovolnd X € b, Y, Z € g plati:

(adyady)® Z = adx ady adx ady Z = 0.
N——
N——
€h
€h

-~

€h,h]=0

Tudiz adyady je nilpotentni a tedy K(X,Y) = tr(adyady) = 0, 0 # b C g, tj.
algebra g ma degenerovanou Killingovu formu.
O

Pozndamka 8.6. Pro konecnérozmeérné vektorové prostory je bilinearni forma w degenero-
vana prave tehdy, kdyz det w = 0, kde w znac¢i v tomto piipadé zaroven i matici formy v
libovolné zvolené bazi.

Véta 8.7. Poloprosta Lieova algebra g je direktnim souc¢tem prostych ideala.

Diikaz. Bud g poloprostd, ale ne prostd, tj. existuje nenulovy vlastni idedl b. Jeho orto-
gonalni doplnék h+ je téz idedl. Pro libovolné X, Y € hNh*, Z € g plati:
K([X,Y],Z) =-K(Y,[X,Z]) =0, tj. [X,Y] € g~ =0.
——
€ bnpL
Proto mame ([] N l‘)L)(l) = 0, tj. h N bt je abelovsky idedl a z poloprostory algebry g

je hNht = 0. Zvolime-li (X;) bézi h, muzeme definovat linedrni operator A : g — b
predpisem:

AY) =) X;K(X;Y), VYeg
J
Evidentné ker A = ht a A(g) = b, tudiz z linedrni algebry (tzv. 2. véta o dimenzi)

dostédvame dim b + dim h* = dimg. Proto je g = h + b+ = h @ h*. Pokud b nebo h*
(pripadné oba) neni prosty, tak postup opakujeme, dokud nedospéjeme k pozadovanému

rozkladu na prosté idedly. 0

V dukazu jsme nikde nevyuzili predpoklad, ze idedl b je poloprosty. Pritom jsme
ukézali, ze jeho Killingova forma je nedegenerovans, nebot g = h @ h+. Mame tedy
dusledek:

Disledek 8.8. Vsechny nenulové idealy v poloprosté Lieové algebte g jsou téz poloprosté
(a jsou souctem prostych idedlu g).

Véta 8.9. Vsechny derivace poloprosté Lieovy algebry g jsou vnitini.

Dikaz. 7 definice derivace vyplyva, ze vektorovy prostor vSech derivaci Lieovy algebry
g je sdm téz Lieovou algebrou vzhledem ke komutatoru zobrazeni. Oznacme jej D(g).
Potom ad : g — D(g). Pro libovolné D € D(g), X,Y € g plati:

[D,adx]Y = D([X,Y]) = [X, D(Y)] = [D(X), Y] + [X, D(Y)] = [X, D(Y)] = adp(x)Y,
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tedy [D,adx] = adp(x), pro véechna D € D(g), X € g. Proto ad, tvoii idedl v D(g)
a téz (adg)L a adg N adgL jsou idedly. Protoze g je poloprostd, je Z(g) = kerad = 0 a
tedy ady ~ g je téz poloprosta. Obdobné ady N audgL jako idedl v poloprostém idedlu je
poloprosty, je-li nenulovy. V dusledku Killingova forma K na ®(g) zizend na ad, zustava
nedegenerovand (a je rovna Killingové formé na ady). Podobné, je-li ady N adgl nenulovy,
pak i jeho Killingova forma je nedegenerovana. Proto ze vztahu K \adgmad L

xadg ﬁadﬂl =0

vidfme, 7e ady Nad; = 0. Pro libovolné D € ady, X € g méme:
adg 3 adpx) = [D,adx] €ad; = adpux) =0, VD €ady, X €g.

Proto pro vSechna D € adgL, X €gje D(X) € kerad = {0}, tj. D =0, adj = (. Zaroven
z konstrukce ortogondalniho doplinku jako feseni soustavy dim g homogennich linearnich
rovnic pro dim ®(g) neznamych musi platit

dim ady + dim adj > dim D(g).

Tim dostavame dokazované tvrzeni ©(g) = ad,. O

8.1 Cviceni

Cuviceni 8.1. Spocitejte Killingovu formu Lieovy algebry af(1), Heisenbergovy algebry
h(1) a tifrozmérnych tesitelnych algeber ze cviceni 5.2. Tlustrujte na nich 1. Cartanovo
kritérium.

Cviceni 8.2. Ukazte, ze obecné radikél Killingovy formy je fesitelny idedl, ale nemusi byt
roven radikalu Lieovy algebry. Jaky je vztah radikalu Killingovy formu k nilradikalu?
Cvicent 8.3. Ukazte, ze obecné pro libovolnou Lieovu algebru g je ortogonalni doplnék
derivované algebry (g(l))L = (g2)" fesitelny idedl. (Lze dokdzat, Ze u# je maximalni, tj.
je rovny radikdlu algebry g.)

Cviceni 8.4. Urcete Killingovu formu algeber su(2) a sl(2,R) a pouzijte 2. Cartanovo
kritérium k dukazu jejich poloprostoty. Z ¢eho lze vyvodit, ze obé algebry jsou dokonce
prosté? Vyuzitim signatury Killingovy formy dokazte, ze se jedna o dvé ruzné realné formy
komplexni prosté Lieovy algebry sl(2, C).

Cvicent 8.5. Ukazte, ze v prosté komplexni Lieové algebie jsou vsechny symetrické inva-
riantni formy nasobkem Killingovy formy.

Reseni. Killingovu formu vyuzijte k zavedeni vzajemné jednoznacéného zobrazeni bilinearnich
forem a linearnich operatoru

wer A, w(X,Y)=K(X,AY)

a zkoumejte vlastnosti operatoru A, ptirazeného libovolné symetrické invariantni formeé
w. Vyuzijte symetrii a invariantnost w i K a Schurovo lemma. Uvédomte si, Ze idealy jsou
pravé invariantni podprostory adjungované reprezentace. Co to implikuje pro prostou
Lieovu algebru z hlediska vlastnosti adjungované reprezentace?
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Kapitola 9

Cartanova podalgebra

Nyni budeme definovat zdkladni pojem potiebny pro klasifikaci komplexnich poloprostych
Lieovych algeber, tzv. Cartanovu podalgebru, a dokazeme si, ze v kazdé komplexni Lieove
algebre existuje.

Definice 9.1. Normalizator podalgebry b v g je Norm(h) = {X € g|[X,p] C b}.
Pozndmka 9.2. Evidentné h C Norm(h) a pro b ideél g, Norm(h) = g.

Definice 9.3. Cartanova podalgebra Licovy algebry g je libovolna nilpotentni podal-
gebra gg, kterd je rovna svému normalizatoru.

Pozndmka 9.4. Cartanova podalgebra je pro algebry nad C urcena jednoznacné az na
automorfismus algebry g. Nad R to obecné neplati.

Definice 9.5. Bud g komplexni Lieova algebra a X € g. Definujeme zobecnéné vlastni
podprostory operatoru ady, tj. podprostory odpovidajici Jordanovym blokum

ax(X) = lim ker(adyx — AI)".
k—+o0

Pokud A ¢ o(ady), plyne z definice g,(X) = 0. Limita v definici 9.5 je formdlni, od
jistého k < dim g se ker(adx — AI)* jiz nemeéni.
Pozndmka 9.6. Pro libovolny X € g je

® g= —i_/\Eo(adx) g)\(X)a

e dimgo(X) > 1, protoze adx X = [X, X] =0 a tedy X € go(X),

e dim go(X) se nazyva nulita prvku X.

Definice 9.7. X € g je regularni pravé tehdy, kdyz dim go(X) = miny ¢, dim go(Y'), tj.
nulita X je nejmensi mozna.

Pozndmka 9.8. Skoro viechny prvky X € g jsou reguldrni, ve smyslu: je-li (e;)%_; baze g
a X = ddej, potom p({{a?}}_, € C*|X neni regularni}) = 0, kde  je Lebesgueova mira
na C™.

Lemma 9.9. Pro libovolna X, Y, Z € g plati

(adxy — (A + D)"Y, Z] = Zk: (j) [(adx — )Y, (adx — pl)"7 Z] .

J=0
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Dikaz. Indukei: k = 1:
(adx — (A+ @) [Y, 2] = [(ady — A)Y, Z] + [Y, (ad — uI) Z].
k—1-—=k:

(ady — (A + )" [V, 2] =

= (adx — (A + p)I) ' (k ; 1) [(adx — )Y, (adx — pI)" 7 Z] =

(k ; 1) [(adx — AT, (adx — pI) Z} +

k—1

+ Z (k ; 1) [(adx — I Y, (adx — pI)*7 z} -

(2 (5 ) o

k
J

I
o

k—1

=0

.

I
Mw

J

=

adX VY, (ady — pl)F Z}

(
01

M

Dusledek 9.10. Pro kazdy X € g plati [gr(X), g,(X)] C garu(X).
Lemma 9.11. Bud X regularni prvek algebry g. Pak go(X) je nilpotentni podalgebra g.

Diikaz. 7 dusledku 9.10 vime, ze [go(X), 80(X)] C g0(X), tj. go(X) je podalgebra v g.
7. definice zobecnénych vlastnich podprostoru plyne, ze adX] Je nilpotentni a pro
libovolné A € o(ady), A # 0 je adx|y, x je reguldrni zobrazem Vezmeme libovolné Y €
go(X) a spojime ho tiseckou Y (t) = tY+(1 —1)X C go(X) s X. Protoze [go(X), gr(X)] C
gx(X), plati pro kazdé t € (0,1) vztah adyygr(X) C gr(X). Kdyz dosadime t = 0,
mame ady(o)|gA x) = adx| 0x(X) regularni operator. Protoze determinant operatoru zavisi
na parametrech spojité a pocet podprostoru g,(X) je koneény, musi existovat ¢ > 0
takové, ze pro vSechna A € o(ady), A # 0 a pro viechna t, 0 < t < ¢ je adY(t)|g>\(X)
regularni.

Tudiz musi platit go(Y (t)) C go(X) pro vechna t, 0 < ¢ < £ (nebot mdme rozklad na
invariantni podprostory a na vsech ostatnich prostorech je zobrazeni reguldrni). Ale diky
minimalité nulity vektoru X mus{ byt go(Y(¢)) = go(X), Vi € (0,¢), tj. pro dostatecné
velké k € N

k
ker (ady(t)|go(x)> — ker (tady + (1 — t)adx)* = go(X), vt € (0,¢).

k
Operator (ady(t) }go ( X)) je polynom v ¢t s hodnotami v maticich, nulovy na neprazdném
k
otevieném intervalu (0, ¢). Tudiz je to nulovy polynom pro vSechna ¢, tj. (ady| 0o X)> =

k
(adY(l)}go(X)> = 0. Jinymi slovy, pro vSechny vektory Y € go(X) jsou ady| go(x) Lilpo-
tentni, tj. dle Engelovy véty je podalgebra go(X) nilpotentni. O
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Diisledek 9.12. Bud X reguldrni prvek, pak adg,(x) !g je reprezentace nilpotentni algebry
g0(X) na vektorovém prostoru g, tj. komplexni maticova nilpotentni algebra. Z maticové
verze Engelovy véty vime, ze existuje baze g a funkciondly {\;} C (go(X))* takové, ze
pro vSechny Y € go(X) méame blokové diagondlni tvar ady

o 7 7
: ?
0 0
NY) ?7? ?
0 ? ?
?
ady = 0 0 A(Y) (9.1)
A(Y) 77 ?
0 ? ?
?
0 0 Ao(Y)

Véta 9.13. Bud g komplexn{ Lieova algebra a X € g jeji reguldrn{ vektor. Potom go(X)
je Cartanova podalgebra g.

Dikaz. X jereguldrni, tj. g = go+ (—i—AEU(X)g)\(X)), kde go = go(X) je nilpotentni. Pokud
A €o(adyx), A # 0 a Z, € gy, pak plati

X, Z,] = M2y + € gr(X), (9.2)

LN na Z)

Pro libovolné Z € Norm(go) zkonstruujeme jeho rozklad Z =3,
Dle rovnice (9.2) plati

)Z)\, Z)\ c g)\(X)

ad x

(X.Z] €go = Zy=0, YA#O,

tj. Z = Zy € go. Vidime, Ze gy se rovna svému normalizdtoru, tedy go je Cartanova
podalgebra g. O]

Pozndmka 9.14. Naopak, mame-li Cartanovu podalgebru gy komplexni Lieovy algebry
g zadanou, pak jeji reprezentace ady, |, na g ma dle Engelovy véty tvar (9.1). Libovolny
vektor X € gg takovy, ze A(X) # 0 pro vSechny funkciondly A z rozkladu (9.1), je reguldrn{
a definuje stejnou Cartanovu podalgebru predpisem gy = go(X), tj. vSechny Cartanovy
podalgebry maji tvar go(X) pro néjaké X.

Definice 9.15. Nenulové \; € gf z rozkladu (9.1) se nazyvaji kofeny Lieovy algebry g.
Mnozinu vSech kotent Lieovy algebry g znacime A.

Koreny evidentné zavisi na vybéru Cartanovy podalgebry gg, ac¢ se to v pouzivané
terminologii zv14st nezdturaziuje.

Definice 9.16. Podprostor g, piislusejici kofenu A se nazyva korenovy podprostor.
Vektor Y, € g, se nazyva korenovy vektor.
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Vektory z Cartanovy podalgebry vétsinou pro zjevné odliSeni od obecnych vektoru z
g znac¢ime pismenem H.

Lemma 9.17. Bud g komplexn{ Lieova algebra, go = go(X) jeji Cartanova podalgebra
definovand pomoci regularniho prvku X. Pak pro vSechna H € gg, A € A a 'Y € g, plati

K(H,Y)=0.

Dikaz. Pro kazdé p € AU{0} mdme ady : g, — g, ady : g, — gatpu- Proto (adady )" :
9y — 9u+kr- VZdy najdeme dostatecné velké & € N takové, ze p + kA neni ani kofen ani
0, tedy gu+xx = {0}. Vidime, ze adyady musi byt nilpotentni. Proto plati K(H,Y) =
tr(adHady) =0, tj. go L gx, VA € A. ]

Lemma 9.18. Bud g komplexni poloprosté Lieova algebra, H € go. Pak plat{ implikace
AMH)=0,Y e A = H=0.
Jinak vyjadreno, span A = gj.

Diikaz. Je-li A(H) = 0, VA € A, pak adg|; je ve vyjddieni (9.1) horn{ trojihelnikovd
matice s nulovou diagondlou. Proto pro kazdé He go plati K(H, ﬁ[) =tr (adHade) =0,
tj. H € gg. Soucasné dle lemmatu 9.17 je H € gy pro A € A. Tudiz H € g*, tj. H =0
diky nedegenerovanosti Killingovy formy poloprosté algebry g. O]

Véta 9.19 (Alternativni definice Cartanovy podalgebry poloprosté komplexni Lieovy al-
gebry). Podalgebra gy komplexni poloprosté Lieovy algebry g je Cartanovou podalgebrou
algebry g préavé tehdy, kdyz je maximalni abelovskou podalgebrou takovou, ze ady je
poloprosty operator pro vSechny vektory H € g,.

Dukaz. Abelovska podalgebra gg je evidentné nilpotentni, vSsechny ady pro H € gy mezi
sebou komutuji a jsou diagonalizovatelné, tudiz ve vhodné bazi jsou soucasné diagonalni.
Je-li X € Norm(gg), pak adg(X) € go, coz vzhledem k diagonalité matic ady znamend
ady(X) =0, tj. X € Nyey, ker ady. Maximalita gy pak implikuje Ngeg, kerady = go, tj.
Norm(go) = go.

Naopak, méjme Cartanovu podalgebru gy a rozklad algebry g do kofenovych podpro-
stortt g = +xeaufoy 9. Plati

K([H17H2]7X):07 VHlaH26907 Xeg)\a )\GAa
K([Hl,Hg],Hg) = tr( [adHl,adHQ} adH3> =0, VHy, Hy, Hs € go.
hor. trojih
ostfe hor. trojuh.

Tudiz pro libovolnd Hy, Hy € go je [Hy, Ho] € gt = {0}, tj. go je abelovskd. Je téz
maximélni, protoze Norm(gg) = go. Dale plati:

adH‘g/\ = \NH)I+ VH € go, A € A,

nad diag.

Tudiz v Jordanové rozkladu ady = S + N, kde S je poloprosty a N nilpotentni, je
S|gA = AMH)I pro A € AU {0}. Takze pro vSechna X € g), Y € g,, kde A\, p € AU {0},
mame:

SIX,Y] = (A(H) + p(H)) [X,Y] = MH)X, Y] + [X, p(H)Y] = [SX,Y] + [X, SY].
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Proto S € ©(g) a diky poloprostoté g existuje W € g takové, ze S = ady a p € Plx]
takové, ze S = ady = p(ady). Protoze gg je abelovskd, mame

[adw,ad]{l] = [p(adH),adHl] = 0, VHl < do

diky [ady,ady,| = 0. Soucasné g je poloprosta a tedy Z(g) = kerad = 0, coz implikuje
[W, go] = 0. Z maximality pak dostavame W € gq. Celkem tedy vidime, ze
N =ady — S =ady — ady =adg_w = O'(adwa) = {0}
—~—

€90

Proto vektor H—W € g spliuje \(H—W') = 0 pro vSechna A € A, tudiz dle lemmatu 9.18
plati H — W =0 a tedy ady = S. O

Shrnuti pro komplexni poloprosté Lieovy algebry

Bud g komplexni poloprostd Lieova algebra, gy jeji Cartanova podalgebra,
A = {\} C g§ odpovidajici systém kofenu. Pak mame rozklad na kofenové
podprostory gy

g=go+ (-HeAQA) )
které splnuji
e NeEA & AFO0 A gy =[\ye, ker(ady — A(H)I) # 0,
e [Hy, Hy] = 0 pro vSechna Hy, Hs € go,

e ady : gx — g) je ndsobek jednotkového operdtoru ady = A(H) - I|,, pro
vSsechna H € go, A € A,

adx, : g, — Oxatps tj. adx, je nilpotentni pro vSechny A € A, X € g,,

go L g pro vSechna A € A, kde kolmost chapeme vzhledem ke Killingovée
forme.

Nadale se budeme zabyvat pouze komplexnimi poloprostymi algebrami.

Lemma 9.20. g, L gg pro vSechny o, 8 € AU{0}, o+ 8 # 0.

Diikaz. Diky invariantnosti Killingovy formy pro libovolné X, € go, Xg € 95, H € go
plati

(a+ B)(H)K (Xa, Xp) = (a(H) + B(H)) K (Xa, Xp) = K ([H, Xo], Xg) + K (Xa, [H, X5]) =0
Protoze a+ 8 # 0, existuje H € go takové, ze (a+ 3)(H) # 0 a tudiz K (X,, X3) =0. O

Lemma 9.21. K| = K| . je nedegenerovand. Pro kazdy kofen A € A existuje
jednoznacné urcené Hy € go takové, ze pro vsechna H € go je A\(H) = K(H, H,).
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Diikaz. Killingova forma K je na g nedegenerovand, tedy ke kazdému nenulovému H € g
existuje X € g takové, ze K(H,X) # 0. Zaroven gy L g\ pro A € A, takze bez ujmy
na obecnosti 1ze takové X volit z gg. Tudiz K je nedegenerovana na gy a pritazeni H —
K (-, H) je izomorfismus vektorovych prostoru gy a gg, tj. ke kazdému \ € gj existuje
prave jedno H) takové, ze A(-) = K (-, Hy). O

Lemma 9.22. Bud a € A. Potom —a € A a pro viechna X, € go, X_o € g_q je
[Xo, X_o] = K(Xa, X_o)Ha,.

Diikaz. o € A implikuje g, # {0}. Z lemmatu 9.20 plyne, ze pro vSechna p € AU {0} \
{—a} je g, L go. Kdyby platilo —a ¢ A, tj. g_o, = {0}, bylo by go L g, tj. go = {0}, coz
je spor. Proto g_, # {0}. Pro vSechna X € g,, X _, € g_o a H € gy plati:

K ([Xo X o) = K(Xo, X_o)Ho, H) = K ([Xa, X_o], H) — K(Xo, X_o) K(Hq, H) =

a(H)
= —K(Xo, [H, X_a]) — K(Xo, X_o)a(H) = (a(H) — a(H))K(Xa, X_o) =0
——
—a(H)X_q
Z nedegenerovanosti K|, . plyne [Xo, X_o] — K(Xo, X_0)Hq = 0. 0

Lemma 9.23. Pro libovolné a € A plati o(H,) = K(H,, H,) # 0.

Dikaz. Protoze g_, L gg pro 8 € (AU{0}) \{a} a g_o L g, musi existovat X_, €
00, Xa € go takové, ze K(X_,, X,) = 1, tj. dle predchoziho lemmatu [X,, X_,] = H,.
Uvazujme 5 € A a gg, = +rez 9s+ka- Pak operatory ady,, adx ., adg, ponechavaji
podprostor gg, invariantni a plati

ol

tr| ady, = tr|gﬁa [adxa,adxfa] =0

= (B +ka)(Hy) dim gg k0 = B(Ha) dim gga + a(Hy) > kdim g ka,

kEZ kEZ

98a

tj.

B(Ho) dim gg = —a(Ha) Y | kdim g e

kEZ

Evidentné dim gg, > dimgg > 1 a dim gg4re > 0 pro k # 0. Pokud by platilo a(H,) = 0,
pak by pro vSechna f € A muselo téz platit S(H,) = 0 a tedy z nedegenerovanosti by
nutné bylo H, = 0, coz je spor s predpokladem «a € A. O

Definice 9.24. Pro dany koten o € A definujeme

2 2  2K(Hp, H,)

Ta = —Ha = —Haa a — Ta - .
o(H,) “ AT) K(Hq, Hy)

Ko, L) (9.3)

Pro dany kofen o € A zvolme X, € g4, splnujici K(X,, X_,) = ﬁ Pak plati

{ch X—a] - K(Xaa X—a>Ha - Tom
To, Xia] = £2X 10, (9.4)

coz jsou komutaéni relace Lieovy algebry sl(2,C) v bdzi tvorené maticemi T = ({ %),

Xy =(00) X-=(10)
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Véta 9.25 (Konecnérozmérné ireducibiln{ reprezentace algebry s[(2,C)). Bud V kom-
plexni vektorovy prostor konetné dimenze. Necht linedrni operatory T, X4 na V spliiuji
komutacni relace (9.4), tj.

(X, X_|=T, T, X.] =+2X,
a pusobi na V' ireducibilné. Potom existuje baze & = (vj)?i:‘%V’I splnujici
Tv; = (r — 2j)vy, X_v; =vj41, Xyvj=j(r—j+ v,
kde r =dimV — 1.

Dikaz. Operator T' € L(V') m4 alespon jeden vlastni vektor v € V', v # 0 a jemu piislusné
vlastni ¢islo A € C, Tv = M. Z komutacnich relaci plati

T(Xv) = [T, X Jv+ X, Tv=2X,v+AX ;v =(\+2)X v,

takze bud X, v = 0 nebo A+2 € o(T). Po konecné mnoha krocich ziskdme vy € V, vy # 0
takové, ze Tvg = Avg a X vy = 0. Polozime v; = X” vy, kde j € N. Indukef zjistujeme, ze
Tv; = [T, X_| X7 g + X_(TX7 vg) = —2X_ X7 g + X_TX Mg = ...

— (A= 2))X% i = (A — 2j)uy.
Vidime, ze pokud v; # 0, pak jsou to vlastni vektory operatoru 7' piislusné ruznym
vlastnim éislum (A — 2j), tj. linedrné nezavislé. Diky konecénosti dimenze vektorového
prostoru V' existuje k € NU {0} takové, ze vy # 0, vgpy1 = 0. Podprostor span{vy, ..., vs}
je z konstrukce uzavieny vuci pusobeni 7', X_. Indukef ukdzeme ze X v; = j(A—j+1)v;_1:

X+U1 = X+X_Uo = [X+,X_]UO + X_X+U0 = TUO = )\Uo,

X+U2 = X+X_U1 = TUl + X_X+U1 = ()\ — 2)’01 + )\Ul = 2()\ - 1)1)1,

X+Uj = X+X_Uj_1 = Tl)j_l + X_<j — ].)(/\ — ] + 2)Uj_2 =
=((A=2+2)+ (- DA —j+2)v =53\ —j+ Dyja.

Podprostor span{uvy, ..., v} je tedy uzavieny i vuci X, tj. je to invariantni podprostor
ireducibilni reprezentace. Proto plati V' = span{vg,...,vx} a kK = r. Souc¢asné mame
0= X v41 = (r+1)(A—r)u,, pficemz v, # 0. Proto musi platit A = r. O
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Kapitola 10

Weylova-Chevalley normalni forma
poloprosté algebry, korenové
diagramy

Ukazuje se, ze struktura kotenového systému dané poloprosté komplexni Lieovy algebry
je natolik omezujici, ze v kazdé takové algebfe muzeme najit vyznacnou béazi, v niz maji
Lieovy zavorky velmi specidlni tvar. Vyjadieni algebry v této bazi nazyvame Weylova-
Chevalley normalni forma dané poloprosté Lieovy algebry.

Déle se ukazuje, ze koteny poloprosté komplexni algebry definuji svym linearnim oba-
lem realny podprostor ve vhodném Eukleidové prostoru, tj. 1ze analyzovat jejich strukturu
metodami elementdrni geometrie (thly, délky apod.).

10.1 Weylova-Chevalley normalni forma poloprosté
algebry

Lemma 10.1. Bud g komplexni poloprosta Lieova algebra, gg jeji Cartanova podalgebra,
A prislusnd mnozina kotrenu. Pak plati
e Pro kazdou dvojici o, 8 € A existuji p,q € Z,p < 0 < g, takova, ze { + ka}i_,
je nepferusend posloupnost kofenti, piipadné obsahujici 0. Z&dné jiné kofeny tvaru
£ + ka neexistuji a plati

e Necht o € A. Potom dim g, = 1 a jediné nasobky «, které jsou koteny, jsou 3 = +a.

e Bud «, 3 € A takové, ze a+ 8 # 0. Potom [ga, 85] = garps. (Pokud a+ 5 ¢ AU{0},
je z definice g,45 = {0}.)

e Bud o, € A, agn # 0, € = sgnag,. Potom [ — ea, 8 — 2ea, ..., — ag,a jsou
koteny.

Diikaz. Uvazujme «, 5 € A a odpovidajici kofenové vektory Xg € gs, Xo € 9o, X_a €
0_q takové, ze plati [X,, X_o| = Tw, [Th, X+a] = £2X4,. Oznacéme

. k . .
V' = span {(adxa>J (adx )" Xs | j.k € Z?r} C 980 = Trez8p+ka-
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Protoze plati adr, Xg = 5(1,) X, mame

adr, (adx, )’ (adx )" X = (B(To) +2j — 2k) (adx, )’ (adx )" Xs.

Vidime, ze podprostor V je uzavieny vuci pusobeni adr, a adx., . Z dukazu véty 9.25
vidime, Ze se jednd o ireducibilni reprezentaci sl(2, C) na V' a ze pro kazdé ziskané vlastni
¢islo B ( w) + 27 — 2k operatoru adr, na V méme jediny vlastni vektor az na nésobek. Dle

vety 9.25 plati r = dimV — 1, o (adg,|y) = {r,r —2,..., —r}, tj. plati
{B(To) + 2k}, ={r,r—2,..., =1},
B(Ta) + 2q =T
T,) = — Z. 10.2
B(TL) +2p = —r = BIa)=—(p+4q € (10.2)

Déle oznaéme V = span{X_,} + +ren, Ora, takze 1% je invariantni vzhledem k adx,, adr,
a adx_,. Proto méd smysl rovnost adr, | = [aan\V, adx |- ] z niz plyne

0= tr|y [adxa,adx_a] = tr|y ady, = T, —i—Zka o) dim grq-
7 keN X5

Tudiz )y kdimgre = 1, tj. go = 1, gra =0, VA > 2, k € N. V diisledku ka ¢ A, Vk >
2, k € N. Pouzitim ¢ misto o obdobné dostdvame, ze ¥ ¢ A, Vk > 2, k € N. Necht
f =ca, c¢ 7. Mdme

B(Ty) =ca(T,) =2c=beZ

ze vztahu (10.2). Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ > 0 (jinak  — —a), pak

,beN = {6+ka}zzp:{<g+k)a}q e A.

k=p

Zéroven ale plati b= —(p+¢), p <0< g, z ¢ehoz plyne —% + 1 > —b > p, takze

« b b 1
§:(§+(—§+§))&EA
—_—

>p

coz je spor s tim, ze § ¢ A. Tim je dokdzéno druhé tvrzeni. Zbylou ¢ést prvniho dokazeme

sporem: necht ex1stuJe 6 = [+ na, n < p nebo n > ¢. Zkonstruujeme nepferusenou
posloupnost kofenu z € A a vyjadiime ji ve tvaru {3 +ka}q . Diky tomu, ze dim g, = 1
pro libovolné o € A, musi byt {p,...,¢} N{p,...,q} =0 a tedyﬁ> q nebo ¢ < p. Bez
Ujmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze ¢ < p. Soucasné musi platit ag, = —(p + q),
takze

PHa<p+p<2p<p-+gq

coz dava jasny spor ag, < ag,. T1m je prvni tvrzeni zcela dokazano. Tteti tvrzeni plyne z
ireducibility reprezentace konstruované na V. Zbyva tedy uz jen posledni, ¢tvrté tvrzeni.
Protoze p < 0 < g, plati p < p+q = —aga < q, tj. B —agoa € A dle bodu 1 a tedy i
f — eka € A pro viechna k < |ag,|. O
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Definice 10.2. ag, = B(T,,) = 2% = —(p + ¢q) nazyvame Cartanova cela ¢isla.

Véta 10.3. (Weylova-Chevalley normdlni forma) Bud g komplexn{ poloprosté Lie-
ova algebra, go jeji Cartanova podalgebra, A prislusny systém korenu. Pak g jako vekto-

rovy prostor je direktnim souc¢tem gy a jednorozmérnych kotenovych podprostoru g, =
span{ E, }. Plati:

e [H E,|=«a(H)E,, YH € go,

e [E.,E o] €90, [Fa, E_o] #0, Va € A,

o [E,, Egl = NoygEoyp pro a, f € A, a+ 8 # 0. Pokud navic a + 8 € A, je Nog # 0.
Diikaz. Plyne z predchoziho lemmatu. O

Bez dukazu uvedme, ze vyse zavedené N,z pii vhodném vybéru E,, spliuji N,z € Z,
Nog = —=N(—ay(—p) = £(—=p + 1), kde p < 0 je nejmensi ¢islo spliujici 5+ pa € A.

10.2 Korenové diagramy, Cartanova matice

Korenové diagramy jsou vyjadienim kotrenu komplexni poloprosté Lieovy algebry jako
vektoru ve vhodném Eukleidové prostoru. Pomahaji ndm pochopit strukturu kofenového

systému dané algebry a tvoii zakladni vychodisko pro klasifikaci vsech poloprostych alge-
ber.

Definice 10.4. Zavadime oznaceni pro realné vektorové prostory definované jako redlné
linearni obaly vSech vektoru H, a vSech kofenu «

b = Rfspan{Ha}aeAa h* = Rfspan{a}aeA-

Nize ukazeme konstrukci vhodného skalarniho soucinu, ze b a h* jsou navzajem dudlni
vektorové prostory, jak zavedené znaceni naznacuje.

Véta 10.5. Bilinedrni symetrické zobrazeni (-,-) : h* x h* — R definované predpisem
(a, ) = K(H,, Hp) je skalarnf souc¢in na b*.

Dikaz. Protoze agy = B(Ty) € Z, ana = a(T,) = 2, plati pii vyjadieni v rozkladu (9.1)

K(H,, Hg) = tr (ady, oadp,) = a(Ha)a(Hg) =

acA
1
B (1 Zadaadﬁ)K(HmHa)K(HﬁaHﬁ)- (10.3)
aeA )
Specialné dosazenim 3 = « zjistujeme, ze
H, 2 4
a(HQ) - K(HaaHa) = M Z(léa = O((Ha) == > 0.
4 aeA ZdeA Aao
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Vidime, ze K(H,, Hy) € R a tedy dle rovnice (10.3) i K(H,, Hp) € R, tj. K|, je realnd
symetricka bilinearni forma. Téz vidime, ze T, = ﬁf[a eh.ProHeh H=> hJT,,
he € R méame:

2

K(H H)=Y a(H)a(H) =Y a(H)’=>_ Z&&(Ta) >0

aeA aeA acA \aeA €R ez

Pokud K(H,H) = 0, pak musi byt &(H) = 0 pro vsechny & € A. To dle véty 9.18
implikuje H = 0. Takze realnd forma (-,-) je pozitivné definitni a tedy definuje skaldrnf
soucin na . ]

Pozndmka 10.6. Mame-li H € b, pak iH ¢ h nebot K(iH,iH) = —K(H, H). Protoze
bc = go (nebot komplexnf linedrn{ obal A je celé g a totéz plati pro H, a go nebot mame
izomorfismus definovany pomoci Killingovy formy), je dimg h = dimc go.

Definice 10.7. Korenovy diagram je vyjadreni kotenu oo € A jako vektoru v Euklidove
prostoru h* se skaldrnim soucinem (-, ).

Definice 10.8. Zrcadleni podle nadroviny kolmé ke kotrenu « je linearni zobrazeni
Sa 1 h” = b
{, A)

Sa(A) = A — 2 aad

a=\—\T,)a.
Pozndamka 10.9. Dvojitou aplikaci S, dostavame
Sa (Sa(N) = Sa A= ATo)a) =X = ANTo)a — MT,) (o — 2a) = A,

takze ve shodé s tim, co od zrcadleni ocekdvéame, madme S? = 1.

Podle ¢tvrtého tvrzeni lemmatu 10.1 je pro kazdou dvojici kofenu «, f € A vysledek
aplikace zrcadleni opét koten, S, () € A. Proto lze chapat S, jako zobrazeni S, : A — A
pro kazdy zvoleny koten o € A.

Definice 10.10. Weylova grupa W korenového systému A je grupa linedarnich operatoru
na h* generovand vsemi zobrazenimi S,, kde a € A.

Pozndmka 10.11. Protoze i prvky Weylovy grupy musi stejné jako jeji generatory zobrazo-
vat kofeny na koteny, je Weylova grupa izomorfni néjaké podgrupé grupy vsech permutaci
Sa kotenového systému A. Z tohoto duvodu je Weylova grupa je konec¢na.

Podobné, vsechna zrcadleni S, zachovavaji délky a 1hly, tj. jsou ortogonalnimi zob-
razenimi. Proto i Weylova grupa jimi generovand je podgrupou ortogondlni grupy O(h*).

Vyberme libovolné Hy € b takové, ze a(Hy) # 0 pro vSechny koteny o € A. H
povazujeme dale za pevné zvolené.

Definice 10.12. Definujeme mnoziny kladnych, resp. zapornych, korenti predpisem
A* = {a € Ala(Hy) = 0}.

Na A definujeme ¢dstecné usporadani a < < o(Hy) < S(Hy).

Volba rozkladu na kladné a zaporné koreny evidentné zavisi na volbé vektoru Hy.
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Pozndmka 10.13. Protoze ke kazdému kofenu o € AT existuje kofen opaény —a € A,
pro ktery evidentné plati —a € A™, je stejny pocet kladnych a zapornych kofentu. Déle
vidime, ze pro o, € A" takové, 7e a + € A, je a + f € AT. Tyto dvé vlastnosti
lze pouzit jako alternativni definici rozdéleni na kladné a zdporné kofeny misto vybéru
vektoru Hy.

Definice 10.14. Pii zvoleném rozdéleni A = AT U A~ definujeme prosté koreny jako
ty kladné koreny, které nelze zapsat jako soucet dvou jinych kladnych korent,

AP ={a e A*|VB,y € AY, B+ #a}.

Véta 10.15 (Vlastnosti kofenového diagramu). Bud g komplexni poloprostd Lieova alge-
bra, go jeji Cartanova podalgebra, A odpovidajici systém kotent rozdéleny pomoci Hy € b
na kladné a zaporné. Pak plati

e Kazdy o € A" lze zapsat jako linearni kombinaci prostych kofenu

o= Z csf3,

BeAP

kde cg € Np.

e Pro kazdou dvojici riznych prostych kofenti a, 8 € AP, o # 8 plati (o, B) <0, tj.
tthel mezi prostymi kotreny je tupy (¢i pravy).

e Prosté kofeny A? tvoif bdzi bh* a g

Diikaz. Bud o € AT\ AP. Pak existuji 8,7 € AT takové, ze 3+ v = . Tudiz z definice
usporadani mame a > 3, . Postup opakujeme pro [ a 7, pokud nejsou prosté. Iterujeme,
dokud po konecné mnoha krocich nedostaneme soucet prostych kotentu - usporadani nam
zarucuje, ze se nemuze postup zacyklit. Protoze se mohou stejné prosté koreny opakovat z
ruznych vétvi vypoctu, dostavame celociselné nezaporné koeficienty v linearni kombinaci
a=> sear CaP-

Uvazujme o, 8 € AP takové, ze (o, B) > 0. Pak plati a(T%),5(T.) > 0 a tedy dle
lemmatu 10.1 jsou a — 3,5 — a € A, pricemz jeden z nich je kladny, druhy zaporny.
Bez 1jmy na obecnosti necht je o — 3 € A*. Tim nachdzime spor s pfedpokladem, nebot
a=(a—pB)+8,tj. ag AL,

Zbyvéa ukdzat linedrni nezdvislost AP, Méjme redlnou linedrni kombinaci prostych
korentu rovnou nule a rozdélme jeji koeficienty na kladné a zdporné,

Z T = ij@j - Z nyog = 0,

a;EAP JjeJ keK

kde {aj}jeJﬂ{ak}keK = @, {CYj}ngU{Oék}kEK C AP, p; > 0, ni > 0. Protoze <Oéj, Oék> <0
pro vSechna j € J, k € K, musi pro T = Zjejpjaj = > rer My platit:

(@,7) = Y pmw (o, ax) <0
jeJ

keK <0

Tud{z 7 je nulovy vektor v b*, & = 0. Soucasné ale Z(Hy) = . ; pja;(Ho) = >y i mox(Ho)
jsou soucty kladnych ¢isel. Jedind moznost nevedouci ke sporu je, ze sumy probihaji pres
prazdné mnoziny, tj. J = K = (. Vidime tedy, Ze {a;} € A? jsou linedrné nezavislé v b*,
tvoif tedy jeho bazi. Protoze (h*)c = g5, tvoif (ay)l_, € AF té7 bézi g

]
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Pti konstrukei kofenového diagramu je tteba zacit prostymi koreny. Aplikaci zrcadleni
S, kde a € AP ziskdme dalsf kofeny (kladné i zaporné). Zrcadlenim i vzhledem k
nové ziskanym kofentum a opakovanymi iteracemi tohoto postupu konstruujeme koteny
tak dlouho, az ziskdme mnozinu A uzavienou vuéi vsem zrcadlenim S,, kde oo € A. Lze
obecné ukazat nebo v kazdém konkrétnim pripadé ovérit, ze tim ziskdvdme celou mnozinu
kotenu, tj. A = A. Z tohoto postupu mj. plyne, ze délka libovolného korenu je rovna délce
néjakého prostého korenu.

Definice 10.16. Cartanova matice A je tvorena slozkami a;; = 223?’3?;, ai, o € AP
VERaN)
Lze se v literatufe setkat i s transponovanou konvenci pro A.

Pozndmka 10.17. 7 vlastnosti kofenu piimo plynou nasledujici vlastnosti Cartanovy ma-
tice A:

® a; =2,
e a;; <0 proi# j,

(Qi,ai) (o 0)

. N2
o ayay = 4ol — deos’ q(ai,5) = agay € {0,1,2,3}.
———
<1 diky LN a;,0;

Tudiz cos <(a;, o) € {0,—%, —\/Li,—‘/?g}, tj. <(oy, ;) € {3, 28,38 5x4,
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Kapitola 11

Dynkinovy diagramy a klasifikace
poloprostych komplexnich Lieovych
algeber

Struktura korenu, tj. korenovy diagram, je zakladnim kamenem pro uplnou klasifikaci po-
loprostych komplexnich Lieovych algeber, kterou poprvé kompletné odvodil francouzsky
matematik Elie Cartan (1869-1951) ve své disertaéni praci v roce 1894. Na tirovni ne zcela
dokazané domnénky ke stejné klasifikaci pred nim dospél némecky matematik Wilhelm
Killing (1847-1923) v letech 1888 az 1890.

V soucasnosti se z pedagogickych duvodu klasifikace obvykle odvozuje pomoci studia
Dynkinovych diagramu, které zavedl rusky matematik Eugene Dynkin (1924 — 2014) v
roce 1947 spolecné s definici prostych kotenu. Tohoto ptistupu se budeme drzet i my.

Definice 11.1. Dynkintv diagram poloprosté komplexni Lieovy algebry g, resp. jejitho
korenového systému A, je graf sestrojeny podle néasledujicich pravidel:

l

e jeho vrcholy odpovidaji prostym kotentim AF = {a;}i=y, kde [ = dimg go = dimg b,

e vrcholy «;j, oy jsou spojeny ajrai; hranami, tj. dva vrcholy spojuji maximalné 3
hrany. Pokud je hran vice, zakreslime Sipku smérem k delsimu kofenu (ve smyslu
normy na h* indukované (-, -)).

Konvence tykajici se znaceni délky prostych kofenu se mohou v ruznych zapisech lisit.
Nékdo pouziva plné a duté znacky pro vrcholy pro znazornéni dvou moznych délek korenu
(z klasifikace vyplyne, Ze jich vice potfeba neni), nékdo kresli sipku doprostied hrany v
opa¢ném smeéru a interpretuje ji jako znak nerovnosti (tj. vétsi ¢i mensi).

Uvazujme piipad 1 < ajrar; < 3. Bez Ujmy na obecnosti predpokladdejme, Ze a;, =
—1, ag; < —1 (jinak zaménime «; a ay). Pak plati

2
L Gk {0 oyl

= 70 . [lowl® = —aks [lag])*.
ag;  (ou, o) I ol

Méme tedy [|ax|| = V2 [|a;|| nebo [Jax| = v/3 ||a;|| dle hodnoty a;ax;.

Pozndmka 11.2. 7 Dynkinova diagramu je mozné jednoznacné zrekonstruovat Cartanovu
matici.
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Veéta 11.3. Méjme komplexni poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou
go a korenovym systémem A = AT U A~. Pokud existuje rozklad kofenového systému na
dva disjunktni kolmé podsystémy A = A; U Ay, Ay N Ay =0, (o, ) = 0, pro vSechna
a € Ay a € Ay, pak Lieova algebra g je direktnim souc¢tem dvou idealu

g=01 D gy,
kde
g1 = 81,0 + —i‘aemgm g2 = 920 + —i_BEAQGﬂ? g0 = 01,0 D 920
g10 = Span{Ha}aEA17 g20 = span{Hg}BeAz, K(gl,o, 92,0) =0.

Disledek 11.4. Souvislé komponenty Dynkinova diagramu odpovidaji prostym idedlum,
nebot rozklad prostych kofent na dva disjunktni podsystémy jiz implikuje rozklad celého
kotenového systému (prosté koteny tvoii bézi a jsou-li o, 8 € AP, (a, 8) = 0, pak o + 3
ani « — 3 neni kofen).

Dikaz. V celém dukazu znaci o € Ay, 5 € Ay libovolna. Z vztahu

](<h%7fﬂﬂ

K(Ha, Hg) = (o, B) = a(Tp) 5

=0

plyne, Ze go = g10 D G20 & tedy z definice g1, g2 je g = g1 + go. Téz vidime, Ze plati
a(Ts) = ans = B(Ty) = 0. Z toho vyplyva, ze [Hy, Eg| = f(Hy)Eg = 0 = [Hg, E,]. Dale
[Ew, Egl = NagEqyp, kdykoliv je a+ 8 € A. Ale A = Ay U Ay, tj. bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpoklddat, ze o + 5 € A;y. Pak (a+ 3,8) = (8,5) # 0, coz je spor. Tj.
a+ 3 ¢ A, coz implikuje [E,, Es] = 0. Vidime tedy, ze kazda dvojice bazickych vektoru z
g1 a go komutuje. Zbyvé ovérit, ze pro a, & € Ay je [Ey, Ez] € g1. To dokdzeme sporem:
necht [E,, Es] € g2, tj. a + & € Ay. Pak (a +d,a+ @) = (a+a,a) + (a+&,a) =0z
kolmosti Ay a Ag, coz je spor. Vidime tedy, ze g1 a go jsou dvaidedly v g, tj. g = g1Pgo. O

Nadale se budeme zabyvat pouze souvislymi Dynkinovymi diagramy, tj. prostymi al-
gebrami.

Lemma 11.5. Necht o, a; € AT, j # k, |loj]| < |lax]|- Potom pocet hran spojujicich
a; a ag v Dynkinové diagramu je roven #{n € Z|oy, +na; € A} — 1.

Diikaz. Pocet hran mezi aj, oy, je ajray; = 4% € {0,1,2,3}. Pokud ajray; = 0,

pak je (aj, ) = 0, tj. ag + na; ¢ A, pro vSechna n # 0 (pfipomente si lemma 10.1 a
uvédomte si, ze pro prosté kofeny oy — na;, n € N nikdy nenf kofen diky vété 10.15, tj.

p = 0 v lemmatu 10.1). Pokud a;,ax; € {1,2,3} pak dle pfedpokladu je a;, = 9iai.0n)

<Oé]€70ék>
—1, ap; = zgzﬂ’gf € {~1,-2,-3}. Dle lemmatu 10.1 je {a; + na;}4_, C A, kde p =
0,—(p+q) = —q = ayj, mnozina vsech kofenu tvaru oy + no;. Takze mame ajzay; =

#{n € Z|ay +na; € A} — 1. O

Pozndmka 11.6. Oznacme e; = H’ kde aj € AP, tj. (e;)l_, = AZV) je normovand baze

h*. Necht nj, = ajrax; je pocet hran SpOJUJICICh a; a ay. Pak plati (e;,e) = ; Tjk-
Pro libovolny x = Z]‘ z;e; # 0 zjistujeme, ze

|z||” = Zx + 22:@:@ e, er) Zx? - Zx]xk\/n_]k >0. (11.1)

J<k 7 J<k
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Definice 11.7. Graf s [ vrcholy nazyvame pripustny, pokud konstanty n;; jim urcené
definuji predpisem

l

(x,x) = Zx ijxk\/ﬁ

j=1 i<k

pozitivné definitni skaldrn{ souc¢in na R’ se soufadnicemi a1, . .., ;.

Evidentné, je-li graf pripustny, musi byt ptipustny i jakykoliv jeho podgraf (tj. graf
obsahujici vybér vrcholu z puvodniho grafu a vSechny hrany tyto vybrané vrcholy spo-
jujici).

Lemma 11.8. Pripustné grafy
e neobsahuji uzaviené smycky,

e v kazdém jejich vrcholu se setkavaji nejvyse tii hrany,

e nahradime-li dvojici vrcholu piipustného grafu spojenych jednou hranou jedinym
vrcholem dostaneme opét pripustny graf.

Disledek 11.9. Grafy
.E._., .>.—.<. , .:._.:.’ .:._.<.

nejsou pripustné.

Diikaz. e Nechtf ay,...,a; odpovidaji minimalni uzaviené smycce, tj. neobsahujici
zédnou podsmycku. Polozime = = Z?Zl ej, tj. (ej,ej41) # 0, (ex,e1) #0, (e;,€) =
0, kdykoliv 7 < j — 1. Ztotoznime k + 1 = 1. Pak

k k

x>:§;1—2¢m§k—k=0,
j= j=1

tj. nachazime nepiipustny graf.

e Necht eg € Af N) odpovida vrcholu pripustného grafu a je spojeny hranami s vrcholy
odpovidajicimi {e;}i_,. Pak 2 = ¢, — Zle (eo,e5e; # 0, (e;,e5) = 0 kdykoliv
i,je{l,....k}, i # 7. Mdme

k k k
(r,x) =1+ Z (eg, €;)° 22 eo, €j)(eo, €5) =1 — Z (e, €)% > 0,
j=1 j=1 j=1
k k (0, kg
0 ]
t). 1> =  Anitin .
J: Z 60’6] ; 0407040 0@,0@) ; 4@19

=noj;

Tudiz pocet hran setkavajicich se ve vrcholu ag = ey je mensi nez 4.
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e Necht oy, ay jsou spojené hranou v pifpustném grafu. Pro libovolné z = Z;:l rle;
plati

(x,x) = (:Cl)2 + (x2)2 —2t2? +py (:cg,...,xl) ' + p, (x3,...,ml) 2+ ps (x?’,...,:cl),

kde p1, po, p3 jsou jisté linearni a kvadratické polynomy v uvedenych proménnych.
Nahrad'me vrcholy ey, e5 jedinym sloué¢enym vrcholem ey. Pro y = 51312612—1-23:3 tle;
spocitame jeho kvadrat normy dosazenim x! = z? = 2'? do (z,z) a vynechanim
jednoho prispévku (;E12)2 za dvojnasobné zapocitany vrchol a stejného prispévku za
zrusenou hranu

(y,y) = (x12)2 + (m (:L’S, . ,xl) +po (2%, 2)) 2 +ps (2%, ..., 2Y).

Vidime, ze mame opét pozitivné definitni skalarni soucin, nyni odpovidajici slou¢enému
grafu.
m

Lemma 11.10. Graf * c =" . * neni pripustny.
1 2 3 4 5

. . 5
Diikaz. Uvazujme x =, 27e;,

5
Qzr) = (z,x) = Z (xj)2 — 22 — V22?2 — Pt — ata®

j=1
a najdéme minimum Q(z). Extrém je urcen rovnicemi % =0, tj.
20t — 2% =0, 2x2—x1—\/§x320, 2x3—\/§x2—x4:0,
20t — 23 — 2% =0, 22° — 2t = 0.

Dosazenim vidime, ze Q(x) nabyva extrému pro libovolny nasobek x = (\/5, 2v/2,3,2, 1),
kde Q(z) = (z,x) = 0. Takze (.,.) neni pozitivné definitni, tj. uvedeny diagram neni
pripustny. [

Lemma 11.11. Uvazujme diagram tvaru

i q
* gr-1
€1 €2 €p—2 €p—1 ¢ fq—1 fq—2 f2 f1
kde [l = llejll = If5]l = llgjll =1 ap =q=r =2 Pak
o definujeme-li & = 3071 jej y = Y2001 5f 2 = D501 g e
pp—1 q(qg —1 r(r—1
<SL’,y> = <.T, Z> = <y,Z> =0, <.T,SL’> = %7 <y>y> - %7 <Z7z> = %
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7j=1 7=1 7j=1
_plp—1)
ostatni ¢asti tvrzeni dokazujeme obdobné. n

e Budte 6,,6,,0, dhly mezi z,y, z a ¢. Pak je cos? 0, + cos? 6, + cos?§, < 1.

Dikaz. Uvédomme si Ze, x,y, z jsou navzajem kolmé a uvazme (neiplny) Fourieruv
rozklad vektoru ¢ do z,v, z. Zjistujeme, Ze

P — Z W,U)u#o = 1> Z %—UW: Z cos® (¢, u).

ue{z,y,z} ||U|| ue{z,y,z} ,U> ue{z,y,z}
O
c1 1,1

Diikaz.

’<¢7CE>|2 _ |<1/}7 (p_ 1)6p—1>|2 _ (p_ 1)2 Kw e >’2 _ p— 1)

(2,) (z.2) o WLy,
-}
7 predchoziho tvrzeni mame
1> Z |<1p,u>|2_p—1+q—1+r—1_3_1 (1+1+1)

e {(u,u) 2p 2q 2r 2 2\p q¢ 1)’

tj. ;+ o+ > 1L n

e Piipustné moznosti pro parametry p, ¢, r tudiz jsou pouze nasledujici

r=2, q=2, p =2,
r=2, q=3, p=3,4,5.

Pozndmka 11.12. Je dobré si uvédomit, ze kofenové vektory pozitivnich kofenu spolecné s
go tvori fesitelnou podalgebru v g, podprostor tvoreny linearnimi kombinacemi korenovych
vektoru pozitivnich kofenu tvori nilpotentni podalgebru v g.

Véta 11.13 (Cartanova o klasifikaci prostych algeber). Bud g komplexn{ prosté Lieova
algebra, go jeji Cartanova podalgebra, A systém kofenii, A” C A prosté koreny. Pak jejf
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Dynkinuv diagram ma& jednu z néasledujicich podob:

(

A, C— e — h e — e — sll+1,C), I >1,
1 2 (-1 1
B, : e — e — e — s0(2l+1,C), 1 > 2,
klasické série L2 i-=21-1
algeber Cy e e — e — s > sp(20,C), 1 > 3,
1 2 [—21-1 [
D, ————<§_1 50(21,C), 1 > 4,
\ 1 2 [—31—-2
( )
Eﬁl
T |
vyjimecné C— e — . - .
algebry
EgZ ’
F4I '_'j°_'
Ggi ‘3’

\

Diikaz. Vyse jsme ukazali, ze toto jsou vSechny pripustné diagramy, existence piislusnych
algeber byla dokazana jejich zkonstruovanim, jednoznacnost plyne z Weylovy-Chevalley
norméln{ formy, pokud se detailné uvazi struktura konstant N,z (coz jsme zde neprovedli).

O

Pii identifikaci Dynkinova diagramu dané algebry ze znamé struktury kofenu ¢i z
Cartanovy matice lze pro urcéeni sméru Sipky vyuzit vztah

||az|| . O[“O[Z CLU

= loil] = || ajl| - (11.2)

logll Y {ay, @)

11.1 Cviceni

Cviceni 11.1. Nakreslete véechny mozné kofenové diagramy v R? a piifadte jim od-
povidajici algebry.
Resend. s1(2,C) @ sl(2,C), sl(3,C), so(5,C), go

Cviceni 11.2. K Dynkinovym diagramum piifadte odpovidajici Cartanovy matice.
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Reseni. Kofeny usporadény dle diagrami, 0 vynechédny:

2 1 2 1
1 2 1 12 -1
e e
A 12 1 b 1 2 1
1 2 1 12 -9
1 2 12
2 1 2 1
1 2 1 12 -1
A _ ..' .-. A o ‘.‘ -'
c 12 1 b 12 -1 -1
12 -1 1 2 0
2 9 1 0 2

Cviceni 11.3. Najdéte Cartanovu podalgebru, koteny, kofenovy a Dynkinuv diagram
specidlni linedrni algebry

A =sl(l+1,C)={AeC*" ! A =0}.

Reseni. e Cartanova podalgebra gy = {diag(di,...,di11) | >.;d; = 0} C sl(l +
1), dimgo = I, [go, go] = 0. Je abelovska, tj. nilpotentni. Nize uvidime (rovnice (12.1)),
7€ go je rovna svému normalizatoru.

e Koreny: Méjme

i # ]

Pak mame rozklad sl(l + 1) = go + span{E;;}ix; a pro D € go ve tvaru D =
diag(dy,...,d;41) mame [D, E;| = (d; — d;)E;;. Zavedme funkciondly ¢, € g,

(D, Eyj] = (pi — ¢3)(D)Ey;.
Tj. mame skutecné Cartanovu podalgebru a koreny
A={lei—p)l it ijel+1]

Zvolime H, = diag(hi,...,hit1), hi > hiy1, tj. (@i — ¢j)(Hp) # 0. Mame tedy
vybrané kladné a prosté koteny

A ={pi—pi1 =i € Z}
Ovéifme, ze pomoci AP mizeme nakombinovat celé A:

©i — ;= (0i — @it1) + (Pix1 — ire) + -+ (wjz1 — ¥)).

73



e Cartanova matice, Dynkinuv diagram:
a,BeAT
aga = —(p+q) "= —q, kde {B+ka}i_, € AT,
Pro a; = p; — viy1, Q5 = Y5 — Pjp1 méame

!
a; + kay = @i — iy + k(0 — ©j41) = o — p, a <.

Pokud i <j—1mnebo j<i—1jek=0,tj.a; =0 Proi=j—1neboj=1—-1je

k =0,1,tj. a;; = —1, proto mé Cartanova matice a Dynkinuv diagram tvar
2 -1
A= ’ e e e — e —
| 1 2 I—1 1
-1 2

Cvicend 11.4. Najdéte Cartanovu podalgebru, kofeny, kofenovy a Dynkinuv diagram sym-
plektické algebry

Cr=sp(2,C) ={AeC* | JA+ATT =0}, kde J = ().

Resent. e Cartanova podalgebra. Oznacme A = (24) € C**. Musf platit

. T T
JA+ATJ—<GC bd>+(§T _ZT>—Otj.d_—aT,b_bT,c_cT.

Oznacme diagonalni podalgebru
do = {(3 70A) ‘ A= diag()\l, cee )\1) € (Cl’l}

a ovérme, ze se jednd o Cartanovu podalgebru. Evidentné je abelovska, zbyva
ukdzat, Ze je rovnd svému normalizdtoru. Mame [A, E;;] = (A — \j)E;; € CY) 2
¢ehoz plyne

Kg —OA) ’ (Eol _%ﬁ): =) <EOZ —%ﬂ)’
NS

=I;j, i#j

A O 0 Eyj+Eui\| (0 AE;+Ej) (0 (B + Ej)A\
0 —A)7\0 0 | \o 0 0 0 -
oy (O Bt By
_(A1+A])<O 0 )

(. i
g

=F;j, 1<j

A O A O !

Vidime, ze g je skutecné Cartanova podalgebra. Funkciondly ¢;, definované predpisem

i (3 9) =\ proi € 1, tvorf bazi gj,
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e Kofeny. Z relaci vyse, kde jsme nasli kotenové vektory I;;, Fi;, Gi;, plyne tvar kofent
A={pi—pjli#F it U{ei+e; i <jtU{=(pit+e) i<}
Zvolme Hy : ¢;(Ho) > @iy1(Hy) > 0,Vi =1,...,1. Pak
={pi—pjli<jtU{pit+ey;|i<j},
‘Z{soz-—soj|i>j}U{—(soi+sDj)|iSj}7
{gpz Yit1 ’zEl—l}U{ 2901 }

Eai E041

Oveérime, ze kladné kofeny umime vyjadrit pomoci prostych

pi— 0= (pi— i)+ + (91— ) = ),
pitei =20+ (i) + (0 =) =+ ) ar+) .

e Cartanova matice. Jeji slozky hleddme ze vztahu a;; = —¢ = 1 — #{k € N |
a; + kaj € AT}

{ai +kajlija = (i —piv1) +h(e; — i) = [i—jl>1: k=0,
i—jl=1: k=01,

{ai +kartici = (@i — pir1) + 2k = 1<l—-1: k=0,
i=1—1: k=01,
{og +kaitici =201+ k(pi — @it1) = i<l—-1: k=0,

i=l—-1: k=012

Tudizap_yy = —1 == g = 9= % tj. [lau|l = V2 ||oyu_1||. Celkem

/ (ag,au) Qp_1,a1-1)
tedy mame

1 2 [-21-1 1

Cvicend 11.5. Najdéte Cartanovu podalgebru, koteny, kofenovy a Dynkinuv diagram
specialni ortogonalni algebry v sudé dimenzi

Dy =50(2l,C)={AeC* | A"+ A=0}, kde > 1.

Reseni. Ukazeme, ze

go = {H = diag(Mo2,..., No2)}, kde o3 = (9 77)

je Cartanova podalgebra. Nechf X € C?2, X = (in ?2). Pozadujme
21 T22
Nioo X — A\ X oy = i (_“'21 _””22> — i\ ("’”12 ~n ) L (M \y) (x“ ””12) .
T11 L12 T2 —T21 To1 22
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Rovnici zapiseme ve tvaru

ic _)\j _)\z 0 T11
; Aj o ic 0 =\ T2 | 0
/\i 0 ic _)‘j T21 o
0 )\Z )‘j ic T2
a z pozadavku TeSitelnosti soustavy det = 0 dostdvame hodnoty moznych konstant

c(Ni, Aj) ve tvaru ¢y 934 = £(N; £ Aj). Pro

e ¢c; = A\, + Aj najdeme (az na libovolny nasobek) feseni X ve tvaru F=(11)=
o3+ ia—l)

(] CQZAi—Aj,i<jdéVéé:H+02,
e zbylé dvé matice ziskdvame sdruzenim hermitovskym F T, resp. komplexnim G*.

Nyni jiz muzeme piimo zkonstruovat kotenové vektory ve tvaru

i J
L4
Fy=i—|... F |, i<j, [H Fj=+\)Fy,
j—1... —FT
e [mEy] = [ E) =~ 11 F) =~ ) pro H e,
i J
L4
Gij: =] N é ) Z<j7 [HJGU]:(}\%_)‘J)G%W
j—=| ... =GT
Gl - _H,ij] _ [HT,GH — —[H,Gy]" = —(\i — \;)Gl,, pro H € b.

Zjistujeme, Ze go je rovna svému normalizatoru (a je abelovska), tj. je Cartanovou podal-
gebrou.

Zaved me funkciondly ¢; € gj predpisem ¢;(H) = ;. Kofeny odpovidajici vyse nale-
zenym korenovym vektorum maji tvar

A={pit+o;li<jtU{pi—wpjli#itU{=(pitey;)|i<j}.

Ozna¢me Hy = diag(Ao2, ..., N02), Ay > Ag > --- > X > 0. Tim mame zavedeny kladné
a prosté kotfeny

:{90i+90j|i<j}u{90i_90j|i<j}
{% o [i€l—1}U{p1+@}

Eai =qq
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Slozky Cartanovy matice hleddme ze vztahu a;; = —¢ = —#{k|o; + ka; € AT} +1

i +kaipr = (i — 0iq1) T k(@i —@ige), i€l—-1 = k=0,1,
o+ koy = (P2 —wim1) + k(w1 + @) = k=0,1,
a1+ ko = (@im1 — @) + k(@i + @) = k=0.
Tomu odpovida
2 -1
—1 .. ..
e et — i s
A= R 1 2 l3l2<'l
-1 2 0 S
-1 0 2

Zménou baze v C% lze piejit k formulaci, v niz bilinedrni kvadraticka forma J neni
diagonalni, tj.

Dy =50(2,C) ={AecC*|ATJ+JA=0}, kde J = (9}), > 1.

Pak je Cartanova podalgebra tvorena vsemi diagonalnimi maticemi v takto zapsané al-
gebre s0(2l,C).

Cviceni 11.6. Najdéte Cartanovu podalgebru, koteny, kofenovy a Dynkinuv diagram
specidlni ortogondlni algebry v liché dimenzi

B, =s0(2l+1,C).

Reseni. Ukazeme, ze Cartanova podalgebra ma tvar

A102
go - {H - ( ". > } .
A1o2
0

Zavedme funkciondly

Uvazujme matice tvaru

. A102
X — O Ul e 02412+ e i € C2 a H — . c 22
T 0 ep
(kde Q@ € C?%% je nulovd matice). Takové matice vyhovuji
X 0O HT | 0 0| _ 0 H'Y
00 —(@TH 0 —(HDT 0
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Za U vybereme vlastni vektory H’, s vlastnimi ¢isly \;. Pii zohlednéni vysledku cviceni 11.5
tak dostavame kofenovy systém ve tvaru

l !
A={pit it ;U{pi —itiy U{—(pi + i)t Uleiticy U{—vitic
a vidime, ze gg je rovna svému normalizatoru, tj. je Cartanova.
Zvolime Hy : \; = ¢;(Hp), Ay > --- > A > 0. To implikuje tvar kladnych a prostych
kofent ve tvaru
={pi + ¢j}tic; Ulwi — 0} U{wit,
{gpl Vit1 \zel—l}u{ gol }

Eai 7041
Slozky Cartanovy matice hleddme ze vztahu a;; = 1 — #{k|a; + ka; € AT}
a9 + kal = ((,0172 — 80171) -+ kgol = k= 0,
a1tk = (o1 —@) tho = k=012
o +koay =@+ k(-1 — @) = k=0,1,

coz nam dava
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Kapitola 12

Realné formy komplexnich
poloprostych Lieovych algeber

V predchozi kapitole jsme dokoncili klasifikaci vSech koneénérozmérnych poloprostych
komplexnich Lieovych algeber (pfipomenme, ze poloprosté algebry jsou souc¢tem prostych
idedlu, ty jsou klasifikovany vétou 11.13). V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak
Ize z této klasifikace odvodit klasifikaci realnych poloprostych algeber.

12.1 Konstrukce realnych forem

Z 2. Cartanova kritéria, tj. véty 8.5, vime, Ze redlna algebra je poloprosta pravé tehdy,
kdyz jeji komplexifikace je poloprostd. (Je vhodné si zéroven uvédomit, ze pro prosté
algebry totéz neplati, komplexifikace prosté algebry muze mit netrividlni prosté idedly,
viz 50(1,3)c = $0(3,C) @ s0(3,C).) Uvazme poloprostou redlnou Lieovu algebru g, gc =
g ®r ig = C ®g g. Algebra g se da popsat jako realna podalgebra v g¢ charakterizovand
zobrazenim ¢:

¢:9c = oc: d(u+iv) =u—iv, Yu,v € g,
g={Xegc|oX)=X}

Takto definované zobrazeni ¢ ma evidentné nésledujici vliastnosti
e ¢o ¢ =id, tj. je involutivni,
o d(AX) = p(X), (X +Y) = ¢(X) + ¢(Y), tj. je antilinearni,

o O([ur +ivi, up + iva]) = @( ([ur, ua] — [v1,va]) + 1 ([v1, ua] + [ur,v9]) ) =
= ([u1, ug] — [v1,v2]) — 1 ([v1, u2] + [u1, v2]) = [ur —ivi, ug — ivg] =
= [¢(u1 +ivy), d(ug + ivg)}, tj. je automorfismus.

Naopak, méjme komplexni algebru g a jeji involutivni antilinearni automorfismus ¢.
Pak gy = {X € g | ¢(X) = X} ndm urcuje redlnou podalgebru g4 v gc : (gs)c = 9

Diikaz. Oznacme odpovidajici R-linedrni zobrazeni ¢ : gr — gr, dimg(gr) = 2 dimc(g)
definované ve zvolené bazi (e;,ie;)i_, algebry g predpisem ¢gr(e;) = ¢(e;) = ale; +
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bl (ie;), prlie;) = —ip(e;) = ble; — al(ie;), kde al, b € R. Involutivnost evidentné zistévé
zachovéana, ¢g o ¢or = id, takze o (¢r) C {£1}. Proto

gr = ker (¢r — I) 4 ker (¢g + 1). (12.1)
—_———
9

Vidime, ze pro kazdé X € gy, tj. #(X) = X, je ¢(iX) = —1X tj. iX € ker (¢ +I). Proto
oba realné podprostory v rozkladu (12.1) maji stejnou dimenzi a ndsobeni imaginarni
jednotkou i v g zobrazuje jeden na druhy, dimg g, = dimc g, g = g4 +r igs. Protoze plati
(b([X, Y]) = [¢(X),o(Y)] = [X,Y], je pro libovolna X,Y € g, téz [ X,Y] € gy, tj. g4 je
realnd podalgebra g takovd, ze g = g4 +r igs. Jinymi slovy, g, je redlnd forma g. [

Takze jsme dokazali vétu

Véta 12.1. Redlné formy komplexni Licovy algebry g jsou popsany involutivnimi anti-
linedrnimi automorfismy ¢ : g — g.

Priklad 12.2. Uvazme sl(l + 1,C) a nékolik involutivnich antilinedrnich automorfismu
¢:sl(l+1,C) — sl(l + 1,C). Timto zpusobem nachdzime nésledujici realné formy

$(X) =X, g =sl(l+1,R),
H(X) = —-XT, g={Xesl(l+1,C) | -X"=X} =su(l+1),
p(A) = —JAJ, g={Xesl(l+1,C) | -JX'J =X} = su(p,q),
kde J = diag(1,...,1,—1,...,=1), p+qg=1+1.
—_— ——
p q

Vétou 12.1 jsme konstrukei redlnych forem prevedli na hledani zobrazeni s pozadovanymi
vlastnostmi. Zustava ovsem otdzkou, jak lze involutivni antilinearni automorfismy hledat a
jak lze mezi nimi identifikovat ty, které vedou na izomorfni redlné formy. Tomuto problému
se zde nebude podrobnéji vénovat, ukazeme si pouze dvé realné formy, které existuji pro
kazdou komplexni poloprostou algebru g.

Uvazujme komplexni poloprostou Lieovu algebru g vyjadienou ve Weylové-Chevalley
bazi, tj.

g= Span{Ha}aeAP + _i'ozEASpan{Ea}a
[H,E,] = a(H)E,,
H € R-span{H,}oear = = Vae A, a(H)eR
[Eom E—a] = K(Eom E—a) Hom
—_——

€R
[Ea,Eﬁ] = NQ,BEaJrﬁ, Naﬁ - Z, N(—a)(—ﬁ) = —Nap.

Oznacéme
Ysplit = Rfspan{Ha}aeAP + _i—aeARispan{EOé}’

Vidime, Ze gepic je realnd forma algebry g, urcena antilinedrnim automorfismem defino-
vanym pusobenim na bazické prvky ¢(H,) = H,, ¢(E,) = E,.

Vhodnym néstrojem pro rozliseni redlnych algeber je signatura Killingovy formy, nebot
jako jedind ze zrejmych, na béazi nezavisejicich charakteristik dané algebry nezustava po
komplexifikaci stejné.

Signatura Killingovy formy K algebry gspic plyne z nasledujicich poznatku
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K(H, E,) = 0 protoze b L span{E,},

K |h je pozitivné definitni,

K(Eq, Es) = 0 kdykoliv o + 3 # 0.

, K(Eo,Ey) K(EoE_o)\ _ (0 A
Bud o € A, pak (K(EQ,EQ) K(E_o,E-.)) — \\ 0
K(E,,E,) K(E4 E_,)
sgn (K(E_Q,Ea) K(E_o, E_y) =(1,1,0).

), kde A # 0. Proto je

Z uvedenych vztahu vyplyva, ze ve zvolené bazi mé pti sefazeni kofenu ve dvoji(nch a, —
Killingova forma blokové diagondlni tvar a jeji signatura je sgn K| Gopit ("; ot n—i e ,0)
Pro kazdou komplexni poloprostou algebru g lze nalézt nejméné jednu dalsi realnou

formu, znacenou gremp. Definujeme ji predpisem

, - Ey— E_o i(Ea+ E_y)
Ykomp = E&fspan{‘l,Ha}aeAPJ ++a€A+Span{ \/§ ) \/5 } s
h

kde béazi korenovych vektoru jsme zvolili tak, ze plati K(F,, E_,) > 0 pro vSechna a €
A*. Odpovidajici zobrazeni ¢ je uréeno vztahy ¢(H,) = —H,, ¢(FEs) = —F_,. Z jeho
definice je evidentné ¢? = I. Déle zjistujeme, ze

¢([Ha, Hp)) = [¢(Ha), p(Hg)] = 0,
¢([Ha, Es]) = B(Ha) ¢(Eg) = —B(Ho)E_p = [Ha, E_g) = [0(Ha), p(Es)],

O([Ea, Es) = Nag ¢ a+,6’) = —NopE-a—p = Ni-a)(-5) E-a—p =
= [-E-a; —E_p] = [0(Ea), 6(Ep)],
¢([Eou E—a]) K(Eow E_ )Qb( ) _K(Em E—a)H _[Em E—a] -
= [-E_a, —Eu] = [¢(Ea), 9(E_a)],

<

é (Ea — E_a> _ E,—FE_, (i(Ea + E_a)) _ —i(—E_, — E,) _ 1(Eo+ FE_4)
V2 V2 o V2 V2 V2
(ﬁ(iHa) = _i<_HOé) = iH,,

tj. ¢ je antilinedrni involutivni automorfismus, jak je pozadovano, a ¢g, .~ = I. Signaturu
Killingovy formy realné algebry giomp uréime z toho, ze K ’ih je negativné definitni a

. <Ea —FE.. E.—E_
V2T V2
Fo—E_o i(Ea+ E_a))
K : =0,
( V2 V2
« (z’(Ea +E..) i(Ba+ B

V2T V2
Celkem tedy vidime, ze Ky, je negativné definitni, sgn K~ = (0,n,0).

Bez diikazu si uved'me vétu ddvajici do souvislosti topologicky kompaktni Lieovy grupy
a negativni definitnost Killingovy formy.

‘”‘) =—K(FE.,E o) <0,

“)) = —K(E.,E_,) <0.
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Véta 12.3 (Weylova o kompaktnich Lieovych grupdch). Bud g redlnd poloprostd Lie-
ova algebra, G ji odpovidajici souvisla a jednoduse souvisla Lieova grupa. Grupa G je
kompaktni prave tehdy, kdyz Killingova forma algebry g je negativné definitni.

To je duvodem, proc redlné poloprosté Lieovy algebry s negativné definitni Killingovou
formou nazyvame kompaktni.

12.2 Invariantni integral na kompaktnich Lieovych
grupach

Kompaktni Lieovy grupy maji jednu podstatnou vlastnost: lze na nich zavést zpusob in-
tegrovani, ktery je invariantni vuci levému i pravému prendsobeni integra¢ni proménné
prvkem grupy. To ndm mj. umoziuje ukéazat klicovy poznatek, ze kone¢nérozmérné re-
prezentace kompaktni Lieovy grupy jsou uplné reducibilni.

Méjme (Xj)?i:nig bézi g, a o* k nf dudlni diferencialni 1-formy v I'(T*G). Jinymi slovy,
pro vSechna g, h € G mame

Loe (X51) = Xl o (Xl,) =0 L5 (07],0) (Kila) = 07, (Low (X)) = s

Xklgn

tj. L} <O'j|gh> =o’|,.

Definice 12.4. Diferencidlni forma w € °(G) se nazyva levoinvariantni préavé tehdy,
kdyz pro vsechna ¢, h € GG plati

L (w|gh> = wl, .

Formy o* dudlni k bazi g jsou tedy levoinvariantni 1-formy a tvoii bazi prostoru vsech
levoinvariantnich 1-forem na G. Diferencidlni n—forma w = o' A -+ A 0", kde n = dim g,
je levoinvariantni objemovy element na G, nebot je definovand na celém G a je vsude
nenulova.

Pozndmka 12.5. Levoinvariantni 1-formy (o*) dudlni k bdzi (X;) v g se strukturnimi
konstantami ¢!, tj. [X;, Xx] = Y., ¢;x' X; vyhovuji dilezitému vztahu zvanému Maurer-
Cartanova rovnice

do’ = —3 ;ckﬂak Ao, (12.2)

jenz plyne dosazenim ze vztahu dw(X,Y) = X(w(Y)) — Y(w(X)) — w([X, Y]) platného
pro libovolnd w € QY (M), X,V € X(M).
Uzavienost 2-formy do’ je pak ekvivalentnim vyjddfenim Jacobiho identit

0=d (daj) = —%chlj (dcrk Aol — o /\dal) = —%chﬂ (da’c Aol —do /\ak) =

k.l k.l
2 : J k l 1 § : 2 : j. k_a b l
= — Crl (dO’ /\0')25 Cr’Cap 0 NO" NOo =
k1l abl k
ik i .k i . kY —a b l
= E E (Cklj Cab' + Cra’ ol + Crp’ Cla ) o No"No

a<b<l k

nebot (0“ Aab A al) tvori bazi prostoru 3—forem v libovolném zvoleném bodé g € G.

a<b<l
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Véta 12.6. Necht G je kompaktni. Pak levoinvariantni objemovy element w = o' A- - -Ag™
je soucasné pravoinvariantni, Ryw = w. Rikame, Ze w je biinvariantni objemovy element
¢i biinvariantni mira.
Diikaz. Sporem: Necht R} 1w # w. Bez jmy na obecnosti (jinak zaménime g — g~ !)
predpokladejme, ze w(Xy,...,X,) =1 a Rz_lw(Xl, ooy Xn)

h

prvky grupy g,h € G a bazi (X;)}_, v g. V piipadé, ze ¢ < —1, nahradime g prvkem g%,
abychom méli nové ¢ > 1. Mame

= ¢, |¢|] > 1 pro zvolené

[Lge; Rril =0 = Lj (Riw) =Ry (Ljw) = R w,
tudiz forma Ry_w je opét levoinvariantni, tj. pii vyhodnoceni R;,lw(Xl, e ,Xn)‘ na
h

vybéru bodu h nezalezi, vysledek je stejny pro vsechna h € G. Zvolime h = e. Protoze
Ad, = Lgs o Ry-1, : T.G — T.G = g, mame

¢= L;R;’lw(Xl’ T ’X”>‘e =W <L9*Rg‘1* (Xl‘e) Y Lg*Rg‘l* (Xn‘e)) =
— W (Ady (X1]), . Ady (X)) = det Ad, - w (X, ,-.., Xa].) = det Ad,.

-~

=1

Vidime, Ze pro vSechny g € G je R;_lw(Xl, ..., X,) = det Ad, = F(g), pficemz pro
zvolené g je F(g) > 1. Ale zobrazeni F : G — (R — {0}, -) je homomorfismus grup, nebot

F(g192) = det Ad,, 4, = det Ad,, Ad,, = det (Ad,,) det (Ady,) = F(g1)F(g2)-

Tudiz F(¢g") = ¢" pro n € N a v limité n — +o0o0 mame F(g") — +oo. Ale F' je hladka
funkce na kompaktni varieté G, tj. je omezenda a nabyva svého maxima a minima, coz je
hledany spor. O]

Pozndmka 12.7. Bud G kompaktni, w vySe zavedeny biinivariantni objemovy element.

Protoze Lieova grupa je vzdy orientovatelnd, je integrél [ w definovdn az na volbu orien-
G
tace a je koneény. Vhodnym vybérem orientace lze docilit 0 < [ w < oo.
G

Disledek 12.8. Pro kompaktni Lieovu grupu G plati

e Pro libovolnou funkci f € C*(G) je

[rw=[tor)w=[GoRr)w (12.3)

protoze

I
—
—

&

Il
—
—

&

Jerye= [ (@ (1)

dle véty o substituci v integrdlu, tj. [ ¢*x = [ k. Analogicky pro R,.
N ¢(N)
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e Pro p: G — GL(V), kde V m4 konecnou dimenzi, a jakykoliv skaldrni soucin (-, -)
na V', zavedeme jeho zprumeérovani pres grupu G,

(1,0} = / (o(g)us plg)o) - w. (12.4)

G

Piimym dosazenim je vidét, ze se jednd opét o pozitivné definitni symetrickou formu,
tj. skalarni sou¢in na V. Pro libovolné g € G a u,v € V plati

(P(Pu, p(9)v) = / (p(9)p(@)u, p(9)p(9)v) - w = / (p(gg)u, p(gg)v) - w =
G G
— [ B ohunta)o)- o= [ (plohuuntg)o)-w= (w0
G =R3w  Ra(@)

Vidime, Ze vzhledem ke skaldrnimu soucinu (-,-), je p unitarni (ortogondlni, dle
télesa V) reprezentace kompaktni grupy G na V.

7 toho vyplyva

Lemma 12.9. Kone¢nérozmérné reprezentace kompaktni Lieovy grupy G jsou unitéarni
(ortogondlni) vuéi vhodné zvolenému skalarnimu sou¢inu. Proto jsou téz tiplné reducibilni.

Véta 12.10 (Weylova). Kone¢nérozmérné reprezentace komplexni poloprosté Lieovy al-
gebry g jsou uplné reducibilni.

Dikaz. Pro algebru g a jeji reprezentaci p : g — gl(V) najdeme @giomp, (Gkomp)c = § &
Pl tromy © Okomp — gl(V), médme tedy i reprezentaci piislusné kompaktni souvislé a jed-
noduse souvislé Lieovy grupy G, ta je uplné reducibilni. Proto mame ireducibilni invari-
antni podprostory pro Gkomp, Gkomp 1 9- O

Tento pristup k dukazu tplné reducibility reprezentaci poloprostych algeber oklikou
pres reprezentace kompaktnich grup se v literature obvykle nazyva Weyluv unitarni trik.
Je to pivodni zptisob odvozeni tohoto vysledku. Cisté algebraické dikazy, nevyuzivajici
odpovidajici Lieovu grupu, byly nalezeny az o nékolik desetileti pozdéji.

12.3 Cviceni

Cviceni 12.1. Uvazujte Lieovu grupu Af(1) a sestavte na ni bazické levoinvariantni 1—-
formy o', ovérte na nich Maurer-Cartanovy rovnice a sestavte levoinvariantni objemovy
element w. Je v tomto ptripadé téz pravoinvariantni?

Resend. Mame [ X1, Xs] = Xy, X1 = x%, X, = x%,
L(“’b) (‘1.7 y) = (CML‘, ay + b)a R(a,b) (x7 y) = (xa, xb + y)
Tudiz dudlni levoinvariantni 1-formy a objemovy element maji tvar

dx d dex Ad
01:—, 02:—y, w:al/\ozz—zy.
T T T
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Maurer—Cartanovy rovnice jsou

dx 1 ,
do' =d (?) =0= —3 ;ckllak Ao, (nebof ¢yt =0),

T z2

d dex A d 1
d02:d(—y):— v y:—al/\02:—§ch120k/\al.
k.l

Levoinvarianci a pripadnou pravoinvarianci muzeme ovérit nasledovneé:

;. d(ax) dx 1

1 _ d(za) _ d_x 1

Lawr == =% =" Rano == =5 =7
d b d d(zb bdx +d
L?ab)‘fzz—(aij ) :—y:UQa Riypo” = by =T y7é02,
’ ax x ’ ax ax
« . dz A dy
L(a7b)w = W, R(a’b)w = aaj2 7£ Ww.
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Kapitola 13

Reprezentace poloprostych Lieovych
algeber

V aplikacich se vétsinou setkdme s Lieovymi grupami nikoliv jako s abstraktnimi matema-
tickymi objekty, ale jako se strukturami pusobicimi na néjakém prostoru prostrednictvim
rech, tj. reprezentace. Proto je teorie reprezentaci zcela zasadni pro vyuziti Lieovych grup
a algeber v aplikacich. V této kapitole si strucné nastinime zaklady teorie reprezentaci po-
loprostych Lieovych algeber (a tedy i jim odpovidajicich jednoduse souvislych Lieovych
grup).

13.1 Vahy a vahové podprostory dané reprezentace

Uvazujme komplexni poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou gg a kofenovym
systémem A spolu s jeji reprezentaci p na komplexnim vektorovém prostoru V' konecné
dimenze.

Bud «,8 € A. Pak odpovidajici T,,Ts € go komutuji, nebot [T,,Ts] = 0. Proto
p(go) = {p(H) | H € go} je podprostor v L(V) tvofeny komutujicimi operatory. Radi
bychom ukéazali, Ze jsou diagonalizovatelné, protoze v takovém pripadé lze V' vyjadrit jako
direktni soucet spoleénych vlastnich podprostoru.

Uvazujme o € A. Pak span {X,, X_,, T = [Xa, X_a]} je podalgebra izomorfni sl(2, C)
a tedy p(Xa), p(X_a), p(T,) definuje reprezentaci algebry s[(2, C) na V, ta je dle Weylovy
véty 12.10 diplné reducibilni, tj. je direktnim sou¢tem ireducibilnich reprezentaci s((2, C),
v kazdé z nich dle véty 9.25 pusobi p(7,) diagonalné. Proto je operator p(7,) na V di-
agonalizovatelny a celd p(go) je mnozinou komutujicich diagonalizovatelnych operatoru.
Vektorovy prostor V' 1ze proto rozlozit na spoleéné vlastni podprostory p(go)

V=PV Va= () ker(p(H)— MH)).
AEQS Hego

Definice 13.1. Bud g komplexn{ poloprostd Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou
go a korenovym systémem A a p jeji reprezentace na komplexnim vektorovém prostoru
V' konecné dimenze.

e Vaha reprezentace p je kazdy funkcional A € gj takovy, ze

Va= () ker (p(H) — A(H)T) # {0}.

Hego
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e Piislusny V) nazyvame vahovy podprostor reprezentace p ptislusny vaze .

e Vahovy diagram reprezentace p jsou vSechny jeji vahy vyjadiené jako vektory v
Euklidové prostoru bh*.

e Vihova mfizka je mnozina J = {\ € b* | \(T,) € Z, Vo € A} C b*.

Pozndamka 13.2. Vahy lezi v redlném prostoru h*, protoze o (p(1,,)) C Z C R dle véty 9.25.
Priklad 13.3. Pro adjungovanou reprezentaci (p = ad) jsou nenulové vahy koreny a V; je
Cartanova podalgebra.

Pozndmka 13.4. Vahova miizka J je miizkou ve smyslu
)\1,)\2€j, ml,mQEZ = MM+ maA € J.

Bézi (\;)!_, mfizky J tvoif A; € J takovd, ze pro kazdé A € J existuji my,...,m; € Z
spliiujici A = 22:1 m; ;. Pozdéji uvidime, ze bézi (A;) vahové miizky J lze volit ve tvaru
Ni(Tw,) = ik, Yoy, € AP,

Veéta 13.5. Méjme p reprezentaci komplexni poloprosté algebry g na vektorovém prostoru

V. Necht A, je mnozina vsech jejich vah, A, = {)\ € 85 | Va = Nyreg, ker (p(H) — AM(H)I) # 0}.

Pak A, C J, V = @ V) a A, je invariantni vzhledem k pusobeni Weylovy grupy W
AEA,

kofenového systému A, tj. pokud je « € A, A € A,, pak S,(A\) = XA — A(T)a € A,. Pro

libovolné A € A,, € = sgn A(Ty,) dokonce plati {\, A —ca,..., A = A(To)a = So(A)} C A,

a dim V)\ = dim Vsa()\).

Dikaz. Uz vime,ze V = @ Vyao (p(Tn)) C Z, protoze p(T,) patii do vhodné reprezen-
AR,

tace algebry sl(2,C). Protoje A, C J. Proa € A oznacme sl(2,C), = span{X,, X_,,To}.
Vezméme v € V), v # 0. Pak pro vSechny H € gy mdme p(H)v = A(H)v a plati

p(H) (p(X1a)v) = p([H, Xia] )0 + p(Xia) AMH)v) = (\(H) £ a(H)) (p(Xsa)v) -
ta(H)Xta

(13.1)

Vidime, ze je-li p(Xia)v # 0, pak A £ a € A, a p(Xin)v € Vige. Mame-li A € A, a
o € A, pak vidy najdeme ireducibiln{ reprezentaci sl(2, C), na néjakém V C V takovou,
ze )\|(5[(27(C)a)0 je vahou této reprezentace, tj. existuje nenulovy vektor v € VNV, takovy,
ze p(To)v = NTy)v. Z vety 9.25 vidime, ze N(Ty) € {—r,—r+2,...,7} = o(p(Ta)|y), ti-

INT)NT) — a(Ta), - o MT) — 2M(To) = —ANTa)} € {—r ... .7}

2e

a vektory p(X_.,)v, (p(X_m))Qv, ce (p(X_m))M(Ta)‘U jsou diky vlastnostem ireducibilni
reprezentace sl(2, C), nenulové vlastni vektory operatoru p(7,)|;. Proto jsou podprostory
Vieeas -+, Vaca(Tw)a nenulové, tj. s vyuzitim rovnice (13.1) vidime, ze A — car,..., A —
MT,)a jsou véhy. Z jednorozmérnosti vdhovych podprostori ireducibilni reprezentace
5[(2,C) vidime, ze pro linedrné nezavislé vektory z V nachdzime ruzné ireducibilni repre-
zentace sl(2, C),, kazda zobrazuje vzajemné jednoznacné vektory v <> (p(E,m))l/\(Ta)lv €
Vs, Proto musi byt dim V) < dim Vg, (n) Vyuzitim S? = T vidime, Ze nerovnost lze
obrétit, musi tedy platit rovnost dim V) = dim Vg, ). O
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Definice 13.6. Pro A € A, dimenzi dim V), = n, nazyvame nasobnost véhy A.

Definice 13.7. Véha A € A, je dominantni pravé tehdy, kdyz pro vSechny a € A™ je
AT,) >0 (tj. (A, ) > 0). Stejné definujeme dominantni prvky vdhové miizky 7.

Definice 13.8. Vidha A € A, je nejvyssi prave tehdy, kdyz pro véechny o € A* plati,
ze A + a neni vahou reprezentace p.

Pozndmka 13.9. Evidentné diky konecné dimenzi V' kazda reprezentace g na V' ma alespon
jednu nejvyssi vahu.

Definice 13.10. Pro reprezentaci p : g — gl(V) a jeji nejvyssi vahu A zvolime vektor
v € V), v # 0 a definujeme

Ry =span{p(X1)...p(Xp)v | k e NU{0}, X, € g},
tj. Ry CC V a p(X)Ry C Ry pro viechna X € g.

Véta 13.11. R, je invariantn{ podprostor reprezentace p, plp : g — gl(R)) je ireduci-
bilni, dim Ry NV = 1, tj. Ry N V) = span{v}.

Dikaz. V definici Ry stac¢i uvazovat X; = E,, a € A a X; = H, H € gy, cokoliv
jiného ziskavame linearni kombinaci. Uvazujme «,...,w € A, pak opakovanym vyuzitim
p([H, E.]) = a(H)p(E,) zjistujeme, ze

p(H)(p(Es)...p(Eu)v) = (MH) +a(H) + - +w(H)) (p(Ea) ... p(Eu)v).  (13.2)

Proto p(E,)...p(E,)v € Viiar..tw, a v definici Ry stac¢l uvazovat X; = E,, a € A.
Operatory p(H) na R, pusobi diagonalné v bazi vybrané z prvku tvaru p(E,) ... p(E,)v.

Vezméme w € Ry N'V) ve tvaru w = Y a,,...apea konst. p(E,,) . .. p(Eq, )v. Protoze v

keNU{0

kazdém clenu je dle rovnice (13.2) véhovy vektor, ifs]ihové podprostory maji nulovy prinik
a chceme, aby vysledkem byl vektor s vahou A, musi po ptipadném vyruseni opakujicich se
¢lenu v linearni kombinaci byt pro kazdy ¢len oy + - - - + o = 0. Proto nékteré z kotenu v
sou¢tu musi byt kladné, nékteré zaporné. Kladné prokomutujeme doprava pomoci vztahu
[Ew, Eg] = NaopEotp, vesp. [Ea, E_,] = konst. H,. Nakonec jsou vSechny kladné kofeny
napravo a z maximality A\ pro a € A% plati p(E,)v = 0. Tudiz nyn{ jsou v souctu jen
zaporné koreny, ale stale plati a; + -+ + ap = 0. Proto £ = 0, w = konst.v, Ry NV, =
span{v}.

Ireducibilitu dokazeme sporem: méjme invariantni podprostor W CC R, takovy, ze
W N (RyNVy) = {0}. Podprostor W musi byt rozlozitelny do vdhovych podprostoru

reprezentace p na R,. Proto méa nenulovy prunik s néjakymi V., x # A\, k € A plr,

Ozna¢me W, = W N V,. Pak plati W = +W,. Z 1plné reducibility reprezentace p| Ry
ale vyplyvd, ze z v € V) se nelze dostat do W, pusobenim p(X), tj. W, N Ry = 0,
W = {0}. O

Disledek 13.12. Ireducibilni reprezentace p poloprosté komplexni algebry na V' s nejvyssi
vahou A je nutné totozna s piislusnym Ry, tj. V = R,.

Véta 13.13. Bud'te p, p ireducibiln{ ‘reprezentace dané komplexni poloprosté Lieovy alge-
bry g na vektorovych prostorech V, V' se stejnou nejvyssi vahou A. Pak jsou reprezentace
p, p ekvivalentni, tj. existuje linedrni bijekce T : V' — V takova, ze pro vSechna X € g
plati

p(X)oT =T op(X).
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Dikaz. 7 predpokladané ireducibility plyne V' = R, V = R,. Definujeme nekonecnérozmérny
prostor V* nazyvany Verma modul s nejvyssi vahou \ a reprezentaci algebry g na ném
nasledujicim zpusobem. Bud AP = {aj}ézl, E.j = Eio; a vy abstraktni vektor. %
ziskdme jako linedrni obal vSech vicendsobnych formalnich aplikaci £_; na vektor v

VA = span{E_j, ... E_jvo | j1,-.-, gk €{1,..., 1}, ke NU{0}},

Protoze span {Ea, E_o|aeAP } generuje pomoci komutatoru celou algebru g, je libo-
volnd reprezentace algebry g uréens ptsobenim E.,, o € AP,
Nejprve definujeme pusobeni algebry g na vy:

Ta(Uo) = )\(Ta)vo, Va € A,
Ej(U()) = 0, E,j(’Uo) = E,J’UO, v,] € {1, . ,l}

Obdobné definujeme
E,j (E*]'l R E,]-kvo) = E*jE*jd e E,jk’l)o.
Konzistentnost takto definované reprezentace vyzaduje

Ts(E_j, ... E_jvo) = (MTp) — aj, (Tg) — ... —a—,(Tp)) E—j, ... E_j, v,
Ej (B Ejv0) = 0 Toy (E—jy - E_j00) +

(AT, )0ty (T ) ar sy (T, ) )iy B30
5]J2E*j1 ()\ (Taj) — Qg (Taj) — ... T Qg (Taj)) E*js Ce E,jkvo—.—
+ - 5.7]k)\ ( a]) E,ﬂ e E,jk711}0

Lze ukdzat, Ze timto zpiusobem definované ptsobeni span{E,,E_, | a € AP} na V)
definuje konzistentnim zptisobem reprezentaci g na V. B
Nyni mizeme definovat linedrni zobrazeni 7 : V* — Ry, 7 : V* — R, predpisem

n (E—jl s E_jkvo) =p (E_jl) e P (E_jk) v,
T(E_j ... E_ju) = p(E_;)...p(E_;)0.

Protoze span {Ea, E_ olaeAf } generuje pomoci komutatoru celou algebru g, jsou zob-
razeni 7,7 surjektivni. Z konstrukce V* pro libovolné X € g plati p(X)onm = mo X,
p(X)oT™ =7oX am 7 zobrazuji vdhové podprostory reprezentace na V* na vahové
podprostory p, p.

V dusledku pro vsechna X € g plati X (ker ) C ker m a podobné pro kerm, tj. ker 7
a ker 7 jsou invariantni podprostory V. Jejich zobrazenim projekcemi 7,7 ziskdvame
podprostory

m(kerm) = span{7w(Z) | Z € kerm, tj. 7(Z) =0}
a podobné m(ker 7). Vzhledem k tomu, ze
p(X) (7w(kerm)) = (X ker ) C 7(ker7), VX eg
jsou to invariantni podprostory reprezentace p, resp. p. Obé reprezentace p, p jsou ireduci-

biln{ a jednorozmeérné vahové podprostory span{v} = 7 (span{vg}), span{v} = 7 (span{wvg})
z definice nelez{ v 7w(ker 7), resp. T(ker ), nebot vy € kerm, resp. vy ¢ ker 7. Proto je
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F(kerm) = {0} a w(ker7) = {0}. Definujeme T : Ry — Ry nésledovné: T(w)=7(W), kde
W € V* je libovolny vektor spliujici w = 7(W) € Ry. Ovéime konzistenci této definice:
bud Wy € kerm, W' = W + Wy, pak w = 7(W’) a

FW') = 7(W + Wy) = F(W) + 7(Wo) = #(W) = T(w).

Evidentné k T existuje inverzni zobrazeni zdménou 7 a 7 v jeho definici, tj. T je bijekce.
Protoze pro libovolné X € g plati

T(p(X)w) =T (p(X)n(W)) =T (7(XW)) = 7F(XW) = p(X)7(W) = p(X)T (w),
je Top(X)=p(X)oT. O

Disledek 13.14. Ireducibilni reprezentace p je plné urcena svou nejvyssi vahou .

Definice 13.15. Méjme komplexni poloprostou Lieovu algebru g s Cartanovou podal-
gebrou go a systémem kofeni A D At O AP = {Oéj}é'zl- Definujeme A\; € J C h* :
Aj (Ty,) = 6ji. Funkciondly \; nazyvidme fundamentélni vdhy Lieovy algebry g, jim
prislusejici reprezentace nazyvame fundamentalni reprezentace.

Pozndamka 13.16. To, ze \; € J a zZe existuji piislusné reprezentace je tfeba ukdzat.

~ e~/

geber.

Pozndmka 13.17. Fundamentalni vahy lze urcit z Cartanovy matice vztahem A\; = Moy,
kde M, = A7 je inverze Cartanovy matice, nebot a; = a;\x ze vztahu

i (To,) = air = a0 = aij\; (Tey,) -

Véta 13.18. Ke kazdé [-tici nezdpornych celych ¢isel mq, ..., m; existuje pravé jedna ire-
ducibilni reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jejiz nejvyssi vaha je A = 25':1 miA;j.

Dikaz. To, ze muze byt nejvyse jedna jsme jiz ukazali, existenci ukdzeme konstrukei pro
jednotlivé klasické série algeber, pro vyjimecné algebry ponechame bez dukazu. O]

Cvicent 13.1. Popiste strukturu adjungované a definujici reprezentace prostych Lieovych
algeber A; = sl(l + 1,C). Najdéte fundamentalni vahy.

Resent. e Adjungovand reprezentace: vahy jsou koteny, viz cviceni 11.3 (a nulovy
funkciondl odpovidajici Cartanoveé podalgebie), tj. a;; = ¢;—p;. Z vybéru uspotradani
pomoci vektoru Hy plyne, ze nejvyssi vaha je o3 — 1 = a1 + -+ + oy, kde

Q; = p; — P11 jsou prosté koreny.

Vektory T; = diag(tj1,...,t;;4+1) jsou uréeny vztahem o;(T;) = a;;, kde a;; jsou
slozky Cartanovy matice. K jejich explicitnimu nalezeni vyuzijeme, ze o;(T;) =
a;j =t;; —tjip1 #0pouze proi =35 —1,7,7 + 1,

0
aj (1) =tj —ti; = —1, 1 ... —J
aj(Ty) =155 =t =2, = 1= ~1
aj1(T5) =t —tjjee = —1 0
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e Fundamentdlni vahy jsou urc¢ené vztahem X;(7}) = 0,5,

)\1 0. :1, >\1 1_1 =0 = >\1 = 1,

)

implikuje Ay = @1 + . Obdobné zjistujeme, ze \; = o1+ - -+ ;. Snadno lze ovérit,

e Definujici reprezentace: Méjme definujici reprezentaci v standardni bézi (ej)éfl C

dy
C*' D € gy, Dej = ( ) -e; = dje;. Jeji vahy tudiz jsou {¢1,..., 11},
di1

kde 11 = —(¢o1 + -+ + ¢1). Lze je vyjadrit ve tvaru {¢1, 1 — a1, 01 — ag —
g, ..., 1 —ag —...— o). Nejvyssi vdha je proto ¢; = Aq, vSechny ndsobnosti vah
jsou 1.

Cuviceni 13.2. Popiste strukturu definujici reprezentace algebry C; = sp(2[,C). Najdéte
fundamentdalni vahy této algebry.

Resent. e Definujici reprezentace: D € gg:
dy
D= i , (D) =d;
—d,
—d,
Definujici reprezentace ma vahy {¢1, ..., ¢, —¢1, - .-, —@1}, jeji dimenze je 21, nejvyssi

vaha je v uspotradani dle cviceni 11.4 rovna ;.

e Méme prosté kofeny a; = ¢; — @iq1, ¢t <1 —1, oy = 2¢;. Tudiz vektory T} urcené
vztahem o;(T;) = a;; jsou

T; = . kdej<1l-—1,

—1l+y

91



0
ai(T}) =0,i<l—1 1 1
o1 (1) =—1 = T = 0
Oél(Tl) =2
0
-1
Fundamentdlni vahy urcené vztahem \;(7;) = §;; jsou
)\i:SO1+"'+SOi7 iGZ.
Cwiceni 13.3. Najdéte fundamentdlni védhy algebry D; = so(2l,C).
Resend. 7 vysledku cviéenf 11.5 mame
d109
H = EH(dl,...,dl), @Z(H):dl,

le'Q
prosté koreny jsou a; = @; — ;i prot <[l —1a a; = ¢;_1 + ¢, vektory

1

T, = H(0,...,0,1,—1,0,...,0) proi < [ — 1.
iq41

Vektor T; je vztahy
ao(l)=—-1=dios—di—y, o(T)=0=d_1—d, a})=2=d_1+d

urcen ve tvaru

T, = H(0,...,0,1,1).

Rovnice \;(Tj) = 6;; urcuje fundamentalni vahy

/\1:@17
Ai=pr+ o+, 1 <=2,

1
o1 = —(Q01 + ot ol — ),

2
1
A= §(¢1+"‘+<Pl)-
Definujici reprezentace na C* ma vahy {p1,..., 01, —¢1,...,—@i}, tj. jejl nejvyssi vdha

je A1 =1,
Cuviceni 13.4. Najdéte fundamentélni vahy algebry B; = so0(20 + 1,C).

Resend. 7 vysledkii cviceni 11.6 mame

dyoy

dios
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prosté koteny a; = p; — p;r1, kde i <1 —1, a a; = ¢;. Podobné jako pro sl(l+ 1, C) mame
T,=H(0,...,0,1,—1,0,...,0) pro i <[ — 1. Vektor T} je urcen rovnicemi
i il

al—l(ﬂ) - _27 al(ﬂ) - 27
jez implikuji 7; = H(0,...,0,2). Fundamentélni vdhy urcené X\;(T;) = ¢;; jsou
Ai=p1+ -+, 1<,

1
=gl t ).

13.2 Konstrukce ireducibilni reprezentace se zada-
nou nejvyssi vahou

A P . e eie ! .,
Zabyvejme se nyni otdzkou, jak k zadané nejvyssi vaze A = . m;\; € J najit
prislusnou ireducibilni reprezentaci s touto nejvyssi vahou. K tomu je dobré si uvédomit,
jaké vahy ma tenzorovy sou¢in dvou reprezentaci.

Méjme reprezentace p : g — gl(V), p: g — gl <V) Lieovy algebry g na vektorovych

prostorech V| V. Na tenzorovém soucinu V ® V definujeme reprezentaci p ® p : g —
gl (V ® V), zvanou tenzorovy soucin reprezentaci p a p, predpisem

(hop) (X)=p(X) @ Ily + T, ®5(X).  YXeg

Snadno ovéfime, ze p ® p je homomorfismus g do gl (V ® ‘7>

[(p®p) (X), (p@p) (V)] (v® 1) =
X)(p(Y)w0@0+vepY)0) — (p@p) (V)(p(X)v @0+ v @ p(X)v) =
p( )p(Y)v R0+ p(Y)v @ p(X)v + p(X)v @ p(Y) + v @ p(X)p(Y)v—
—p(V)p(X)o @ T — p(X v @ FY )T — p(Y )o@ H(X)T — v & FY)F(X) =
= (p((X,Y])v) @7 +v®@ (p([X,Y])?) = (p@p)([X,Y])v & 7.
Bud nadale g komplexn{ poloprosta Lieova algebra a A,, A odpovidajici systémy vah
reprezentaci p, p. Pro libovolnda A € A,, v e Vi, pe A;, v €V, a H € go mame
(p@p)(H)v©v=p(H)o@v+v®p(H)v = (A+p)(H)v @0,
—— ~——
A(H)v w(H)v
tudiz A + p1 je vdhou reprezentace p® p, Apgp = {A+p | A € A,, p € Ay} a mame rozklad
V ® V do odpovidajicich vdhovych podprostora Vyi,, A € A,, p € Aj.
Specialné pokud Apax, fimax jSOU nejvyssi vahy uvedenych reprezentaci, pak Apax+ fbmax
je nejvyssi vahou reprezentace p ® p.
Priklad 13.19. Bud D7 (2j + 1)-rozmérna reprezentace algebry so(3), kde j € 1Nj. Pak
lze rozlozit

Di @ D¥ = Dj—&-k@_,,@Dlj—kl.

Jednd se o Clebsch—Gordanuv rozklad zndmy z teorie momentu hybnosti v kvantové
mechanice.
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Reprezentace p®p je v naprosté vétsiné pifpadi reducibilni. Jeji rozklad na ireducibilni
reprezentace je obecné netrivialni kombinatorickd tloha. Urcité je v V' ® V' obsazena
ireducibilni reprezentace s nejvyssi vahou Amax + fimax-

Pokud specialné V' = V| muzeme uvazovat linedrni operator

S:VeV-osVeV:Shu®v) =v®u.
Vidime, ze S%, =1, tudiz o(S12) = {£1}, a pro libovolné X € g plati
Shz: (p© YO @ v) = Sra(p(X)u @ v+ u® p(X)0) = (p® p)(X)(v & u) =
— 0@ p(X)u+ p(X)o @ u— p(X) @ u—v & p(X)u =0,
tj.
[S12, (@ p)(X)] = 0.

Proto lze reprezentaci p ® p zizit na vlastni podprostory Sio

VsV =span{fu®@v+v@u|uveV} Sizlyeer = Lvesv,

VAV =span{fu®@v—-—v®u|uv eV}, Szl = —Ilvav.

Takto definované reprezentace na V ®g V', resp. V AV nazyvame symetricky, resp.
antisymetricky tenzorovy soucdin reprezentace p se sebou samotnou a znacéime je

p Qs p, resp. p A p.

Symetrizace resp. antisymetrizace nam urcuje, které vahové podprostory v V ®g V/,
resp. V AV zustanou. Pokud A je nejvyssi vaha a p druhd nejvyssi vaha reprezentace p
na V', pak

e p®gpnalV ®sV ma nejvyssi vahu 2,
e pApnaV AV ma nejvyssi vahu A\ + p.
Priklad 13.20. V pripadé algebry so0(3, C) a tifrozmérné reprezentace V = D! mame véhy
D1®D1:QQ@Ql@?OZDl(gSDI@Dlé\DI,
vahy: 6
D2®DO D1

kde prvni rovnost odpovida Clebsch—Gordanovu rozkladu, druhé rozkladu do symetrické
a antisymetrické ¢asti tenzorového soucinu.

Zobecnénim tohoto postupu je rozklad vyssich tenzorovych mocnin reprezentaci, tj.
P = pRpR---@pna VO =V @V®---®V. Reprezentace p®* je definovéna predpisem

(P 2p)X)=pX)RI® - @I+I2pX) I - @I+ - +1®---RI® p(X).

Definujeme operator S;; : VE* — V@ zameéiujici i—tou a j—tou slozku tenzorového
soucinu,

Sij(ul®"'®ui®"'®uj®"'®uk>:u1®"'®uj®"'®ui®"'®uk'
Podobné jako vyse zjistujeme, Ze

[Sij, (p® -+ @ p)(X)] =0,



tj. operatory p®(X) komutuji s pfirozenou reprezentaci symetrické grupy Sp na V&
zameénujici poradi slozek v tenzorovém soucinu. Protoze grupa S, kde & > 2, neni abe-
lovskd, pro k > 2 jiz neexistuje rozklad V®* do spoleénych vlastnich podprostori Sij-

N

bulky) je zapotiebi, pokud se maji identifikovat vSechny mozné invariantni podprostory.
Nicméné, dva spolecné vlastni podprostory vzdy existuji:

o /®sk — |/ Rg -+ Qg V7 Sij|V®Sk = ]I|V®Ska

Piislusné reprezentace algebry g znac¢ime p p"F. Ze struktury vahovych podprostorii
vidime, ze pokud p je ireducibilni s vahami Aj, A, ..., \,, pficemz A\ (Hy) > Ao(Hy) >
+++ 2 An(Ho), pak:

o p®s* m4 nejvyssi vahu kg,

Rsk
)

o o ma nejvyssi vahu A\; + - - - + A, po zohlednéni pifpadnych nisobnosti.

Na zaveér si struéné shrime cely postup vysvétleny v této kapitole. Méjme komplexni
poloprostou Lieovu algebru g, jeji fundamentédlni vahy Ay,..., A\, € J a ptislusné funda-
mentéln{ reprezentace p; na V;. Necht A = Zj m;A;, kde m; € Ny. Piislusnou ireducibilni
reprezentaci s nejvyssi vahou A najdeme v (p1)®5™ ® (p2)®5"2 @ - -+ ® (p;)¥s™. Jedno-
rozmérny vahovy podprostor V), piislusejici nejvyssi vaze A je roven tenzorovému soucinu
podprostoru V/\Qjmj = V), ®...®V),. Z ngj lze ziskat celou reprezentaci urcenim invari-

Vv
mj—krat

antniho podprostoru R).
Cwiceni 13.5. Uvazujme algebru so(3, C) = sl(2, C) s Lieovymi zavorkami [ L3, L] = £ L,
[Ly,L_] = 2Ls. Jeji fundamentdlni reprezentace p = DY? na DY? = span{|1), |{)} m4

tvar
=5 (o &) wea=(g0)  weo=(70)

1

pLs)I1) = 11, ALy ==, véhy A=,

Explicitné rozlozte tenzorovy soucin p se sebou samou na ireducibilni reprezentace.

<p®p><L3>=§($ fﬁ)@(é ?)+($ (1))@%(3 _01)

pusobi na bazické vektory nasledovné

(0@ p) (L)) = I11), (0® P)(L)I) = 510} = 5I1) =0,
(0® D)LY = ~L1), (0® P) (L)1) = 0,

Resend.

(p@p) (L)) =D+ 11D, (p@p) (L) (1) +11) = 2[4,

(p® P)(L-)HL) =0, (p® p) (L) (I41) = 1)) = [d) — 1) =0,

a podobné pro (p ® p)(Ly). Vahy jsou £2X,0, ndsobnosti nioy = 1, ng = 2.
Ireducibilni podprostory jsou symetrizovany a antisymetrizovany tenzorovy soucin,

D' = span{[t), [14) + 110, [L0)},  D° = span{[t}) — [I1)}.
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Cvicent 13.6. Naleznéte pomoci tenzorovych mocnin definujici reprezentace vSechny fun-
damentalni reprezentace algebry sl(l + 1, C).

Reseni. Vime, ze prvni fundamentalni reprezentace p; je definujici reprezentace, dim p; =
[ + 1, viz cviceni 13.1. Pro antisymetrizovany tenzorovy soucin p; A p; mame

(p1 A p1)(D)(ei Nej) = (p1(D) @ I+1@ pi1(D))(e; @ ej —e; @ e;) =
= diei X ej — djej X €; + €; & djej — Bj & diei = (dz + dj)(ez- A Gj),

tj. vahy jsou {@; +¢; | i # j}, dimp A p = (Z;I), nejvyssi je o1 + 9.

Pro p™ jsou véhy {@i, + -+ ¢y [0 <--- <ij}, dimp = (ZJ;.l), nejvyssi véha je
Aj =1+ g

Pro p" jsou véhy {Z#l Pir- s D it goi} ={—p1,...,—@i+1}. Poznamenejme, ze
pro [ > 1 to je mnozina vah ruznd od vah definujici reprezentace {¢1,. .., @111}, tj. jedna
se o jinou, neekvivalentni reprezentaci stejné dimenze [41. Nejvyssi vaha této reprezentace
je Aiy1. V pifpads, ze [ = 1, je pN=t ~ p, tj. p\=1 je totoznd s definujici reprezentaci.

Tim jsme zkonstruovali vSechny fundamentélni reprezentace algebry sl(l + 1, C).

Ciceni 13.7. Urcete, které z fundamentélnich reprezentaci algeber B, C; a D; lze zkon-
struovat tenzorovymi mocninami z piislusnych definujicich reprezentaci.

Resend. Vsechny kromé
e B3 reprezentace s nejvyssi vahou \; = %(901 + ot o @),

e D, reprezentace s nejvyssimi vahami

1

1
o1 = 5(901 + -4 pm— @), A= 5(801 + -t @)

Zduvodnéte.

13.3 Spinorové reprezentace

Pri studiu prikladu jsme zjistili, ze vétsinu fundamentalnich reprezentaci klasickych sérii
prostych algeber lze ziskat z definujici reprezentace antisymetrizovanymi tenzorovymi
souciny. Reprezentacim, které umime ziskat tenzorovymi souciny z definujici maticové
reprezentace na piislusném vektorovém prostoru, fikdme vektorové. V pripadé sérii
B, =s0(20+1,C), D, = s0(2[,C) ale existuji i fundamentélni véhy a jim odpovidajici re-
prezentace, které takto ziskat nelze. Ptislusné tzv. spinorové reprezentace konstruujeme
nasledujicim postupem, s vyuzitim pojmu Cliffordovy algebry.

Definice 13.21. Uvazujme 2"-rozmérnou asociativni algebru
Cln) =span{l,y" .. A% |1 <k<n, a; <ay < - - <ag}
s asociativnim nésobenim urcenym antikomutaénim vztahem
{,ya’,yb} = Anb | APad = 2gb]

ktery ndm umoznuje vysledek nasobeni vzdy zapsat jako prvek C¢(n) prokomutovanim
do patiicného poradi generatoru v%. Tuto algebru nazyvame Cliffordova algebra s n
generatory.
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V Cliffordové algebie Cl(n) 1ze definovat vektory

1 1
Eab — §,Ya,yb — Z [,Yay,yb} ’ a 7& b, Eab — _Zba’

které vyhovuji komutaénim relacim

1
[Eab7 ch] — Z (/ya,yb/yc,yd . ,yc,yd,ya/yb) —

1
= 5 (20799 — 2079 4 20795 — 26%0y%?) =
— gbeynad _ sacybd _ sbdyhac + §adyrbe

Pro porovnéni si uvédomme, 7e v algebie s0(n) obvykld baze (S = E* — E*) _ (kde

E je matice s jednotkou na pozici (a,b) a nulami véude jinde) mé stejné komutaéni
relace:

[Sab’ Scd] — 5bcsad o 6acsbd o 5bd5vac + 5adsbc.

Proto libovolna reprezentace asociativni Cliffordovy algebry Cf(n) definuje téz reprezen-
taci Lieovy algebry so(n). Uvazme dva piipady podle parity dimenze n.

e n = 2[. Ptejdéme k nové bazi Cliffordovy algebry C¢(21)

2j—1 | :.2j 2j—1 _ :.2j
Y +17 « ry
s antikomutatory popsanymi rovnicemi
{oj,00} =0 ={0},04}, {0,000} = oLl (13.4)

Vidime, ze mame algebru [ fermionovych kreac¢nich a anihilacnich operatoru. Jejich
reprezentace se dé piirozené zkonstruovat na 2'-rozmérném vektorovém prostoru

V=span{o, ...00 [0)|[0<k <l 1<a;<-- <ap <},

kde pusobeni anihila¢nich operdtoru plyne z ,|0) = 0 a rovnic (13.4). Tim ziskavdme
téz reprezentaci Lieovy algebry so(2l) na V. Protoze prvky so(2l) jsou reprezen-
tovéany kvadratickymi vyrazy v o;, o}, vektorovy prostor V' se z hlediska reprezen-
tace s0(2() rozpada na dva invariantni podprostory, se sudym, resp. lichym, poc¢tem
o* pusobicich na |0).

Pi{mym vypoctem zjistujeme, ze bazi algebry so0(2l) ve tvaru Fj; ,F;;, Gij, H(k1, ..., K1)
reprezentujeme operatory

!
* _* t * *
Fij =ojo;, Fj=o00; Gij=o/0; H(ky, ..., Kk) = g K, (O'jO'j—é) )

Protoze
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jsou bazické vektory oy ...o; |0) € V soucasné véhovymi vektory konstruované
reprezentace algebry s0(2[), s vahou 25‘:1 (nj — 1) ¢;. Vektor o7 ...07[0) € V je
vahovy vektor s nejvyssi vahou, kterd je rovna %(gpl +...4¢;). Tato vdha je soucasné
nejvyssi vahou ireducibilni spinorové reprezentace na podprostoru

Vi=span{o, ...op|0)|0<k<l 1<a; <---<a <1}, 2|l—k
Pro podprostor
Vo=span{o, ...op |0)[0<k<I, 1<a;<---<ap<l}, 2 fl—k

s opa¢nou paritou vektoru mame vahy 2;:1 (nj — %) ©;, kde
l
k=Y n;ef{l-1,1-3,...,0Vv1 (dle parity [)}.
j=1

e vvr s . . . . .. . c s 1s s 1
Nejvyssi védha této spinorové reprezentace je pii nasem usporadani rovna 3 (1 +
<o+ @1 — ¢). Odpovidda vahovému vektoru of...o; ;|0). Poznamenejme, ze
dimV; = dim V, = 21

n = 2l + 1. Postupujeme obdobné, ale pii zméné baze (13.3) ndm piebyva 2+!

vyhovujici

(4 03k =0 = (7707} (13

Vybudujeme stejné jako vyse reprezentaci vektoru o, o7 na 2! rozmérném vekto-
rovém prostoru V. Plsobeni generatoru v2*! v souladu s antikomutdtory (13.5)
definujeme predpisem
PEO) = [0), AP (o 0 [0)) = (1) (0 0% [0))

Prvky predstavujici bazické vektory algebry so(2l + 1,C) v Cliffordové algebie
C/l(20+ 1) nyni obsahuji v2*1, proto operatory reprezentujici Lieovu algebru so (2] +
1,C) na V nejsou vyluéné kvadratické v fermionovych kreacnich a anihilacnich
operdtorech o, 0. V dusledku vektorovy prostor V' neobsahuje invariantni podpro-
story, tudiz spinorova reprezentace Lieovy algebry s0(2/+ 1) na V je ireducibiln{
s nejvyssi vahou %(301 + -+ ¢). Jeji dimenze je 2'.
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Kapitola 14

Reprezentace algebry su(3) v
casticové fyzice

Jako ptiklad vyuziti teorie reprezentaci poloprostych Lieovych algeber si nyni nastinime
ve zjednodusené a historicky ne zcela presné podobé cestu, po niz fyzikové dospéli ke kvar-
kovému modelu silné interagujicich ¢astic, tzv. hadront. V této kapitole predpokladdme,
ze ctenal ma zékladni znalosti kvantové mechaniky:.

14.1 Symetrie a integraly pohybu

V klasické mechanice spojité symetrie, tj. invariance teorie vuéi spojitym grupam trans-
formaci, implikuji existenci a konkrétni tvar integralu pohybu. Toto tvrzeni je obsahem
tzv. véty Noetherové.

V kvantové mechanice se tato korespondence stava mnohem prirozenéjsi: generatory 1-
parametrickych grup symetrii Hamiltonidnu reprezentované (anti)samosdruzenymi opers-
tory na Hilbertové prostoru ¢ piimo jsou integraly pohybu, tj. pozorovatelné komutujici
s Hamiltonidnem (vyndsobené imaginarni jednotkou, viz pozndmka 4.8). Mnozina anti-
samosdruzenych operatoru komutujicich s Hamiltonidnem je uzaviend vzhledem ke ko-
mutatoru a redlnym linearnim kombinacim, proto mame redlnou Lieovu algebru integralu
pohybu.

Uvazujme nadale ptipad, kdy Lieova algebra integrélii pohybu je kone¢nérozmérna
kompaktni Lieova algebra. Pak 1ze ukazat, ze i pro nekoneé¢nérozmérny Hilbertuv prostor
FC je jeji antisamosdruzend reprezentace na 77 direktnim souctem konec¢nérozmeérnych
ireducibilnich reprezentaci, tj. v ¢ existuje baze tvorena vdhovymi vektory. Cartanova
podalgebra je tvorena komutujicimi operdtory, ty soucasné komutuji s Hamiltonanem.
Pokud Lieova algebra integralu pohybu je dostatecné velka, pak Cartanova podalgebra
spoleéné s Hamiltonianem muze definovat iplnou mnozinu pozorovatelnych, tj. ireduci-
bilni reprezentace jsou urcené energii a vahové vektory jsou vektory s presné uréenymi
hodnotami 1plné mnoziny pozorovatelnych tvorené Cartanovou podalgebrou a Hamil-
tonianem.

14.2 Izospin

Je experimentalné zjisténym faktem, ze proton a neutron se z hlediska silné jaderné inter-
akce chovaji v podstaté stejné. Proto W. Heisenberg pocatkem 30. let 20. stoleti zkusil zfor-
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mulovat teorii jadernych sil zalozenou na predpokladu, ze p a n jsou 2 stavy jediné ¢astice
zvané nukleon. Tj. predpokladal, ze existuje néjaky vnitini stupen volnosti nukleonu,
jemu odpovidajici Hilbertiv prostor muzeme chapat jako C?, se ztotoznénim [p) = (})
a |n) = (). Teorii jaderné interakce pak budujeme jako invariantni vuci jejich libo-
volnému miSeni zachovavajicimu normu, tj. grupé SU(2). Proto uvazujeme 2-rozmérnou
reprezentaci su(2) = s0(3), coz je dvojznacénd reprezentace grupy SO(3), tj. reprezen-
tace poloc¢iselného spinu. Tento spin je ve vnitinim Hilbertové prostoru nesouvisejicim s
prostorocasovymi vlastnostmi, momentem hybnosti apod. a rozliSuje mezi ruznymi nukle-
ony. Proto ho nazyvame izotopicky spin neboli isospin. Z teorie reprezentaci momentu
hybnosti vime, Ze na ## mdme dva komutujici operdtory I?%, I3, které v bazi (|p), |n))
pusobi

=3 (5+1) ) i) = 1),
P2y = % (% + 1) In), Ljn) = —%\m.

Vidime, ze elektricky naboj nukleonu lze vyjadrit vztahem

1

Q=13+ 5

Postupné byly objeveny dalsi silné interagujici ¢astice: antinukleony, piony aj. K popisu

této pozorované ruznorodosti bylo zavedeno baryonové cislo B, tj. poc¢et nukleonu, které se

dle vysledku experimentu zachovava pii vSech interakcich. Jednotlivé druhy ¢astic byly

zatazeny do vhodné vybranych reprezentaci isospinové algebry su(2) = so(3). Pionum

byla prifazena vektorova reprezentace s0(3), tj. [ = 1, m = —1,0,1, antinukleonim

reprezentace sdruzena k nukleonové spinové reprezentaci. Hodnota baryonového ¢isla je
dana zvolenou reprezentaci a pro elektricky naboj plati

1

Konkrétné mame pro
e nukleony B =1, o(I3) = {£3}, Q € {0,1},
e piony B =0, o(l3) ={-1,0,1}, Q € {—1,0,1},
e antinukleony: B = —1, o(3) = {£1}, Q € {0, -1}

Situace se dale zkomplikovala objevem kaontu, které se rozpadaji na tehdy jiz zndmé
castice, ale podstatné pomaleji, nez fyzikové ocekavali. To vedlo k poznéni, ze jsou dva
druhy jadernych interakci, nyni zvané silna a slabd, a ze se kaony rozpadaji pod vlivem
slabé interakce, nikoliv silné. Proto byla zavedena nova velicina zachovavajici se pfi silnych
jadernych interakcich, nazvand ze zfejmého duvodu podivnost. Elektricky naboj pak byl
vyjaddien Gell-Mann-Nishijimovym vzorcem

1
Q=1+ §Y, kde Y = S + B je tzv. hyperndboj. (14.1)

Tento vzorec vedl k pokusum najit popis silnych jadernych interakei, v némz by Is a Y
byly komutujici prvky jedné veétsi algebry integralu pohybu, nejlépe prosté kompaktni.
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Po nékolika netspésnych pokusech (ve smyslu déavajicich predpovédi v rozporu s tehdy
provadénymi experimenty) v roce 1964 nezavisle na sobé dva fyzikové, M. Gell-Mann a G.
Zweig, piisli s ekvivalentnimi teoriemi vyuzivajicimi algebru su(3) a myslenku nukleonu
slozenych z hypotetickych komponent, které byly pozdéji experimentdlné prokazany a v
souladu s Gell-Mannovym popisem nazvany kvarky:.

14.3 Reprezentace su(3)

Uvazujme bézi Lieovy algebry su(3)c = s((3,C) ve tvaru tzv. Gell-Mannovych matic

1 1
1 1
0 —2
010 000
I, =E,=E,=[00 0], U =Fp3=E;=[00 1],
000 000

V+ = [IJr? U+] =Ey3 = EaJrﬁv I = (I+>T7 U- = (U+)T7 Vo= (V+)T

s komuta¢nimi relacemi

[+, Vi] =0, (U, V4] =0, L3, Y] =0

I3, 1] = 14, 3, Us] = ZF%UJE, (I3, V] = j:%Vi,

Y, 1] =0, Y, Us] = Uy, Y, Vi) = £V4, (14.3)
[y, 1] =213, U, U]=~-Is+ gY, Vo, V] =1I+ gy.

Cartanova podalgebra je go = span{I3, Y}, se skalarnim sou¢inem na b danym
1 2
K(I3,Y)=0 K(I3,13) = c5 KY)Y)= c3 (14.4)

kde ¢ je néjaka pro dalsi ivahy nepodstatnd nenulova konstanta. Tj. bazické vektory I3
a Y jsou ortogondlni, ale nejsou normalizované na stejnou délku. Proto v kofenovych a
vahovych diagramech vynasime hodnoty odpovidajicich funkcionalu na kolmé osy, ale v
ruznych méritkach, jejichz pomeér \/73 odpovidd pomeéru norem vektoru I3 a Y vzhledem
ke Killingové formeé v (14.4). Kofenové a vdhové vektory zna¢ime hodnotami vlastnich

¢isel operdtoru I3 a Y v odpovidajici reprezentaci

A, ) : I3[ A, ) = AIX, 1), YA p) = pl A, p).
Korenovy diagram s uvedenim korenovych vektoru na misté jim odpovidajicich korenu
ma nasledujici tvar

Vi=a+8=31)

I+ == ‘1,0)

101



odpovidajici komutaénim relacim v (14.3) a jimi uré¢enym vlastnim hodnotam operdtoru
adr,, ady. Adjungovanou reprezentaci algebry su(3) vzhledem k jeji dimenzi obvykle
znacime 8.

Definujici vektorova reprezentace su(3) na C3, obvykle znacend 3, je soucasné funda-
mentalni reprezentace algebry su(3)c = sl(3). V Gell-Mannové kvarkovém modelu se v ni
transformuji ¢astice zvané kvarky

11 11 2

ju) = |§> §>7 |d) = |—§7§> ls) =10, —5)

majici baryonové ¢islo B = % Jeji vahovy diagram je

jak plyne z hodnot vlastnich ¢isel odpovidajicich spoletnym vlastnim vektorum matic I3
aY v (14.2).

Druhé fundamentdln{ (téz zvand antifundamentdln{) reprezentace 3 algebry su(3)c je
reprezentace sdruzena k vektorové reprezentaci 3 ve smyslu

pra—ol(v)  (W(X)0) ) = =6 (X)),  VXegueVpeV,

(Opaé¢né znaménko v definici je tfeba proto, abychom ziskali opét reprezentaci algebry g.)
Véhovy diagram 3 je dédn opacnymi hodnotami vlastnich ¢isel, tj. je z diagramu pro 3
ziskan inverzi vzhledem k poc¢atku souradnych os,

'Y

V této reprezentaci se transformuji ¢astice zvané antikvarky, znacené |u), |d), |s), majici
baryonové ¢islo B = —%.

V prirodé pozorované ¢astice maji celociselny elektricky ndboj. Proto experimentalné
detekované ¢astice hledame v reprezentacich, jimz odpovida celoc¢iselny naboj dle Gell-
Mann-Nishijimova vzorce (14.1).

Vézané stavy kvark-antikvark jsou popsany reprezentaci 3 ® 3, jejiz rozklad na iredu-
cibilni reprezentace je 8 ® 1:
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K~ =K*[us)=|-3,-1)

kde

o _ lum) = Jdd) ) -+ |dd) —21s3)
V2 o V6

- Span{n, _ |u@) + |dd) + |5) }

V3

Tyto ¢astice maji baryonové &fslo B = 3 — 1 = 0. To, ze 3 ® 3 v sobé mus{ obsahovat 8
plyne z nejvyssi vahy tenzorového soucinu 3 ® 3, singletovd reprezentace 1 tam pak mus{
byt z rozmérovych duvodu.

Reprezentace vedouci na vézané stavy trojice kvarku je 3 ® 3 ® 3, s hodnotou bary-
onového ¢isla B = % + % + % = 1. Jeji ireducibilni slozky zjistime néasledovné: nejvyssi
vaha odpovida totalné symetrizovanému tenzorovému soucinu 3 ®g 3 ®g 3, z poc¢tu kom-
binaci s opakovanim zjistujeme jeji dimenzi (g) = 10, jednorozmeérné vahové podprostory
pak doklddaji jeji ireducibilitu (nic nelze vynechat, aniz bychom narusili znamé vlastnosti
vahovych diagramu dle véty 13.5). Tj. méme reprezentaci 10. Dale v rozkladu musi byt
totalné antisymetrizovany tenzorovy soucin 3A3A3 = 1. Ze skladani vah, viz obrazek 14.1,
pak vidime, ze dopliikovy podprostor v 3 ® 3 ® 3 ma stejné vahy jako adjungovana repre-
zentace a ze kazdy vahovy podprostor ma dvojnasobnou dimenzi oproti odpovidajicimu
podprostoru v 8. Tudiz mame v rozkladu jesté dvé kopie adjungované reprezentace, tj.
33®3=1008c® 8@ 1. Jedna z 8 obsahuje proton a neutron,

n p

w

Y0 =A

— EO

[1]

ostatni obsahuji exoti¢téjsi castice. Pro uspéch kvarkového modelu je podstatna zejména
reprezentace 10, viz obrazek 14.1. V dobé, kdy Gell-Mann a Zweig vytvorili tuto teo-
rii, byly znamé vSechny castice s odpovidajicimi hodnotami naboju, s vyjimkou c¢éstice
oznacené v diagramu jako Q. Jeji pfedpovéd na zdkladé kvarkového modelu byla zahy
experimentalné potvrzena.

Dnes je tato teorie, zvand su(3) teorie vuni, jiz zastarald, protoze kvarku, resp. z nich
slozenych ¢éstic, je znamo vic. Soucasny, tzv. standardni model elementarnich castic,
je uspotradan jinak. Gell-Mannuv kvarkovy model zustava pouzitelnym pfiblizenim pii
experimentech s dostatecné nizkou energii, vylucujici vznik dalsich, jim nepopsanych,
kvark.
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Obrazek 14.1: Konstrukce vah reprezentace 3 ® 3 ® 3 a v ni obsazené ireducibilni repre-
zentace 3 ®g 3 ®g 3 =10
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Rejstrik

akce, 23
adjungovana, 35
efektivni, 23
linearni, 27
tranzitivni, 23
volna, 23

automorfismus, 37

Cartanova cela cisla, 63
Cartanova matice, 66
centrum, 34
Cliffordova algebra, 96
coset, 23

deformacni retrakt, 15
derivace, 35
vnéjsi, 37
vnitini, 37
diferencialni forma
biinvariantni, 83
levoinvariantni, 82
direktni soucet, 34
distribuce
k—rozmeérna, 21
integrabilni, 21
maximalni list, 22
Dynkinuv diagram, 67

endomorfismus, 37
exponencialni zobrazeni, 13
matic, 13

faktoralgebra, 33
foliace, 22
forma

invariantni, 41

homogenni prostor, 24
homomorfismus, 37
Lieovych grup, 12

idedl, 33

integralni podvarieta, 21

invariantni podprostor, 28

isospin, 100

izomorfismus, 37
Lieovych grup, 12

jednoduché souvislost, 15

Killingova forma, 41
korenovy diagram, 64
kotrenovy podprostor, 56
korenovy vektor, 56
koreny, 56

kladné, 64

prosté, 65

zaporné, 64
komplexifikace, 37
kompozicni fada, 46

Lieova algebra, 8
fesitelnd, 34
abelovska, 33
Lieovy grupy, 8
nerozlozitelna, 34
nilpotentni, 34
poloprosta, 33
prosta, 33
rozlozitelna, 34
specidlni linedrni, 73
specialni ortogonalni, 75
symplektickd, 74

invariantni vzhledem k automorfismum, Lieova grupa, 6

41

graf
pripustny, 69
grupa izotropie, 23

afinnich transformaci, 9
komplexni, 6

maticové, 6
ortogonalni, 10
pseudoortogonalni, 10
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pseudounitarni, 10
specialni ortogondlni, 10
specialni pseudoortogonalni, 10
specialni pseudounitarni, 10
specidlni unitarni, 10
symplekticka, 10
unitarni, 10
lokalné n—parametricka topologicka grupa,
6

nasobnost vahy, 88
nakryti, 29
nilradikél, 35
nulita, 54

operator
diagonalizovatelny, 43
nilpotentni, 43
poloprosty, 43

orbita, 23

ortogonalni doplnék, 42

podalgebra, 33

podgrupa
jednoparametricka, 12

podivnost, 100

radikal, 35
Killingovy formy, 51
realna forma, 37
kompaktni, 82
regularni vektor, 54
reprezentace, 27
uplné reducibilni, 28
adjungovana, 36
fundamentalni, 90
ireducibilni, 28
Lieovy algebry, 27
Lieovy grupy, 27
reducibilni, 28
sdruzena, 102
spinorova, 96
unitarni, 28
viceznacna, 31
vérna, 28
vektorova, 96

série
derivovana, 34
dolni centralni, 34

horni centralni, 34
Schurovo lemma, 28
strukturni konstanty, 8

tenzorovy soucin, 93
antisymetricky, 94
symetricky, 94

vaha, 86
dominantni, 88
fundamentalni, 90
nejvyssi, 88
vahova miizka, 87
vahovy diagram, 87
vahovy podprostor, 87
véta
1. Cartanovo kritérium, 51
2. Cartanovo kritérium, 51
Ado, 30
Cartanova o klasifikaci prostych algeber,
71
Chevalley, 22
Frobeniova, 22
Leviho, 35
Lieova, 48
o Jordanové rozkladu, 44
Weylova, 84
Weylova o kompaktnich Lieovych grupach,
82
Weylova-Chevalley normalni forma, 63
varieta
jednoduse souvisla, 29
vektor
ad-nilpotentni, 45
vektorova pole
levoinvariantni, 7
pravoinvariantni, 7
vlastni podprostory
zobecnéné, 54

Weylova grupa, 64

zobrazeni
antilinearni, 79
involutivni, 79
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