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KAPITOLA 4. ASYMPTOTIKA INTEGRALU LAPLACEOVA TYPU

7 definice funkei tanht a tant
eut 1 ezt . 6—1’3

tanht = P an R

plyne tanh ¢t = i tan(—it). Ze znamého rozvoje

t t*t+t3+2f5+o(t6) prot—0
a 37 15
dostavame
t ht—t~£+2—ts+o(t6) prot — 0
=TT T

Z Watsonova lemmatu potom mame

[(2) 10(4) 2 T(6)

o
7 — — _— - T =
Fiz) x? 3 =zt i 15 % +olg ™)
:%_%4_%.,.9(;5 ) pro r — +00.

Priklad. Nalezneme asymptoticky rozvoj funkce
+o0
F(z) = / e(1-e") gy pro x — +00.

Funkei F' lze pfepsat do tvaru

. oo ) ; , 00 e r=g(t)= 31
F(z) = / "1™ gt = /0 g RN [ t:gé 1n(:+1) } h
40 i
1 00 —xT
= —/ . dr.
3 0 T 1

F&) = % Y (~1)Ft prot — 0,

Protoze

-

Watsonovo lemma poskytuje

i Tk+1) " _
F(z) ~ 3 ;}(Uk oEktl kz:u(— ) TS| pro z — +00.

Priklad. Nalezneme asymptoticky rozvoj funkce
1
Blg= fe“wﬁt) dt pro & — +00.
0

Funkce A(t) := 2t> + 3t nabyva na intervalu [0, 1] maxima v bodé ¢ = 1, pfitemz h(1) =
5. Jedinym dominantnim bodem je tedy bod ¢ = 1. V néasledujicim postupu budeme
transformovat integral tak, abychom mohli pouzit Watsonovo lemma - tzn.
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4.2. WATSONOVO LEMMA

1. budeme posunovat funkei A v exponentu tak, aby hodnota maxima po transformaci
byla 0,

2. vhodnou substituci pfesuneme dominantnf{ bod do nuly,

3. dalsi substituci uvedeme integral do tvaru vyZadovaném ve Watsonové lemmatu.

Vypocet tedy probiha takto

1 1
0 0

5 /1 TL-2¢%)7 [ T?%ﬂﬁ-J i | B
=™ [ et = [t=15 = ze‘x/—mdt
dt=—rtt_ ) /49 — 8¢

0

Nyni uz miZeme rozvinout funkci f(t) = v okoli nuly

43 81
1 11 143 [-4 gk
)= — =~ = = 2 ) (—=1)F—t*
1e) Va8t T /1 8, 7%(%:)( T
49 =
a pouzit Watsonovo lemma:
. 1= /-1 8 k!l sx
F(z) = ?Z ( ;)(—l)kﬁﬂﬁ ¢~ pro z — +oo. &

Poznamka. Asymptotické rozvoje integrali ve tvaru vyzadovaném ve Watsonové lem-
matu lze Casto ziskat opakovanou integraci per-partes provadénou tak, abychom funkci I
derivovali a faktor e™*" integrovali. Takto obdrzime

o= froceas o] 1 e
+;/bf’ e~ dt.

0

—f(O——f

Je-li f dostatecné hladka, miZeme pokratovat v per-partes dale. Po n-nasobné integraci
per-partes dostaneme

- b

Fa)=3 [fw(t)-i{;E p / J0) (e dt =

k=1 0

1) o 1 n —zxt
—Zf(’“ 1’(0 Zf(k ﬁff( )(t)e2t dt. (4.2)
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KAPITOLA 4. ASYMPTOTIKA INTEGRALU LAPLACEOVA TYPU

Ma-li funkece f mocninny rozvoj tvaru
i3
Jit) = Z agt® + o(t™) prot — 0,
k=0

pak plati a; = £ (k)(U), a tedy prvni suma na pravé strané (4.2) pfechézi na tvar

k!
" R (k—1)!
Zf(k 1)(0); ey Z()‘,k_l gjk .
k=1

k=1

Vzhledem k tomu, 7e b > 0, ¢leny 2. sumy na pravé strané (4.2) klesaji k nule rychleji nez
libovolnad mocnina z, a tedy

i —zb
Zf(k_l)(b)elT = of#~>) pro r — +00.
k=1

Velmi ¢asto lze ukazat, 7e integral ve 3. ¢lenu na pravé strané rovnice (4.2) jde k nule pro
x — +o00. To nastane napfiklad, pokud

e beRa feC(0,b]), nebo
e b=+o00, f€C([0,8]) a f(t) = O(e”) pro t — +0c a néjaké o € R.

Potom plati, ze
b
1 (n.) —xt 1
= } e Pl =g — pro x — 400,
ITL :Eﬂ
0

a tedy (4.2) prechazi do tvaru

e b1 1
Fo =Y o ro(2) por— o
k=1 ’

x

ktery piesné odpovida rozvoji (4.1) z Watsonova lemmatu.

4.3 Laplaceova véta

V mnoha aplikacich neni potieba uréovat cely asymptoticky rozvoj integrali Laplaceova
typu, ale postacuje vySetfit vedouci ¢len. I pro tuto tlohu je moZno pouzit Watsonovo
lemma, nicméng, jak bylo vidét v pfedchozich prikladech, ¢asto je pro jeho aplikaci nutno
pievadét integral do poZadovaného tvaru, coZ mize byt pracné. Naproti tomu Laplaceova
véta umoziuje uréit vedouci ¢len integrali Laplaceova typu v obecném tvaru.

Definice 8. Laplaceovskij bod d € R je izolovany dominantni bod F(z), v némZ maji
funkce f i g mocninné chovéni, tj. existuji A # 0, B, A, u > 0 takové Ze

4.3. LAPLACEOVA VETA

e je-lid € R, pak
)~ Alt—d* g(t) ~ Bt — dJ* pro t — d,

o je-li d = oo, pak

f(t)’“!?{:i_; g(t)wlt;i: pro t — d.

Véta 39 (Laplaceova). Bud f € £9 (a,b) a necht a je jediny laplaceovsky bod. Polozme

b
F(z) := / f(t)e=29® g¢.

Potom

ar (2)

F(CC) ~ X

u(Bz)x

Diikaz. Bez jmy na obecnosti polozme A = 1 (jinak zavedeme substituci f — ﬁlr-)
a=0,b>0,B =1 (jinak zavedeme substituci 7 = B(t — a) pro b > a, resp. 7 = B(a—t

l ' )
pro b < a). ProtoZe a = 0 je laplaceovsky bod, existuje ¢ € (0,b) tak, Ze pro t € (0,¢)
plati '

pro x — +oo. (4.3)

y

O<IfOI<AT A g2 e (4.4)
Dale
¢ b
Flz) = / f(t)e™9®) dt + / F(t)e™9 gt
0 ¢

o(x
Véta 35

T
. . ES
Vynasobenim z» dostaneme

A a [ .
zr F(z) = I*A‘/ F)e™™ W dt + o(z=>) = [:m % ] _
0

e
dit=drz ¥

=
T t B
zx”mﬂ f(;m)€”@“)ﬁ+dmwy

V integralu ted provedeme limitni pfechod pro z — +oc. Vyuzijeme toho, Ze plati

lim M det o et g (%) P | £72¢
aboo (b7 B G S RE =
(ZL‘]/“) T—~+00 (31/“)

Pokud Ize tedy provadét limitu pro x — +o00 za znamenim integralu, pak

% +oo T=i"i"
lim x»F(z) =/ Al gp =¥ =
e 0 dt:ﬁ'r E ol

too #ga F(é)
=/ et =l/tﬁ—1e"‘dt= A,
0

I
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KAPITOLA 4. ASYMPTOTIKA INTEGRALU LAPLACEOVA TYPU

Zbyva ovéfit korektnost zimény limity a integralu. Pro t € [O,ca:i] lezi hodnoty vyrazu
L v intervalu [0, c]. Integrand je tedy mo#no odhadnout s vyuzitim (4.4)

0
/\;1 ——t— —.rg( J/;) = (i) B s )‘;1 _mé( tr)"' =
z# f (%) € <2 o Ireé v

= QtAule_%tu.
Pritom plati
+00 rzﬁ A e
2 27+1 A
fztf‘-le—%r“dt: —end | =2 /trle—‘dt:
. dt:%(QT)‘l‘_ld’r a 0

241
A
= i r (—) eR,
H H

takze funkce 2t* e je integrabilni majorantou a z Lebesgueovy véty plyne, Ze zaména
limity a integralu byla opravnéna. (]

—Lgu
2t

Poznamka (Jak se pfislo na vzorec (4.3)?). Laplaceova véta iika, Ze za uvedenych pfed-
pokladii mizeme pfi vySetfovani asymptotiky integralu
~ft-all
b i
Fliy= / ft)y e* 9®) q pro x — 400
a ‘V':
~[t—ajr=t

nahradit funkce f a ¢ pFisluSnymi vedoucimi ¢leny jejich asymptotickych rozvoji pro
t — a+ a pritom plati

b
F(z) ~ A/ (t—a) e ™89 gt  prox — 400

Integral na pravé strané je vSak pro z — +oc asymptoticky ekvivalentni funkeci dané
vzorcem (4.3). Pokud tomu nevéfite, projdéte si znovu diikaz Laplaceovy véty.

Priklad. Nalezneme vedouci ¢len asymptotického rozvoje funkce
2
Fln) = /e'm(z‘ﬂ‘” dt pro r — +00.
0
Funkce h(t) = —(2v/t — t) nabyva maxima v bodé ¢ = 0, pficem? h(0) = 0. Bod nula
(dolni mez integralu) je tedy jedinym dominantnim bodem funkce h, a proto miZeme

ihned aplikovat Laplaceovu vétu. Protoze f(t) = 1, g(t) = 2v/t —t, dostaneme A =1,A =
1.8 =2 s %, a tedy
I'(2)

e
F(z) ~ T20)? =5 pro & — +o00.
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Priklad. Nalezneme vedouci ¢len asymptotického rozvoje funkce

2
Plx) = /ez(zt‘m dt pro r — +00.
0

Funkee h(t) = 2t —t* nabyva maxima v bodé ¢ = 1, pficemz h(1) = 1. Nejprve pievedeme
alohou na normalizovany tvar

2 2. 1 1
F(zr) = /em(Zt_tz) dti= Ew/ex(ﬁ_%”)dt =e® / e~ df = QeI]en? di.
J J J 0

Vsimnéte si, Ze dominantni bod lezici uvnitf integra¢niho oboru dava dvojnasobny pris-
pevek ve srovnani s dominantnimi body lezicimi na okraji (jeden zleva, druhy zprava).
Nyni jiz lze pouzit Laplaceovu vétu.

S
T —zt? =1, A= F(l ™
Flz) = 26”/8 il = [gzij ;\L;%] ~ —?)em = .\/ge‘” pro r — +oc.

T2
0

Uloha. Naleznéte vedouci ¢len asymptotického rozvoje funkce

3
2
| R
Flz) = / e gH8=38) gy pro r — +00.
t
) Vi

Uloha. Vypoététe limitu

10
[ e=tanbt gretant dt

lim
r——+00

:
2
[ e~=tant aresin t dt
0

o p—

Priklad. VySetiime asymptotické chovani funkce

+0o0
Flz) = / B oy pro & — +oo. (4.5)
0

Funkee F' nespliiuje zakladni pozadavky kladené na integraly Laplaceova typu (v rovnici
(4.5) je f(t) = e‘tz,h(t) = t, a tedy supess ) h = 400). Mizeme viak vySetiovat
funkci h(z,t) = xt — t? a zjistime, e nabyva maxima pro ¢ = . Poloha extrému tedy
zavisi na zvoleném z. Budeme hledat takovou substituci, po které uz poloha maxima
funkce v exponentu nebude zéviset na z. Takovou substituci je napf. ¢ = 7z, pro niz platf,

Ze v bodé maxima t =\z je 7 = % nezavisle na z. Abychom posunuli extrém do nuly,

zavedeme substituci ¢ = (7 + 3)x (v obecné&jsim pripadé, kdy extrém nastava pro ¢ = az?,
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KAPITOLA 4. ASYMPTOTIKA INTEGRALU LAPLACEOVA TYPU

bychom mohli pouzit substituci ¢ = (7 + a)z*). Zavedeme-li tedy substituci ¢ = (7 + )z,

dostaneme
+o0

Flz) =2 [ E e

1

2

Abychom dostali integral Laplaceova typu, budeme vySetfovat

+oo +00
F(yz) =z / e~ =il dr ~ 2\/zed / e dr ~
21 0
[A:l,A:]] WT EP(%) . z ;
9 B ea] ™ ret—r— = ﬁe4 pro x — +00.

AVE
Odtud jiz snadno plyne, Ze
22
F(x) ~ Jrel3) pro  — +oo.

Priklad (Asymptotické chovani funkce I'(z + 1) pro z — +00). VySetiime asymptotické
chovéani funkce

s

-0Q

Flz)=T(z+1)= | tYe*dt pro T — +00.

SR

Pii vySetfovani se stati omezit na x > (. Funkci F(z) lze pfepsat do tvaru
+oo
F(z) = / a1 (4.6)
0
z néhoz je vidét, Zze opét nejsou splnény zakladni pfedpoklady potiebné k vysetfovani

asymptotiky integralii Laplaceova typu (v rovnici(4.6) je f(t) = e, h(t) = Int, a tedy
SUPESS(g_y o) b = +00). Miizeme v8ak vySetfit funkei

hiz,t) =xInt —¢

a zjistime, Ze pro libovolné pevné x nabyva funkce h(xz,t) maxima pro ¢t = z, pfiem7
h(z,z) = zlnz — z. Poloha extrému tedy zavisi na zvoleném z. Zavedeme tedy substituci
t = (7 + 1)z (viz pfedchozi ptiklad). Po této substituci dostavame

+o0 +oo
F(QL‘) — / e:clnt—t dt = [t;é;:;’)_m:' = f ea:]n('r+1)+a:ln3:7(‘r+l);c dr =
0 ~18
+00 +0o
— xez(ln:r;—l) / emin{f-}—l)-'rm L (E)x / eAm(q-Lln('H-l)) dr
€ .
=1 -1

4.3. LAPLACEOVA VETA

Fun.kc‘e g(t) = — In(t + 1) nabyva svého minima v bodé 7 = 0, piicemz g(0) = 0.
qed111yr31 Eiom}nantmm bodem je tedy nula. Vzhledemrk tomu, Ze nula je vnitfnim bodem
integracniho intervalu [~1,+o00) a In(1 + 7) =(a—\tfl + oft?) prOG}% 0, dostavame z
Laplaceovy véty ’ B

+o00

F(z) ~ 2z (E)T/e'%z dr ~ 2z (g)r - (%) = J%r_z(g)x pro r — +o00.

0

Timto jsme dospéli ke spojité verzi Stirlingovy formule

[(z+1) ~ vV2rz (g)m pro r — +00.

Uloha. Vygetfete asymptotické chovani posloupnosti (a,) zadané pfedpisem

“ n £
an = Z k! (k) (E) pro n — +oo.
k=0

Né:vosl: ]?osazenim za k! =T(k+1) = Jo t*e tdt a pouzitim binomické véty prevedite
vysetfovani asymptotiky posloupnosti (an) na vySettovani asymptotiky integrald Lapla-
ceova typu.
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