POZNAMKY Z ASY

Definice 1 (Landauova symbolika). (1) f(z) =o(g9(z)) pro z —a (f je silng

majorizovéana funkei g), pravé kdyz
(a) ae (DyNM)', Dy (C) D,

(b) (Ve > 0)(TU(a))(Vz € U))(|f ()| < g(=)])-
(2) f(z) ~ g(z) pro —ra (ekvivalence), pravé kdyz
(2) Dy =D,
(b) f(z) —g(z) = o(g()).
(3) f(z) = O(g())
(a) pro z € M (globalng), pravé kdyz (IK)(Vxz € M)(|f(z)| < K |g(x)|),
(b) pro = — a (lokdlng), pravé kdyz (IK)(3U,) (Ve € UL (f ()] <

Klg(x )I)

Pozndmka. Relace ~ je reflexivni, symetricka a tranzitivni:

(1) Reflexivita je jasna.

(2) Symetrie: Necht f(z)—g(z) = o(g(z)). Potom |g(z)| = |g(z) — f(z) + f(z)| <
3 9@+ |f(@)] = |g(z)| < 2|f(z)] = g(z) = O(f(2)). Z toho plyne
f(x) —g(x) = o(f(2)).

(3) Tranzitivita: |f(z) — h(z)| = [f(z) — g(2) + 9(z) — h(z)| < |f(z) — g(2)| +
lg(z) — h(z)| < elg(z)| + € |h(z)|. Protoze g(x) ~ h(z), je g(z) = O(h(z))
a proto f(z) ~ h(x).

Véta 1. Je-li f tifdy ("D, qp = f(’:!(o) resp. f(z) =3 pe, arz®, |z| < R, potom

m
= Zakmk + o(z™)
k=0

pro kazdé m < n.
Dikaz. Zbytek v Taylorové rozvoji mé tvar

_ )
(@) = T ©
a diky spojitosti f("t1) je

ra(z) _ [OD(E,)
xn (n+1)!

z— 0. O

Vé&ta 2 (diskrétni 'Hospitalovo pravidlo). je-li (b,) ryze monotonni, pak
Gn __ QGnt1 — G
by~ bpy1— by
pokud
(1) lima, =0 = limb, nebo
(2) lim|b,| = +o0.
Dikaz. (1) Necht b, J. 0,
ntl — Gn

lim .
A> lmbn+1—b
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Pak existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng je
a —a
n+1 n )\,
bn+1 - bn

Ant1— An > Mbpt1 —bn) = ant1 — Abpg1 > an — Aby, = (an — Abp) 1
0= a,— N, <0 = ‘,;—:<,\ =

fim 2 < Tim ool = 9n
n bn—i—l - bn
(2) Necht
. Qpy1 —anp
A< lim —————

- bn+1 - bn ’
Q41 — Gp > Abpp1 — Abp, @pyp1 — Abpg1 > ap — Ab,. Z monotonie plyne
existence L takového, ze pro kazdé n > ng je a, — Ab, > L a tedy

WLy S ™ O

Véta 3 (Cauchy, Maclaurin). Bud 0 < f | na [1,+00), F = [ f na [1,+00),
pn=f()+---+f(n) = F(n+1), g = f(1) +---+ f(n) — F(n). Pak

(1) pa 1, @n {4, Pr < gn pro kazdé n, 0 < (g, — pn) = f(+00).
(2) Je-li navic F(+00) =0, S = Y22, f(k), sn = > p_; f(k), potom existuje
Up, 0 < |up| < 1 tak, Ze

F(n)+ F(n+1) F(n+1)—F(n)
2 + vp .
Diikaz. (1) Z véty o stfedni hodnoté plyne
Pn—pn-1=f(n) - F(n+1)+ F(n) = f(n) — f(n+ &) >0,
I —nt1 = —fn+1) = F(n)+ F(n+1) = f(n+&) — f(n+1) >0,
takze p, 1, ¢, J. Déle
Gn —pn=—F(n) + F(n+1) = f(n+£&) = f(+00).

(2) prn = s+ qn, 5 € (Pn, qn), takZe s miZeme zapsat jako

S =s,—

— —-F 1)—-F F 1)-F
s=lntn y ) In"Pn oy (nt1) (n)+vn (1) -Fn) g
2 2 2 2
Dusledek. (1) Posloupnosti (pr), (gn) konverguji a maji spole¢nou limitu, po-
kud f(+o0) = 0.

(2) Integrélni kritérium:

Z f(n) konverguje <= F(+0) € R.
n=1

Definice 2. Bud f(z,-) € L(a,b) pro kazdé z € M. Rekneme, 7e fabf(a:,t) dt
konverguje stejnomérné na M pii f — b—, plati-li

B b
/ fa,fdt = / f(zt)dt,
TEM
tj.

b
(Ve > 0)(3B. < )(VB € (e b)) (V2 € M) / flat)di| <
B
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Véta 4 (BC pro stejnomérnou konvergenci). Bud f(z,-) € L(a,b) prokazdé z € M.
Potom
b

/f(a:,t) dt =,
reM
praveé kdyz
"
(Ve > 0)(3B < b)(V', 8" € (B,b))(Vz € M) /f(afat) dt| <e
5

Vé&ta 5 (Abel a Dirichlet pro zobecnény Lebesguetv integrél). Necht f je mono-
tonni a omezend na (a,b), g € L(a, b—). Jestlize

(1) (Abel) g € L(a,b) nebo
(2) (Dirichlet) 8 — ffg je omezend na (a,b), f(b—) =0,

pak fab fg konverguje.

Drikaz. 7 2. véty o stfedni hodnoté a BC

B 13 8"
/ fg)dt| = |7(8) / o) dt + F(8") / g(t)dt| <e. O
B’ B’ 3

Lemma 1. Necht fr(z) = f(z) pron — o0 a (Yn)(3limy_yz0.cem) fr(z) =dp €
TeEM

C. Potom existuje limd, = d € C alimgy_z; zenm f(x) = d.

Véta 6 (Slaba varianta Abelova kritéria pro stejnomérnou konvergenci). Bud

a necht plati

W) feL@y,
(2) (A0M)EK)(Vz € UM Y(s.v. t € (a,5)) (9(x, )| < K),
(3) g(z,-) je monotonni na jistém (c, b).

Pak F(z) konverguje v horni mezi stejnomérné.

Diikaz. PouZijeme opét BC a 2. vétu o stfedni hodnoté:

B’ 3 B
/fwm%ndtsm&¢m|/fwdt+wwﬁw|/fmdt<a 0
B’ 5! 3

Pozndmka (Abel a Dirichlet pro komplexni fady). Necht Y77, |bn — bn1| konver-
guje a

(1) (Abel) > ay konverguje nebo
(2) (Dirichlet) > ar mé omezené ¢asteéné soulty a b, — 0.

Pak " anb, konverguje.
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Diikaz
q q q q+1
D anbu| = > (4 ba| = |2 Anbn =D Anbuya| =
P p p p+1

1
=) An(bn = bng1) + Agby — Ap_1by| <
p
q—
Zb = bnga| + [(Ag = Ap)[ [bg| + [bg = bp| [Ap—1]. T

p

Véta 7 (o limitnim pfechodu v zobecnéném Lebesguové integralu). Bud

=/bf(a:,t)dt

2o € M', necht existuje U , tak, Ze plati

(1) hmw_mo,,ceM f(a:,t) = (t) pro s.v. t € (a,b), R
(2) existuje g € L(a,b), |f(z,t)| < g(t) pro s.v. t € (a,b), Vx € U(J‘;IO),

(3) F(z) konverguje stejnomérné v horni mezi na ﬁ%o)'
Pak
(1) ¢ € L(a,b)",
(2)
b
Jim F(z)= /cp(t) dt.
zeEM 2

Dikaz. Zvolme b, — b libovolné, ozna¢me

= 7f(m,t)dt

Podle pfedpokladu 3. je F,(z) = F(z). Podle 2. je pro s.v. t € (a,b,) |f(z,t)| <
g(t) € L(a.b,) a z Lebesguovy véty plyne existence

mli}rrxlo F.(z)=c, = /go(t) dt.
zEM

Z lemmatu 1 plyne konvergence c¢,, — ¢ a tedy
b

e= [oat

a

pfi¢em? c nezavisi na volbé b, (dikaz smichdnim dvou posloupnosti). a

Definice 3. (1) Posloupnost (¢n)n>, funkci je asymptoticka pf¥i z — o,
pravé kdyz pro kazdé n > q ¢, (z) = o(pn—1(x)) pii = — %o
(2) Jestlize (vp) je asymptotickd a

ZakSOk +o0 9071( ))

pii z ? zo (pro jista ak), fikdme, Ze f ma asymptoticky rozvoj do

n-tého ¢lenu dle (py,).
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(3) Je-li () nekoneénd a plati-li 2. pro kazdé n, pak f mé asymptoticky rozvoj
dle (¢n), znagime
= Z AnPn.
n=1

Véta 8 (Jednozna¢nost a Mackieova véta). (1) (jednoznaénost) Necht (¢, )N
je asymptotickd posloupnost:

f(@) =" arpr() + o(pn (),

zg € M}, M,, = {z|p,(z) # 0}. Potom pro kazdé n < N existuji kone¢né

limity
-1
T ¥n(x)
(2) (Mackieova véta) Necht (¢,) jsou nenulové na jistém ﬁ(wo) a necht pro
kazdé n = 1,2,... existuji kone¢né nenulové limity
n—1
i 1@ = 2 awpr(@) _
im = ay,.
T—T0 Son(,Z')

Potom (¢,,) tvoFi asymptotickou posloupnost a

FrY ek

k>1

Diikaz. (1) Z pfedpokladu plyne

f@) = (@ | olpn(x))
@~ =% e

Pn T on(T)

1 n—1
= on(@) lf(m) - kZ::l arpr ()

Z toho plyne, Ze limita pravé strany existuje a je rovna a,.
(2) Necht plati

+ o(1).

an

1 n—1
on(@) lf(m) - kZ::l akwk(fﬂ)] = an +o(1).

Potom .
F@) =" arpr() = o(1)gn(x) = o(pn(x))
k=1

pro kazdé n. Je to tedy asymptoticky rozvoj, pokud ¢, je asymptotickd
posloupnost. Jesté zbyva dokdzat ¢n(x) = o(pn—1(z)) pro x — xy. Vime,
ze
n n
f@) =D arpi(@) + o(pn(®)) =D arpr(@) + ans19n11(x) + 0(pnia(z))
k=1 " k=1
g9(z)
o(pn(2)) = any19n41(2) + 0(Pn41(2)) = Oni1(@)[ants + o(1)]
————

en+1(z)o(1)
Chceme dokazat, ze (Ve > 0)(IW (5))(|ont1(z)| < € lpn(x)], Yz € Wiy)).
Vime, ze

(=) e € Uay) (I9(o)] < 22222 o))
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Déle, protoze
zli{go[an—i-l +0(1)] = ant1 #0,
existuje V,,) tak, Ze
|an+1|
2
Polozime-li W, := Uy, NV, pro kazdé z € W, plati

lg(z)]  ele=ttlip (@)

[amgs o) Tl

|an i1 +o(1)] >

|n1 (@) = =¢lpn(z)]. O

Pozndmka. Vlastnosti o, O:

(1) 01(9( )) +02(9()) = o(g(x));

(2) O1(9(2) + Oa(g(x)) = O(g(2));

(3) o1(g(x)) + O2(g(=)) = O(g(x

(4) 01(9(2))02(9(z)) = o(g(x)). ~

(5) Necht f(z) = (0|0)(g9(z)), = — @0 . Je-li h(z) # 0 na jistém Ué‘;’o), potom
h(z) f(z) = (o|O )(hgfﬂg)(

(6) Necht f(z) = (o|O)(g(=

9(z)).

), h(t) —> Zo, pro t 6) to. Potom
f(h(?)) = (0|O)(g(h(t))),

je-li h(t) #0prot € U(to).

Véta 9 (operace s asymptotickymi rozvoji). (1) Budte f(z) = > p_; arpr(z)+
o(pn(@)), 9(x) = 24— brpr() + o(pa(2)), potom

n

M (@) + pg(x) = D~ (Aak + ubi)er (@) + o(pn(2)).

k=1
(2) Budte f(z) = Y p_, arz® + o(z™), g(z) = > p_, bez® + o(z™), potom

n
= Z ezt + o(x
k=0

kde Cp = Z?ZO ajbk,j, tedy
f(@)g9(@)<p = fr(@)gn(@)]<p

tj. asymptoticky rozvoj sou¢inu do n-tého fadu dostaneme vynasobenim
asymptotickych rozvoji do n-tého fddu a vyhozenim ¢lenti vyssitho fadu
nez n.

(3) Necht f(z) = > p_oarz®, z = 0+, g(t) = > 4, bet®, t — 04,30 : b # 0.
Pak

~ demk = fn(gn(t))|§n
k=0

Diikaz. Po dosazeni a vyhozeni mocnin vy$8ich neZ ¢t" a ¢lent s o(t") do-
staneme

) = Zn: ax (i bit! + o(t")> +o(g Z dit® + o(g™(t)).
k=0 =1

Polozme m = min{k|by # 0}. Potom (¢t — 0).

t) — ¢mn (i bntk—m)
k=m

—bm
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ProtoZe by = 0, je g™ (t) = o(t™). O
(4) Necht f(a) ~ Yp_g axa®, g(a) ~ Y bya*, pak
f(@) - k
L erx”,
9(z) ,;,
kde ej dostaneme formalnim délenim.

Drikaz. Staci pfedpokladat by = 1:
1 1 _ 1—nh(x)" 4 h(z)™
g(z) 1—h(z) 1—h(x) 1-h(z)

:ih( Famtlog Zekx +o(x

k=0 Y
o(z™)
pfidemz h(z) = — Y p_, bezk + o(z™). O

Lemma 2. Bud f holomorfni, f'(0) # 0, f(0) = 0. Ozna¢me f(z) = t. Pak o(z")
a o(t™) jsou zaménitelné, tzn.

h(z) = o(z") <= h(t) = h(f'(t)) = o(t").

Diikaz. Protoze f je holomorfni, je spojité. Jelikoz f'(0) # 0, je f na néjakém okoli
0 prostd a z teorie holomorfnich funkci plyne, Ze na tomto okoli je to oteviené
zobrazeni, tj. zobrazuje okoli na okoli a soucasné f~! je holomorfni. Necht plati
h(z) = o(2"). Zvolme ¢ > 0. Potom existuje okoli Ug): |h(2)| < €]2"|, zvolime ho
dostatecne malé, aby bylo f(U)) taky okoli 0. Potom pro kazdé t € f(Ug)) plati
A1 0)] < < (@) Jelkor 1-1(0) = 0, o f-1(5) = O(). 7 toho plyne
jeden smér implikace. Druhy se dokéze stejné. O

Véta 10 (o neadekvatnosti okoli v asymptotice holomorfnich funkci). Bud f holo-
morfni na U = {2]0 < |2| < o} resp. {z|o < |2| < 400}, 0 > 0 a necht

Z) R~ Z an2"
n>q
resp.
a
f)= ) —

n>q

zn
pro z — 0 resp. z — oco. Pak misto = plati =

Diikaz. Necht f je holomorfni v oco. Z Laurentovy véty plyne

zn
n=—oo
pro |z| > o, pfitemz
% f P ldz
|z =r>p
7 piedpokladu plyne f(2) = 0(z79), takze pro n < ¢ plati
e 1
\ZI—T>Q | |=r>e
L 2w L
<omr——— < 2 0.
rq—n+l r

7 véty 1 a véty o jednoznacnosti plyne tvrzeni véty. O
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Véta 11. Je-li (an)n>o libovolnd posloupnost v C, pak existuje funkce f(z) takova,
ze
a
HOEDIE
n>0
tj. kazdou asymptotickou fadu lze seéist.
Diikaz. Definujme
n = max{n||ao| + --- + |an| +n < |2z|}.

n, je neklesajici funkei |z|, n, — 400 pfi z = co. Polozme
Nz
an

@)=Y o

n=1

Pro |z| > 7y = |ao| + - - - + |ant2| Plati n, > n+ 2 a tedy

n L Nz
ag . ag |an+1| 1
HORD DS AR BE B PR +|z|T+12|ak|S
k=0 n+1 n+2
langa| 2zl _ Janpa+1 _ 1
< |zn+1| + |z|n+2 - |z|n+1 =0 antl | ° U
Lemma 3. JestliZe f' je monotonni na (a,+00), pak
, Sif(tgii(w) t>z>a
F@9s IOJ@ 5> t>a
= -z
Drikaz. Plyne z véty o prirtstku funkce. O

Véta 12. Je-li f diferencovatelnd na (a, +00), a > 0 a f' je monotonni tamtéz, pak
z f(z) & 2, 2 — 400 plyne f'(z) % Az* 1 2 — 400. Specielnd je-li f(x) ~ konst.,

je f'(@) =o(3)-

Diikaz. Bud f(z) ~ 2}, x = 400, napi. f 1, lim (ostatni ptipady analogicky). V
predchozim lemmatu poloZzime t = cz, ¢ > 1:

= (e—=Dz
Po vynésobeni ——r

f'(=

pA-1

<
—c—1

—
/N
s
~~
o}
5
SN—r
>
~
~
8
SN—r
N~~~

~—

>
8

>

(cx

Potom
fll@) -1

< .
—c—1

lim
T —+00 ,CL'A_I

Limitnim pfechodem ¢ — 1+ dostdvame

Disledek. Necht

pro z — 0 a f" je monotonni. Potom

fl(z) =~ Z(n + Dapp12™.

n>0
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Véta 13. Necht
f(z) ~ Z anz”, f'(z)= Z bpa™

n>0 n>0
pro z — 0. Potom b, = (n + 1)an41-

Dikaz. Oznaéme

gr(z) = f'(z) — (bo + biz + - - + bpz™) = o(z").
Podle véty o pfirtstku funkce je
9n(@) — gn(0) = 24, (%) = z0(2") = o(z
kde Z € (0,x). Z toho plyne
bn
f(w)~f(0)+§)n+1

"

Tvrzeni této véty pak plyne z véty o jednoznacnosti. O
Véta 14. Necht f je holomorfni v sektoru S v 0 nebo oo, f(z) =~ z*, z = 0, cc.
o s

Potom f'(z) & AzAL 2 - 0,00, kde S; € S libovolné zvoleny.
1

Diikaz. Dikaz provedeme pro O a co. Necht f ~ z*, potom

k! [ 17 ()l Ll[*(1+sinl6)* = an
10| = |5 f g e <K Fsints =M s s
K.

takze f(*)(2) = O(22F). O
Vé&ta 15. Budte f, g méfitelné na (a,b), g > 0, f(x) & g9(z), z — b—.
(1) Necht g € L(a,b), potom

(2) Necht f:g(t) dt = +o0. Pak

] ft)dt & / g(t) dt.

Drikaz. (1) Zvolme e > 0, potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze pro kazdé t € (c,b)
je |f(t)] < e|g(t)|- Integract f: obdrZime
b

[ s/b|f|dt55/bg.

T

(2) Necht z > ¢. Pak

e el el foes o

ERE
([ ) e
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Dusledek. Je-li f mefitelnd pro z > a > 0,

429
f(z) = on
n>0
pii £ = +o00. Potom
+oo
ar An+1
/ (f(t)—ao— t ) d Z nxm"
T n>1
Diikaz. Z predpokladu
(0 -a0— =) = 0(t™) € L(a, +o0)

Podle predchozi véty je
+oo

/(f(t)—ao—— dt /Z—dt-i— ™. O

T

Vé&ta 16 (asymptotika posloupnosti). Bud a, > 0. Jestlize

(479 =/\<1+H+%)7
n n«

Gn+1
kde p € R, A > 0, a > 1, pak existuje A > 0 takové, Ze
A
U~ o

Dikaz. Nejprve uvazujme A = 1. Potom existuje k tak, ze pro kazdé n > k je
=L+ On(i) | < i. Potom (za poutiti In(1+z) = z — ””2—2(,0(:1:), kde lim,_,¢ ¢(x) =

1) mame

n—1
Inay —lna, = Zln 1+¢5) =
P A
n—1 n—1
1 O(1
=u z‘;—lnn —I—lnn”—}-. %,
Jj=k j=k

pfifemz 8 = min{2,a}. Proto prvni a tfeti s¢itanec maji pro n — oo kone¢nou
limitu — ozna¢me ji —B. Odtud lim(a,n*) = are? =: A. Piipad A # 1 dostaneme
aplikaci predchoziho postupu na posloupnost b, = a, A\". a

Véta 17 (asymptotika souctit). Jestlize x,, > 0, k pevné
_ a2 as ag —k
xn—m_}_ﬁ_}_"i_m_}_o(n )7

n — oo a oznacime-li
o0

S = Z Tn,
n=1

pak existuji ¢isla by,...,bk_1,

pro ktera plati

"L b b br—
—EmJ = El+ n—22+---+ n:i + o(n=Fth).
—
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Dikaz. Pouzijeme indukci a diskrétni I’Hospitalovo pravidlo:

. Ty —T
by = lim m“n:T":?i"ﬁl:n%n%az.
nee n n T ntl
Bud p < k — 1 a necht tvrzeni plati pro 1,...,p — 1. Potom
1
b = i P b1 bp,l Z ((n - F) b
p_ni}n;on Tn = E _____ np—l - 1 _ 1 :
(n—1)P npP

Vyraz (ni—w), rozvineme do Taylorovy fady v bodu 0 do ¢lenu n~P~! a dosadime

x := —1. Zbytek je pak O(n~P~2), takZe jej nemusime psat, protoze po vynésobeni
nPT! to jde k 0. Po odedteni # a posunuti indexu dostaneme

Pt ”Zlb ’il (+1)...G-1 1
(G- ni
=1 Jj=l+1

Déle plati

[

A ted ...trocha Sachovani se sumami:

p+1 p—1  ptl 1\ 1
ey (D)) )=

=1 j=l+1
_ nPtt . _p+1imm{azljp 1} -1 )\
T op T L 1-1)" |~
j=2 =1
P+ 132 (j—l) Pt 1 2 p
S G o )= (2=
p j:2nfl:1 -1 p np = -1
—————
Cp
nptl P 1 LN ¢
Sl R SR URE S B (i I BT
=2 =2 =1
(s S ), 5 ) e
p S L R = I-1 =2 1=1 p

1 pl P
= — | Gpy1 — ( )bl> . O
p < =1 i-1

Véta 18 (o hrubém leadingu). Budte f, h mé&fitelné funkce na (a, b),
S =supessh < 400,
(a,b)
b
F(z) := / F(@)e™™® dt.
Necht existuje zg € R takové, ze bud
(1) fe®h € L(a,b) nebo
(2) fe*" € L(a,b)* a h je monotonni na jistém (c, b).
Potom

(1) e~5*F(x) konverguje stejnomérné pii z — 400 a
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(2) limg 00 e %% F(x f fs, kde
fo(d) = {f(t) h(t) = S,

0 jinde.
Diikaz.
,SwF /f w(h(t) S) dt_efzos/f woh(t) e(w 20)(h(t)—S) it
~—————
|| €1 (+ mon.)

@ [ konverguje
Z Abelova kritéria potom plyne stejnomérnd konvergence pro £ — +00. Po zdméné
limity a integralu dostaneme bod 2. O
Véta 19 (Erdélyiovo lemma). Budte
(1) fi € L;2(a,b;), i = 1,2 pro jisté xo,
(2) (VC € (a,b1)) Gre > 0)(9(t) > 7e sv. £ € (e, b)),
)

(3) f220, fi(t) = o(f2(?)), t = O+,
(4) (Vo> 0)(e?*F>(x) — +o00 pro £ — +00),

polozme
b;
= /f(t)e—*g(t) dt.

Diikaz. Zvolme € > 0 pevné. Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze |fi(t)| < §f2(t) pro
t € (a,c). Déale je

Potom Fi(z) = o(Fx(x)).

c b1 c b1
|Fy(z)| = /+/ < g/fz(t)e*zg(” dt + /fl(t)e’””g(t) dt| <
L Rwe i
< —F2 / fi(t)e ™90 dt| = Fy(x)

2 F2 (.’I?)

Protoze —S = supess(.;,) —9(t) < —7c, podle véty 18 je
b1
/ fi(t)e ™90 dt = O(e 57)
c

I2 fu(t)e =D at L
Fy(x) ~ eSrFy(x)

Vé&ta 20 (Watsonovo lemma). Bud f € E—‘d(o b) = L4, (0,b),
f(t) = aitM ™ T ot

kde 0 < Ay < --+ < A,,. Polozme
b
= /f(t)e—” dt.
0

O

N ™

Pak

pro x — +o0.
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Diikaz.
n
ft) - Z apt™ 1 = o(t* 1),
k=1

Protoze t'» ~te~? € L(0,+00), z véty 19 plyne

b n “+o0 n “+oo
/ f(t)e ®tdt = Z ay, / tre—leTt df — Z ay, / tAelemot dt 4
0 k=1 0 k=1 b
TOw) V18 = O(e~%®)
2k

+o0
+o0 /t)‘"_le_””tdt . O
0

~~

o(z—2n)

Véta 21 (o zbytku). Bud f € £,9(0,b), UDPy. Potom pro kazdé c € (0,b) plati
b
/f(t)efmg(t) dt = O(e 7¢%) = o(z~ ™).

Diikaz. Plati S = supess(.;) —g(t) < —yc. Z véty 18 plyne fcb f(t)e 29 dt =
O(e~e®). O

Véta 22. Bud f € £;9(0,b), UDP. Budte f(t) ~ At*™1, g(t) ~ Bt* pro t — 0+,
A#0, B, 1> 0. PoloZzme

b
F(z):= /f(t)efwg(t) dt.
0

Potom F(z) ~ Af0+°° tA—le—Bot" q¢.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti polozme A = 1 (jinak zavedeme substituci f — %)
Existuje ¢ € (0,b) tak, ze |f(t)| < ATt*L, g(t) > B t* pro t € (0,c). AT > 1,
B~ € (0,B). Déle

¢ b
F(z) = /f(t)e*zg(t) dt + /f(t)efzg(t) dt .
0 c

N
V21=o(z—°)

A
Vynésobenim x» dostaneme

C

dP@) =t [ fe0 o) = {i= T} -

0
1
cTk
A-1 t —zg( -
=g = /f(g;l/u>e (wl/“)dt—}-o(x ).
0

V integralu ted provedeme limitni pfechod

1 m) At =1 lim g(#)t” = Btk.

z——+00 (L))‘_l - ’ z—+00 (wlt/p)u




14
Je$té musime ovérit korektnost:

o f (%‘/—) o—29(2)

X
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— A+p—1,-BTt*

O



