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Vorwort

Dieses Buch entstand aus Vorlesungen iiber das Thema , Differentialgeometrie®, die
der Autor wiederholt und an verschiedenen Orten gehalten hat. Vom Umfang her ent-
spricht es einer einsemestrigen Vorlesung iiber klassische Differentialgeometrie (das sind
die Kapitel 1-4 des Buches), gefolgt von einer ebenfalls einsemestrigen Vorlesung iiber
Riemannsche Geometrie (Kapitel 5-8). Die wesentlichen Vorkenntnisse sollten in den
iiblichen Standardvorlesungen des Grundstudiums (1.-3. Semester) bereitgestellt sein:
Lineare Algebra und Analysis, einschliellich Differential- und Integralrechnung in meh-
reren Verdnderlichen. Komplexe Funktionen werden lediglich in Abschnitt 3D (Minimal-
flichen) verwendet. Daher eignet sich das Buch als Begleitlektiire zu einer Vorlesung ab
dem 4. Semester, und zwar ausdriicklich auch fiir Lehramtsstudenten und — das gilt be-
sonders fiir das Kapitel 8 — auch fiir Physikstudenten. Naturgeméf kann der Anspruch
nicht sein, dabei wissenschaftliches Neuland zu betreten. Vielmehr geht es um das Be-
reitstellen der grundlegenden Begriffe und Methoden, die dann — darauf aufbauend —
das Studium der grofleren Werke zur klassischen und modernen Differentialgeometrie
erst ermoglichen. Besonders in den Anfangs—Kapiteln wird grofer Wert auf Anschau-
lichkeit gelegt, was durch zahlreiche Abbildungen dokumentiert wird. Die nach Ansicht
des Autors besonders wichtigen Dinge sind in Késtchen eingerahmt, um sie besonders
hervorzuheben. Diese stellen sozusagen ein Geriist des Inhalts dar.

Dieses Buch wire nicht moglich gewesen ohne die Unterstiitzung meiner Studenten und
Mitarbeiter, die zahlreiche Fehler aus den ersten Versionen eliminiert haben. Ich nenne
hier besonders Gunnar Ketelhut, Eric Sparla, Michael Steller und Gabriele Preissler, die
sehr intensiv Korrektur gelesen haben. Von G.Ketelhut stammen auch zahlreiche inhalt-
liche Verbesserungsvorschléige sowie der allerletzte Teil in Abschnitt 8F. Martin Renner
hat fast alle Bilder mit dem Computeralgebra-System MAPLE erstellt, Marc-Oliver Ot-
to hat einige Bilder fiir Kapitel 7 beigesteuert, Ilva Maderer hat die Ur-Version (die
auch als Skript verteilt wurde) in WTEX geschrieben. SchlieBlich hat Michael Griiter als
Reihen-Herausgeber hilfreiche Anmerkungen gemacht und mich in verschiedener Hin-
sicht ermutigt, und dem energischen Engagement von Frau Schmickler-Hirzebruch ist es
zu verdanken, dafl es so schnell in die Reihe ,,Vieweg-Studium Aufbaukurs Mathematik
aufgenommen und dann mit nicht allzu grofier Verspatung auch fertig wurde. Thnen allen
sei an dieser Stelle herzlich gedankt.

Stuttgart, im Juni 1999 W. Kiihnel



VI Vorwort

Fiir die zweite Auflage wurden alle Kapitel griindlich iiberarbeitet. In mathematischer
Hinsicht wurden Fehler korrigiert, und es wurden an manchen Stellen Ergénzungen sowie
einige zusitzliche Ubungsaufgaben und Abbildungen eingefiigt. Auch sprachlich wurde
der Text verbessert, das letztere unter der kundigen Anleitung von Maren Dors. Mein
Dank geht an alle, die auf Irrtiimer in der ersten Auflage hingewiesen haben, insbesondere
an Gabriele Preissler, die zudem einige der zusétzlichen Bilder erstellt hat. Schlieflich sei
an dieser Stelle noch die englische Ubersetzung erwithnt, die inzwischen von der American
Mathematical Society in der Reihe Student Mathematical Library als Vol. 16 veroffentlicht
wurde.

Stuttgart, im Januar 2003 W. Kiihnel

Sechs Jahre nach dem ersten Erscheinen dieses Buches kann man sagen, dafi dessen Re-
zeption in den vergangenen Jahren positiv und ermutigend war. Zahlreiche Buchbewer-
tungen von Dozenten sind beim Verlag eingegangen, davon waren die allermeisten sehr
freundlich. Wenn es Kritik oder explizite Verbesserungsvorschldge gab, dann betrafen
diese stets die folgenden Punkte:

1. Es sollte mehr und schénere Abbildungen geben.
2. Es sollte auch Losungen von Ubungsaufgaben geben, besonders von schwierigeren.

Beide Vorschldge sind in der vorliegenden dritten Auflage aufgegriffen worden. Es sind
einige der Abbildungen ausgetauscht und durch bessere ersetzt worden, und es sind noch
einmal etliche Abbildungen hinzugekommen. Die meisten davon stammen aus der Feder
(bzw. dem Computer) von Gabriele Preissler und Michael Steller, denen dafiir noch
einmal Dank gebiihrt.

Auch an die Losungen ist gedacht worden. Am Ende des Buches gibt es jetzt auf 16
Seiten Losungen zahlreicher Ubungsaufgaben. Es verbleiben aber noch viele ungeldste,
deren Losungen sich vielfach in anderen Biichern finden. So ist zu hoffen, daf} sich damit
die dritte Auflage mehr bzw. noch mehr als bisher auch zum Selbststudium eignet.

Dem Vieweg-Verlag ist zu danken fiir das Entgegenkommen und Verstdndnis bei der
Erweiterung des Buches.

Stuttgart, im Juni 2005 W. Kiihnel

Fiir die vierte Auflage wurden die Ubungsaufgaben in Kapitel 6 ergéinzt, und insgesamt
wurden mehr Lésungen von Ubungsaufgaben angegeben.

Stuttgart, im August 2007 W. Kiihnel
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Kapitel 1

Bezeichnungen sowie
Hilfsmittel aus der Analysis

Die in den folgenden Kapiteln 2 und 3 vorgestellte Differentialgeometrie (auch euklidische
Differentialgeometrie genannt) basiert auf dem euklidischen Raum IE™ als umgebenden
Raum. Die wichtigsten algebraischen Strukturen darauf sind einerseits die Vektorraum-
struktur, andererseits das euklidische Skalarprodukt. Ferner verwenden wir die topolo-
gische Struktur in Gestalt von Grenzwerten, offenen Mengen, Differentiation und Inte-
gration. Durch Auszeichnung eines festen Punktes als Ursprung ist es moglich, den eu-
klidischen Raum E™ mit dem IR"™ zu identifizieren, was wir in diesem Buch im weiteren
Verlauf auch tun wollen. Zu den Grundbegriffen aus der Linearen Algebra verweisen wir
auf das Buch von G.FISCHER, zu Grundbegriffen der Analysis (einschlielich gewohnli-
cher Differentialgleichungen) verweisen wir auf O.FORSTER, Analysis 1,2, zur Integration
und zu Differentialformen auf O.FORSTER, Analysis 3.

1.1. Der IR" als Vektorraum mit innerem Produkt
Der IR™ ist erklirt als die Menge aller n-Tupel reller Zahlen, geschrieben © = (z1, ..., z,).
Mit der komponentenweisen Addition

l‘+y: (x17"'7xn)+(y17"'ayn) = (CL’] +y17"'7mn+yn)
sowie der Multiplikation mit reellen Zahlen
te(z1,...,20) = (tx1,...,txy)

wird der IR™ zu einem IR-Vektorraum. Auf diesem Vektorraum ist das euklidische Ska-
larprodukt (oder innere Produkt) erklirt als die Zuordnung (Bilinearform)

T,y r— <x,y> =T1Y1+ -+ TpYn.
Die wichtigsten Eigenschaften des Skalarprodukts sind neben der Bilinearitit in x,y
1. <$,y> = <y,x> (Symmetrie)
2. (w,z) >0 fiir alle 0# z € R" (positive Definitheit)

Dieses Skalarprodukt erméglicht es, die Linge von Vektoren durch die Norm

||x|| :== \/<:r,33>
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zu messen, sowie den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren z,y # 0 durch

Ty (z,y)
cosp = <—7—> =
|| (]l (] - |yl

einzufithren. Der (metrische) Abstand zwischen zwei Punkten z,y wird dabei erklirt als
Norm des Verbindungsvektors y—x. Damit wird der IR™ zu einem normierten Vektorraum
einerseits und zu einem metrischen Raum andererseits. Die euklidische Geometrie kann
nun aus dieser Lingen- und Winkelmessung abgeleitet werden.

1.2. Der IR" als topologischer Raum

Die Topologie des IR™ basiert ganz entscheidend auf dem Begriff der offenen e-Umgebung
U(z) = {y € R | ||z — y|| < &} eines beliebigen Punktes z. Damit erklirt man den
Begriff der Konvergenz und den des Grenzwertes von Funktionen. Ferner nennt man
eine Teilmenge O offen, wenn sie mit jedem ihrer Punkte z eine gewisse e-Umgebung
U. enthilt (fiir ein geeignet gewéhltes € > 0, in Abhéngigkeit von x). Dadurch wird
die Topologie des IR™ erklirt als das System aller offenen Teilmengen (einschliefllich der
leeren Menge). Eine Menge A wird abgeschlossen genannt, wenn ihr Komplement R™\ A
offen ist.

1.3. Differentiation im R"

Der wichtigste Begriff fiir den Inhalt dieses Buches (der auch der Differentialgeometrie
ihren Namen gegeben hat) ist die Ableitung oder Differentiation von reellen Funktio-
nen, die auf offenen Teilmengen U C IR™ erkldrt sind, sowie (allgemeiner) von Ab-
bildungen von offenen Teilmengen U C IR™ in den IR™. Differenzierbarkeit bedeutet
Linearisierbarkeit (bis auf Terme hoherer Ordnung). Genauer bedeutet dies: Eine Ab-
bildung F:U — IR™ heifit differenzierbar in einem Punkt z € U, wenn es eine lineare
Abbildung A,: IR"™ — IR™ gibt, so daB in einer geeigneten Umgebung U (x) gilt

F(z+¢) = F(z) + Az (§) + o([[¢]])-

Dabei bedeutet das Symbol o(|[£]]), dafl dieser Term fiir £ — 0 gegen Null konvergiert,
und zwar auch nach vorheriger Division durch ||¢]|. Es ist dabei notwendigerweise A,
diejenige lineare Abbildung, die durch die Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz

Jak' = (gf; |Z)”

beschrieben wird. Der Rang der Abbildung F' in z ist dann erkliart als der Rang der
Funktionalmatrix. Fiir unsere Zwecke ist der wichtigste Fall derjenige, bei dem F' in jedem
Punkt z € U differenzierbar ist und iiberall maximalen Rang hat. Man nennt F' in diesem
Falle eine Immersion (falls n < m) bzw. eine Submersion (falls n > m). Eine Immersion
(Submersion) ist dadurch gekennzeichnet, daf§ die Funktionalmatrix stets eine injektive
(surjektive) lineare Abbildung (Linearisierung von F') reprisentiert. Die Bedeutung davon
wird durch den folgenden Satz {iber implizite Funktionen klar.

1.4. Satz iiber implizite Funktionen

Eine implizite Funktion wird z.B. gegeben durch eine Gleichung F(z,y) = 0. Dabei ver-
sucht man, entweder y als Funktion von z aufzufassen oder umgekehrt. Falls F' linear
ist, so ist dies nur eine Frage des Ranges von F'. Falls F' nicht linear, aber stetig diffe-
renzierbar ist, so kann dies einerseits im allgemeinen nur lokal gelingen (das sieht man
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schon an der sehr einfachen Gleichung 22 + y* = 1) und andererseits wird y nur dann

eine differenzierbare Funktion von x (bzw. umgekehrt), wenn %—5 # 0 (bzw. 2E £ 0).
Dies gilt in allen Dimensionen wie folgt, wobei wir uns der in O.FORSTER, Analysis 2,

§8 gegebenen Formulierung anschlielen:

Es seien Uy C R* und Uy ¢ IR™ offene Mengen und F:U; x Uy — IR™ eine stetig
differenzierbare Abbildung, Schreibweise: (z,y) — F(x,y) fir x € Ui,y € Us. Es sei
(a,b) € Uy x Uz ein Punkt, so daff F(a,b) =0 gilt und ferner die quadratische Matriz

0 JF;
6_5 = (8Z)i,j=1,...,m

invertierbar ist. Dann gibt es offene Umgebungen Vi C Uy von a und Vo C Uz von b
sowie eine stetig differenzierbare Abbildung

g:Vi — Vo,

so daf fiir alle (z,y) € Vi x Vo die implizite Gleichung F(z,y) = 0 genau dann erfillt
ist, wenn die explizite Gleichung y = g(z) erfillt ist.

Ganz entscheidend ist in diesem Satz die Voraussetzung iiber den Rang der Abbildung F’
(bzw. den Rang der Funktionalmatrix) im Punkt (a,b). Man kann sagen, daf} sich lokal
eine stetig differenzierbare Abbildung von maximalem Rang so verhilt wie eine lineare
Abbildung von maximalem Rang. Prézisiert wird dies durch den sogenannten Rangsatz,
der eine Folgerung aus dem Satz tiber implizite Funktionen ist. Eine Konsequenz ist der
sogenannte Satz iber die Umkehrabbildung, der das folgende besagt:

Es sei U eine offene Menge im IR™ und f:U — IR™ eine stetig differenzierbare Abbildung
mit der Eigenschaft, daf$ die Funktionalmatriz in einem festen Punkt ug invertierbar ist.
Dann ist in einer gewissen kleineren Umgebung V- mit ug € V. C U auch die Abbildung
f invertierbar, d.h. f|V:V — f(V) ist ein Diffeomorphismus.

Als Diffeomorphismus bezeichnet man eine in beiden Richtungen differenzierbare Abbil-
dung; die beiden beteiligten Teilmengen des IR™ nennt man auch diffeomorph zueinander,
wenn ein solcher Diffeomorphismus existiert.

Auflerdem fithrt der Satz iiber implizite Funktionen direkt und auf natiirliche Weise zum
Begriff der Untermannigfaltigkeit, wie auch in O.FORSTER, Analysis 3, §14 eingefiihrt.
Allerdings werden Untermannigfaltigkeiten im folgenden Kapitel 2 gar nicht und in Ka-
pitel 3 nur am Rande benétigt. Der Leser kann also die folgenden Definitionen 1.5 — 1.8
zunéchst iibergehen und direkt mit Kapitel 2 beginnen.

1.5. Definition (Untermannigfaltigkeit)
Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (der Klasse C*) M C IR™ ist dadurch de-
finiert, da M lokal die Nullstellenmenge F~1(0) einer (a-mal) stetig differenzierbaren
Abbildung

R 2 U i} Rnfk
mit maximalem Rang ist. Das heifit genauer: Rang(J,F) = Rang(4E| ) = n — k fir
jedes x € M NU, wobei M NU = F~1(0) fiir eine geeignete Umgebung U eines jeden
Punktes von M. Lokal kann man M auch als Bild einer Immersion der Klasse C'*

ROV LM c R
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mit Rang(Df) = k beschreiben. f heifit eine lokale Parametrisierung, f~! heifit auch
eine Karte von M. Umgekehrt ist das Bild einer Immersion f nicht immer eine Unter-
mannigfaltigkeit, auch dann nicht, wenn f injektiv ist. Die Zahl k ist die Dimension, und
n — k heifit auch die Kodimension von M. Speziell haben wir die Fille k = 1 (Kurven
im IR™, vgl. dazu O.FORSTER, Analysis 2, §4, sowie das folgende Kapitel 2), k = 2 und
n = 3 (Flichen im IR3, das klassische Thema der Differentialgeometrie) sowie k = n — 1
(Hyperflichen im IR™).

1.6. Definition (Tangentialbiindel des R")
TIR"™ := IR™ x IR™ heifit Tangentialbiindel des IR™. Fiir jeden festen Punkt x € IR™ ist
dabei
T.R" := {z} x R"
der Tangentialraum im Punkt z (= Raum aller Tangentialvektoren im Punkt z).

Durch diese formale Definition unterscheiden wir zwischen Punkten einerseits und Vek-
toren andererseits. Die Ableitung (oder das Differential) Df einer differenzierbaren Ab-
bildung f wird dann fiir jedes x eine Abbildung

Dflo: ToRY — Ty R mit  (z,v) — (f(2), Jof(v)).

Als vereinfachte Schreibweise darf man natiirlich auch Df|,: IR — IR™ verwenden,
falls das nicht zu Miflverstdndnissen fithrt. Die Ableitung Df|, kann dann als lineare
Abbildung zwischen gewohnlichen IR-Vektorrdumen aufgefafit werden. Geméfl 1.3 gilt
fiir die Ableitung nach Definition

flx+e-v)=f(z)+e-Juf(v) + o(e).

1.7. Definition (Tangentialraum an eine Untermannigfaltigkeit)
Es sei M C IR™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei p € M. Der Tan-
gentialraum an M in p ist derjenige Untervektorraum T,M C T,IR™, der definiert ist
durch

T,M := Df,({u} x R*) = Df,(T,IR")
fiir eine Parametrisierung f : U — M mit f(u) = p, wobei U C IR* eine offene Men-
ge ist. Der Tangentialraum T, M ist k-dimensional und héngt nicht von der Wahl der
Parametrisierung f ab (O.FORSTER, Analysis 3, §15).

TM := UPGMTPM

heifit auch das Tangentialbiindel von M, zusammen mit der sogenannten Projektionsab-
bildung m: TM — M, definiert durch 7(p, v) = p fiir jeden Tangentialvektor v im Punkt
p. Warnung: TM muf von M x IR sehr wohl unterschieden werden.

1.8. Definition (Normalenraum an eine Untermannigfaltigkeit)
MC IR" sei eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Der Normalenraum an M in p €M
ist derjenige Untervektorraum L, M C T,IR", der sich als orthogonales Komplement von
T,M ergibt:
T,R"=T,M& L1,M

—— ——

k—dim. (n—k)—dim.
Dabei bezeichnet & die orthogonale direkte Summe beziiglich des euklidischen Skalarpro-
dukts.



Kapitel 2

Kurven im R"

In der realen Welt treten Kurven in verschiedenster Weise auf, zum Beispiel als Profilkur-
ven von technischen Objekten oder auch als Umrisse derselben. Auf dem weien Zeichen-
papier erscheinen Kurven als die Spur, die ein Bleistift oder ein anderes Zeichengerit hin-
terlassen hat. Fiir den Physiker treten Kurven auch als Bewegungen eines Massenpunktes
in der Zeit ¢ auf. Hierbei ist die Zuordnung vom Parameter ¢t zum Ort ¢(t) wichtig, man
spricht dann auch von einer Parametrisierung bzw. einer parametrisierten Kurve. Dies
eignet sich naturgeméafl am besten fiir eine Beschreibung einer solchen Kurve in einem
mathematischen Kontext. Dabei abstrahiert man von jeder Dicke, die eine (reale) Kurve
in irgendeinem Sinne haben kénnte, und betrachtet ein rein 1-dimensionales, also ,,unend-
lich diinnes“ Gebilde. Dabei sollen sowohl die Parametrisierung als auch die Bildmenge
verniinftige Eigenschaften haben, die eine mathematische Behandlung erlauben. Ein ganz
kurzer Abrifl von Anfangsgriinden einer Kurventheorie findet sich bereits in dem Buch
von O.FORSTER, Analysis 2, §4. Wir werden dies hier aber nicht voraussetzen.

2A Frenet—Kurven im IR"

Mathematisch kann eine Kurve am einfachsten als eine stetige Abbildung von einem re-
ellen Intervall I C IR in den IR™ definiert werden. Es ist aber leider so, dafl solche nur
stetigen Kurven sehr kompliziert aussehen kénnen und unerwartete (sogenannte patho-
logische) Eigenschaften haben konnen: Es gibt stetige Kurven, die ein ganzes Quadrat
in der Ebene iiberdecken.! Daher ist es vom Standpunkt der Analysis sehr natiirlich,
zusétzlich die Differenzierbarkeit oder besser die stetige Differenzierbarkeit zu fordern.
Aber auch dies trifft nicht den Kern der Dinge, da Differenzierbarkeit einer Abbildung
nur bedeutet, dafl die Abbildung durch eine lineare Abbildung approximiert werden kann.
Fiir die Bildmenge braucht das dann nicht zu gelten. Vom geometrischen Standpunkt ist
es aber sinnvoll, die lokale Approximierbarkeit der Bildmenge durch eine Gerade zu for-
dern, d.h. vorauszusetzen, dafl die Kurve in jedem Punkt eine Tangente als geometrische
Linearisierung besitzt. Dies bedeutet aber gerade, daf§ die Ableitung der Abbildung von
I nach IR™ nicht verschwinden darf. Man nennt eine solche Abbildung auch eine Immer-
sion. Das heifit einfach, dafl die Ableitung stets den maximal moglichen Rang hat, bei

LFiir ein relativ einfaches Beispiel siche D.HILBERT, Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein
Flichenstiick, Math. Annalen 38, 459-460 (1891), reproduziert in dem Buch L.FUHRER, Allgemeine
Topologie mit Anwendungen, Vieweg 1977, 13.2
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einem Intervall als Definitionsbereich also Rang 1.

2.1. Definition FEine requldre parametrisierte Kurve ist eine stetig differenzierbare
Immersion ¢: I — IR", definiert auf einem Intervall I C IR. Das bedeutet, es gilt
¢ = % # 0 iiberall.

Der Vektor
(ty) = &
1 = —
0 dt lt=t,

heiflit Tangentenvektor an ¢ in g, und die von ihm aufgespannte Gerade durch c(tg) heifit
die Tangente an ¢ in diesem Punkt. Sie ist eine geometrische Approximation von erster
Ordnung in der Umgebung dieses Punktes mit c(tg + t) = c(to) + t - ¢(to) + o(t).

Eine regulire Kurve ist eine Aquivalenzklasse regulirer parametrisierter Kurven unter
reguldren (und orientierungserhaltenden) Parametertransformationen der beteiligten In-
tervalle (z.B. I = [a,b],] = [, 3])

e:[a, ] — [a,b], ¢ >0, ¢ bijektiv und stetig differenzierbar,

c und co ¢ werden dabei als dquivalent angesehen. Die Linge der Kurve

A

ist invariant unter (solchen) Parametertransformationen. Physikalisch kann man eine
Kurve ansehen als Bewegung eines Massenpunktes in Abhéngigkeit von der Zeit als
Parameter. Sie ist reguliir, falls die Momentangeschwindigkeit ||¢|| niemals null wird.

dc
—||dt
|

2.2. Lemma Jede regulidre Kurve kann man nach ihrer Bogenlidnge parametrisieren
(d.h. so, dafl der Tangentenvektor iiberall ein Einheitsvektor ist).

BEWEIs: Es sei die Kurve ¢: [a, b] — IR™ gegeben mit Gesamtlinge L = fab | % || dt. Wir

setzen dann [a, 8] = [0, L] und fithren den Bogenlingenparameter s ein durch s(t) :=
Y(t) = fat | (7) || dr. Dies definiert eine Abbildung ¢:[a,b] — [0, L]. Es wird dann
% = dd—lf = ||%|| # 0, also gibt es eine Umkehrfunktion ¢ := 1! so dafi cop =coy™!

nach der Bogenldnge parametrisiert ist. Diese Parametrisierung ist eindeutig bis auf eine
Verschiebung s — s + so oder eine Richtungsumkehrung s +— sg — s. O

Als Schreibweisen verwenden wir im folgenden:

c(t) bezeichne eine beliebige regulire Parametrisierung
c(s) bezeichne die Parametrisierung nach der Bogenlange
é= % sei der Tangentenvektor
d = % sei der Einheits-Tangentenvektor

Insbesondere gilt dann ¢ = 98¢/ =|| ¢ || ¢ und || ¢ ||=1.
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2.3. Beispiele

1. ¢(t) = (at,bt), eine Gerade in Standard-Parametrisierung. Wegen ¢ = (a, b) ist der
Parameter die Bogenlinge genau dann, wenn a? 4+ b> = 1. Die Parametrisierung
c(t) = (at3,bt?) beschreibt genau dieselbe Gerade, ist aber nicht regulir fiir ¢ = 0.

3. ¢(t) = (acos(at), asin(at), bt) mit Konstanten «, a, b, eine Schraubenlinie oder auch
Schraublinie. Wegen ¢(t) = (—aasin(at), aa cos(at), b) gilt || ¢ ||= vVa2a? + b2. Also
ist ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert bis auf ein konstantes Vielfaches von ¢,
d.h. es gilt s = t-va2a? + b2. Geometrisch entsteht ¢ als Bahn des Punktes (a, 0,0)
unter der folgenden 1-Parametergruppe von Schraubungen:

x cos (at) —sin (at) 0 x 0

y | — | sin (at) cos (at) O y |+ 0

z 0 0 1 z bt
Drehung Translation

Eine solche ,,passende“ Schraubung iiberfithrt nun jeden gegebenen Punkt der Kur-
ve in jeden gegebenen anderen. Daher wird man erwarten, dafl die Geometrie dieser
Kurve besonders angenehme Eigenschaften hat, z.B. eine gewisse Homogenitéit mit
Konstanz aller skalaren Groflien, die eine geometrische Bedeutung haben. Der Spe-
zialfall b = 0 fithrt hier auf einen Kreis.

Bild 2.1: Kreis und Schraubenlinie

4. c(t) = (t%,t%), die sogenannte NEILsche Parabel oder semikubische Parabel. Der
Tangentenvektor ist ¢(t) = (2t, 3t2) mit ¢(0) = (0,0), also liegt dort (d.h. in ¢t = 0)
keine reguldre Parametrisierung vor. Tatsédchlich hat die Kurve in ¢ = 0 keine
Tangente als beriihrende Gerade, sie macht dort einen ,,Knick“ um den Winkel 7.
Die Differenzierbarkeit von ¢ als Abbildung steht dem offensichtlich nicht entgegen.

5. ¢(t) = (t,acosh L) mit einer Konstanten a # 0, die Kettenlinie. Sie entsteht als die
stabile Lage einer (beliebig biegsam gedachten, aber schweren) Kette zwischen zwei
festen Punkten. Wegen ¢(t) = (1,sinh ) ist ¢ nicht der Bogenléngenparameter.
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0.1

0.1 0.2

Bild 2.2: NEILsche Parabel

6. Die Traktriz (oder Schieppkurve) ist dadurch gekennzeichnet, dafl von jedem Punkt
p aus die Tangente nach konstanter Lénge a eine feste Gerade (z.B. die y-Achse)
trifft. Man kann dann einen Ast davon durch ¢(t) (exp fo /1 —exp(2z) d:c)
beide zusammen durch c(t) = a(exp(—[t]) ’fo /1 — exp(—2[x[)dx) parametrisie-
ren, s. Bild 2.3.

1

-1 X 1 4

Bild 2.3: Kettenlinie und Schleppkurve

BEMERKUNG: Das lokale Verhalten einer nach Bogenldnge parametrisierten Kurve kann
man anhand ihrer Taylor-Entwicklung studieren:

2 3
c(s) = ¢(0) + sc'(0) + ?C”(O) + ¢ "(0) + o(s%)

Die Linearisierung ¢(0)+sc’(0) beschreibt eine Gerade, némlich die Tangente an cin s = 0
(wegen ¢/ (0) # 0). Die quadratische Approximation ¢(0)+sc’(0)+ %c"(O) beschreibt eine
Parabel (falls ¢’(0) # 0), die sogenannte (euklidische) Schmiegparabel. Sie beriihrt die
Kurve von zweiter Ordnung. Beachte: ¢’ steht stets senkrecht auf ¢’ wegen 0 = (¢, /)’ =
2(c", ). Daran anschlieBend formulieren wir die folgende Definition:

Man sagt, dafl zwei Kurven ¢;1(s) und c3(s) (beide nach Bogenlinge parametrisiert) sich
in s = 0 von k-ter Ordnung beriihren, falls
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e1(0) = e2(0), ¢(0) = &5(0), ¢{(0) = 5(0). ... ¢7'(0) = &£ (0)
gilt, also falls die beiden Taylorentwicklungen bis zur k-ten Ordnung dort iibereinstim-
men. Man kann auch sagen, die eine Kurve schmiegt sich von k-ter Ordnung an die
andere an. Zum Beispiel beriihrt die obige Schmiegparabel die Kurve i.a. nur von zweiter
Ordnung, und zwar in ihrem Scheitelpunkt. In einem anderen als dem Scheitelpunkt kann
eine Parabel die gegebene Kurve sogar von dritter Ordnung berithren, vgl. Ubung 2 am
Ende des Kapitels. Analog kann man nach kubischen bzw. quartischen Kurven suchen, die
eine gegebene Kurve von bestmdglicher Ordnung beriihren. Dabei sind kubische Splines
ein wichtiges Werkzeug in der computergestiitzten Behandlung von Kurven.

Im 3-dimensionalen Raum und erst recht in hoherdimensionalen Rdumen benétigt man
ein geeignetes Bezugssystem zur Beschreibung der Kurve, das an die Kurve optimal
angepaBt ist. Hier wird man erwarten, daf} die Vektoren ¢/, ¢, ¢’”’, . .. das lokale Verhalten
der Kurve ¢ beschreiben, sofern sie nicht verschwinden oder — besser — sofern sie linear
unabhéingig sind. Dies motiviert die folgende Definition:

2.4. Definition (FRENET-Kurve)
c(s) sel eine regulire Kurve im IR"™, die n-mal stetig differenzierbar und nach Bo-
genléinge parametrisiert ist. Dann nennt man c eine Frenet—-Kurve, falls die Vekto-

ren ¢, ¢”,..., ¢V in jedem Kurvenpunkt linear unabhiingig sind. Das begleitende
Frenet-n-Bein eq, es, ..., e, ist dann eindeutig bestimmt durch die folgenden Bedin-
gungen:

(i) e1,..., e, sind orthonormiert und positiv orientiert,

(ii) fiir jedes k = 1,...,n — 1 gilt Lin(ey,...,ex) = Lin(c,c”,...,c®), wobei Lin
die lineare Hiille bezeichnet (Lin(ey,...,e) heifit auch der k-te Schmiegraum
von ¢),

(iil) (¢ ex) >0 firk=1,...,n— 1.

Beachte: In dem meistdiskutierten Fall n = 3 ist die einzige einschréinkende Bedingung
an eine Frenet-Kurve die Bedingung ¢”” # 0. Damit sind lediglich Wendepunkte ausge-
nommen. Fiir n = 2 gibt es keine echten Einschrédnkungen, vgl. 2.5.

Man gewinnt ey, ..., e,—1 aus ¢, ...,V durch das Gram-Schmidtsche Orthogonali-
sierungsverfahren wie folgt:

er = ¢

e2 = /I

es - (C/// _ (CW,61>61 /// 62)/ ”
: .
e = (cm — 3 (e, e)e )/ I..
i=1

n—2
en_1 = (c("_l) —Z c(" 1) ,€4) )/ Il ..
i=1
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Der noch fehlende Vektor e, ist dann eindeutig bestimmt durch (i). Man kann sagen:
Jede Frenet—Kurve induziert durch das Frenet-n-Bein eindeutig eine Kurve in der Stiefel-
Mannigfaltigkeit aller n-Beine im IR™. Umgekehrt gilt dies i.a. nicht, weil z.B. fiir n > 3
ein konstantes n-Bein keiner Frenet—Kurve entsprechen kann.

2B Ebene Kurven und Raumkurven

2.5. Ebene Kurven Fiir n = 2 ist jede regulire Kurve eine Frenet—Kurve, falls sie
2-mal stetig differenzierbar ist. Der Tangentenvektor ist ey = ¢/, der Normalenvektor ist
ea, der aus e; durch Drehung um 7/2 nach links entsteht, bei positiver Orientierung.
Aus (¢, ') = 0 folgt (¢, ") = 0. Daher sind ¢’ und ez linear abhéngig, also ¢’ = k - ea
mit einer skalaren Funktion x. Diese Funktion x heifit dann die (orientierte) Kriimmung
von c¢. Sie zeigt an, in welche Richtung sich die Kurve (bzw. ihre Tangente) dreht. Dabei
bedeutet « > 0, daB die Tangente sich nach links dreht und & < 0, daf sie sich nach

rechts dreht. In einem Wendepunkt mit x = 0 ist die Richtung der Tangente stationér.

Es gelten dann die folgenden Ableitungsgleichungen, wobei die zweite aus der ersten folgt,
da ez aus ey durch Drehung um 5 hervorgeht:

—keéq,

w\
I

/ /"
e, =c' = Key, e

oder in Matrix-Schreibweise:

e1 ! . 0 =~ eq

e A\ =k 0 e
Man beachte die Schiefsymmetrie der Matrix, die schon allein aus 0 = (e1, e2)’ = (€], e2)+
(€4, e1) folgt. Diese Gleichungen heiflen auch die Frenet—Gleichungen in der Ebene.

Ubung: Wenn man die Kurve in einem angepafiten kartesischen Koordinatensystem be-
schreibt durch ¢(t) = (¢,y(t)) mit y(0) = ¢(0) = 0 (¢ ist jetzt nicht der Bogenlingenpa-
rameter), so gilt

c(0) = (0,0), ¢(0) = (1,0),  &0) = (0,4(0)) = (0,£(0)).

Die Kriimmung £(0) = §(0) tritt daher direkt in der Schmiegparabel ¢ — (t, @tz) auf,
die als quadratische Taylor-Approximation von ¢ in ty = 0 entsteht. Allgemeiner beriihren
sich je zwei ebene Kurven von k-ter Ordnung genau dann, wenn sie im Schnittpunkt die
gleiche Tangente haben sowie die gleichen GroBen &, &/ ..., k2.

2.6. Satz (Ebene Kurven mit konstanter Kriimmung)
Eine regulire Kurve im JR? hat genau dann konstante Kriimmung &, wenn sie ein Teil
eines Kreises mit Radius |—’1£‘ ist (falls k # 0) oder ein Teil einer Geraden (falls k = 0).

Der BEWEIS folgt direkt aus den Frenet—Gleichungen. Es sei zunéchst k(sg) # 0 fiir ein
festes sg. Offenbar ist ¢(s) + ®€2(5> genau dann konstant, wenn c(s) einen Teil eines

Kreises mit Radius |ﬁ\ beschreibt, weil der Differenzvektor die konstante Linge \ﬁ\

hat. Dies ist dquivalent zur Konstanz k = k(sg), weil ja ¢’ + ﬁe’z =e; — ﬁnel gilt.



2B Ebene Kurven und Raumkurven 11

Daf} k = 0 nur fiir ein Stiick einer Geraden gilt, ist trivial wegen e, = —re;. g

2.7. Bemerkungen 1. Fiir jede regulire Kurve in der Ebene mit nicht verschwindender
Kriimmung definiert der Kreis um c(so) + 1 )ez(so) mit Radius | K(S 5| den sogenannten
Schmiegkreis von ¢ im Punkt ¢(sg). Er beriihrt die Kurve von zweiter Ordnung und ist

dadurch eindeutig bestimmt. Die aus all diesen Mittelpunkten gebildete Kurve
(5) + —eals)
s c(s) + ——ea(s
K(s)

heifit Evolute oder Brennkurve von c. Diese muf} i.a. nicht regulir sein. Typischerweise
treten Spitzen auf wie bei der NEILschen Parabel (Bild 2.2). Die Evolute einer Ellipse
hat vier solche Spitzen, die den vier Punkten mit jeweils extremaler Kriimmung auf den
Halbachsen entsprechen, vgl. auch Ubungsaufgabe 3 am Ende des Kapitels.

4 1

Bild 2.4: Spinnkurve mit konstantem /s

2. Es ist nicht nur so, daf} jede ebene Kurve eindeutig ihre Kriitmmungsfunktion x(s)
bestimmt, sondern umgekehrt bestimmt auch s die Kurve bis auf euklidische Bewegun-
gen, d.h. bis auf Vorgabe eines festen Kurvenpunktes und der Tangente in diesem Punkt.
Wir haben dabei sogar die folgende explizite Bestimmung einer ebenen Kurve durch ihre
Kriimmung. Es sei die Kriimmungsfunktion x(s) vorgegeben. Man kann dann setzen

e1 = (cos(a(s)), sin(a(s)))

mit einer gesuchten Funktion «(s). Notwendigerweise gilt

ez = ( —sin(a(s)), cos(a(s))).

Die Frenet—Gleichung besagt ke = €] = o’eq, also K = o’. Beli Wahl eines angepafiten
Koordinatensystems kann man annehmen, dafl die Kurve fiir s = 0 durch den Nullpunkt
gehen soll mit dem dortigen Tangentenvektor e; = (1,0). Dann mufl a(0) = 0 gelten,
also af(s fo t)dt. Folglich wird gesuchte Kurve beschrieben durch

x(s) = /05 cos </0<7 ﬁ(t)dt) do, y(s)= /OS sin (/00 /@(t)dt) do.
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Fiir konstantes « fiithrt dies noch einmal auf die bekannten Losungen nach 2.6. Falls «
eine lineare Funktion von s ist,? erh:ilt man die sogenannte Spinnkurve oder CORNUsche
Spirale, siehe Bild 2.4.

2.8. Raumkurven Fiir n = 3 ist eine reguldre 3-mal stetig differenzierbare Kurve eine
Frenet—Kurve, falls iiberall ¢” # 0. Das begleitende Frenet-3-Bein ist dann:

er = ¢ (Tangente)
ea = ”2:;” (Hauptnormale)
€3 = e1Xeg (Binormale)
Die Funktion £ := || ¢’ || heit Krimmung von c. Sie ist nach Voraussetzung stets

positiv. Als Ableitungsgleichungen erhilt man:

e] = ' =key

€y = <€/25 €1>€1 + <e/27 62) ez + <€/25 €3>€3
=0
= <_623 el1>el + <e/27€3> €3
——
=T

= —kKej+ Te3

ey = (es,er)er + (€5, ea)en + (€5, e3) €3
=0
= - (6376'1> €1 — <637€'2> €2
—
=0 =

= —TE€q.

Die Funktion 7 := (e, e3) heifit die Torsion oder auch die Windung von c. Sie zeigt die
Anderung der (e, e3)-Ebene an. Diese drei Ableitungsgleichungen werden als die Frenet—
Gleichungen bezeichnet. In Matrix-Schreibweise kann man sie wie folgt zusammenfassen:

!

el 0 k 0 el
es = - 0 7 es
es 0O -7 0 es

BEMERKUNG: Eine ebene Kurve (betrachtet als Raumkurve) mit ¢” # 0 ist auch eine
Frenet-Kurve im IR3. Sie hat dann 7 = 0, weil e3 konstant ist. Dies gilt auch umgekehrt,
d.h. 7 = 0 impliziert, dafl es konstant ist, und daf ¢ in einer zu es senkrechten Ebene
enthalten ist. Dies sieht man leicht an den Frenet—Gleichungen. Falls ¢”’(s) = 0 in nur
einem Punkt gilt, so hat man ein rechtsseitiges und ein linksseitiges Frenet-3-Bein mit
einer orthogonalen ,,Sprungmatrix“ an der Schnittstelle. Dadurch ist es moglich, zwei in
verschiedenen Ebenen liegende Kurven so zusammenzufiigen, dafl eine Kurve entsteht, die

2Bilder von Kurven, bei denen s quadratisch in s ist, findet man z.B. in F.DILLEN, The classification
of hypersurfaces of a euclidean space with parallel higher order fundamental form, Math. Zeitschrift 203,
635-643 (1990)
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nicht mehr in einer Ebene enthalten ist und trotzdem iiberall 7 = 0 erfiillt, mit Ausnahme
dieses einen Punktes, vgl. Ubungsaufgabe 24. Fiir 7 # 0 gibt das Vorzeichen von 7 einen
gewissen Drehsinn oder Schraubsinn der Kurve an im Sinne einer Orientierung, auch
Windungssinn genannt. Man spricht dann fiir 7 > 0 von rechtsgewundenen bzw. fiir 7 < 0
von linksgewundenen Kurven. Die élteren Differentialgeometer sprechen hier, je nach
Vorzeichen, auch von ,weinwendigen“ und , hopfenwendigen“ Kurven. Zu Raumkurven
mit konstanter Kriimmung und konstanter Torsion siehe 2.12.

2.9. Folgerung (Taylor-Entwicklung im begleitenden Frenet-3-Bein)
Die gewohnliche Taylor-Entwicklung um sy = 0
52 53 -
c(s) = ¢(0) + s’ (0) + 50”(0) + ECW(O) + o(s%)

kann man umrechnen in das Frenet-3-Bein
c(s) = ¢(0) + a(s)e1(0) + B(s)e2(0) + y(s)es(0) + o(s®)
mit gewissen Koeffizientenfunktionen «, 3, ~, die wie folgt bestimmt werden:

Zunéchst gilt nach den Frenet—Gleichungen

d = e
o= € = Keg
" = (kea) = Kea+trehy = Kea+ r(—ker + Tes).
Dies impliziert dann
c(s) = ¢(0) + sex + %nez + %(H/eg — Kk2e; + Iﬁ)7'€3) + o(s%)
=¢(0) + (s — 53;2)61 + (52711 + %)62 + 53%63 + o(s?).

Die Projektionen in die verschiedenen (e;, ej)-Ebenen sind die folgenden, vgl. Bild 2.5:

(e1, e2)-Ebene (Schmiegebene):

s2k(0)
2

Die Projektion in die Schmiegebene ist also vom Typ einer Parabel (bis auf o(s?)).

c(s) = ¢(0) + se1 (0) + e2(0) + o(s?)

(e2, e3)-Ebene (Normalebene):

%K $3k! Br(0)r
c(s) = ¢(0) + (# + %)62(0) + (%) (0)

Die Projektion in die Normalebene ist vom Typ einer Neilschen Parabel, falls 7(0) # 0
(bis auf o(s?)).

e3(0) 4 o(s®)

(e1, e3)-Ebene (rektifizierende Ebene oder Streckebene):

3

S( /{2 SSH T
c(s) = c(0) + (s - %)61(0) + weg(m +o(s%)

Die Projektion in die rektifizierende Ebene ist vom Typ einer kubischen Parabel, falls

7(0) # 0 (bis auf o(s?)).
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Normalebene

Rektifizierende Ebene

(a) Schmiegebene (b) Normalebene (c) Rektifiz. Ebene

Bild 2.5: Drei Projektionen einer Raumkurve ze; + yes + zes

2C Bedingungen an Kriimmung und Torsion

Wir haben schon oben in 2.6 gesehen, daf eine Frenet-Kurve im IR® mit konstanter
Kriimmung und Torsion 7 = 0 ein Stiick eines Kreises sein mufl (weil in einer Ebene
enthalten). Eine Schraubenlinie ergibt sich nach 2.3 als die Bahn eines festen Punktes
unter einer 1-Parameter-Gruppe von Schraubungen. Schon deshalb miissen in diesem Fall
Kriimmung und Torsion konstant sein. Umgekehrt ist jede Frenet—Kurve mit konstanter
Kriimmung und Torsion eine Schraubenlinie, wie in 2.12 ausgerechnet wird. Allgemeiner
wird man erwarten, daf jede Gleichung zwischen Kriimmung und Torsion eine spezielle
Art von Kurven charakterisiert, wobei dann die Kriimmung bzw. Torsion allein zur Be-
schreibung dieser Kurven ausreicht. Umgekehrt kann man versuchen, solche Kurvenklas-
sen durch ihre spezifische Gleichung zwischen Kriimmung und Torsion zu beschreiben.
Dies ist im besonderen interessant fiir sphérische Kurven, d.h. solche Kurven, die in einer
Kugeloberfliche (Sphire) enthalten sind.
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2.10. Satz (Schmiegkugel und sphérische Kurven)

(i) Es sei ¢ eine Frenet-Kurve im IR3 mit 7(sg) # 0. Dann gilt: Die Kugeloberfliiche
um den Punkt

L (s — —fs0)
c(so) + (50) 2(s0) 7(50)"2(50) 3(s0),

die durch ¢(sg) geht, beriihrt die Kurve in s¢ von dritter Ordnung. Sie ist durch
diese Eigenschaft eindeutig bestimmt und heifit die Schmiegkugel.

(ii) Es sei ¢ eine C*-Frenet-Kurve im IR® mit 7 # 0 iiberall. Thre Bildmenge liegt
genau dann in einer Sphire (Kugeloberfliche), wenn die folgende Gleichung gilt:

T ( K )’
K TK?

(ili) Es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte C3-Kurve, deren Bild in der
Einheits-Sphiire S? C IR? liegt. Setze J := Det(c, ¢/, ). Dann ist ¢ eine Frenet—
Kurve mit Kritmmung x = v/1 + J2 und Torsion 7 = J'/(1+J?). Die Grofkreise
sind durch J = 0 gekennzeichnet, die Kleinkreise durch konstantes J # 0.

BEeWwEIs: Fiir Teil (i) gehen wir von dem Mittelpunkt m(sg) einer hypothetischen Schmieg-
kugel
m(so) = c(so) + ae1(so) + Be2(so) + ves(so)

mit gewissen Koeffizienten «, 3, aus. Zu deren Bestimmung berechnen wir Ableitungen
der Funktion 7(s) = (m — c(s), m — c(s)):

7 — ,2<mfc(s),cl(8)>,
= =2(m = e(s), ¢ (s)) + 2 (s), ¢ (5)),
= =2(m = e(s), ¢ (s).

Das optimale Anschmiegen der Kugel an die Kurve bedeutet einfach, daf§ moglichst viele
Ableitungen von 7(s) im Punkt s = sy verschwinden.
(50) =0 < (m—c(s0), (s0)) =0« (m—c(so),e1(s0)) =0 a=0,
(50) =0 < (m—c(s0),c"(s0)) — (¢ (s0),'(50)) =0 PBr—1=0& 3= @,
(s0) =0 & (m—c(s0),d”(s0)) =0 & (m—c(so), K ez — K%e1 + kTez) =0

K’ (Sg)

Ll - - _
Sty =067= T (s0)r(s0)"

Teil (ii) folgt analog, wenn man m(s) fiir variables s betrachtet und die Bedingung dafiir
aufstellt, dafl m(s) konstant ist, also m’ = 0 gilt. Es ergibt sich

:“/f/l(S) !

(m(s) = (cte) + ryeals) = 5 rseal) = [% - (TZZ)'} es(s)

also ist m(s) genau dann ein konstanter Punkt (der Kugelmittelpunkt), wenn die Diffe-
rentialgleichung in (ii) gilt. Aus m/(s) = 0 folgt '(s) = 0, was man fiir die Riickrichtung
noch bendotigt.
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Es verwundert nicht, daf} dies eine Differentialgleichung nur zwischen x und 7 zur Fol-
ge hat. Dennoch ist es interessant, dal man anhand dieser Differentialgleichung diese
Eigenschaft testen kann, ohne die Lage der Sphére tatséchlich zu kennen.

(iii) Nach Voraussetzung bilden die Vektoren ¢, c’,c x ¢’ ein orthonormales 3-Bein lings
der Kurve. Daraus ergibt sich

C// = <C//70>C+ <C//7C/>C/ + <CN,C X C/>C X C/.

Nun gilt (¢, c) = —(c/, ¢’y = —1, also folgt ¢’ = —c+ Jc x ¢’ und damit
RE={(, "N =14+J%>0.

Ferner gilt e; = %c” und ez = ¢’ X ez sowie (¢, ¢) = 0. Damit ergibt sich

1 1 1 K
o / o ’ 1\! n\ _ ’ "o ’ "o
T——<e3,€2>——<(;6 xc),;c>——§<c xc,c>+ﬁ<c ><c,c>
1 1 J’
= f?<c/ x " —c+ Jex c/> = ?(Det(c/,c”,c))/ =3
Dabei folgt die vorletzte Gleichheit daraus, dal ¢’ senkrecht auf ¢ steht (s. oben) und
folglich auch ¢’ x ¢’ senkrecht auf ¢’ x c. O

BEMERKUNGEN: 1. Die Determinante .J ist selbst eine interessante Grofle fiir die Kurve,
und zwar ist sie die Kriimmung innerhalb der Sphire. Es ist ja ¢ x ¢’ derjenige Einheits-
vektor, der senkrecht auf der Kurve steht und tangential an die Sphére verlduft (weil
senkrecht zum Ortsvektor ¢). Dann ist J = (¢”, ¢ x ¢/} der Anteil von ¢”, der tangential
an die Sphére ist. Man nennt das auch die geoddtische Krimmung der Kurve, vgl. dazu
4.37 in Kapitel 4. Es gilt J = 0 genau fiir die Groflkreise, und J ist eine Konstante # 0
genau fiir die Kleinkreise (Ubung), vgl. dazu Bild 4.1.

2. An der Gleichung zwischen Kriitmmung und Torsion in (ii) kann man erkennen, ob eine
gegebene Kurve in einer Sphére enthalten ist. Falls sie erfiillt ist, ist damit im Prinzip
klar, dafl man nur die eine der beiden Funktionen braucht und daf} die andere sich aus der
Gleichung (ii) ergibt. Bei Vorgabe von & bietet (iii) eine explizite Moglichkeit dafiir durch
Einfiihrung der Funktion J = +v/k2 — 1. Man betrachte dazu das Gleichungssystem

kK2=14+J2, rx2=J.

Dabei ist sogar der Fall 7 = 0 mit eingeschlossen, der nur zusammen mit ' = 0 auftreten
kann, z.B. bei einem Grofikreis oder Kleinkreis. Der Fall £ = 0 kann nicht auftreten. Als
Test setze man x = /1 + J2 und 7 = J'/(1 + J?) in die Gleichung in (ii) ein.

2.11. Satz (Boschungslinien)
Fiir eine Frenet-Kurve im IR? sind die folgenden Bedingungen Aquivalent:

(i) Es gibt ein v € IR?\ {0} derart, daB8 (e, v) konstant ist.
(ii) Es gibt ein v € IR®\ {0} mit {e2,v) = 0.
(iii) Es gibt ein v € IR\ {0} derart, daf} (es,v) konstant ist.

.
(iv) Der Quotient — ist konstant.
K
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Insbesondere enthalten dann alle rektifizierenden Ebenen einen festen Vektor v. Solche
Kurven heilen Bdoschungslinien, weil sie mit konstanter Steigung eine Boschung hinauf-
bzw. hinunterlaufen. Auch eine sphirische Kurve kann gleichzeitig eine Béschungslinie
sein, vgl. Bild 2.6 sowie Ubungsaufgabe 16.

BeEweEIs: (i) < (ii): 0 = (e1,v)’ = (e}, v) impliziert {ez,v) = 0 wegen e; = xkey und
umgekehrt (beachte dabei x # 0). (iii) < (ii) folgt analog.

(i), (ii), (iii) zusammen implizieren v = ae; 4 ez mit Konstanten «, 5. Da v konstant ist,
folgt 0 =o' = e} + Bey = (ak — BT)ez, also = = 5- Umgekehrt impliziert die Konstanz
von = die Konstanz von v := Ze; +e3 (wegen v’ = 0) und damit (i), (ii), (iii). Der in die
gleiche Richtung zeigende DARBOUXsche Drehvektor D = kv = Te; + kes ist auch fiir
andere Kurven interessant, vgl. 2.12. O

HIINRIN

Bild 2.6: Boschungslinie in einem Kegel (konische Schraubenlinie) und in einer Sphiire

2.12. Beispiel (Kurven mit konstanten Frenet—Kriimmungen im IR?)
Fiir gegebene Konstanten a, b, o ist die Schraubenlinie

c(t) = (acos(at),asin(at), bt)
eine Frenet-Kurve im IR3, falls a > 0, o # 0. Sie ist nach Bogenlinge parametrisiert, falls
1=a?a®+ b2

Sie hat dann konstante Frenet—Kriimmungen &, 7 mit

Umgekehrt hat fiir gegebene Konstanten x,7 das System der obigen drei Gleichungen
die eindeutige Losung

a? = K2+ 712
a = k/(K2+7?)
b = 72/(k%+12).

Jede Frenet-Kurve im JR3 mit konstanter Kriimmung » und konstanter Torsion 7 ist
ein Teil einer Schraubenlinie. Der Fall 7 = 0 ist dabei als Kreis mit enthalten.
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BEMERKUNGEN: 1. Die Winkelgeschwindigkeit a tritt auf in der Normalform der schief-
symmetrischen Matrix (vgl. Ubungsaufgabe 19)

0 k 0
K= - 0 71,
0O —7 0

und zwar kann man —a?

symmetrischen) Matrix

auch berechnen als Eigenwert der quadrierten (und daher

—K? 0 KT
K? = 0 —k2 -7 0
KT 0 —72

Deren charakteristisches Polynom ist Det(K2 — Ald) = —A(k2 + 72 + )2, also ist —a? =
—(k? 4+ 7%) einziger nichtverschwindender Eigenwert. Damit ist o bis aufs Vorzeichen
bestimmt, und wir erhalten durch die obigen Gleichungen a = x/a? und b = +7/a.

2. Fiir jede Frenet-Kurve im IR? und jeden ihrer Punkte p gibt es ecine eindeutig be-
stimmte begleitende Schraubenlinie (oder auch Schmiegschraubenlinie von 2. Ordnung)
derart, daf beide Kurven in p dasselbe Frenet-3-Bein besitzen sowie dieselbe Kriimmung
und Torsion. Die betreffende Schraubung selbst kann auch als begleitende Schraubung
der gegebenen Kurve aufgefafit werden. Der Darbouzsche Drehvektor D = Te; + kes
ist ebenfalls in diesem Zusammenhang zu sehen. Er liegt in der rektifizierenden Ebe-
ne und beschreibt diese Schraubung durch seine Richtung (die Schraubachse) und sei-
ne Linge (die Winkelgeschwindigkeit). Die Darbouzschen Gleichungen e}, = D X e; fiir
i =1,2,3 sind dann (als Gleichungssystem) eine Variante der Frenet—Gleichungen, vgl.
die Ubungsaufgaben 18-21. Fiir die oben betrachtete Schraubenlinie mit o > 0 wird
D = (0,0,Vk?+ 72) = (0,0, ), wie man leicht verifiziert.

2D Die Frenet—Gleichungen und der Hauptsatz der lo-
kalen Kurventheorie

2.13. Satz und Definition (FRENET-Gleichungen im IR")

c sei eine Frenet-Kurve im IR™ mit Frenet-n-Bein e, ..., e,. Dann gibt es Funktionen
Kly...,fn—1 lings der Kurve mit £1,...,kp—2 > 0, so daB jedes x; (n — 1 — i)-mal
stetig differenzierbar ist und

/

€1 0 ki 0 0 0 el
€2 . . €2
—K1 0 ko O : :
_ 0 —R2 0
0 0 0
€n—1 0 Rp—1 €En—1
e 0 e s 0 —Kp 0 e

gilt. k; heifit die i-te Frenet—Krimmung, und die Gleichungen heiflen die Frenet—Glei-
chungen. Die letzte Kriitmmung k,_1 heifit auch die Torsion der Kurve.
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BewEls: Wir betrachten die Komponenten von e} = 3", (e}, ej)e; in dem Frenet-n-
Bein. Fiir jedes i < n — 1 liegt e; in dem von ¢,¢”,...,c" aufgespannten linearen
Unterraum, also liegt €] in dem von ¢/, . .., clith) aufgespannten Unterraum, also in dem
von ey, ..., e;1+1 aufgespannten Unterraum. Daraus folgt

(€}, eira) = (€], €ir3) = ... = (e}, en) = 0.

Man setze dann ; := (€}, e;41). Damit gilt k1,...,5,—2 > 0, weil nach Konstruktion
des Frenet—Beins fiir # < n — 2 das Vorzeichen von (e}, e;y1) das gleiche ist wie das von
(c(i+1), ei+1), und dies ist positiv. Die Schiefsymmetrie der Matrix folgt einfach aus der
Gleichung 0 = (e;, e;)" = (e}, e;) + (€}, €i). O
FOLGERUNG: Eine Frenet-Kurve im /R™ ist genau dann in einer Hyperebene enthalten,
wenn kn,—1 = 0. Dies ist dquivalent dazu, daf e, ein konstanter Vektor ist, der dann
senkrecht auf dieser Hyperebene steht. Daher kommt die Bezeichnung Torsion fiir £, 1.

2.14. Lemma Die Frenet—Kriimmungen und das Frenet-n-Bein sind invariant unter
euklidischen Bewegungen.

Genauer bedeutet das: ¢ sei eine Frenet—Kurve im IR", B: IR"™ — IR™ sei eine (eigentliche)
euklidische Bewegung, B(z) = Az + b mit A~ = AT und mit Det A = 1. Dann ist Boec
ebenfalls eine Frenet—Kurve. Wenn ey, ..., e, das n-Bein von c¢ ist, dann ist Aeq, ..., Ae,
das n-Bein von B o ¢, und die Frenet—Kriimmungen von B o ¢ und ¢ stimmen iiberein.

Der Beweis besteht einerseits aus (B o) = Ac,(Boc)” = Ac”,...,(Boc)™ = Ac™

und andererseits aus den Gleichungen

(Aei)/ = A(e’) = A(—ki—1€i-1 + Ki€iy1) = —Ki—1(Ae;i1) + Ki(Aeit1).

K3

2.15. Satz (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie)

Es seien C*°-Funktionen ki,...,kn—1:(a,b) — IR gegeben mit Ky,...,kp—2 > 0.
Fiir einen festen Parameter sop € (a,b) seien ein Punkt gy € IR™ sowie ein n-Bein
ego), cee 67(10) gegeben. Dann gibt es genau eine nach Bogenldnge parametrisierte C'*°-
Frenet-Kurve c: (a,b) — IR"™ mit

L. ¢(s0) = qo,
2. ego)’ R eg?) ist das Frenet-n-Bein von ¢ im Punkt gqq,
3. Ki,...,Kkn—1 sind die Frenet—Kriimmungen von c.

Die Voraussetzung k; € C'* kann wie folgt abgeschwiicht werden: x; sei (n —1—1)-mal
stetig differenzierbar. Die Kurve wird dann n-mal stetig differenzierbar.

BEWEIS: Fiir eine gegebene Kurve setzen wir F(s) = (e1(s),...,en(s))T als matrixwer-
tige Funktion. Weil die e; ein orthonormales n-Bein bilden, ist F' stets eine orthogonale
Matrix mit Det(F) = 1. Die Frenet—Gleichungen sind dann dquivalent zu der Matrix-
gleichung F/ = K - I, was nichts anderes als ein lineares Differentialgleichungssystem



20 2 Kurven im IR"

1. Ordnung fiir F ist, falls man die Matrix

0 k1(s) 0 0 0
—r1(s) 0 ka(s) 0 :
K(S) _ 0 —Hz(s) 0 . .
0 0 " " " 0
: . . . 0 Kn—1(8)
0 o0 —Rn_1(s) 0

als eine gegebene Matrixfunktion ansieht. Der Beweis des Hauptsatzes 2.15 basiert nun
einerseits auf der Losungstheorie fiir solche Differentialgleichungssysteme und anderer-
seits auf der folgenden Uberlegung: Eine matrixwertige Kurve F(s) ist genau dann fiir
jedes s orthogonal, wenn die Komposition F’ o F~! fiir jedes s schiefsymmetrisch ist und
wenn F'(sp) fiir ein so orthogonal ist. Etwas abstrakter ausgedriickt: Der Tangentialraum
an die aus allen orthogonalen Matrizen mit Det = 1 bestehende Untermannigfaltigkeit

SO(n) c R™

im ,,Punkte“ der Einheitsmatrix besteht genau aus der Menge der schiefsymmetrischen
Matrizen.

1. Schritt: Fiir eine gegebene matrixwertige Funktion K (s) sowie die gegebene Anfangs-
bedingung F'(sg) = (ego), ce eﬁ?))T hat die lineare Differentialgleichung F = K - F genau
eine Losung F(s), die fiir jedes s € (a,b) definiert ist. Dies folgt aus dem Existenz- und

Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen (O.FORSTER, Analysis 2, §12).
2. Schritt: Die Frenet—Gleichungen F’ = K F implizieren

(FFTY = F'FT + F(FTY = F'FT + F(F")' = KFFT + FFTKT.

Zu der Anfangsbedingung F(s¢)(F(s))T = E (Einheitsmatrix) hat nun die Differential-
gleichung (FFT) = K(FFT)+ (FFT)KT genau eine Losung, aufgefaft als Differential-
gleichung fiir die unbekannte Matrixfunktion FF7T. Die Einheitsmatrix F als konstante
Funktion ist wegen 0 = K + K7 sicher eine solche Losung. Hier verwenden wir die
Schiefsymmetrie von K. Also mufl wegen der Eindeutigkeit der Losung auf dem ganzen
Intervall FFT = E gelten, also ist F(s) iiberall eine orthogonale Matrix. Wegen der
Stetigkeit der Determinante mufl dann auch Det(F) = 1 gelten.

3. Schritt: Die Matrix F(s) bestimmt eindeutig die vektorwertige Funktion e;(s). Zu
gegebener Anfangsbedingung ¢(sg) = go finden wir genau eine Kurve c¢(s) mit ¢/ = ey
durch den Ansatz c¢(s) = qo + fsso e1(t)dt. Wegen e} = k1e2 # 0 und k1 > 0 muf} dann das
durch F definierte es mit dem zweiten Vektor des Frenet—Beines von c iibereinstimmen,
analog fiir die weiteren e;. Es repriisentiert also F'(s) das Frenet-n-Bein von ¢ in jedem
Punkt, und wegen F’ = K - F stimmen die gegebenen Funktionen r; mit den Frenet—
Kriimmungen von c iiberein. Insbesondere ist dann ¢ tatséchlich eine Frenet—Kurve. Dies
sieht man daran, dafl

/ " " / 2 /
d =e1, ' =kiea, " = (k1e2) = (—Kje1 + Kle2) + Kikaes
und analog fiir jedesi=1,...,n—1

D) = (Linearkombination von eq,...,€,_1) + K1 - Ko« -+ Ki—1€;.
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Wegen k1, ..., kn_2 > 0sind ¢,c”,...,c" ! linear unabhingig. O

Wir sehen an diesem Beweis eine (bis auf die Wahl des Anfangspunktes go) eineindeutige
Zuordnung ¢ — F'. Das bedeutet, wir kénnen eine Frenet—Kurve genauso gut als Kurve in
der Stiefel-Mannigfaltigkeit aller orthogonalen n-Beine auffassen, und umgekehrt kénnen
wir die erste Zeile einer jeden solchen matrixwertigen Kurve integrieren und kommen (bis
auf Translationen) zuriick zu der alten Kurve im IR™.

2.16. Bemerkung (explizite Losungen)

Fiir die explizite Rekonstruktion der Kurve aus den Frenet—Kriimmungen eignet sich der
Hauptsatz 2.15 allerdings nur bedingt (anders als in dem 2-dimensionalen Fall in 2.7, vgl.
auch Ubungsaufgaben 8 und 28). Falls jedoch alle ; konstant sind, also falls

0 K1 0 0 0
—K1 0 K9 0 :
K — 0 —Rk2 0
0 0 0
. . . . 0 Kn—1
0 0 —Kn—1 0

eine konstante Matrix ist, kann man die lineare Differentialgleichung F' = KF' explizit
16sen durch die Exponentialreihe

F(s) = exp(sK) := Z (Sf)J .
=0

Die Anfangsbedingung F'(sg) = Fp wird erreicht durch den Ansatz F'(so+s) = exp(sK)Fp.
Um diese Reihe genauer auszurechnen, benotigt man die Eigenwerte der symmetrischen
Matrix K2. Der Fall k,,_1 = 0 ist nicht interessant, da man dann die Kurve als im R"~!
liegend auffassen kann. Man kann also annehmen, daf§ alle x; ungleich null sind und
folglich der Rang der Matrix K2 mindestens gleich n — 1 ist. Der Rang ist notwendig
eine gerade Zahl 2m, weil der Rang von K gerade sein mufl. Wegen der Schiefsymmetrie
von K sind die Eigenwerte von K? nun gewisse negative Zahlen —a?,..., —a2,, jeder
Eigenwert mit Vielfachheit zwei. Vergleiche dazu den Fall m = 1 in 2.6 und 2.12. Die
Normalform von K besteht dann entlang der Hauptdiagonalen aus Késtchen der Form

0 (673 .
(—Oti 0 ), i=1,...,m.

Fiir jedes solche Késtchen liefert die Exponentialreihe

i 1 0 sou )’ _ cos(say) sin(sa;)
— j1\ —sa; 0 T\ —sin(sa;) cos(say) )
=

Daraus ergeben sich dann nach weiterer Rechnung genau die Kurven

c(s) = (a1 sin(ay s), a1 cos(a18), ..., Gm sin(ams), am cos(ams))
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fiir gerades n = 2m und
c(s) = <a1 sin(ays), a1 cos(a18), . . ., Qm Sin(QmS), am cos(ams), bs)

fiir ungerades n = 2m + 1, jeweils bis auf eine euklidische Bewegung. In jedem Fall
sind die Frenet—Kurven mit konstanten Kriimmungen Bahnen unter der Wirkung einer
1-Parametergruppe von Drehungen (falls n gerade ist) bzw. von Schraubungen (falls n
ungerade ist, mit dem Sonderfall der Drehungen). Im Fall n = 3 ergeben sich genau die
Schraubenlinien (einschlieflich der ebenen Kreise), vgl. 2.12.

Der Fall n = 4: Fiir gegebene Konstanten a, b, o, 3 ist die Kurve
c(t) = (acos(at),asin(at),beos(Bt), bsin(Bt))

eine Frenet-Kurve im IR*, falls a,b # 0 und o2 # 32 # 0. Diese Kurve c ist offenbar die
Bahn eines Punktes unter einer Drehung im IR*, wobei letztere in Normalform dargestellt
ist. Sie ist nach Bogenlidnge parametrisiert, falls

1 = a?ad®+ 3%
Sie hat dann konstante Frenet—Kriimmungen k1, ko, k3 mit
/{? — a4a2 +ﬂ4b2
k2k3 = aba® + % — K}
2.2 2 8 2 872 2,2 2\2
Kikaky = ata” + B°0° — k(K] + K3)°.

Falls umgekehrt k1, k2, k3 als konstant und ungleich null gegeben sind, so kann man
das System dieser 4 Gleichungen nach a, b, o, 8 auflésen (als Ubung mit dem folgenden
Hinweis: —a? und —3? sind Eigenwerte der Matrix K2, vgl. 2.12).

\
\\J
Bild 2.7: Torusknoten 75 5
BEMERKUNG: Falls man a = b = 1 setzt und a = p, § = g ganzzahlig und teilerfremd

wahlt, so sind diese Kurven geschlossen und bekannt als die Torusknoten T}, ;. Genauer
liegen sie in dem sogenannten Clifford-Torus

{(z1, 22,1, 2) € R* | xf +x§ = y%+y§ =1},

der als Teilmenge der 3-Sphiire vom Radius v/2 aufgefaBt werden kann. Dreidimensionale
Bilder erhilt man nach stereographischer Projektion z.B. vom ,Nordpol” (v/2,0,0,0),
vgl. Bild 2.7.
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2E Kurven im Minkowski-Raum IR}

Bisher sind wir immer vom euklidischen Raum als umgebenden Raum ausgegangen. Das
euklidische Skalarprodukt (X,Y) = Z?Zl 2;7; hat ja unter anderem zur Folge, dafl die
Linge ||¢|| der Tangente an eine reguliire Kurve ¢(t) niemals verschwinden kann. Es gibt
aber nun gute Griinde, auch andere, nicht positiv definite, Skalarprodukte zu betrach-
ten. In der speziellen Relativitdtstheorie legt man eine Raumzeit von 3 4+ 1 Dimensio-
nen zugrunde, wobei die Zeit als eine Dimension aufgefa3t wird. In der Richtung dieser
Zeit-Koordinate wird dann das Skalarprodukt mit einem negativen Vorzeichen versehen.
Analog kann man auch den 3-dimensionalen Raum als einen Raum von 2 + 1 Dimen-
sionen auffassen, wobei eine Dimension anders behandelt wird als die beiden anderen.
Man kann dies als eine Vorbereitung auf die spezielle Relativitédtstheorie interpretieren,
aber es werden durchaus auch in der physikalischen Literatur solche Modelle von 2 + 1
Dimensionen betrachtet.

2.17. Definition (Minkowski-Raum)
Den Raum IR} erkliren wir als den gewohnlichen 3-dimensionalen IR-Vektorraum
{(z1, 72, %3) | x1,T2,x3 € IR} zusammen mit dem Skalarprodukt

(X,Y)1 = —x131 + T2y2 + T3Y3.

Wenn keine MiBverstéindnisse zu befiirchten sind, kann man statt (X,Y); auch (X,Y")
schreiben. Diesen Raum nennt man Minkowski—-Raum oder auch Lorentz—Raum. Tangen-
tialvektoren sind genau wie im euklidischen IR? erklirt. Ein Vektor X heifit

raumartig, falls (X, X)1>0
zeitartig, falls (X, X)1 <0
lichtartig oder isotrop oder Nullvektor, falls (X, X); =0, aber X # 0.
Die Menge aller Nullvektoren des IR bilden den sogenannten Nullkegel oder Lichtkegel®

{(z1, 22, z3) | ¥ =ai a3, 1 £0)

Bild 2.8: Nullkegel im Minkowski—-Raum mit vertikaler x1-Achse

3Diese Bezeichnung wird versténdlich, wenn man x1 als die Zeit ¢ interpretiert und (X, X)1 als
—~2t2 +xg +a:§ mit Lichtgeschwindigkeit . Der Lichtkegel beschreibt dann die Ausbreitung des Lichtes.
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Die Regeln der Differentialrechnung bleiben im IR} natiirlich die gleichen wie im IR3, also
konnen wir wie im euklidischen Raum von Immersionen bzw. requliren Kurven sprechen.

2.18. Definition Eine reguliire Kurve c: I — IR? heifit

raumartig, falls stets (¢,¢)1 >0
zeitartig, falls stets (¢,¢)1 <0
lichtartig oder isotrop oder Nullkurve, falls stets (¢,¢)1 = 0.

BEISPIEL: Die Hyperbel 22 = 22 4+ 1,73 = 0 ist raumartig. Das sieht man an der
Parametrisierung c(t) = (cosht,sinht¢,0). Wegen ¢é(t) = (sinht¢,cosht,0) und folglich
(¢,¢)1 = 1 ist dann ¢ sogar der Bogenlédngenparameter. Entsprechend ist die Hyperbel
22 = 22 — 1,23 = 0 zeitartig mit der analogen Parametrisierung c(t) = (sinht, cosht,0).
Die Gerade c¢(t) = (t,t,0) ist isotrop. Sie verlduft (fiir ¢ # 0) innerhalb des Nullkegels.

2.19. Lemma Eine iiberall raumartige [bzw. zeitartige] regulire Kurve c¢:I — IR}
kann man nach Bogenlidnge parametrisieren in dem Sinne, daB stets (¢,¢); = 1 [bzw.
(é,¢)1 = —1] gilt. Fiir eine iiberall lichtartige Kurve ist dies nicht moglich, man kann
aber eine lichtartige Gerade so parametrisieren, dal ¢ = 0 wird. Dieser Parameter ist
nicht eindeutig, sondern nur bis auf affine Transformationen ¢ — at + b bestimmt. Er
heifit deshalb auch affiner Parameter.

Der Beweis fiir raum- oder zeitartige Kurven ist analog zu dem von 2.2. Fiir die lichtar-
tigen bzw. isotropen Geraden ist die Behauptung trivial.

Um Ableitungsgleichungen vom Frenet-Typ zu gewinnen, machen wir uns zunéchst klar,
daB auch im IR} ein (modifiziertes) Vektorprodukt von A und B erklirt werden kann
durch die Giiltigkeit von
(A x B,C); =Det(A4, B,C)

fiir alle C. Entsprechend kann man 3-Beine erklidren: Zwei Vektoren e; und ey mit
(e4,€;)1 = £1 und (ey, ea)1 = 0 ergiinzt man durch es := e; X ez zu einem orthonormalen
3-Bein. Definieren wir €,1 € {1, —1} durch {(e1,e1)1 =€, (ea,ea)1 =n, so gilt notwendig
(es,e3)1 = —en, und jeder Vektor X laft sich eindeutig zerlegen in seine 3 Komponenten

X =¢e(X,e1)1e1 + (X, ea)160 — en(X, e3)1e3.

2.20. Satz (Frenet-Gleichungen im Minkowski-Raum)

Eine nach Bogenlidnge parametrisierte (raumartige oder zeitartige) Kurve ¢ mit
(",d")1 # 0 induziert ein Frenet-3-Bein e; = ¢/,eq = ¢’ /\/[{¢”, ¢")1],e3 = €1 X ea,
und es gelten mit der obigen Definition von €, die folgenden Frenet—Gleichungen:

!/

e1 0 Kn 0 el
es = —KE€ 0 —Ten e2
es 0 —7n 0 es

Die dadurch definierten Grofien
k= {e],ea)1 und T = (e}, e3)1

heiflen Kriimmung und Torsion der Kurve.
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BEWEIS: Wie in 2.8 mufl man einfach die Anteile von e}, eh,e5 in dem Frenet-3-Bein
ausrechnen, z.B.

el =" =nld’, es)1ea = nrea,
(eh,e1)1 = —(e1, e2)1 = =+,
<6§37€2>1 = 7<el2763>1 = —T.

2.21. Beispiel (Kurven mit konstanter Kriimmung und Torsion)
Die folgenden ebenen Kurven sind von konstanter Kriimmung:

c(t) = (0,cost,sint)
c2(t) = (cosht,sinht,0)
cs(t) = (sinht,cosht,0)

Dabei sind ¢ und cp raumartig, c3 ist zeitartig. Raumkurven mit konstanter Kriitmmung
und konstanter Torsion entstehen als Bahn eines Punktes unter einer Schraubung im
Minkowski-Raum. Die entsprechenden Drehmatrizen sind in 3.42 genauer beschrieben.
Fiir die Schraubung ist dann noch jeweils eine Translation in Richtung der jeweiligen
Drehachse hinzuzufiigen. Man erhilt die Kurven

cy(t) = (at,cost,sint)
cs(t) = (cosht,sinht,at)
cs(t) = (sinht,cosht,at),

jeweils mit einer Konstanten a. Diese haben konstante Kriimmung und Torsion.

2F Globale Kurventheorie

2.22. Definition (geschlossene Kurve)

Eine (reguldre) Kurve c: [a,b] — IR™ heifit geschlossen, wenn es eine (regulire) Kurve
¢: IR — IR™ gibt mit ¢4 = cund c(t+b—a) = ¢(t) fiir alle t € IR, wobei insbesondere
c(a) = ¢(b) und '(a) = /(b). Diese geliftete Kurve ¢ heifit auch periodisch. Eine
geschlossene Kurve ¢ heifit einfach geschlossen, wenn c|(4p) injektiv ist, also wenn es
keine Doppelpunkte c(t1) = c(t2) gibt mit @ < t; < t < b. Alternativ kann man
eine geschlossene Kurve [oder einfach geschlossene Kurve] auch definieren als eine
Immersion [oder Einbettung] der Kreislinie S* in den IR™.

Die globale Kurventheorie beschiftigt sich mit Eigenschaften von geschlossenen Kurven,
insbesondere mit deren Kriitmmungsverhalten, z.B. im Hinblick auf ihre totale (d.h. in-
tegrierte) Kriitmmung oder Torsion. Die Totalkriimmung einer geschlossenen Kurve c ist

definiert als das Integral
b L
[ selde= [ wts)as
a 0

wobei L die Gesamtlinge der Kurve sei. Entsprechend hat man auch die totale Torsi-
on einer Raumkurve, wenn diese eine Frenet—Kurve ist. Man beachte, daf fiir eine ebene
Kurve die Kriimmung « ein Vorzeichen hat und damit auch die Totalkriimmung, wahrend
sie fiir Frenet—Kurven im 3-dimensionalen oder hoherdimensionalen Raum nach Defini-
tion stets positiv ist. Dieser Unterschied kommt in den folgenden S&tzen 2.28, 2.32 und
2.34 klar zum Ausdruck.
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2.23. Lemma (Kriimmung in Polarkoordinaten)
c:[a,b] — IR? sei eine regulire (C?-)Kurve mit Frenet-Bein eq(t), e2(t), und in lokalen
Polarkoordinaten sei e1(t) = (cos(¢(t)),sin(¢(t))). Dann gilt

_dp _dp dt _ o(t)

" s Tt ds e

BEWEIS: Aus der Darstellung fiir e;(t) folgt ez(t) = (— sin(¢(t)), cos(¢(t))) und damit

nach den Frenet—Gleichungen key = ddisl = dditl . % = c,b( — sin ¢, cos gp)%. |

FOLGERUNG: Solange ¢ als differenzierbare Funktion des Parameters t erklart ist, folgt
fiir die Totalkriimmung
b

b
| r@letlid = [ et = o) - o(@.

a

Wegen der potentiellen Mehrdeutigkeit des Winkels ¢ muf} dies fiir Kurven im Groflen erst
noch separat verifiziert werden. Insbesondere folgt fiir geschlossene Kurven mit ¢(b) =
c(a) eben nicht notwendig p(b) = ¢(a). Das gleiche Problem der Nichteindeutigkeit
betrifft auch den komplexen Logarithmus in der Funktionentheorie: Der Logarithmus

von € = cosf + isin @ kann jede Zahl @ + 2k7 mit einer ganzen Zahl k sein.

2.24. Satz und Definition (Polarwinkelfunktion, Windungszahl)
7: [a,b] — IR?\ {0} sei eine stetige Kurve. Dann gibt es eine stetige Funktion ¢: [a, b] —
IR mit
¥(8) = [V ®)(cos(ip(1)), sin(p(1)))-
Die Differenz ¢(b) — p(a) ist von der Wahl einer solchen Funktion ¢ unabhiingig. ¢

heifit Polarwinkelfunktion. Falls ~ differenzierbar ist, ist auch ¢ differenzierbar.
FOLGERUNG: Falls v geschlossen ist, so ist W, = 5= ((b) — ¢(a)) eine ganze Zahl. Sie
heifit die Windungszahl von +.

BeWwEIS: Es ist klar, dal ¢ innerhalb einer Halbebene H = {x € IR? | (x, ) > 0} fiir alle
Punkte eindeutig festgelegt ist, wenn nur der Wert fiir einen Punkt fixiert ist. Wegen der
gleichméafigen Stetigkeit von ~ gibt es nun eine Unterteilung a =tg <t < --- < t, = b,
so daB fiir jedes der Teilintervalle die Bildmenge 7|, ,,,] ganz in einer solchen Halb-
ebene enthalten ist. Zu vorgegebenem ¢(a) ist dann durch die Forderung der Stetigkeit
o auf ganz [to,t1] eindeutig festgelegt. Falls ¢ auf [to,t;] stetig erklart ist, so gibt es
eine eindeutige stetige Fortsetzung auf [t;,¢;+1] und damit auch auf [¢o,t;+1]. Induktiv
folgt, dal ¢ zu gegebenem p(a) eindeutig bestimmt ist. Die Wahl von ¢(a) ist freilich
willkiirlich. Falls aber ¢ und ¢ zwei solche stetigen Funktionen sind, so ist ihre Differenz
eine ganzzahlige Funktion, multipliziert mit 27. Eine ganzzahlige stetige Funktion muf}
aber konstant sein, also ist ¢ — @ konstant, also auch g(b) — @(a) = p(b) — (a). O

2.25. Definition (Umlaufzahl)

c: [a,b] — IR? sei eine reguliire geschlossene Kurve. Dann ist die Umlaufzahl U, (engl.:
“rotation index”) von ¢ definiert als die Windungszahl W; des Tangentenvektors ¢,
wobei wir ¢é: [a,b] — IR?\ {0} als stetige Kurve auffassen, indem der Tangentenvektor
zu jedem Punkt der Kurve an den Ursprung des IR? geheftet wird.
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-1

Bild 2.9: Kurve mit Umlaufzahl U = 0

2.26. Folgerung Die Umlaufzahl einer geschlossenen und ebenen reguldren Kurve
ist gleich ihrer Totalkriimmung, dividiert durch 2.

BEwEIs: Es gilt nach 2.23 und 2.24
b b
27U, = 26W = o(b) — pla) = / ()t = / (1) |60 | dt,

wobei ¢ = r(p(t)) ( cos(p(t)), sin(p(t))). d

BEMERKUNG: Die Windungszahl ist eine Homotopieinvariante, d.h. geschlossen homo-
tope Kurven in IR?\ {0} haben die gleiche Windungszahl. Folglich ist die Umlaufzahl
eine regulire Homotopieinvariante, d.h. zwei regulére geschlossene Kurven, die regulér
homotop sind, haben die gleiche Umlaufzahl. Reguldr homotop bedeutet dabei, dafl die
Homotopie (d.h. die zugehorige 1-Parameterschar von Kurven) nur aus reguléiren Kurven
besteht. Der Satz von WHITNEY-GRAUSTEIN? besagt sogar die Umkehrung davon und
damit die Aquivalenz: Zwei regulire geschlossene Kurven haben die gleiche Umlaufzahl
genau dann, wenn sie regquldr homotop sind.

2.27. Lemma e: A — IR?\ {0} sei stetig, und A C IR? sei sternférmig beziiglich o,
d.h. zu jedem = € A liege die Strecke Tox ganz in A. Dann gibt es eine stetige Polarwin-
kelfunktion ¢: A — IR mit e(z) = |le(z)||( cos(p(x)), sin(p(z))).

BeEwEls: Wir wihlen ¢(zg) fest. Dann ist die Einschrinkung von e auf die Strecke
zo + t(z — o) eine stetige Kurve mit ¢ als Parameter, ¢ € [0,1]. Nach 2.24 ist dann
o als stetige Polarwinkelfunktion lings der Strecke ToZ eindeutig definiert. Aufgrund
der Sternférmigkeit ist damit aber eine Funktion ¢ auf ganz A eindeutig definiert. Es
geniigt dann, die Stetigkeit auf kompakten Teilmengen zu verifizieren, die sternférmig
beziiglich zg sind. Zur Vereinfachung kénnen wir annehmen, dafl o = 0. Dann gibt es —
wie im Beweis von 2.24 — aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit von e und von e/||e|| ein
0 > 0, so daB e(z) und e(y) stets in einer offenen Halbebene beziiglich 0 liegen (also nie
antipodal sind), sofern nur ||z — y|| < §. Es sei nun {z,} eine gegen = € A konvergente
Folge mit der Widerspruchsannahme liminf,,_, |¢(x,) — ¢(x)| > 27. Wir kénnen dabei
annehmen, daf ||z,, — z|| < 0 fiir alle n gilt und folglich ||tz,, — tz|| < 4 fir 0 <t < 1.

4H.WHITNEY, On regular closed curves in the plane, Compositio Math. 4, 276-284 (1937)
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Fiir festes n betrachten wir dann |p(tx,, ) — ¢(tx)| als Funktion von ¢ mit 0 < ¢ < 1. Diese
ist sicher stetig in ¢, und zwar ist sie gleich O fiir t = 0 und groéfer als %w fiir t = 1 und fir
hinreichend grofies n. Andererseits sind e(txy) und e(tz) niemals antipodal zueinander,
also kann diese Funktion den Wert 7 nicht annehmen, ein Widerspruch. O

2.28. Theorem (Hopfscher Umlaufsatz)
Es sei c: [a,b] — IR? eine einfach geschlossene regulire (C2-)Kurve. Dann gilt

/ t)||dt = U, = +1.

BEWEIS (nach H.HOPF®): Es gibt sicher eine Tangente, so dafl die Kurve ganz auf einer
Seite davon liegt. Bei Zugrundelegung eines geeigneten Koordinatensystems kénnen wir
dann annehmen, dafl ¢(t) = (z(t), y(¢)) mit y(a) = y(b) = 0,y(t) > 0 fiir alle ¢.

o

0 s 1

Bild 2.10: Die Menge A (fiir a = 0,b=1)

Definiere dann
A:{(s,t)eﬂ?,2 |a<s<t<b}
sowie e: A — IR?\ {0} durch

falls s #t und (s,t) # (a,b)

e(s,t) = falls s=t

T ( i falls (s,t) = (a,b)
Weil die Kurve einfach geschlossen ist, gilt ¢(t) # c¢(s) fiir alle t # s auler (s,t) = (a, b).
Damit ist e wohldefiniert. Die Stetigkeit von e folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit
von c¢. Man verifiziert sie durch Grenziibergang von der Sekante auf die Tangente. Of-
fenbar ist e(t, t) die Einheitstangente der Kurve c¢(t). Nach 2.27 existiert nun eine stetige
Polarwinkelfunktion ¢: A — IR mit e(s, t) = (cos¢(t, s),sin p(t, s)) und ¢p(a,a) = 0. Die
Funktion ¢(t) := ¢(t,t) ist dann die Polarwinkelfunktion lings der Kurve ¢, also ist sie
differenzierbar in ¢, und nach 2.26 gilt

a / sl = o / PO = 2= (40.8) = pla).

5Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven, Compositio Math. 2, 50-62 (1935)
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Andererseits ist ¢(a, b) —p(a, a) = m, falls £(a) > 0 (sonst = —), sowie ¢(b, b) —p(a,b) =

7, falls #(a) > 0 (sonst = —m), wie man durch Betrachtung der Polarwinkel fiir die Schar
aller Sekanten c¢(t) — c(a) einerseits sowie ¢(b) — c(s) andererseits sieht. In der Summe
wird dann (b, b) — ¢(a, a) entweder +27 oder —27. O

2.29. Folgerung Die totale Absolutkriimmung [ |k|ds einer einfach geschlossenen und
reguldren ebenen Kurve erfiillt die Ungleichung

b
/ K ()] - 6]t > 2m

mit Gleichheit genau dann, wenn die Kriimmung ihr Vorzeichen nicht wechselt.

Das wirft die Frage auf, welche geometrische Bedeutung die Bedingung x > 0 bzw. x <0
fiir eine geschlossene Kurve hat. Dies fiithrt auf die Betrachtung konvexer Kurven.

2.30. Definition (konvex)

Eine einfach geschlossene ebene Kurve heiffit konver, wenn die Bildmenge der Rand
einer konvexen Teilmenge C' C IR? ist. Die Konvexitit einer Teilmenge C' ist wie
iiblich dadurch erkldrt, daf§ C' mit je zwei Punkten auch die ganze Verbindungsstrecke
zwischen ihnen enthalt.

2.31. Satz (Charakterisierung konvexer Kurven)

Fiir eine einfach geschlossene und regulédre ebene Kurve ¢, deren Bildmenge Rand einer
kompakten zusammenhiingenden Menge C' C IR? ist, sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

1. Die Kurve c ist konvex (d.h. C' ist konvex).

2. Jede Gerade trifft die Kurve ¢, wenn iiberhaupt, entweder in einer Strecke (die auch
zu einem Punkt degenerieren kann) oder in zwei Punkten.

3. Fiir jede Tangente der Kurve ¢ liegt die Bildmenge der Kurve (bzw. die Menge C)
stets ganz auf einer Seite davon.

4. Die Kriimmung von ¢ wechselt nicht das Vorzeichen.

BEWEIS: (1) = (2): Es sei g eine Gerade, dann ist g N C eine kompakte Teilmenge von
C, und zwar ein Intervall wegen der Konvexitit. Falls ¢ N C keine inneren Punkte von
C' enthilt, dann liegt g N C' ganz in der Kurve ¢ als Rand von C. Falls g N C' innere
Punkte von C enthélt, dann kann g N C' nur die beiden Endpunkte des Intervalls mit
¢ gemeinsam haben. Wire nédmlich ein Teilintervall von ¢ N C' im Rand von C enthal-
ten, dann wiirde eine um einen Punkt desselben gedrehte Gerade die Menge C' in einer
unzusammenhéngenden Menge treffen, im Widerspruch zur Konvexitét.

(2) = (3): Widerspruchsannahme: Es liege C' nicht ganz auf einer Seite einer Tangente
von c. Falls es einen Wendepunkt mit Vorzeichenwechsel von x gibt, so schneidet eine
geeignete Gerade durch diesen Wendepunkt die Kurve in (mindestens) drei isolierten
Punkten, im Widerspruch zu (2). Dabei ist zugelassen, dafi x auf einem ganzen Inter-
vall identisch verschwindet (die Kurve ist dann dort ein Geradenstiick). Wenn es keinen
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solchen Wendepunkt gibt, dann liegt lokal die Kurve stets auf einer Seite der Tangente.
Andererseits gibt es nach Annahme einen Punkt p auf der Kurve, so dafl zwei Punkte
q1, g2 von ¢ auf verschiedenen Seiten der Tangente durch p liegen. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir dabei den Punkt g2 beliebig nahe an p wihlen. Wir betrachten
dann die Gerade g, die von q1, g2 aufgespannt wird. Diese schneidet die Tangente durch p
unter einem gewissen Winkel, weil sie nicht parallel zur Tangente sein kann. Die Gerade
g schneidet dann ¢ in der Nédhe von p noch in einem weiteren Punkt g3, und zwar auf
derselben Seite der Tangente wie go. Insgesamt trifft g die Kurve also in (mindestens)
drei Komponenten, im Widerspruch zu (2).

(3) = (4): Zum Widerspruch nehmen wir an, dafl x(p) = 0 und daf§ s dort einen Vor-
zeichenwechsel hat. Dabei ist zugelassen, dafl x auf einem ganzen Intervall identisch ver-
schwindet (die Kurve ist dann dort ein Geradenstiick). Wenn wir die Tangente durch p in
geeigneter Weise drehen, dann erhalten wir eine Gerade, die (mindestens) drei isolierte
Punkte mit ¢ gemeinsam hat, und zwar p und je einen auf jeder Seite von p innerhalb
der Geraden. Folglich kann ¢ nicht auf einer Seite dieser Tangente liegen.

(4) = (1): Wenn C nicht konvex ist, dann gibt es eine Gerade g, so dafl ¢ C mindestens
zwei Komponenten hat, die wir als Intervalle [z1, z2] und [x3, 24] beschreiben kénnen mit
1 < T3 < x3 < x4. Auf den diversen Verbindungsbogen zwischen diesen 4 Punkten gibt
es jeweils Punkte auf der Kurve mit maximalem Abstand von g, und zwar insgesamt 4
Punkte. In diesen Punkten steht die Einheitsnormale senkrecht auf g, es muf} also auch
zwei parallele und orientierte Einheitsnormalen in zwei verschiedenen Punkten geben,
wobei dazwischen die Einheitsnormale nicht konstant ist. Zum Widerspruch nehmen wir
nun zusétzlich x > 0 an. Nach 2.23 und 2.24 kann & als Ableitung ¢’ einer Polarwinkel-
funktion ¢ aufgefait werden. Wegen « > 0 ist diese dann monoton wachsend, und zwar
von 0 bis 27 nach dem Hopfschen Umlaufsatz 2.28. Nun betrachten wir die Einheitstan-
gente (und analog die orientierte Einheitsnormale) als Abbildung von S* nach S*. Wegen
der Monotonie von ¢ hat diese dann die Eigenschaft, dafl das Urbild jedes Punktes stets
zusammenhéngend ist. Die Bedingung x > 0 wiirde hier analog die strikte Monotonie und
damit die Bijektivitdt erzwingen, im anderen Fall kénnen zusammenhéngende Teilbogen
auf das gleiche Bild abgebildet werden. Dies widerspricht aber dem oben Gesagten. Also
muf ¢ konvex sein. ]

2.32. Folgerung (totale Absolutkriimmung)
Die totale Absolutkrimmung [ |k|ds einer jeden geschlossenen und reguldren ebenen
Kurve erfiillt die Ungleichung

b
/ k()] - [[é(t)]|dt > 2m

mit Gleichheit genau dann, wenn die Kurve einfach und konvex ist.

Fiir (einfach geschlossene) konvexe Kurven ist die Gleichheit [ kds = 27 klar nach 2.28
und 2.31. Fiir nichtkonvexe Kurven sieht man die Ungleichung durch Vergleich der Kurve
mit dem Rand ihrer konvexen Hiille. Dieser Rand ist dann eine einfach geschlossene
konvexe Kurve (allerdings nur C* und stiickweise C?), und deren totale Absolutkriim-
mung kann nicht gréBer sein als die der gegebenen Kurve. Die Ausnahmestellen, wo die
Kurve nicht C? ist, kann man approximativ ,,abrunden®. Dann kann man 2.29 und 2.31
auf diese Randkurve anwenden. Gleichheit wiederum ist nur moglich, wenn die gegebene
Kurve mit dieser Randkurve iibereinstimmt, wenn sie also selbst konvex ist.



2F Globale Kurventheorie 31

2.33. Satz (Vier-Scheitel-Satz)
Eine einfach geschlossene, regulire und ebene konvexe Kurve der Klasse C® besitzt
mindestens vier Scheitelpunkte, d.h. vier lokale Extrema von k.

BEWwEIS: Falls « auf einem Teilintervall konstant ist, ist nichts zu zeigen, weil dann
unendlich viele Punkte Scheitelpunkte sind. Wir kénnen also annehmen, dafl x auf keinem
Teilintervall konstant ist. Lokale Extrema von x erkennen wir dann als Punkte mit &’ = 0,
wo x’ das Vorzeichen wechselt. Zunéichst nimmt die Funktion s auf der kompakten Menge
[a,b] bzw. S ihr absolutes Minimum und Maximum an. Dort gilt sicher v’ = 0. Es
sei etwa #(0) das Minimum, k(sq) das Maximum. Die Kurve c: [0, L] — IR? sei nach
Bogenlinge parametrisiert mit ¢(0) = ¢(L). Das Koordinatensystem (z,y) in der Ebene
kénnen wir so wihlen, da§ die z-Achse die beiden Punkte ¢(0), ¢(so) enthilt, also ¢(s) =
(z(s),y(s)) mit y(0) = y(sp) = 0. Die Kurve trifft die 2-Achse in keinem weiteren Punkt
mehr, weil sie sonst wegen der Konvexitidt und wegen 2.31 die ganze Verbindungsstrecke
von ¢(0)c(sp) mit der z-Achse gemeinsam haben miifite, was aber k = 0 auf einem
Teilintervall zur Folge hétte. Das widerspricht unsere Annahme iiber die Nicht-Konstanz
von k. Daraus folgt dann, dafl y(s) das Vorzeichen nur in s = 0 und s = s¢ wechselt.

Widerspruchsannahme: ¢(0) und ¢(sp) sind die einzigen Scheitelpunkte von ¢. Dann wech-
selt x’ das Vorzeichen nur in s = 0 und s = sp, und die Funktion &’(s)y(s) wechselt ihr
Vorzeichen tiberhaupt nicht. Die Frenet—Gleichungen fiir ¢ besagen

€1 = (xlvyl)v €2 = (_ylvxl)v (‘T’.va”) = 6/1 = K€z,

woraus insbesondere z”/ = —ky’ folgt. Mit partieller Integration erhalten wir

/OL K (8)y(s)ds = Iiy’j - /OL k(s)y' (s)ds = /OL z"(s)ds = 2'(L) — 2/(0) = 0.

Dabei verwenden wir die Geschlossenheit der Kurve, also y(0) = y(L),2'(0) = 2/(L).
Der Integrand 'y auf der linken Seite hat jedoch keinen Vorzeichenwechsel. Wenn das
Integral dennoch verschwindet, mufl der Integrand identisch verschwinden, also x’ = 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Nicht-Konstanz von k.

Damit ist die Annahme widerlegt, und es gibt doch eine dritte Nullstelle von ' mit einem
Vorzeichenwechsel. Wegen der Periodizitéit von x’ kann die Zahl der Vorzeichenwechsel
aber nicht ungerade sein, also mufl es noch eine vierte solche Nullstelle geben. Dieser
Satz gilt auch fiir nicht-konvexe einfach geschlossene ebene Kurven, aber der Beweis muf}
dann modifiziert werden.% (]

2.34. Satz (Totalkriimmung von Raumkurven, W. FENCHEL 1928/29)
Fiir jede geschlossene und regulire Raumkurve c: [a,b] — IR3 gilt die Ungleichung

l b
/Oﬁa(s)ds:/ w(®)|E()]|dt > 27

mit Gleichheit genau dann, wenn die Kurve eben, einfach und konvex ist.

6vgl. L.VIETORIS, Ein einfacher Beweis des Vierscheitelsatzes der ebenen Kurven, Archiv d. Math. 3,
304-306 (1952)
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BEWEIS (nach H. LIEBMANN 1929 7):
¢ sei nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann gilt fiir die sphérische Kurve ¢/

(')l ds = rds,

also stimmt lings der gegebenen Kurve ¢ das Bogenelement von ¢’ dort, wo ¢ regulér ist,
mit xds iiberein. Man beachte hier, daf s i.a. nicht mehr der Bogenlédngenparameter der
Kurve ¢’ ist und daf ¢ auch nicht iiberall regulér sein muf}. Die totale Absolutkriimmung
fol k(s)ds ist also nichts anderes als die Gesamtlénge von ¢’ als sphérische Kurve. Dabei
sind mehrfach durchlaufene Teile von ¢’ auch mehrfach zu zéhlen.

Wegen der Giiltigkeit von 2.32 fiir ebene Kurven geniigt es im folgenden zu zeigen:

Die Linge L der sphirischen Kurve ¢’ ist strikt grofier als 2w, wenn ¢ eine geschlossene,
aber nicht-ebene Kurve ist.

Wir verwenden im folgenden die elementargeometrische Tatsache, daf} jede Verbindungs-
kurve zwischen zwei Punkten auf der Sphére eine Lénge hat, die groBer oder gleich der
des kleineren Grofikreisbogens zwischen diesen beiden Punkten ist, mit Gleichheit nur fiir
diesen kleineren Grofikreisbogen selbst. Wir bezeichnen mit dist(A, B) den (orientierten)
Bogenldngenabstand innerhalb der Kurve ¢/ und mit d(A, B) den sphérischen Abstand.
Zunéchst gilt fiir eine Koordinatenfunktion z(s) von ¢ bzw. z/(s) von ¢’ die Gleichung

l
/0 z'(s)ds = z(I) — z(0) = 0,

also wird das Bild von ¢’ sicher von dem Grofikreis = 0 geschnitten. Durch Drehung des
Koordinatensystems sieht man, dafl dies fiir jeden Grofikreis gelten mufl. Genauer folgt
sogar, daf das Bild von ¢’ in keiner abgeschlossenen Hemisphiire enthalten sein kann, es
sei denn, ¢’ ist selbst ein Grofkreis.

Es sei jetzt A ein beliebiger Punkt auf der Kurve ¢/ und B der Antipode innerhalb dieser
Kurve, d.h. bei Durchlaufung der Kurve in einer bestimmten Richtung ist die Lange von
A nach B genauso grofl wie die von B nach A:

dist(A, B) = dist(B,A) = £

Dabei seien innerhalb der Sphéire A und B durch einen Grofkreisbogen der Linge <
verbunden. Ist nun d(A, B) = m, so ist die Lange L von ¢’ groBer oder gleich 27, und sie
ist gleich 27 nur dann, wenn ¢’ aus zwei halben Grofikreisbdgen besteht. Diese miissen
dann aber nach dem oben Gesagten Teile eines einzigen Grofikreises sein, weil ja sonst
das Bild von ¢’ in einer abgeschlossenen Hemisphiire enthalten wire. Dann wire aber ¢
eine ebene Kurve, was wir oben ausgeschlossen hatten.

Es verbleibt der Fall d(A, B) < w. Dann gibt es einen GroBkreis G, der symmetrisch zu
A und B liegt in dem Sinne, dafl die Ebene von G senkrecht auf der Ebene durch den
Sphéarenmittelpunkt steht, die den Grofikreisbogen durch A und B halbiert. Auch G trifft
die Kurve ¢/, etwa in einem Punkt P. Dieser liegt nicht auf dem kleineren Grofikreisbogen
von A nach B. Wegen der symmetrischen Lage von G gilt d(A, P) + d(P, B) = m, und
wegen d(A, B) < 7 liegt P auch nicht auf dem gréBeren Grofikreisbogen von A nach

"Elementarer Beweis des FENCHELschen Satzes iiber die Kriitmmung geschlossener Raumkurven, Sit-
zungsber. PreuBlische Akad. Wiss., Physik.-Math. Klasse 1929, 392-393
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B (echte Dreiecksungleichung im Dreieck APB). Also gilt dist(A, P) > d(A, P) oder
dist(P, B) > d(P, B) (denn Gleichheit in beiden Fillen gleichzeitig wiirde bedeuten, dafl
die Kurve ¢/ von A nach P und von P nach B aus zwei Groikreisbogen besteht mit
einem Knick bei P, also mit ¢” = 0 bei P, was unmoglich wird, wenn wir A durch einen
benachbarten Punkt ersetzen) und folglich

L — dist(A, P) + dist(P,B) > d(A, P) + d(P,B) = .

Damit ist 2.34 bewiesen. Dieser Satz gilt sogar allgemeiner fiir geschlossene Kurven im
IR™, und zwar mit derselben Gleichheitsdiskussion. ([l

Ohne Beweis erwéhnen wir noch den folgenden Zusammenhang zwischen verschiedenen
charakteristischen Zahlen fiir geschlossene Kurven in der Ebene. c:[a,b] — IR? sei ge-
schlossen, und es bezeichne D die Zahl der Doppelpunkte, W die Zahl der Wendepunkte
(d.h. der Punkte mit x = 0). Ferner seien N* (bzw. N~) die Zahlen der Doppeltangen-
ten, so daff in der Nihe der beiden Beriihrpunkte die Kurve jeweils auf der gleichen Seite
(bzw. auf entgegengesetzten Seiten) der Doppeltangente liegt.

2.35. Satz (FR.FABRICIUS-BJERRE®)
Fiir jede generische und geschlossene ebene Kurve gilt die Gleichung

1
N+:N‘+D+§W.

Dabei bedeutet , generisch*, dal die Kurve nur einfache Doppelpunkte und Doppeltan-
genten hat (keine dreifachen oder hheren), daf in solchen Doppelpunkten die beiden
Tangenten linear unabhéingig sind und daf} in allen Punkten mit x = 0 jedenfalls x’ # 0
gilt und dafl keine Doppeltangente die Kurve in einem Wendepunkt beriihrt.

Ubungsaufgaben

1. Die Kriitmmung und die Torsion einer Frenet-Kurve c(t) im IR? sind in beliebiger
Parametrisierung gegeben durch die Formeln

K(t) =

lle x €]
llef?

Fiir eine ebene Kurve gilt entsprechend & = Det(¢, &) /||¢|[3.

Det(é. &%
und 7(t) = et(¢, &)

llex &l

2. In jedem Punkt p einer reguliren ebenen Kurve ¢ mit ¢’ (p) # 0 (oder x(p) # 0) gibt
es eine Parabel, die die Kurve in p von dritter Ordnung beriihrt. Der Beriihrpunkt
ist der Scheitelpunkt der Parabel genau dann, wenn x’(p) = 0.

Hinweis: Es gibt eine 2-Parameterschar von Parabeln, die eine gegebene Gerade
in einem festen Punkt von erster Ordnung berithren. Wenn wir diese Gerade als
Tangente an die gegebene Kurve in p interpretieren, so wird durch Vorgabe von
k(p) und &'(p) aus dieser 2-Parameterschar eine eindeutige Parabel bestimmt. Die

Kriimmung der Parabel z — (z, 22?) ist dabei analog zu Ubungsaufgabe 1 durch
r(z) = a(l + a®x?)73/% gegeben. Dies impliziert #/(z) = % - 4 = _3qzx2. Damit
3/2

12
kann man @ und z durch x und &’ ausdriicken: a = fi(l + 5?) und r = —3(’:7.

80n the double tangents of plane closed curves, Mathematica Scandinavica 11, 113-116 (1962)
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3.

Die Evolute y(t) = c(t)+ %62(1‘:) einer Kurve ¢(t) ist reguléir genau dort, wo <’ # 0.
Die Tangente an v im Punkt ¢t = ¢ schneidet die Kurve ¢ in t = ¢y senkrecht.

4. Eine reguldre Kurve zwischen zwei Punkten p, ¢ im IR"™ mit kleinstmoglicher Lange

5.

6.

10.

11.

ist notwendig das Geradenstiick von p nach ¢. Hinweis: Man verwende die Schwarz-
sche Ungleichung (X,Y") < ||X]||-||Y]| firr die Tangente der Kurve und den Verbin-
dungsvektor ¢ — p.

Falls man alle Tangentenvektoren an die Kurve c(t) = (3t,3t2,2t3) im Ursprung
des Koordinatensystems antrégt, so liegen alle Endpunkte dieser Vektoren auf dem
Mantel eines Kreiskegels mit Winkel 7/4 um die Gerade © — z =y = 0.

Wenn ein Kreis auf einer Geraden abrollt (ohne Reibung oder Schlupf), dann
durchléuft ein fester Punkt des Kreises eine sogenannte Zykloide, siehe Bild 2.11.
Man stelle eine Gleichung oder Parametrisierung fiir die Zykloide auf.

2

Bild 2.11: Zykloide

Man berechne explizit die Parametrisierung der ebenen Kurve mit #(s) = s~1/2.
Hinweis: 2.7.

Das Frenet-2-Bein einer ebenen Kurve mit gegebener Kriimmungsfunktion x(s)
kann beschrieben werden durch die Exponentialreihe fiir die Matrix

(e *57)

(28) -2 (g i)

7=0

Es wird dann

Eine ebene Kurve sei in Polarkoordinaten (r,¢) durch r = () gegeben. Mit der
Bezeichnung r’ = j—; berechnet sich dann die Bogenldnge im Intervall [p1, p2] zu

5= f:f V1’2 4+ r2dp, und fiir die Kriilmmung gilt die Gleichung

B 22 — pp!l 4 2
rlp) = (r2 + 12)3/2

Man berechne die Kritmmung der in Polarkoordinaten (r, ¢) durch r(p) = ap (mit
konstantem a) gegebenen Archimedischen Spirale.

Man zeige: (i) Die Linge der in Polarkoordinaten r(t) = exp(t), ¢(t) = at mit einer
Konstanten a gegebenen logarithmischen Spirale im Intervall (—oo, t] ist proportio-
nal zum Radius r(¢). (ii) Der Ortsvektor der logarithmischen Spirale hat einen
konstanten Winkel mit der Tangente.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bild 2.12: Archimedische Spirale und logarithmische Spirale

In ebenen Polarkoordinaten (r,¢) sei eine Kurve durch r = cos(2¢),0 < ¢ < 27
gegeben. Man priife, ob diese Kurve regulér ist und berechne ggfs. ihre Umlaufzahl
bzw. die Totalkrimmung.

Man zeige: Die ebene Kurve c(t) = (sint, sin(2t)) ist regulér und geschlossen, aber
nicht einfach geschlossen. Ihre Umlaufzahl ist gleich 0, vgl. Bild 2.9.

Man zeige: Die kubische Schmiegparabel einer Frenet—Kurve ¢ im IR?, definiert durch
s ¢(0) + se1(0) + 5 r(0)e2(0) + £#(0)7(0)es(0),

hat im Punkt s = 0 dieselbe Kriimmung x(0) und Torsion 7(0) wie ¢ selbst. Sie
beriihrt dort ¢ von dritter Ordnung, wenn «'(0) = 0.

In sphérischen Koordinaten ¢, ¥ sei eine regulére Kurve durch (p(s), ¥(s)) innerhalb
der Sphire (cos pcos,sinpcosv,sind) gegeben. Fiir s = 0 sei die Tangente der
Kurve tangential an den Aquator ¢ = 0, d.h. ¢/(0) = 0. Dann ist die geodétische

Kriimmung durch 4”(0) = %h:o gegeben, und die Kriimmung ist folglich

£(0) = /14 (97(0))2.
Hinweis: 2.10 (iii), die geodétische Kriimmung ist dort mit J bezeichnet.

Eine Boschungslinie mit 7 # 0 ist genau dann in einer Sphére enthalten, wenn eine
Gleichung k2(s) = (—A%s? + Bs + C)~! erfiillt ist mit Konstanten A, B, C, wobei
A = T. Hinweis: 2.10 (ii).

In dem orthogonalen (aber nicht normierten) 3-Bein ¢/,c¢”, ¢’ x ¢’ nehmen die
Frenet—Gleichungen einer Raumkurve die dquivalente Form

l
c 0 1 0 4
’
o’ _ — K2 % r "’
’
d x ¢ 0 s & d x e
K

an. Dabei héngen die Eintrége in der Matrix in gewissem Sinne rational (némlich

ohne Wurzeln) von x? = (¢”,¢”) und 7 ab wegen «'/r = 3(log(k?))’.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

Man zeige: Die Frenet—Gleichungen fiir eine Raumkurve sind dquivalent zu den
Darbouz-Gleichungen e, = D x e; fiir i = 1, 2,3, wobei D = e + kes der Darbouz-
sche Drehvektor ist.

Man zeige: Der Darbouxsche Drehvektor D steht senkrecht auf ef, 5, 5 und liegt
damit im Kern der Frenet-Matrix. Die Normalform der Frenet-Matrix ist

0 VKE24+T12 0
—VK2Z + 72 0 0
0 0 0

In dieser Normalform zeigt D in Richtung der dritten Koordinaten-Achse, vgl.
2.12. Da die Frenet—Matrix die Ableitung der Drehung des Frenet-3-Beins ist, zeigt
folglich D in Richtung dieser Drehachse, und die Linge ||D|| = vk2 + 72 ist die
Winkelgeschwindigkeit. Analog beschreibt D die begleitende Schraubung.

Man zeige: ¢ ist eine Schraubenlinie genau dann, wenn D konstant ist. ¢ ist eine
Boschungslinie genau dann, wenn D/||D|| konstant ist.

Die Achse der begleitenden Schraubung im Punkt ¢(0) ist die Gerade in Richtung
des Darboux-Vektors D(0) = 7(0)e1(0) + £(0)es(0) durch den Punkt

(0
P(0) = c(0) + NZ(O)Sr7)'2(O) e2(0).
Man zeige: Die Tangente an die durch alle diese Punkte definierte Kurve
P(s) = c(s) + w==ea(s)
ist proportional zu D(s) genau dann, wenn k/(x? + 72) konstant ist.

Man zeige die Konstanz von Kriimmung und Torsion fiir die Kurven cy, 5, cg in
2.21.

c sei eine Frenet-Kurve im IR™. Man zeige: Det(c’,c”,...,c™) = H;le(m)”*".

Man konstruiere eine nicht-ebene C*°-Kurve im IR?, die — mit Ausnahme eines
einzigen Punktes — eine Frenet—Kurve ist und ansonsten 7 = 0 erfiillt.

Eine Frenet-Kurve im IR? heifit Bertrand-Kurve, falls es eine zweite Kurve so gibt,
dafl die Hauptnormalen der beiden Kurven (in einander entsprechenden FuSpunk-
ten) dieselbe Gerade im Raum aufspannen. Man spricht dann auch von einem Bert-
randschen Kurvenpaar. Eine ebene Kurve ist (jedenfalls lokal) immer eine Bertrand-
Kurve. Man zeige: Nicht-ebene Bertrand-Kurven sind gekennzeichnet durch das
Bestehen einer linearen Relation ax + b7 = 1 mit Konstanten a, b, wobei a # 0.

Es seien c¢1, co zwei ebene geschlossene Kurven mit der Eigenschaft, daf§ die Ver-
bindungsstrecke c;(t)ca(t) niemals den Nullpunkt enthilt. Man zeige W, = W,,.

Gilt die Aquivalenz (1) < (4) in 2.31 auch fiir nicht einfach geschlossene ebene
Kurven?

Man zeige, daf8 die Frenet—Gleichungen fiir Boschungslinien im IR® (d.h. unter der
Annahme 7 = ck mit ¢ € IR) durch den gleichen Ansatz wie in 2.16 explizit inte-
grierbar sind, wenn man sK durch das Integral [ K (s)ds ersetzt, vgl. Ubung 8.



Kapitel 3

Lokale Flachentheorie

Beim Ubergang von Kurven zu Flichen ersetzen wir im Prinzip nur den einen Kurven-
parameter durch zwei unabhingige Parameter, die dann ein zweidimensionales Gebilde
beschreiben, eben eine parametrisierte Flache. Dabei sollte unter dem differentialgeome-
trischen Gesichtspunkt eine Flidche nicht nur durch eine differenzierbare Abbildung in
zwei reellen Parametern beschrieben werden, sondern sie sollte eine geometrische Linea-
risierung derart zulassen, daf} in jedem Punkt eine lineare Fliche der gleichen Dimension
existiert, also eine Ebene, die die gegebene Fliache von erster Ordnung beriihrt. Also ist
es sehr natiirlich zu fordern, dafl eine Parametrisierung in jedem Punkt eine Ableitung
von maximalem Rang besitzt. Solch eine Abbildung nennt man eine Immersion, vgl. 1.3.

3A Flichenstiicke, erste Fundamentalform

3.1. Definition U C IR? sei eine offene Menge. Ein parametrisiertes Flichenstiick

ist eine Immersion
fiU— IR, (uy,u2) — f(ug,us).

f heilt auch Parametrisierung, die Elemente von U heiflen auch Parameter, und
deren Bilder unter f heiflen Punkte. Ein (unparametrisiertes) Flichenstiick ist eine
éqgivalenzklasse von parametrisierten Flichenstiicken, wobei wir f:U — IR3 und
f:U — IR? als dquivalent ansehen, wenn es einen Diffeomorphismus ¢:U — U gibt
mit f = f o . Als u;-Linie bezeichnet man das Bild der i-ten Koordinatenlinie in U.

Ein Diffeomorphismus ist eine in beiden Richtungen differenzierbare Bijektion, vgl. 1.4.
Gelegentlich spricht man auch von reguldren Flichenstiicken und meint damit nichts
anderes, als daf§ der Rang der Abbildung f maximal ist, also daBl f eine Immersion
ist. Sollten doch einmal Punkte auftauchen, in denen dieser Rang nicht maximal ist,
so spricht man von singuliren Punkten oder Singularititen. Analog definiert man ein
Hyperflichenstiick im IR"T! durch eine Immersion einer offenen Teilmenge U des IR" in
den IR™*!, allgemeiner auch ein k-dimensionales Flichenstiick im IR".

BEMERKUNGEN:
1. In klassischer Schreibweise ist eine Parametrisierung ein Tripel von Funktionen x,y, z
in kartesischen Koordinaten

flu,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R3.
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Bild 3.1: Parametrisiertes Flichenstiick mit Koordinatennetz

Dabei wird der Parameter (u,v) abgebildet auf den Punkt (x,y, z). Die Eigenschaft von
f = f(u,v), eine Immersion zu sein, ist dquivalent dazu, dafl die Vektoren % und %
in jedem Punkt linear unabhéngig sind. Sie spannen dann die Tangentialebene auf. Als
orthogonales Komplement ergibt sich dann der (1-dimensionale) Normalenraum.

Als Bezeichnungsweisen verwenden wir im folgenden fiir f:U — IR3, u € U, p = f(u):

T,U sei der Tangentialraum von U in u, T,U = {u} x IR,

T,IR® sei der Tangentialraum von IR3 in p, T,IR3 = {p} x IR3,

T.f seidie Tangentialebene von f in p, Tuf = Df|.(T.U) C Tf(u)ﬂ%3,
1. f  sei der Normalenraum von f in p, T.f& L, f= Tf(u)R3.

Die Elemente von T, f heilen Tangentialvektoren, und die Elemente von 1, f heiflen
Normalenvektoren. Analoges gilt fiir den Tangentialraum T, M an eine Untermannigfal-
tigkeit M sowie den zugehorigen Normalenraum L, M (vgl. 1.7, 1.8). Vektoren X € IR3
nennen wir tangential (bzw. normal) im Punkt p = f(u), wenn (p, X) € T,f (bzw.
(p, X) €Ly f) gilt.

2. Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR (vgl. Def. 1.5) kann lokal als
Flédchenstiick beschrieben werden. Die Parametrisierung ist dabei keineswegs eindeutig.
Zum Beispiel kénnen bestimmte Teile der (Einheits-)Sphire S? = {(z,y,2) € R? | 22 +
y? + 22 = 1} parametrisiert werden durch

(u,v) — (u,v,£v1 —u2 —22), u?+02<1
oder durch geographische Lange ¢ und geographische Breite 9

(0,9) = (cospcosd,sinpcos?d,sindd), 0<p<2m, —5<I<IT.

3. Der Graph einer beliebigen reellwertigen differenzierbaren Funktion h(u,v) kann als
Bild der Immersion

I (u,v) == (u,v, h(u,v))

aufgefafit werden. Dabei sind % = (1,0, hy), % = (0,1, h,) stets linear unabhéngig. Um-
gekehrt kann nach Satz 1.4 lokal jede 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit (und ebenso
jedes Fliachenstiick) als Graph einer Funktion dargestellt werden, wenn die Koordinaten-

achsen geeignet gewéhlt sind.
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4. Was man unter einer Fliche im Grofien zu verstehen hat, dafiir gibt es verschiedene De-
finitionsmoglichkeiten. Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit wird man sicher auch
global als eine Fliche ansehen. Dies schlielt aber Selbstdurchdringungen aus. Endgiiltig
klar werden kann dies erst durch die Definition einer (abstrakten) 2-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit, was wir aber auf 5.1 verschieben. Eine Fldche im Grofien wird dann definiert
als eine Immersion einer 2-Mannigfaltigkeit in den IR3.

BEISPIEL: Der Rotationstorus ist als Flachenstiick definiert durch
f(u,v) = ((a+beosu) cosv, (a + beosu) sinv, bsinu), 0 < u,v < 2m,0<b< a.

Wegen der Periodizitét von sin und cos schliefit er sich nach einer Periode von 27 in jeder
Koordinatenrichtung, wenn man iiber das Intervall u, v € (0, 27) hinausgeht. Es entsteht
dann die Torusfldche global als eine Untermannigfaltigkeit, vgl. Bild 3.2. Diese ist z.B.
durch die Gleichung (a? — b? + 2% + y? + 22)? = 4a?(2? + y?) beschrieben.

—

|

Bild 3.2: Torusflache

3.2. Definition (Erste Fundamentalform)

Mit { , ) bezeichnen wir das euklidische Skalarprodukt auf dem IR® und auf jedem
Tangentialraum 7},IR3. Die erste Fundamentalform I eines Flichenstiicks [oder einer
2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit} ist nichts anderes als die Einschrankung von
(, ) auf alle Tangentialebenen T, f [bzw. T,M], d.h.

I(X,Y) = (X,Y)

fiir zwei Tangentialvektoren X,Y € T, f [bzw. TpM].

In parametrisierter Form kann man das auch als eine symmetrische Bilinearform auf
T, U auffassen, also als die Abbildung

LU x U 5 (V,W) = (Df1(V). D1(W)).

Auch dies wird oft einfach als erste Fundamentalform bezeichnet und mit I oder auch
mit Df - Df oder df - df oder df ® df bezeichnet.
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BEMERKUNGEN:

In Koordinaten f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) wird die erste Fundamentalform durch
die folgende symmetrische und positiv definite Matrix beschrieben:

9f 9 of 9 af @ af

(g“)—(E F)—(“*}_{“@_i) I(a_i’a_i)>_<<a—5va—i> (3.5 )

1] - == — .
F G I(ﬂ ﬂ) I(ﬂ ﬂ) af ﬂ> <ﬂ af

ov? du ov? Ov v’ du ov? v

Falls die Parametrisierung f k-mal stetig differenzierbar ist, so ist die Matrix (g;;) der
ersten Fundamentalform (k — 1)-mal stetig differenzierbar. Diese Matrix (g;;) heifit auch
MajStensor, weil man sie als Tensor interpretieren kann (vgl. Abschnitt 6A), der die
metrischen Verhéltnisse (also das MaB) festlegt. Ihre Determinante ist uns in der Analysis
schon als die Gramsche Determinante von f begegnet (O.FORSTER, Analysis 3, §3). Aus-
fithrlicher kann man auch schreiben

E F\ [ E(u,v) F(u,v)
F G ) \ F(u,v) Gu,v) )’
um anzudeuten, dafl F, F, G Funktionen von u,v sind. In diesen Parametern wird die
erste Fundamentalform auch gern und oft als quadratisches Differential geschrieben:
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

ds? (oder ds) heiBt auch Bogenlingenelement oder Bogenelement oder Linienelement.
Tatséchlich gibt fiir eine Kurve ¢(t) = f(u(t),v(t)) der Ausdruck

VR opte gy

die Linge ||¢|| des Tangentialvektors ¢(t) an, wie man an der Kettenregel leicht sieht:
¢ = fuu+ fob impliziert (¢, ¢) = (fu, fu) @2 +2(fu, fo) W0+ (fo, fo)0? = B4+ 2F00+Go?.

Beachte dazu: Falls f injektiv ist, 1a8t sich jede reguldre Kurve ¢, deren Bildmenge ganz
in f(U) enthalten ist, schreiben als ¢(t) = f(y(t)) mit einer reguldren Kurve -, deren
Bildmenge in U enthalten ist. Man kann dazu v(t) = f~1(c(t)) setzen.

Die erste Fundamentalform I ist sehr wohl zu unterscheiden von dem euklidischen Ska-
larprodukt auf T,U. In der symbolischen Schreibweise t%v % fiir die Standardbasis in
T, U ist dieses einfach durch die folgende Matrix représentiert:

<<%7%> <%7%>>:<1 0)
oo du) (oo 0 1

Man vergleiche dazu die Kugelkoordinaten f(p,9) = (cosp cosd,sin ¢ cos¥,sind) auf
der Sphére und die dortigen Langenverhéltnisse. Die erste Fundamentalform ist

E F\ cos?y 0
Fr G ) 0 1 )°

In U ist die Lange des Intervalls ¥ = 9y, 0 < ¢ < 7 stets gleich 7, die Lénge der Bildkurve
in f(U) ist jedoch gleich 7 cos¥y. Diese Langenverzerrung cos tritt in der Matrix der
ersten Fundamentalform explizit auf. Es gilt cos® = 1 nur am Aquator.
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3.3. Lemma Bei einer Parametertransformation f: f o ¢ verhilt sich die Matrix
der ersten Fundamentalform wie folgt (D¢ bezeichnet hier die Funktionalmatrix):

(Gi;) = (Dp)" (gi5)(Dep)

BEWEIS: Aus der Schreibweise des Matrizenprodukts ergibt sich die leicht zu verifizie-
rende Gleichung (g;;) = (Df)T - (Df), vgl. Ubungsaufgabe 1. Damit rechnen wir aus

(Gij) = (D)T(Df) = (DfoDp) (D foDyp) = (Dp)T(Df)T(Df)(Dy) = (Dp)" (gi;)(Dp).

Die Determinante der ersten Fundamentalform spielt eine wichtige Rolle bei der Integra-
tion von Funktionen, die auf Flichenstiicken definiert sind (sogenannte Oberflicheninte-
grale). Wir geben hier die folgende Definition. Fiir weitere Details sowie fiir die Substi-
tutionsregel verweisen wir auf O.FORSTER, Analysis 3, §§13,14.

3.4. Definition (Oberflichenintegral)
f:U — IR? sei ein Flichenstiick, und f sei injektiv als Abbildung. « sei eine stetige
reellwertige Funktion, die auf ganz f(U) definiert sei. Fiir jede kompakte Teilmenge

Q c U ist dann
//f(Q)adA://Q(aOf)(u,v)\/m dudv

wohldefiniert und heifit Oberflichenintegral. Fiir e = 1 erhélt man den Flicheninhalt.
Die Annahme iiber die Injektivitéit von f kann man dahingehend abschwichen, daf
keine offene Menge mehrfach iiberdeckt wird. Andernfalls wiirde man dann diese Men-
ge im Integral mehrfach zdhlen.

BEMERKUNGEN: Analog kann man ein Integral fiir integrierbare Funktionen auf me8-
baren Teilmengen von U erkldren, z.B. als Lebesgue-Integral. Das so definierte Integral
ist invariant unter Parametertransformationen nach Lemma 3.3. Genauer gilt mit den

Bezeichnungen f = f o, Q = ¢(Q), (u,v) = o(T,7)

//f e //@ (a0 ) (@, 7)1\ /Det Gy diidis — //@ (a0 ) (@, ) [Det Dep| /Det (g, ) diids
_ //Q(aof)(u,v)\/m dudv ://f(Q)a dA

g = Det(g;;) heifit auch Gramsche Determinante. \/g gibt die infinitesimale Flichenver-
zerrung von f an, was durch den Ausdruck dA = /g dudv deutlich gemacht wird. Das
Symbol dA fiir das Flichenelement soll an ,area“ erinnern. Ferner gilt

1=[5 <5l
0

wobei x das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt im IR® bezeichnet. (Beachte: In dem Buch
von M. DO CARMO, leferentlalgeometrle von Kurven und Flachen, wird af /\ L ge-
schrieben statt aﬁ ) Die Flidchen mit kleinstméglicher Oberfliche (bel febtgehal—
tenem Rand) spielen eme wichtige Rolle in der Differentialgeometrie und der Analysis,
siehe dazu Abschnitt 3D.
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3.5. Definition (Vektorfelder lings f)

Fiir ein Flichenstiick f: U — IR3 nennen wir X:U — IR? ein Vektorfeld lings f. Dabei
fassen wir fiir jedes u € U den Vektor X (u) als Vektor im Punkt p = f(u) auf. Streng-
genommen wire X als Abbildung von U in TIR? aufzufassen, wobei der Parameter u
in (f(u), X (u)) € Ty R® tibergeht. Man sagt in diesem Kontext auch, f(u) sei der
Ortsvektor und X (u) der Richtungsvektor. Die Vorstellung dabei ist, dafi der Rich-
tungsvektor X (u) am Punkt p = f(u) angehiingt ist und dann (formal betrachtet)
zusammen mit p ein Element (p, X (u)) € T,IR® = IR? definiert.

Entsprechend heifit X tangential bzw. normal, falls fiir jedes u € U gilt:
(f(u), X (u)) € Tuf baw. (f(u), X (u)) €Ly f (beachte Tuf & Ly f = Tpeu)lR?).

Ein tangentiales Vektorfeld kann man stets eindeutig schreiben (mit u = (u1,ug)) als

X(u) =alu)g -] +Buz|

ein normales Vektorfeld als

X (u) =7(u) - Pl = g

X heifdt stetig bzw. differenzierbar, wenn «, 3,y stetig bzw. differenzierbar sind.

BEISPIELE:

1. Auf dem Kreiszylinder f(p,z) = (cos ¢, sin @, z) ist das Vektorfeld

X(p, ) := (= sinp, cos ¢, o)

mit konstantem x( ein tangentiales Vektorfeld, gleichzeitig Tangentenvektor an die
Familie von Schraubenlinien ¢ — (cost, sint, zot 4+ ¢) mit Parameter ¢ (s. Bild 3.3).

2. Bei variablem Punkt definiert der Einheitsvektor

o=+ (g 50) e = |

ein normales Vektorfeld. Diese FEinheitsnormale v kann man auch auffassen als
Abbildung
viU — 8% C R3.

Dabei wird der Vektor einfach an den Nullpunkt angehingt. Die so entstehende
Gauf$-Abbildung ist von groer Wichtigkeit in der Flachentheorie, weil sie die zweite
Fundamentalform und damit die Kriimmungen bestimmt, vgl. 3.8-3.10.

3.6. Definition (Orientierbarkeit)

Eine Untermannigfaltigkeit des IR™ heifit orientierbar, wenn man sie so durch die Bilder
von parametrisierten Flidchenstiicken (sogenannten Karten, vgl. O.FORSTER, Analysis 3,
§14) iiberdecken kann, daf§ alle moglichen Parametertransformationen stets eine positi-
ve Funktionaldeterminante haben. Die Wahl einer solchen Uberdeckung durch Karten
nennen wir eine Orientierung. Bei 2-dimensionalen Fldchen kann man eine Orientierung
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Bild 3.3: Tangentiales Vektorfeld an einen Zylinder

auch als festen Drehsinn in jeder Tangentialebene auffassen, der sich lokal (und auch bei
Kartenwechsel) nicht &ndert, und im orientierbaren Fall hat man das Oberflichenelement

dA = \/E dul AN dUQ

als global definierte Differentialform (2-Form), vgl. O.FORSTER, Analysis 3, §20.

Innerhalb eines Koordinatensystems, d.h. fiir ein einzelnes parametrisiertes Flichenstiick,
existiert trivialerweise stets eine Orientierung durch Wahl einer Reihenfolge der Koordi-
naten. Fiir ein Flichenstiick f:U — IR® kann somit die Wahl einer Orientierung auch
ausgedriickt werden durch die Wahl einer Reihenfolge von

of of
8u1 6uQ

als begleitendes (nicht-orthonormales) 2-Bein von Tangentialvektoren. Eine Parameter-
transformation mit positiver Funktionaldeterminante wiirde dann im allgemeinen nicht
dieses Bein, wohl aber stets dessen Orientierung erhalten.

3.7. Lemma (O.FORSTER, Analysis 3, §20):
Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des IR® ist orientierbar genau dann,
wenn es ein stetiges Einheitsnormalenfeld v auf M gibt, d.h. eine global definierte
stetige Zuordnung

M3p— (p,v(p)) € LpM

In lokalen Koordinaten f(uq,us) driickt sich v stets wie folgt aus:

i(@ul 3u2>/H8u1 GUQH

BEISPIEL (Mobiusband als nichtorientierbare Fliche): Das Bild des parametrisierten
Flichenstiicks f: IR x (—¢,€) — IR3 mit

flu,v) = (smu + vsin 551nu7cosu—|—vsm§ COS U, v COS 5)
schlieft sich in u-Richtung nach einem Umlauf 0 < u < 27, aber das geschieht in einer

solchen Weise, dafl eine gewéhlte Einheitsnormale fiir u = 0 stetig in die entgegensetzte
Einheitsnormale fiir u = 27 {ibergeht. Diese Fliache heifit Mdbiusband nach A.MOBIUS.
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Bild 3.4: Mobiusband

Folglich ist das Bild von f, als Untermannigfaltigkeit betrachtet, nicht orientierbar. Wir
merken noch an, dafl dieses Mobiusband eine Regelfliche im Sinne von Definition 3.20
ist, da die v-Linien jeweils Stiicke von Geraden sind (senkrecht zur ,,Seele“ mit v = 0).

3B Die Gauf3-Abbildung und Kriimmungen von Flichen

So wie die Kriimmung von Kurven durch die Anderung der Tangente beschrieben wird
(vgl. 2.5 und 2.7), so werden wir erwarten, dafl die Kriimmung von Flichen aus der
Anderung der Tangentialebene resultiert. Da jede Ebene im wesentlichen eindeutig durch
die Richtung der zu ihr senkrechten Geraden bestimmt wird (vgl. die Hessesche Normal-
form {X | (X,V) = ¢} einer Ebene mit einem konstanten Einheitsvektor V' und einer re-
ellen Konstanten c), konnen wir stattdessen auch die Anderung des Einheitsnormalenvek-
tors studieren. Dies soll im folgenden durch die Gauf-Abbildung sowie deren Ableitung
geschehen. Es soll S2 stets die Einheits-Sphére S% = {(z,y,2) € R® | 22 + 4% + 22 = 1}
mit einem festen Zentrum bezeichnen, das unabhéngig von f ist.

3.8. Definition (Gauf-Abbildung)
Fiir ein Fliachenstiick f: U — IR? ist die Gaufi-Abbildung

viU — §?
definiert als
of  of
v(u, ug) = 2 Oua
T ‘ Of o Of
Ouq Ous

Die Idee dabei ist, die Einheitsnormale v(u) nicht mehr an den Bildpunkt f(u) ange-
héngt zu denken, sondern durch Parallelverschiebung an den festen Ursprung des um-

gebenden Raumes, vgl. Bild 3.5. Man koénnte das obige v auch durch —v = —(% X

8%%) /I a—au% X 8%% || ersetzen, diese Wahl des Vorzeichens ist frei und bedeutet letztlich die
Wabhl einer (lokalen) Orientierung. Strenggenommen gibt es also zwei Gauf-Abbildungen.
Unter der Voraussetzung der Orientierbarkeit gibt es nach 3.6 und 3.7 auch global eine
GauB-Abbildung v. Dieses v in 3.8 ist (lokal) stetig differenzierbar, falls f zweimal stetig

differenzierbar ist. Deshalb machen wir ab hier die

Generalvoraussetzung: f sei wenigstens 2-mal stetig differenzierbar.
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Bild 3.5: Einheitsnormale und Bild unter der Gaufl-Abbildung

(i)

(i)

(iii)

3.9. Lemma und Definition (Weingartenabbildung, Form-Operator)
Es sei f:U — IR? ein Flichenstiick mit GauB-Abbildung v: U — S? C IR3.

Fiir jedes v € U ist die Bildebene der linearen Abbildung
Dv| : T,U — Ty IR

parallel zu T, f. Durch kanonische Identifizierung von Ty(u)IRS ~ R3 Tf(u)]Rg
konnen wir daher Dv in jedem Punkt auffassen als Abbildung

Dv u:TuU —T.f.

Ferner konnen wir durch Einschrinkung auf das Bild die Abbildung D f|u als
einen linearen Isomorphismus

Df|,:TuU — Tuf
auffassen. In diesem Sinne ist dann auch die inverse Abbildung (D f |u)*1 auf der
Tangentialebene T, f erkldrt und ist ebenfalls ein Isomorphismus.
Die Abbildung L := —Dv o (Df)~!, die punktweise durch
Ly :=—(Dv| )o (Df| )" Tuf = Tuf

erklart ist, heilt Weingartenabbildung oder Form-Operator von f. Fiir jeden
Parameter w ist dies ein linearer Endomorphismus der Tangentialebene im zu-
gehorigen Punkt f(u). Er wirkt als L(f(u), 2L W) = (f(u),—g—lmu) oder kurz

Y Ouy
L(iﬂ):—%’i fiir i =1, 2.

L ist unabhéngig von der Parametrisierung f (bis auf die Wahl der Normalen v,
d.h. bis aufs Vorzeichen) und selbstadjungiert beziiglich der ersten Fundamen-
talform 1.

BEwEIs: (i) folgt einfach aus 0 = -2-(v,v) = 2(£% v). Daher stehen 2~ und 2~

8_1”’ Ouq Ous

senkrecht auf der Normalen. Dafl die Einschrinkung D f|,: T,U — T, f ein linearer Iso-
morphismus ist, liegt daran, dal nach Voraussetzung D f stets maximalen Rang hat.
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Zum Beweis von (iii) sei f: f o gegeben, dann ist v = +v o ¢ und

L=—(Dv)o(Df)~" =F(Dv)o (D)o (Dp) "' o (Df)™" = F(Dv)o(Df)~" = £L.

Die Selbstadjungiertheit von L sieht man am besten in der Basis 68 Jl , ad uf2
of of ov of\ 0 of 0% f
( ou;’ auj) < ou;’ auj> T Quy <V’ Ou, > +<V’ auiauj>
=0

Der letzte Ausdruck ist aber offensichtlich symmetrisch in ¢ und j wegen der Vertausch-
barkeit der zweiten Ableitungen. O

3.10. Definition (Zweite und dritte Fundamentalform)
f:U — IR? und v: U — S?, L scien gegeben wie in 3.9. Dann ist fiir Tangentialvektoren
XY

(i) die zweite Fundamentalform II von f definiert als
I(X,Y) = I(LX,Y),
(ii) die dritte Fundamentalform III von f definiert als
HI(X,Y) := I[(L?X,Y) = I(LX,LY).

Wegen der Selbstadjungiertheit von L beziiglich I sind I und III symmetrische Bili-
nearformen auf 7T, f fiir jedes u € U.

FOLGERUNG: Zwischen den drei Fundamentalformen I, IT, III besteht die folgende Glei-
chung:
I — Spur(L)II + Det(L)I = 0.

Dies verifiziert man am einfachsten durch Einsetzen einer Eigenbasis von L. Es folgt auch
aus dem Satz von Cayley-Hamilton (vgl. G.FISCHER, Lineare Algebra, 4.5.3).

In Koordinaten w1, us haben wir fiir die Fundamentalformen die folgenden Ausdriicke:

I: gij:](;{;,g—fj) :<681£7§_Uf]>

(erste Fundamentalform)

. _ of ofN _ Of \ ov Of )

II: hyj=1 ( o Guj) = <1/, o 8uj> = < o Guj> (zweite Fundamentalform)
) B of ofy\ ,ov Ov )

oI e = III( B a_uj) - < 5o a_uj> (dritte Fundamentalform)

Die Matrix (hj ) der Weingartenabbildung mit L (5L of ) =2 hf aauf erfiillt die Gleichung

hir = <L(8u1 )’ Buk> - Z hj<8uj’ 8uk> Z h]gjk und fOIghCh h] Elc h““gkj' Dabei
bezeichnet (¢%) die zu (g;;) inverse Matrix (g;;)~!, d.h.

(gij) — # G -F _ # g22 —g12
EG-F2\ —-F FE Det(gi;) \ —g12  gu )~
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Obwohl (h;;) stets eine symmetrische Matrix ist, ist (hf ) nicht immer eine symmetrische
Matrix. Dies widerspricht nicht der Selbstadjungiertheit von L. Man schreibt auch oft

II:(AZ %) oder H:(Ji g)

fir die Matrix (h;;) in Analogie zu
E F
(£ r)

Geometrisch ist die Weingartenabbildung nicht sehr gut zu sehen, eine bessere Anschau-
ung erlaubt die Matrix (h;;) als Hesse-Matrix einer Funktion h, die die Fléche als Graph
iiber der Tangentialebene darstellt, vgl. 3.13 sowie Bild 3.7. Nach Definition tritt die
dritte Fundamentalform auch als die erste Fundamentalform von v auf, wenn wir v als
Fldchenstiick auffassen (zumindest dann, wenn Rang(Dv) = 2). Sie heifit daher auch
»,Metrik des sphérischen Bildes“, weil die Gaul-Abbildung v gewissermaflen die Sphére
parametrisiert und III dann die erste Fundamentalform dieses ,,Flichenstiicks“ v wird.

Offensichtlich sind I und III von der Wahl von v unabhéngig, dagegen hiangt das Vor-
zeichen von II von dem Vorzeichen von v ab.

BEISPIEL: Fiir die (Einheits-)Sphiire 2 selbst kann man als GauB-Abbildung einfach

v=—1

setzen, unabhéngig von der speziellen Gestalt der Parametrisierung f. Dann folgt: L =
—(Dv) o (Df)~! = Identitit. Des weiteren gilt dann I = IT = III.

3.11. Vorbemerkung (Motivation zur Kriimmung von Fléichen)

Aus Kapitel 2 wissen wir, was wir unter der Kriimmung einer Raumkurve zu verstehen
haben. Fiir Kurven, die innerhalb einer gegebenen Fliche verlaufen, erhebt sich die Frage,
welcher Anteil der Kriimmung allein auf die Fliache zuriickzufiihren ist. Wir testen das
anhand von Kurven ¢ = cx in der Flidche durch einen festen Punkt p mit beliebiger
Einheitstangente ¢/(p) = X. Die Kriimmung x der Raumkurve ist definiert als der Betrag
von ¢”’. Wir zerlegen nun ¢” in Tangential- und Normalanteil, bezogen auf die Fliche:

Bild 3.6: Kurve in einer Fliche

C// — (C//)Tang. + <C”, l/>l/
——— ——

Tangentialanteil Normalanteil
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Der Normalanteil in p ist einfach gleich

d?c

(" vy = <@7u>u = 7<c/, %>V = (X, LXWw=1(X,X)v

und hingt damit offensichtlich nur von der Tangente X im Punkt p ab, aber nicht von
der Wahl der Kurve. Dieser Sachverhalt wird auch Satz von Meusnier genannt.

Man nennt IT(X, X) daher die Normalkriimmung x, der Kurve cx. Es gilt stets k2 > k2
mit Gleichheit genau dann, wenn ¢’ und v linear abhéingig sind oder, bei Frenet-Kurven,
genau dann, wenn die Schmiegebene der Kurve v enthélt. Dies ist speziell dann der Fall,
wenn wir die Kurve als Durchschnitt der Fliche mit einer zur Tangentialebene in p senk-
rechten Ebene wihlen, die X enthélt (ein sog. Normalschnitt). Die Normalkriimmung ist
dann die (orientierte) Kritmmung des Normalschnitts als ebene Kurve. In diesem Fall ist
der Tangentialanteil gleich null. Falls das auf einem ganzen Intervall gilt, dann bewegt sich
die Kurve innerhalb der Fliche ohne Kriimmung. Man nennt solche Kurven geoddtische
Linien oder Geoddtische, vgl. dazu auch 4.9. Anderenfalls verbleibt ein Tangentialanteil,
die sogenannte geoddtische Kriimmung. Dies wird durch eine skalare Funktion x; mit
Vorzeichen reprisentiert, je nachdem, ob der Tangentialanteil der Kurve nach links oder
nach rechts in der Orientierung der Fliche zeigt, vgl. 4.37. Es gilt stets x? = Kig + K2
nach dem Satz des Pythagoras fiir das Dreieck mit Hypotenuse ¢” und Tangential- bzw.
Normalanteil als Katheten.

Die Normalkriimmung «, héngt jedenfalls nicht von der Kurve ab, sondern wird allein
durch die Fliache erzwungen. Die Richtungen mit extremaler Normalkriimmung sind da-
bei besonders interessant und geometrisch ausgezeichnet, sie werden durch Extremwerte
von I1(X, X) gegeben. Daher die folgende Definition:

3.12. Definition (Hauptkriimmungen)
Es bezeichne X € T, f einen Einheitsvektor, d.h. I(X, X) = 1. X heifit Hauptkrim-
mungsrichtung von f, wenn eine der beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) I(X,X) (also die Normalkriimmung &, in Richtung X) hat einen stationiren
Wert unter allen X mit I(X,X) = 1.

(ii) X ist Eigenvektor der Weingartenabbildung L.

Der zugehorige Eigenwert A (wobei LX = AX) heifit Hauptkriimmunyg.

Der Eigenwert A tritt als LAGRANGEscher Multiplikator fiir die Extremwertaufgabe auf:
LI (X, X) soll extremal werden unter der Nebenbedingung I(X, X) = 1¢. Die Aquivalenz
von (i) und (ii) wird oft auch als Satz von Olinde Rodrigues bezeichnet.! Sie gilt aber
allgemein fiir quadratische Formen, vgl. O.FORSTER, Analysis 2, Beispiel 8.5.

Bei einer 2-dimensionalen Fléche sind die beiden Hauptkriimmungen einfach die maxi-
male und die minimale Normalkriimmung. Fiir n-dimensionale Hyperflichen haben wir
die gleiche Definition mit n Hauptkriimmungen, darunter natiirlich Minimum und Ma-
ximum sowie n — 2 Sattelpunkte dazwischen. Im zweidimensionalen Fall bezeichnen wir
die beiden Hauptkriimmungen von f mit k1, k2. Die zugehorigen Hauptkriimmungsrich-
tungen (HKR) X1, X2 stehen stets senkrecht aufeinander, falls x1 # k2. Dies folgt mit

lso z.B. W.KLINGENBERG, Eine Vorlesung iiber Differentialgeometrie, 3.5.2.
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k1{X1, Xo) = (LX1, Xo) = (X1, LX2) = ko(X1, X2) aus der Selbstadjungiertheit von L.
Die Vorzeichen von k1, ko hidngen von der Wahl von L, also von der Wahl von v und
letztlich von der Orientierung ab. Wenn beide positiv (oder beide negativ) sind, dann ist
II positiv (oder negativ) definit; wenn beide verschiedene Vorzeichen haben, dann ist IT
indefinit. Diese Unterscheidung ist dann wieder unabhéngig von der Orientierung und ist
daher geometrisch signifikant:

3.13. Definition
(i) Die Determinante K = Det(L) = k1 - ko heifit Gauf-Krimmung von f.

(ii) Der Mittelwert H = $Spur(L) = 3 (k1 + k2) heiBt mittlere Kriimmung von f.

(iii) Ein Punkt p einer Fliche heifit

elliptisch, wenn K (p) >0

hyperbolisch, wenn K(p) <0

parabolisch, wenn K(p) =0 und H(p) # 0
Nabelpunkt (engl.: ,umbilic¥), wenn k1(p) = Kk2(p)
eigentlicher Nabelpunkt, wenn k1(p) = ka(p) #
Flachpunkt (engl.: ,level point®), wenn k1(p) = ka(p) =

Folgerung: Es gilt stets H?> — K = (/{1 — k2)? > 0 mit Gleichheit genau fiir Nabel-
punkte. In Koordinaten lassen sich K und H nach 3.10 wie folgt ausdriicken:

B Det(hij) . hi1has — h%Q
Det(gi;) 911922 — 932

1 : 1
=5 ;hf Z hijg’* = 3 Detlg,) (h11g22 — 2h12g12 + haagi1)

BEISPIELE: Ein Ellipsoid mit Gleichung z2/a? + y%/b* + 22/c? = 1 hat nur elliptische
Punkte. Die Sphére hat nur eigentliche Nabelpunkte wegen L = =+Id, das einschali-
ge Hyperboloid 22 + 52 — 22 = 1 hat nur hyperbolische Punkte, der Kreiszylinder hat
nur parabolische Punkte, die Ebene nur Flachpunkte (L = 0). Das Rotationsparaboloid
z = 2% +y? hat den Nullpunkt als isolierten Nabelpunkt, der ,, Affensattel“ (engl.: ,,mon-
key saddle“) z = 2% — 3zy? besteht aus hyperbolischen Punkten mit einem isolierten
Flachpunkt im Nullpunkt.

Die verschiedenen Typen von Punkten sieht man besonders gut bei einer Beschrei-
bung der Fliche als Graph iiber der Tangentialebene in einem festen Punkt. Die zu-
gehorigen Koordinaten heiflen auch MONGEsche Koordinaten. Wir parametrisieren dabei
das Fliachenstiick durch f(u,us) = (ul,uQ,h(ul,uQ)) mittels einer Funktion h, wobei
h(0,0) = 0 und grad h|(,) = 0. Dann kann man den Typ des Punktes f(0,0) wie folgt
an der zweiten Fundamentalform ablesen (mit v = (0,0,1)):

B B 0%f . 9%h
(hij(o’o))ij =0 = (<8ui8uj’y>>ij B (6ui8uj)ij

(affau]) = Hess(h) heifit die HESSE-Matriz von h, vgl. O.FORSTER, Analysis 2, §7.
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Bild 3.7: Elliptische, hyperbolische und parabolische Punkte mit Hohenlinien

Der Punkt f(0,0) ist elliptisch,

falls Hess(h)|(0,0) positiv

(oder negativ) definit ist,

hyperbolisch,
parabolisch,

Nabelpunkt,

falls Hess(h)|(0,0) indefinit ist,
falls Rang(Hess(h)) 0,0y = 1,
falls Hess(h)|(0,0) = )\((1) (1))7

eigentlicher Nabelpunkt, falls zusétzlich A # 0,

Flachpunkt,

falls HeSS(h)|(0,0) = (8 8)'

Diese Bezeichnungen stammen von dem jeweiligen Typ der approximierenden quadra-
tischen Fldche (elliptisch, hyperbolisch, parabolisch), bei der die Funktion h durch ihr

Taylor-Polynom h(?) zweiten Grades ersetzt wird.? Der Typ eines Punktes wird dann an-

2Diese approximierende Fliche selbst heiit auch Schmiegparaboloid. Die verschiedenen Typen heifien

traditionell elliptisches Paraboloid, hyperbolisches Paraboloid bzw. parabolischer Zylinder.
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gezeigt durch die Dupinsche Indikatriz, die durch die Konstanz der entsprechenden qua-
dratischen Form h(?) (u,v) = % (u,v)-Hess(h)|(9,0) (u,v)” (bzw. durch deren Héhenlinien,
vgl. Bild 3.7) definiert ist. Diese liefert je nach Typ eine Ellipse, eine Hyperbel oder ein
Geradenpaar bzw. im Falle des Nabelpunktes einen Kreis.

Beispiele: Ein gewohnlicher Sattelpunkt ist durch h(z,y) = 22 — 32 gegeben, ein ,, Affen-
sattel“ durch h(z,y) = 2® — 3zy? sowie ein ,,Hundesattel* durch h(z,y) = zy(z? — y?).

Bild 3.8: Affensattel mit Hohenlinien

Diejenigen Flidchen, die nur aus Nabelpunkten bestehen, werden durch den folgenden
Satz klassifiziert:

3.14. Satz FEin zusammenhingendes Flichenstiick der Klasse C® besteht nur aus
Nabelpunkten genau dann, wenn es entweder in einer Ebene oder in einer Sphére
enthalten ist.

BEWEIS: Zunéchst gilt L = 0 fiir die Ebene und L = :i:% -1d fiir die Sphére vom Radius 7.
Umgekehrt gilt offenbar k1 = ko genau dann, wenn L ein skalares Vielfaches der Identitat
ist mit einem Faktor A als differenzierbare Funktion. Der Beweis basiert nun darauf, die

Gleichung
L(ui,ug) = Muy,u2)ld  bzw. Dv = —A(uy,us)Df

abzuleiten nach u; und us. Man erhélt

o Of . Pv 2 f o\ Of
8ui - 7)\(91141' und fOlghCh 8u18u2 a 7)\8u18u2 B 8u1 8u2'




52 3 Lokale Fliachentheorie

Nach Vertauschung der Rollen von u; und us folgt
N _ 0N _

Oui ~ Ous
also ist A konstant auf einem jeden zusammenhingenden Fldchenstiick. Der Fall A = 0
entspricht dabei der Ebene (wegen Dv = 0, was die Konstanz von v impliziert), und
A # 0 entspricht der Sphére mit Radius 1/|A|. Hierbei ist +v + f konstant, was den
Mittelpunkt der Sphére definiert. |

Dieser Beweis verwendet die Differenzierbarkeit von A, also dritte Ableitungen des Orts-
vektors f. Durch eine Modifikation des Beweises kann man erreichen, dafl nur zweite
Ableitungen verwendet werden*.

3.15. Definition Eine regulire Kurve ¢ = foy, v:I — U, f:U — IR> heifit
Krimmungslinie, falls die Einheitstangente ¢(t)/ || ¢(t) || in jedem Punkt eine Haupt-
kriitmmungsrichtung ist.

Man sagt, ein Fliachenstiick ist nach Krimmungslinienparametern parametrisiert, falls
die wu;-Linien stets Kriimmungslinien sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn in diesen
Parametern gi1o = h1s = 0 gilt, also falls gilt:

gn O hiin O I
= . I = k=
( 0 922> ( 0 hzz) " Gii

Jedes Fliachenstiick ohne Nabelpunkte kann man lokal so umparametrisieren, dafl die
neuen Parameter Kriimmungslinienparameter sind. Dies folgt aus der Theorie partiel-
ler Differentialgleichungen, vgl. W.BLASCHKE, K.LEICHTWEISS, Elementare Differenti-
algeometrie, §46 oder R.WALTER, Differentialgeometrie, 1.9.

3C Drehflichen und Regelflichen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Flachenklassen néiher studieren, die einerseits haufig
vorkommen und andererseits recht einfache Berechnungen aller relevanten geometrischen
GroBen gestatten. Die Drehfidchen sind aufgebaut aus Kreisen mit Mittelpunkt auf einer
festen Achse und variablem Radius (und zwar senkrecht zur Achse), die Regelflichen sind
aufgebaut aus Geraden léngs einer festen Kurve, aber in variabler Richtung. Allgemeiner
kommt man auch zu Kanalflichen (wenn man die feste Achse durch eine feste Kurve
ersetzt) und zu Schiebflichen (wenn man die Gerade durch eine feste Kurve ersetzt).

3.16. Definition (Drehflédche)
Eine Fliache heit Drehfliche oder Rotationsfliche, wenn sie durch Drehung einer re-
guliren, ebenen (C2-)Kurve (der sogenannten Meridiankurve oder Profilkurve)

t = (r(t), h(t))

um die z-Achse im IR? entsteht, also wenn sie eine Parametrisierung der folgenden
Form zulaft:

flt, ) = (r(t) cos g, r(t) sin ¢, h(t))

*Theorem 9 in: R.SouAM & E.TOUBIANA, On the classification of umbilic surfaces in homogeneous
3-manifolds, preprint 2007
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Drehflichen kommen in natiirlicher Weise in allen technischen Disziplinen vor, in denen
auch Drehvorginge auftreten, z.B. im Maschinenbau. Rotationssymmetrische Objekte
treten auch haufig in der Physik auf. Die Rotationssymmetrie erleichtert in jedem Fall
alle etwaigen Rechnungen oder macht explizite Berechnungen iiberhaupt erst moglich,
weswegen man sie auch als Ansatz (oder Annahme) gern verwendet. Nach der obigen De-
finition ist eine Drehfliche invariant unter allen Drehungen um die z-Achse, beschrieben
durch die folgenden Abbildungen:

z cos ¢ —sin ¢ 0 T
y|+—|singp cosep 0 Y
z 0 0 1 z

Bild 3.9: Drehfliche

Fiir Drehflichen kann man die wichtigsten geometrischen Groflen leicht berechnen, weil
sie nur von ¢ abhéngen, z. B. die erste Fundamentalform durch

% = (Fcosep,ising, h)
g—i = (—rsing,rcosp,0),

woraus direkt .
7= 72 +h% 0
- 0 r?

folgt. Wenn also die Kurve regulir ist (72 + h? + 0), dann ist fiir » # 0 auch die Fliche
regulédr, d.h. f ist eine Immersion. Wir wihlen als Normale
%Xg_i = ! (—hcosgp —hsingp 7‘)

) of |\ — /. ; ’ ’
EXEIRRGE
(das ist nichts anderes als die gedrehte Einheitsnormale an die Meridiankurve) und be-
rechnen die zweite Fundamentalform durch die zweiten Ableitungen

V=

2 ..
8875 = (Fcosep,Psing,h),
2
C,?ta"; = (—rsingp,rcosy,0),
0% f

90 (—rcosp, —rsinp,0),
12
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woraus direkt folgt

gL (—fh+1‘~h 0.).
/72 1 b2 0 rh

Damit sind ¢, ¢ Kriimmungslinienparameter nach 3.15. Die Hauptkriimmungen (also die
Eigenwerte von II beziiglich I) sind folglich

1
K1 = 7(7;2 Ty (—7h +Th)
1 h

k2 = (72 + h2)1/2 e

Falls ¢ der Bogenlingenparameter ist, dann gilt 72 4+ b2 = 1 und

(1 0 _(=r"h R0
Ii<0 7“2>’ H*< 0 ’I“h/>7
h/
k1 = —1"h +7'h’, Ky = —.
T

Die erste Hauptkriimmung x; ist dabei nichts anderes als die Kriimmung der ebenen
Kurve (r(t), h(t)), was man an den Frenet—Gleichungen €] = kes, e5 = —ke; sehen kann.
Es gilt niimlich e; = (', k), e} = ("', h"),ea = (=1, 1"), also k = (€], ea) = —r"" W' +r'h".

Andere Ausdriicke fiir die gleichen Groflen sind

h/h// h// h/l T,//
_ VAN; SN/ / SN/ 12 2\ __ _
Hl—frh+rh/—7h+7‘h,—7(h +7’/)—7—7W
Fiir die zweite und die letzte Gleichheit beachte man, daf§ r'? 4 h'? konstant ist, also
r'r"" + h'h" = 0. Daraus folgt dann

,r,//

K = KRikRg = ——
r
1 1.0 W rh” +r'n (rk)
H — — = —( — — ) = == .
2 (k1 + £2) 2 ( oo 2rr! (r2y
Wir erkennen daran u.a. das folgende: Jede Bedingung an K und H (z. B. die Konstanz

einer der Kritmmungen) fiihrt auf eine gewshnliche Differentialgleichung fiir r, wenn man
h' durch ++/1 — 12 ersetzt. Speziell gilt:

K=c¢c < 7" +cr=0,
H=c < (rh') =c(r?,
hl/ 7‘I

Kl =Ky <= =T = 24?2 =1,

BT T
wobei ¢ jeweils konstant ist, vgl. 3.17. Dabei treten auch Félle auf, bei denen eine Singu-

laritdt vorliegt, d.h. die eine Hauptkriimmung wird 0 und die andere Hauptkriimmung
wird co. Man betrachte auch die Extremalfille 7/ = 0,2’ =1 und 7/ = 1, = 0.

ANMERKUNG: Eine Drehfléiche kann auch auf der Drehachse r = 0 eine (in anderer
Parametrisierung) regulire (sogar C° oder analytische) Fliche sein, obwohl dort

2+ h% 0
(7 )
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a=1/2

-1

[
— T T

Bild 3.10: Drehflichen mit verschwindender Gaufl-Kriimmung

(scheinbar) degeneriert. Man muf§ dann ks durch Grenziibergang bestimmen nach der
Regel von Bernoulli-I'Hospital: ko = lim % = lim }i—l,, = +1lim A", falls lim A’ = 0 und folg-
lich lim 7’ = +1. Als einfaches Beispiel haben wir hier die Sphére mit () = sint, h(t) =
—cost. Es gilt

h osint

k1= —1r"B +7'h =sin®t+cos’t =1, ko= —= ﬂ =1 (auch fiir t — 0).

T sint
Diese Fliche ist auch fiir » = 0 reguldr. Notwendige Bedingung dafiir ist A’ = 0 in
diesem Punkt, sonst kann x9 keine endlichen Wert annehmen. Falls die Flidche auch auf
der Drehachse r = 0 reguliéir (und von der Klasse C?2) ist, so liegt dort notwendig ein

"

Nabelpunkt vor (k1 = s2) wegen |r’| = 1 und lim x; = lim7'h" sowie lim ro = lim 2.

3.17. Beispiel (Drehflichen mit konstanter Kriitmmung)
Zur Bestimmung der Drehflichen mit konstanter Gaufl-Kriimmung K suchen wir nach
3.16 alle Losungen der Differentialgleichung

" + Kr =0.

Dabei ist der Parameter der zu suchenden ebenen Kurve (r(t), h(t)) die Bogenlidnge, und
es gilt folglich h’?2 = 1 — r'2. Die allgemeine Losung ist die folgende, mit Konstanten a, b:

acos(vVKt) + bsin(vVKt) falls K >0
r(t) =< at+bmit |a| <1 falls K =0
acosh(v/—Kt) + bsinh(v—Kt) falls K <0
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Bild 3.11: Drehflichen mit konstanter positiver GauB-Kriimmung

Fiir K = 0 ergibt sich ein Kreiszylinder vom Radius, » = b falls a = 0, eine zur Drehachse
orthogonale Ebene, falls |a] = 1, und ein Kreiskegel, falls 0 < |a| < 1, s. Bild 3.10.

Im Fall K > 0 kénnen wir durch eine Verschiebung des Parameters erreichen, dafi b =0
gilt. Damit h'> = 1 — r'2 eine reelle Lésung h besitzt, mufl notwendig die Ungleichung
0 < a®K sin?(v/Kt) < 1 bestehen. Folglich ist h(t) durch

h(t) = /Ot \/1 — a2K sin®(VKx)dx

gegeben, also durch ein elliptisches Integral. Der Fall a2 K = 1 entspricht dabei der
Sphiire, fiir 0 < a?K < 1 hat man den sogenannten Spindeltyp (Bild 3.11, rechts), fiir
a’K > 1 den sogenannten Wulsttyp (Bild 3.11, Mitte).

Falls K < 0, so erhalten wir fiir b> > a? den sogenannten Kegeltyp (Bild 3.12, rechts)
und fiir b* < @2 den sogenannten Kehltyp (Bild 3.12, Mitte). Im Spezialfall ¢ = b und
K = —1 ergibt sich die berithmte Pseudosphdre mit

r(t) = aexp(t), h(t) = /0 v1—a?exp(2z)dz,

die auch Beltramis Fliche genannt wird. Die Meridiankurve ist dabei die Traktriz oder
Schleppkurve, vgl. 2.3 (Bild 3.12, links). Die Kurve endet in einem Punkt mit unendlich
grofer Kriimmung (das ist dort, wo im Bild die Tangente waagerecht wird), folglich endet
die Fliache dort in einem Kreis aus Singularititen. Wahrend das Produkt der beiden
Hauptkriimmungen konstant sein muf, wird in dieser Singularitit dann gewissermaflen
die eine Hauptkriimmung unendlich, wéhrend die andere gleich null wird.
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Bild 3.12: Drehflichen mit konstanter negativer Gauf}-Kriimmung

3.18. Definition Eine Kurve ¢ = f o« heifit Asymptotenlinie von f, wenn stets
1I(¢,¢) = 0 gilt.

Der Name stammt von den Asymptoten der Hyperbel, die als Dupinsche Indikatrix
eines hyperbolischen Punktes auftritt. Asymptotenlinien gibt es nicht auf elliptischen
Flédchenstiicken. Auf hyperbolischen Flichenstiicken kann man Parameter so einfiihren,
da die Parameterlinien Asymptotenlinien sind, vgl. R.WALTER, Differentialgeometrie,
1.9. Zum Beispiel ist jede in einer Fliche liegende Gerade eine Asymptotenlinie, weil
¢’ = 0 die Bedingung II(¢/,¢’) = 0 nach sich zieht, vgl. 3.11. Dies gilt speziell fiir die
Geraden in dem einschaligen Hyperboloid (oder Drehhyperboloid) mit der Gleichung
22 + 9% — 22 = 1 (5. Bild 3.13). Solche Flichen, die ganz aus Geraden aufgebaut sind,
werden wir in 3.20 — 3.24 eingehender studieren. Notwendigerweise erfiillen sie K < 0.

3.19. Satz (BELTRAMI-ENNEPER)
Eine jede Asymptotenlinie mit Kriimmung x # 0 und Torsion 7 erfiillt die Gleichung
2 =K.

BEWEIS: Es sei ¢(s) eine Asymptotenlinie mit II(¢/,¢’) = 0 und Frenet-3-Bein e; = ¢/,
ez, e3. Dann verschwindet die Normalkriimmung von ¢ (vgl. 3.11), also ist ex = ¢ /||¢”||
tangential an die Flidche und folglich ist e3 = v die Einheitsnormale der Fliche, evtl. bis
aufs Vorzeichen. Wir rechnen aus 7 = (€4, es) = (eh,v) = II(e1, e2). Daraus folgt dann

K = DetIl /DetI = II(eq,e1)II(e2,e2) — (I (e1, e2))? = 0 — 2. O
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3.20. Definition (Regelfliche, geradlinige Fliiche)
Eine Fliche heifit Regelfliche oder geradlinige Fliche, wenn sie eine (C2-)Parametri-
sierung der folgenden Art zuléft:

fu,v) = c(u) +v- X(u),

wobei ¢ eine (nicht notwendig regulédre, aber differenzierbare) Kurve und X ein nir-
gends verschwindendes Vektorfeld lidngs ¢ ist (vgl. 3.5).

Offensichtlich sind dann die v-Linien (mit konstantem w) euklidische Geraden im Raum.
Die Vorstellung dabei ist, dal die Fliche durch die Bewegung einer Geraden im Raum
entsteht, etwa so, wie eine Kurve durch die Bewegung eines Punktes entsteht, vgl. Bild
3.4 oder Bild 3.13 fiir ein Beispiel. Diese von X aufgespannten Geraden heiflen auch
Erzeugende der Regelfliche oder Regelgeraden, und die Kurve ¢ heifit Leitkurve der Re-
gelfliche. Solche Bewegungen von Geraden oder Geradenstiicken begegnen uns in der
Technik bei mechanischen Vorgéngen aller Art, z.B. bei Bewegungen von Robotern.

3.21. Lemma (Standardparameter)
ft,s) =c(t) + s - X(t) sei eine Regelfldche mit % # 0 in einem Intervall ¢; < t < ta.
Dann kann man f eindeutig so umparametrisieren als fi(u,v) = ci(u) + v - X (u),

daB X, = X/||X||, [|X/|| = 1 und (c,, X]) = 0 gilt. Dabei schreiben wir ¢, = %=

¢« ist dadurch eindeutig bestimmt (aufer im Fall der Ebene) und heifit die Striktionslinie
oder Kehllinie. Der Parameter u ist dann die Bogenldnge auf der sphérischen Kurve X.
Beim einschaligen Hyperboloid (Drehhyperboloid) mit der Gleichung 2% 4+ ¢ — 22 = 1
ist die Striktionslinie gerade die ,, Taille*, vgl. Bild 3.13. Falls % = 0 auf einem ganzen
Intervall gilt, dann ist dort X konstant (also ist die Flidche ein Zylinder iiber ¢). Folglich
gibt es in diesem Fall keine solche ausgezeichnete Kurve und keine Parameter dieser Art,
denn die Bedingung || X’|| = 1 wird unerfiillbar. Falls aber die Ebene mit konstantem
X parametrisiert ist, kann man das Vektorfeld X wechseln und erhélt auf andere Art
Standardparameter, diese héingen aber von der Wahl von X ab.

BEWEIS: Da X eine regulidre Kurve ist, konnen wir den Parameter u fiir ¢ und X in einem
gewissen Intervall uy < u < ug so wihlen, dafl X, := X/||X]|| nach der Bogenlinge u
parametrisiert ist, d.h. (X7, X.) = 1. Dann verfolgen wir den Ansatz c.(u) = c(u) +
v(u) X« (u) mit einer gewissen Funktion v(u). Es ist dann (¢, X.) = (¢’ + v(u)X] +
V(u) X, X)) = (¢, X.) + v(u), und dieser Ausdruck verschwindet genau fir v(u) =
—{c’, X!). Damit ist die Kurve c, eindeutig bestimmt, mufl aber nicht regulir sein. O

3.22. Satz In den Standardparametern ist eine Regelfliche f(u,v) = c(u) +v- X (u)
bis auf euklidische Bewegungen eindeutig bestimmt durch die folgenden drei Groflen
F=(/,X)

A= {d x X, X') = Det(c, X, X')

J = (X" X x X') = Det(X, X', X",

jeweils als Funktion von u. Umgekehrt bestimmt jede Wahl dieser drei Grofien eindeu-
tig eine Regelflache.
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Die Grofle F' = g12 bestimmt dabei den Winkel ¢ zwischen der Striktionslinie und X
durch F = ||c|| cosp, die Grofe J (auch konische Krimmung genannt) bestimmt die
Kriimmung der sphirischen Kurve X und damit X selbst nach 2.10 (iii) und 2.13, und A
heifit der Drall der Fliche (engl.: ,parameter of distribution®).

BEWEIS: Daf eine gegebene Fliache diese drei Groflen bestimmt, ist klar. Umgekehrt:
Nach 2.10 (iii) und 2.13 ist X eindeutig durch die Vorgabe von J bestimmt (bis auf
euklidische Bewegungen). Zur Bestimmung der Kurve nutzen wir das orthonormale Bein
X, X', X x X’ und rechnen aus

=, X)X+, X)X+, X x X)X x X' =FX +AX x X',

Fiir gegebenes X, F, A ist dies ein System linearer Differentialgleichungen mit der Losung
c(u) = c(up) + f:} (FX + AX x X')dt. Die Anfangsbedingung ist die Wahl eines Start-
punktes ¢(ug) auf der Kurve sowie die Wahl von X, X', X x X’ in diesem Punkt. O

Folgerung: Fiir eine Regelfliche in Standardparametern f(u,v) = c(u) 4+ v - X (u) ist
die erste Fundamentalform die folgende, wobei Det(I) = A2 + v%:

I= <<C’&cc,”>;>v2 <c’,1X>> _ (F2+§+v2 1;)

3.23. Folgerung (Spezialfall der Schraubregelflichen)

(i) Die drei BestimmungsgréBen A, F, J sind konstant genau fiir die Klasse der Schraub-
regelflichen, die durch Schraubung einer Geraden entstehen (Bild 3.13, zur Schrau-
bung vgl. 2.3). Dies schlieit den Fall von Drehungen als Grenzfall mit ein. Die
Striktionslinie wird dann die Bahn des zur Schraubachse bzw. Drehachse néchstge-
legenen Punktes auf der Geraden, also entweder die Achse selbst oder eine Schrau-
benlinie oder ein Kreis.

(i) Zusétzlich zu der Konstanz in (i) gilt F' = J = 0, A # 0 genau fiir die Wendelfliche
(engl.: ,helicoid®, s. Bild 3.18) f(u,v) = (vcos(au),vsin(au), bu) mit Konstanten
a, b, wobei A2 = o?b2.

(iii) Die einzigen Drehflichen unter den Regelfléichen sind die mit K = 0 (s. Bild 3.10)
sowie die Drehhyperboloide mit Gleichung 22 + y2 — a?2% = ¢2 (s. Bild 3.13).

BEWEIS: (i) sieht man wie folgt: Falls J konstant ist, so ist X ein Kreis nach 2.10. Die
Bestimmungsgleichung fiir ¢ lautet ¢ = FX + XX x X’ nach dem Beweis von 3.22. Ferner
gilt (X x X’) = X x X" = —JX'. Fiir konstantes F' und A folgt ¢/ = FX' + AX x
X" = (F — AJ)X’. Damit wird ¢ ein konstantes Vielfaches von X plus eine additive
Konstante Yy, wobei Y, senkrecht steht auf der von dem Kreis X aufgespannten Ebene
(der X', X"-Ebene). Das letztere sicht man durch Berechnung von (Yy, X’) = (Y, X") =
0. Damit stimmt ¢’ mit der Tangente an eine Schraubenlinie {iberein, und ein weiterer
Integrationsschritt bestimmt dann ¢ als eine Schraubenlinie. Damit ist die Schraubung
festgelegt, und die Fliche entsteht als Bahn einer Geraden unter der 1-Parametergruppe
aller dieser Schraubungen. Umgekehrt miissen fiir eine solche Schraubregelfliche die drei
Bestimmungsgrofen konstant sein, weil sie invariant sind unter dieser 1-Parametergruppe
von euklidischen Bewegungen. Der Fall F'J + A = 0 fiihrt auf die reinen Drehfléichen, bei
denen die Schraubung zu einer Drehung degeneriert, weil dann Det(c’, ¢, ") = 0 gilt.
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Bild 3.13: Schraubregelfliche und Drehhyperboloid als Regelfliche

Fiir den Beweis von (ii) impliziert zunichst J = 0, dal X einen Grofikreis beschreibt
mit konstantem X x X', und F = 0 impliziert ¢/ = AX x X’. Damit ist ¢ eine Gerade in
Richtung von X x X’. Wihlen wir X x X’ als den Vektor (0,0, 1) im Raum, so entsteht
genau die obige Parametrisierung der Wendelfldche.

Teil (iii) ist eine leichte Ubung: Wenn die rotierende Gerade die Drehachse trifft, so
entsteht eine Ebene oder ein Doppelkegel. Wenn sie parallel zur Drehachse ist, entsteht
ein Zylinder, und wenn sie dazu windschief ist, ein Drehhyperboloid, vgl. Ubungsaufgabe
11. Als Sonderfall kann dabei die Flache auch zu einer gelochten Ebene degenerieren,
wenn namlich die Gerade in einer zur Drehachse senkrechten Ebene liegt. g

Ubung: In Standardparametern berechnen sich die Gauf-Kriimmung und die mittlere
Kriimmung einer jeden Regelfliiche wie folgt:

K= —)\72 H= —;(JUQ + No+ )\()\J—i-F))

- ()\2+U2)2’ - 2()\2+1}2)3/2 ’

Daraus kann man leicht alle Regelflichen bestimmen, die H = 0 erfiillen, vgl. auch
Ubungsaufgabe 12. Wir sehen ferner, daB K = 0 & A = 0 gilt und damit fiir eine
Schraubregelfliiche entweder K = 0 (s. Bild 3.14 fiir ein Beispiel) oder iiberall K < 0.
Der Fall A = 0 ist dabei besonders interessant:

3.24. Definition und Satz (abwickelbare Flichen)

Eine Regelfliiche heifit abwickelbar, wenn sie lokal in die Ebene abgebildet werden kann,
und zwar unter Erhaltung der ersten Fundamentalform und unter Erhaltung der erzeu-
genden Geraden. Die Vorstellung dabei ist, dafl man eine der Geraden in die Ebene legt
und dann den Streifen rechts und links davon in die Ebene ,abwickelt“, und zwar unter
Bewahrung von Léngen und Winkeln. Eine nicht abwickelbare Regelfliiche heifit auch
windschief. Fiir eine Regelfliche sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) Die Fliche ist abwickelbar.
(2) K =0.

(3) Entlang jeder der Geraden sind alle Flichennormalen zueinander parallel, d.h. die
GauB-Abbildung ist konstant ldngs jeder der Geraden.



3C Drehfldchen und Regelflichen 61

Eine Regelfléiche, die (1), (2) oder (3) erfiillt, heiit auch eine Torse. Falls (3) nur fiir eine
bestimmte Gerade zutrifft, nennt man diese eine Torsallinie. Es gilt ferner:

(4) Eine offene und dichte Teilmenge einer jeden Torse besteht aus Stiicken von Ebenen,
Kegeln, Zylindern, sowie Tangentenflichen, wobei Tangentenfidchen solche Regel-
flaichen genannt werden, bei denen der Vektor X tangential an die Kurve c ist.

(5) Ein jedes flachpunktfreies Flichenstiick mit K = 0 ist eine Regelfliche.?

Bild 3.14: Tangentenfléiche einer Schraubenlinie, auch Schraubtorse genannt

BEWEIS:

(2) < (3): Die Einheitsnormale v(u,v) erfiillt die Gleichungen (v, X) =0, (v, +vX') =
0. Die Ableitung der ersten der beiden Gleichungen nach v liefert (%7X ) = 0. Die
Ableitung der zweiten Gleichung nach v liefert

<%,c’ +vX’> + (v, X") =0.

Der Vektor % ist aber tangential an die Fliche. Also ist das Verschwinden von %

gleichbedeutend mit 0 = (v, X') = (v, %} = h1o. Es gilt aber fiir jede Regelfliche die
Gleichung K = —(hi12)?/Det(I) wegen hos = (%, v) =0.

(4): Wir haben hier die verschiedenen Félle zu betrachten, bei denen die Bestimmungs-
grofen der Regelfliche auf einem Intervall entweder identisch null sind oder aber ungleich
null. Die Grenzpunkte solcher Intervalle werden dabei nicht erfafit.

1.Fall: X' = 0 auf einem Intervall, dann ist X (u) = X konstant, und die Fliiche ist ein
Zylinderstiick. Ein Spezialfall ist die Ebene, z.B. wenn c eine Gerade ist.

2.Fall: X’ # 0 auf einem Intervall, dann kénnen wir nach 3.21 Standardparameter
einfithren, und % = 0 impliziert nach dem obigen ¥ = X x X', da v auf X und X’
senkrecht steht. Dann ist in dem 3-Bein X, X/, X x X’ aber ¢/ = F'X und folglich A\ = 0.
Falls nun ¢/ = 0 auf einem Intervall gilt, dann ist ¢ konstant und die Fliche ist ein Stiick

3vgl. dazu D.LAUGWITZ, Differentialgeometrie, Satz 6.2. Laugwitz beweist dort auch nur unsere Be-
hauptung (5). Die von ihm angekiindigte Ubertragung auf die Flachpunkte kann i.a. nicht gelingen, siehe
3.25 fiir ein Gegenbeispiel.
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eines Kegels. Falls ¢’ # 0, so ist wegen ¢/ = FX das Vektorfeld X tangential an c, also
liegt eine Tangentenfliche vor (mit Singularitéiten entlang der Kurve selbst, weil dort die
erste Fundamentalform degeneriert).

(2) = (1): Nach dem eben Gezeigten miissen wir nur noch sehen, daff die vier Flichen-
typen abwickelbar sind. Fiir eine zusammengesetzte Fldche kann man dann auch die-
se Abwicklungen zusammensetzen, da sie die erzeugenden Geraden stets in Geraden
iiberfithren. Die Ebene ist trivialerweise abwickelbar. Fiir einen Zylinder wéhlen wir ¢
so, dafl ¢’ ein Einheitsvektor ist und orthogonal auf dem konstanten Vektor X, steht.
In diesen Parametern wird dann die erste Fundamentalform E = G = 1,F = 0, die
euklidische Metrik in kartesischen Koordinaten. Fiir einen Kegel mit konstantem c erhélt
man analog eine erste Fundamentalform F = v2,G = 1, F = 0. Das gleiche liefern die
Polarkoordinaten fiir die euklidische Ebene. Fiir eine Tangentenfléiche in Standardpara-
metern sind die GroBen der ersten Fundamentalform E = F? + 92 F = (¢, X),G = 1,
beachte die Determinante EG — F? = v2. Die gleichen Gréfien erhalten wir (lokal), wenn
c(u) irgendeine ebene Kurve ist und X die Einheitstangente an ¢ mit ¢/ = FX. Genauer
muf} man hier die Teile v > 0 und v < 0 separat betrachten. Die Normalkriimmung der
Leitkurve verschwindet wegen v = (¢’ x ¢)/||¢” x || und II(¢, ') = (¢",v) = 0. Man
muB also nur die Leitkurve unter Erhaltung ihrer Kriimmung in die Ebene abwickeln und
erhélt damit eine Abwicklung der Tangentenfléche.

(1) = (3): Hier verwenden wir keine Standardparameter, sondern wir nehmen an, daf§ die
Leitkurve ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert ist und senkrecht steht auf dem Vektorfeld X
mit || X|| = 1. Solch eine Kurve kann lokal stets gew#hlt werden mit dem gleichen Ansatz
wie in 3.12. Die erste Fundamentalform wird dann E = 1 + 20(X’, /) + v?||X’||?, F =
0,G = 1. Nach Annahme gibt es eine Abwicklung in die Ebene. Diese bildet ¢ auf eine
Kurve v ab, die ebenfalls nach Bogenlédnge parametrisiert ist, sowie X auf ein dazu
senkrechtes Einheitsvektorfeld £. Das zugehorige Frenet-2-Bein ist e; =+ und eg = +£.
Wegen v + v& = e +veh, = (1 Fok)er = (1 Fvk)y (wobei k die Kritmmung von ~y
bezeichnet) ist die entsprechende erste Fundamentalform dann E* = (1 F vk)?, F* =
0,G* = 1. Nach Voraussetzung erhélt aber die Abwicklung die erste Fundamentalform,
also gilt E = E*, F = F*,G = G* und insbesondere (1Fvk)? = 1+2v(X’, /) +v2[| X%
Durch Koeffizientenvergleich fiir v ergibt sich x? = || X'[|> und (X', /) = Fr. Weil ¢’ ein
Einheitsvektor ist, ist dies nur moglich, wenn ¢’ und X’ linear abhéngig sind. Dann wird
aber die Einheitsnormale der Fliche einfach v = ¢’ x X und héingt folglich nicht von v
ab, sondern nur von u. Also ist v ldngs jeder der Geraden ein konstanter Vektor.

Es bleibt nur noch (5) zu zeigen. Nach Voraussetzung sind die beiden Hauptkriim-

mungsrichtungen eindeutig definiert. Wir haben also Kriimmungslinienparameter (u, v),

so dagfL(gv )a; %}Jnd L(af) = (u,v)g—i mit p 75 O also 9% =0 und 4% = —M% sowie
ov

5o By Fus 8U> = 0. Insbesondere gilt dann au 5> = 0. Wir behaupten, dafl fur jedes

feste ug die Kurve ¢(v) = f(ug,v) eine euklidische Gerade ist. Mit ¢ = gf é= 81) L gilt
(¢,vy = (¢, ¢) =0,
(420 =~(2 2~ (2L B (100 - (21 2
" Ou v’ Oudv Ov’ 0v \p du v’ Oudv
Daher sind ¢ und ¢ linear abhéngig, und damit ist ¢ eine Gerade (bis auf die Parametri-

sierung). Wenn wir nédmlich ¢ nach Bogenlénge umparametrisieren geméf 2.2, dann ist
einerseits ¢’ orthogonal auf ¢/, andererseits aber linear abhéingig von ¢’'. O

Die Implikation (1) = (2) ist von besonderer Bedeutung, und zwar im Hinblick auf die
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yinnere Geometrie“. Dies wird spéter klar werden im Zusammenhang mit dem Theorema
Egregium 4.16, was besagt, daf§ die Gau-Kriimmung schon allein durch die erste Fun-
damentalform bestimmt ist. Daher mufl die GauB-Kriimmung stets dann verschwinden,
wenn die erste Fundamentalform euklidisch ist, vgl. dazu die Bemerkung nach 4.30.
Insbesondere erhalten wir dann einen anderen (und sicher schéneren) Beweis fiir die
obige Aquivalenz von (1) und (2).
|

SO
W/

“““‘". JTTX T2\
DAY 7 Z 27N\
it
A

Bild 3.15: Fliche mit K = 0, die keine Torse ist

3.25. Beispiel (Fliche mit K = 0, die keine Regelfliche und folglich keine Torse ist)
Wir betrachten dazu einen Kegel iiber einer Kurve c¢(z) = (z,0,2(x)) in der (z,0, 2)-
Ebene mit Spitze (0,1,0). Nehmen wir an, dieser Kegel enthilt den Punkt (0,—1,0).
Analog betrachten wir einen zweiten Kegel iiber der gleichen Kurve ¢ mit Spitze (0, —1,0),
der den Punkt (0,1,0) enthilt. Die Kurve ¢ sei so gewéhlt, da§ ¢(0) = (0,0,0) und
(0) = (1,0,0). Ferner nehmen wir an, dafl alle hoheren Ableitungen von ¢ in diesem
Punkt (und nur in diesem) verschwinden. Solche Kurven kénnen mit Hilfe der Funktion
exp(—z~2) auch explizit konstruiert werden. Wir kénnen dann den Teil des einen Kegels
mit > 0 zusammensetzen mit dem Teil des anderen Kegels mit x < 0 und erhalten
eine C*°-Fliche mit Flachpunkten entlang der (0,y,0)-Achse. Sie ist in der Umgebung
dieser Flachpunkte keine Regelfliche im Sinne von Definition 3.20, weil sie iiber diese
Geraden nicht von der Klasse C? parametrisiert werden kann: das zugehérige Vektorfeld
X lidngs c(z) ist vom Typ X (z) = (| sinz|, cosz,0), bis auf Terme hoherer Ordnung. Die
Geraden machen an der Nahtstelle z = 0 also einen ,, Knick“ (s. Bild 3.15). Somit miissen
die Parameter der Fliche anders gewihlt werden, dann ist sie von der Klasse C?.

Eine genauere Beschreibung ist die folgende: Setze A = {(z,y) € R? | 2° + (y + 1) <
42 >0-1<y<1}U{(z,y) e R |22+@y—-12<42<0,-1<y<l1} A
ist die Vereinigung zweier Viertelkreise, die ldngs des Segments —1 < y < 1 auf der
y-Achse zusammenkommen. Die jeweiligen Mittelpunkte (0, —1) und (0,1) sind auszu-
schlielen, sie werden spéter die Spitzen der zwei Kegel. In A definieren wir ,,gekreuzte
Polarkoordinaten (r, ¢) durch

ri=+/1+y)2+22-1, fallsz >0, cosw::% © >0,

r:=1-—/(1—-y)?+22 fallsz <0, cosp = 1:7;, p <0.

Dabei ist ausnahmsweise der ,Radius® r als —1 < r < 1 gewé&hlt. Fiir z = 0 erhélt man
jeweils ¢ = 0 und r = y, daher passen beide Teile stetig zusammen. Setze dann

) 0,-1,0) + (r+1)[e(e)+(0,1,0)], falls ¢ >0,
(r,p) = (0,1,00 — (r—1)[e(p) = (0,1,0)], falls ¢ < 0.

Fiir ¢ = 0 ergibt sich f(r,0) = (0,,0), fiir r = 0 ist £(0, p) = ¢(). Also passen auch hier
die beiden Teile zusammen entlang der y-Achse mit der (z,y,0)-Ebene als gemeinsamer
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Tangentialebene, und zwar sogar C'*°, weil die Tangentialebene nur von ¢(p) und é(p)
abhéingt. Die Fliche f(r,¢) erscheint dann als der Graph einer gewissen C'°°-Funktion
iiber der (z,y,0)-Ebene. Das Vektorfeld ist X = Zc(p) 4 (0,1,0). Damit ist es fiir
¢ = 0 nicht differenzierbar. Ein anderes Beispiel ist implizit durch Angabe von erster
und zweiter Fundamentalform beschrieben in W.KLINGENBERG, Eine Vorlesung iiber
Differentialgeometrie, 3.9.4 (S. 53).

3.26. Definition und Satz (Weingarten-Fliche, W-Fliche)

Eine Weingarten-Fliche oder W -Fliche nennt man eine Flache dann, wenn zwischen
den beiden Hauptkriimmungen (oder zwischen H und K) eine nichttriviale Relation
besteht, also wenn es eine Funktion ® in zwei Verdnderlichen gibt mit ®(x1,k2) =0
(bzw. ®(H, K) = 0). Es gilt:

1. Jede Drehfliache ist eine Weingarten-Flache.

2. Unter allen Regelflichen besteht die Klasse der Weingarten-Fliachen genau aus
allen abwickelbaren Regelflichen sowie allen Schraubregelfiichen.*

BEWEIs: 1. Bei einer Drehfldche hiangt jede Kriimmung nur von einem Parameter ab.
Setzen wir r/ = —rK in die Gleichung 2H = h”/r’ + h'/r ein und verwenden dabei
72+ h'2 =1,7'r" + h'h" = 0, so erhalten wir

r K+\/177"’2.
Vi ’

Andererseits kann man r als Funktion von H oder K auﬁassen auBer falls dd—f =
Wir erkennen hier die Einheits-Sphire als spezielle Losung 72 = 1 — /2.

2H =

Fiir Teil 2 sieht man, dafl die Flichen mit K = 0 zu den Weingarten-Flichen gehoren:
Man setze einfach ®(H, K) := K. Betrachten wir nun eine Regelfliche, die nicht ab-
wickelbar ist, so folgt aus den Ausdriicken fiir H und K oben, daf}

J Nv g

2 = _()\2 + v2)1/2 - (A2 + v2)3/2 - (A2 4 02)3/2°

Hierbei kénnen wir wegen K =

()‘2+U2)2 iiberall A2 +v? durch \/—\2/K ersetzen, und

auch v konnen wir durch den Ausdruck 1/1/—A2/K — A2 ersetzen. Dann kommt v nicht
mehr explizit vor, und daraus kann man ersehen, daf§ eine nichttriviale Relation zwischen
H und K nur bestehen kann, wenn alle Koeffizienten (die ja nur von u abhéngen) in dem
obigen Ausdruck fiir 2H konstant sind, also wenn J, F, X konstant sind. Dann verschwin-

det der zweite Summand, und die Gleichung zwischen H und K wird notwendigerweise
die folgende (jedenfalls fiir A > 0) :

F

)1/4 —K)3/4.

Y /2 (=K
Die Aussage folgt somit aus 3.23 (i). O

4Dieser Satz wurde im Jahre 1865 unabhiingig von E.BELTRAMI und U.DINI gefunden.
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Bild 3.16: Verschiedene Drehflichen mit konstantem ¢ = k1/k2

3.27. Beispiel (Drehfldchen mit einer linearen Relation zwischen den Hauptkriimmun-

gen, nach H.HOPF?)
Wir suchen Drehflichen mit einem konstanten Quotienten zwischen den beiden Haupt-

kriimmungen, etwa k1 = ck2 mit einer Konstanten ¢ # 0 (der Fall ¢ = 0 ist in 3.17 ent-
halten). Hierzu ist es zweckmiiBig, die Parametrisierung f(r, ) = (r cos g, rsing, h(r))

zu wihlen. Nach 3.16 sind dann die Hauptkriimmungen die folgenden:

h// }Ll
M T i)

insbesondere gilt k1 = %(rm). Die Gleichung k1 = cko wird damit dquivalent zur
= (rug)" oder (c — 1)ky = rkh mit der Losung ky = bre1,

Differentialgleichung cke =
wobei b konstant ist. Setzen wir zur Vereinfachung b = 1, so wird mit h'2/(1 + h'?) = r?¢

die Fliche in Abhingigkeit vom Parameter ¢ (jedenfalls fiir ¢ # 0) beschrieben durch

fe(r,o) = (r oS p, 7 sin <p,:|:/ t°(1 — tgc)_l/2dt).
1

Es ist dabei f; die Einheits-Sphére, f_; ist das Katenoid (Bild 3.18, vgl. auch 3.37). Der
Kreiszylinder fiigt sich als fy ein. Die Fliache f. ist reell-analytisch auch im Scheitelpunkt
r = 0, falls ¢ eine ungerade ganze Zahl ist. Der Punkt auf der Drehachse r = 0 ist ein

Flachpunkt fiir ¢ > 1, aber eine Singularitdt fiir 0 < ¢ < 1, s. Bild 3.16.

5Uber Flichen mit einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen, Math. Nachr. 4, 232-249 (1951)
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3D Minimalflachen

Eine Seifenhaut, die in einen festen Rand eingespannt ist, wird aus physikalischen Griin-
den ihre Oberfliche minimieren. Dabei ergeben sich auch vom mathematischen Stand-
punkt aus sehr interessante Phanomene®, die wir zum Teil in diesem Abschnitt behandeln
wollen. Genauer geht es um (reguliire) Flichenstiicke, die (zumindest lokal) die Ober-
fliiche minimieren und die deshalb Minimalfiichen heifen. Uberraschenderweise ergibt
sich hierbei ein enger Zusammenhang zu der Theorie von Funktionen im Komplexen
(Funktionentheorie). Ausnahmsweise verwenden wir daher in diesem Abschnitt einige
grundlegende Tatsachen aus der Funktionentheorie, wie den Begriff der holomorphen und
meromorphen Funktion, die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sowie komple-
xe Kurvenintegrale. Das notige Hintergrundwissen dazu ist in dem Buch von W.FISCHER,
I.LiEB, Funktionentheorie enthalten. Weitergehende Informationen zu Minimalflichen
findet man in dem Buch von J.JosT, Differentialgeometrie und Minimalflichen.

Problem (Flichen mit minimaler Oberfliche)
Zu gegebener Randkurve finde man eine eingespannte Fliche mit kleinster Oberfléche
oder finde geometrische Bedingungen, denen eine solche Fliche geniigen muf3.

Um geometrische Bedingungen zu finden, nehmen wir an, ein Flichenstiick f(u1,u2) mit
kleinster Oberflache sei bereits gegeben, und betrachten eine Variation in Normalenrich-
tung (auch normale Variation genannt) der folgenden Art

fe(ur,u2) == fur,u2) + € - p(ur, uz) - v(u1,u2),

wobei ¢ eine beliebige (aber feste) C2-Funktion sei, die am Rand des betrachteten Ge-
bietes verschwindet. Fiir hinreiched kleines |e| ist f. ein (reguldres) Flichenstiick, wie
aus der Gleichung

of: _of | 9O¢

8ui - 8ul + Eaui

durch Berechnung der ersten Fundamentalform folgt:

v
.V+E.<p.8u
K

e af. 9f
gl(j) - <8uj-’8uj—>

= ourace(3L 2) s (B 50 ) 4 D2 02
= gij — 2ephy; +O(?).
gis — 2e0hy

Linearisierung

Wenn also g;; positiv definit ist, so bleibt gg) positiv definit fiir hinreichend kleine
Werte von |e], wobei ¢ beliebig vorgegeben werden kann. Der Vergleich der Oberfléiche

fU dA = fU v/Det(gi;)duidug von f = fy mit der Oberfléche fU Det(gz(;))dulduQ von
[ fiir kleine ¢ liefert das folgende (wir setzen wieder g := Det(g;;) = g11922 — 93»):

([ v/pettsf ) =

6vgl. dazu Kapitel 5 in S.HILDEBRANDT, A.TROMBA, Panoptimum, Spektrum 1986

0

_9
T Oe
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fé) (e)
g Det(g,:")
15} (e) Oe|__ vy
= — \/Det(g;;”)duidus :/ —e=0 __ —  duqdus
/U dele=0 ! U 2y/Det(gij)
F) (e) ) (e) ) (e)
_ ( 911 goo + g1 922 — 210 912 )dUIdUQ
Oe le=0 Oe le=0 Oe

o
v

(—2¢h11)g22 + g11(—2ph2s) — 2g12(—2ph12)) duydus

1
—/ P §(h11922 + haagi1 — 2h12912) /g duydus
U

=2H

= —/¢-2H\/§du1duz,
U —_——

=dA
wobei wir in der letzten Zeile die Formel fiir H aus 3.13 verwendet haben. Wenn wir hier
» = H wihlen (mit Abklingen zum Rand hin), erhalten wir die folgende Aussage:

3.28. Satz und Definition (Minimalfléiche)

Es sei f:U — IR® ein Flichenstiick, U C IR? sei offen, U kompakt mit Rand 0U.
Eine notwendige Bedingung dafiir, dafl die Oberfliche von f kleiner oder gleich ist der
Oberfléche aller normalen Variationen

fo: U — IR® mit ff’aU = f}é)U’

ist das Verschwinden der mittleren Krimmung H in ganz U. Man nennt daher ein
Flichenstiick mit H = 0 eine Minimalfidiche.

BEMERKUNG: Strenggenommen driickt die Gleichung H = 0 nur aus, daf} die Oberfliche
stationdr ist, sich also nur von hoherer als linearer Gréflenordnung éndert. Sie kénnte
z.B. auch maximal oder ,sattelartig” sein, so wie Sattelpunkte bei Extremwertaufgaben
in mehreren Verénderlichen auftreten kénnen. Dennoch ist der Begriff ,Minimalfliche“
allgemein so eingefiithrt wie in Definition 3.28. Lokal ist es allerdings tatséchlich so, daf3
eine Minimalfldche die Oberfliche minimiert, vgl. dazu J.JosT, Differentialgeometrie und
Minimalflichen, Satz 4.3.

Wenn die (C>°-)Fliche fo: U — IR? gegeben ist, dann kénnen wir auf dem Raum aller
solchen f mit festem f | ou = Jo das Oberflichenfunktional A (wie ,area®) erkldren
durch

{GU

A(f) ZZ/U\/Ed’uldUQ

Oben haben wir ausgerechnet, daf} die ,, Richtungsableitung” von A in Richtung einer
normalen Variation ¢ sich wie folgt ausdriickt:
OA(fe)

DoA(f) = 51

:—2/ @-H-\/EduldUQ.
e=0 U
Der Gradient von A ist dann eindeutig bestimmt durch die Gleichung

(grad A(f),p) = D,A(f),
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wobei das Skalarprodukt { , ) auf dem Raum der C*°-Funktionen auf U erklért ist als

(th1,2) = /U?/W/Jm/g_] duydus.

Dieses Skalarprodukt ist positiv definit und daher insbesondere nicht ausgeartet. Nur die
Null-Funktion steht in diesem Sinne ,,senkrecht* auf allen Funktionen . Also erhélt man
grad A(f) = —2H, weil

(—2H, ) = —2/ - H\/g duidus = D,A(f).
U

Daran sieht man auch das folgende: Falls f keine Minimalfliche ist, dann fithrt die ,,Evo-
lution“ f. = f + eHv zu einer Flidche mit strikt kleinerer Oberflache.

Der Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren X,Y héngt nur vom Wert des Skalarpro-
dukts (X,Y’) im Verhéltnis zur Lénge der beiden Vektoren ab, vgl. Abschnitt 1.1. Daher
bleibt der Winkel erhalten, wenn wir beide Léngen mit dem gleichen Faktor multiplizie-
ren. Dies erklirt den folgenden Begriff ,konform® bzw. ,winkeltreu“. Fiir ein Beispiel
vergleiche man Ubungsaufgabe 9 am Ende des Kapitels oder auch Bild 3.17. Konfor-
me Abbildungen von Teilen der 2-dimensionalen Parameterebene in sich haben direkte
Anwendungen in der Strémungsmechanik und anderen technischen Disziplinen.”

3.29. Definition (Konforme Parametrisierung)

Eine Parametrisierung f: U — IR? eines Flichenstiicks heifit konform oder winkeltreu,
wenn in diesen Parametern die erste Fundamentalform ein skalares Vielfaches der
Einheitsmatrix ist, also wenn die Gleichung

() = A (1)

gilt mit einer gewissen Funktion \: U — IR, A > 0. Allgemeiner heiflen zwei auf gleiche
Parameter bezogene Flichenstiicke f, f: U — IR® konform zueinander, wenn die erste
Fundamentalform der einen (g;;) ein skalares Vielfaches der anderen (g;;) ist:

(9i5) = Mui,u2)(gi5), (u1,u2) €U

mit einer positiven Funktion A\:U — IR. Entsprechendes gilt nach eventueller Para-
metertransformation: f:U — IR, f:U — IR® heiflen konform zueinander mit dem
konformen Faktor A\, wenn es eine Parametertransformation ®: U — U gibt, so dafl

(Ao S ) = M) (g 5

fiir alle 4, j gilt. Eine konforme Parametrisierung heifit auch isotherm, die zugehorigen
Parameter heifien isotherme Parameter®. Die Winkelmessung ist dann die gleiche wie
in der euklidischen (u1, us)-Ebene.

"siehe dazu A.BETZz, Konforme Abbildung, Springer 1948
8Dieser Begriff stammt aus der Theorie der Wirmeleitung, vgl. W.HAACK, Elementare Differential-
geometrie, Birkhduser 1955, Abschnitt 72
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3.30. Folgerung

(i) Fiir eine Minimalfliche mit K # 0 ist die GauB-Abbildung v konform, d.h. v und
f sind konform zueinander, und der konforme Faktor ist — K.

(i) Fiir eine konforme Parametrisierung f: U — IR® mit (g;;) = A( 9) gilt

Insbesondere definiert eine konforme Parametrisierung f genau dann eine Mini-
malfliche, wenn die drei Komponentenfunktionen fi, f2, f3 von f harmonisch sind,

d.h. wenn 52 o2
d J;L . fi
u? - Oul
gilt. Der Vektor H = H - v heiflt auch mittlerer Kriimmungsvektor.

Af; = -0 firi=1,23

BEWwEIS: (i) folgt direkt aus der Gleichung IIl — 2H - II + K - I = 0 aus 3.10, also
IIl = —K - I. Es ist aber die dritte Fundamentalform IIT zugleich die erste Fundamen-
talform der GauB-Abbildung v, betrachtet als ,Parametrisierung® der Sphire S2.

Fiir (ii) rechnen wir aus

(G 3ur) =

T o) =G e (oo s =

Ous’ Ousy Ouy’ Ous

>/

Daraus folgt

(5 25~ o 529 - (8.5

Ou?’ Ouy Ou Ouy’ Ousg ouy’ a—ug
Also erhalten wir < f + gug, 8u1> = 0, analog <a i+ gu];, Eif?> = 0. Also steht der
Vektor 327]; + % senkrecht auf der Tangent13Llebene7 ist also linear abhéingig von der
1 2
Einheitsnormalen v. Nun ist aber 2H = A72(gaoh11 + g11ha2) = A~ (h11 + haa), folglich

92f  O2f
<6u2+8%,u>:h11+h22:2m. O

Wir verwenden die folgende grundlegende Tatsache aus der Funktionentheorie: Ei-
ne komplexe Funktion ¢(u + iv) = z(u,v) + iy(u,v) mit reellen Groflen u,v,z,y ist
komplex analytisch oder holomorph genau dann, wenn die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen (kurz: CR-Gleichungen) gelten:

dr Oy Ox Oy

ou v v du
Man schreibt auch x = Re ¢, y = Im ¢ fiir Real- und Imaginérteil. Die CR-Glei-
chungen bedeuten gerade, daf§ die (reelle) Funktionalmatrix von ¢ in jedem Punkt
eine Drehstreckung ist (mit variierendem Streckungsfaktor und Drehwinkel). Falls der
Streckungsfaktor nicht verschwindet, stellt eine komplex analytische Funktion also eine
orientierungserhaltende konforme Abbildung der (u,v)-Ebene in die (x,y)-Ebene dar,
und umgekehrt ist jede solche konforme Abbildung komplex analytisch.
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Bild 3.17: Koordinatennetz mit Bild unter der konformen Abbildung f(2) = 5

3.31. Folgerung (Komplexifizierung)

Fiir ein Flichenstiick f: U — IR mit Komponenten f = (fi, f2, f3) definieren wir eine

Abbildung ¢: U — C3 durch ¢(u + iv) = %(u, v) — gy (u,v) bzw.

0 0
p1(u+iv) = a—{j(u,v) — ia—];l(u,v)
0 0
w2 (u+iv) = O—{j(uw) — i%(u,v)
w3(u+iv) = %(u,v) —i%(u,v)

Dann gilt

(i) f ist konform genau dann, wenn ¢? + 3 + @2 = 0.

(ii) Falls f eine konforme Parametrisierung ist, so ist f eine Minimalfliche genau
dann, wenn ¢1, @3, 3 komplex analytisch (holomorph) sind.

(iii) Falls umgekehrt @1, 2, p3 komplex analytisch sind mit ¢? + 2 + 2 = 0, dann
ist das durch die obigen Gleichungen definierte f regulér (also eine Immersion)
genau dann, wenn @13, + @20, + ©3P5 # 0.

BEwEIs: (i): Nach Definition gilt
af of 5 /0f Of _<8f 8f> .
2 2 2_ [Y Y 20 2L 2L gl 2L 24N = — -2 .
P1+ @3+ 3 <3u’8u>+z <3U’3v> ? 94’ Do g11 — 922 1912
Damit verschwindet die linke Seite genau dann, wenn g1 = goo und g12 = 0.

(ii): Wir berechnen die zweiten Ableitungen:

Pfe E(R ) % fi 0 Pfx 0
uz  ou- PR

0
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Die Giiltigkeit der Gleichung % + 32712‘ = 0 ist also dquivalent zur Giiltigkeit der CR-
Gleichungen fiir 1, @2, ¢3. Nach 3.30 ist dies aber genau dann der Fall, wenn f eine
Minimalflache ist.

. _ — — 3 )2 112
(ii): Es gilt 0171 + 023 + 007 = Loy (38)°+(35)7) = (8. 35) + (%5 5) = 0

mit Gleichheit genau dann, wenn % = % = 0. Nach dem Beweis von Teil (i) ver-
schwinden aber entweder beide Terme oder beide verschwinden nicht und sind linear
unabhingig. Dies beweist (iii). O

Die Nullstellen der komplexen Abbildung ¢ entsprechen nach (iii) also genau denjenigen
Stellen (sogenannte Singularititen), in denen die zugehérige Abbildung f nicht regulir
ist. Der Grund fiir diese Betrachtung liegt darin, daf} es in der Theorie komplexer Funk-
tionen nicht ohne weiteres zwingend oder sinnvoll ist, Nullstellen auszuschlielen. Fiir die
Differentialgeometrie dagegen setzt man im allgemeinen reguléire Fliachenstiicke voraus,
weil solche Singularitidten eine gesonderte Behandlung erfordern.

3.32. Folgerung In einem einfach zusammenhingendes Gebiet? U C C seien drei
holomorphe Funktionen ¢;:U — C (k = 1,2,3) gegeben mit ¢7 + 3 + »3 = 0 und
V191 + Y2y + w395 # 0. Dann ist fiir festes 29 € U die durch

Fulz) = Re/z or(O)dC, k=1,2,3

20

definierte Abbildung f:U — IR? ein regulidres Minimalflichenstiick.

BEWEIS: Zunéchst sollte man sich klarmachen, dafl die Integration der Gleichungen in
3.31 keine Erkenntnisse iiber partielle Differentialgleichungen erfordert. Vielmehr kann
man die bekannte Tatsache ausnutzen, daf} lokal jede holomorphe Funktion eine komple-
xe Stammfunktion besitzt, die durch Integration lings eines geeigneten Weges gewonnen
wird (z.B. in einem bzgl. zo sternférmigen Gebiet). Der Schritt vom lokalen zum glo-
balen kann aber nur gelingen, wenn diese Integration wegunabhéngig ist, also wenn die
Stammfunktion global existiert. Deswegen mufl man hier voraussetzen, da} das Gebiet
U einfach zusammenhéngend ist. Fiir diese Sachverhalte verweisen wir auf W.FISCHER,
I.LieB, Funktionentheorie. Dann folgt aber 3.32 direkt aus 3.31. Ohne die Voraussetzung
|| # 0 erhielte man hier ein reelles Minimalfldchenstiick mit isolierten Singularitidten. O

3.33. Lemma (isotherme Parameter)

Wenn man von Kriimmungslinienparametern (u1,ug) einer Minimalfliche mit K # 0
ausgeht (g12 = hi2 = 0), dann kann man daraus durch einfache Integration eine
konforme Parametrisierung konstruieren, also isotherme Parameter.

BEWEIS: In Kriimmungslinienparametern gilt g—: = —/iig—j, also
v __i(ﬁ ﬁ)__i(ﬁ 8_f)
du0us  Oul N\ 2 Oug)  Oug\ ' 0w/

9n der Riemannschen Zahlenkugel C U {co} ist eine zusammenhiingende Teilmenge U einfach zu-
sammenhingend genau dann, wenn das Komplement ebenfalls zusammenhéngend (oder leer) ist. Eine
beschrinkte zusammenhingende Teilmenge U C C ist einfach zusammenhéngend genau dann, wenn das
Komplement ebenfalls zusammenhingend ist.
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Setzen wir jetzt K := k1 = —ko > 0, so folgt
2
OnOf L, O 9k 0f
6uQ 8u1 aulauZ 811,1 8uz

und damit auch

<émaf+2,i 0*f 9k Of 6f>70
8u2 8u1 8u18u2 8u1 8u2 6u1 o
also

Ok dg11 = Ok 0 _
Bz Tug a0 g (5 9m) =0

Also ist k- g11 konstant in us-Richtung, ist also eine Funktion nur von u;.
Analog ist & - goo konstant in ui-Richtung, ist also eine Funktion nur von wus.
Setze nun & - g11 = ®1(u1) > 0 und K - gag = Po(uz) > 0 sowie

V; = / AV4 @i(ui)dui7 1= 1,2
Dann ist die Funktionalmatrix der Transformation (u1,us) — (v1,v2)
( 8va ) o \ <I>1 0
8Uj N 0 A% iR

von maximalem Rang. Das Linienelement ds? transformiert sich dann wie folgt:

ds? = gudu%Jrgggdu%

_ _d +<I>2d _ ¢1(\/;_1dvl)2+%(\/%_2.dv2)2

= = (dv% + dv%)

Also sind vy, vy isotherme Parameter, d.h. I|<v1,v2) m( ) Dies gilt, falls f eine
Minimalfliche ohne Flachpunkte ist, d.h. falls H = 0 und K # 0. Man sieht, daf} in
der Nahe eines Flachpunktes der Faktor % beliebig grofl werden kann und dafl damit bei

Erreichen eines Flachpunktes das Verfahren notwendig versagen muf. [

3.34. Folgerung (Analytizitiit)

f:U — IR? sei ein Minimalflichenstiick ohne Flachpunkte, f € C3. Dann gibt es eine
Parametrisierung derart, dafl die drei Komponentenfunktionen reell-analytisch (C*),
sind, also lokal in ihre Taylorreihe entwickelbar.

Dies folgt aus 3.31 - 3.33 in Verbindung mit der Tatsache, dafl eine komplex analytische
Funktion insbesondere reell-analytisch ist.

Kurz zusammengefafit: Jede Minimalfliche erlaubt lokal eine konforme Parametrisierung,
solange keine Flachpunkte auftreten. In dieser konformen Parametrisierung ist die Flédche
analytisch, und zwar als Realteil einer komplex analytischen Funktion, vgl. 3.32.

Fiir ein gegebenes ¢ mit der Nebenbedingung |¢| # 0 und ¢? + ©3 + ¢ = 0 erhilt
man gemé&f 3.32 eine Minimalflache sogar ganz explizit. Es erhebt sich die Frage, ob eine
solche freie Vorgabe auch ohne eine Nebenbedingung moglich ist. Die Antwort wird durch
die sogenannte Weierstrafs-Darstellung gegeben. Diese erlaubt dann die im wesentlichen
freie Vorgabe zweier Funktionen F, G.
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3.35. Lemma Drei beliebig gegebenen holomorphen Funktionen 1, @2, p3: U — C mit
02+ 3+ 3 = 0 (wobei keines der ¢; identisch verschwindet) kann man eine holomorphe
Funktion F:U — C und eine meromorphe Funktion G: U — C U {oo} zuordnen derart,
daB FG? holomorph ist und
F iF
pr=75(1- G?), @2 = - (1 +G?), p3=FG.

Umgekehrt induziert jedes gegebene F,G mit den angegebenen Eigenschaften ein ent-
sprechendes ¢ mit p? + 2 + p3 = 0.

BEWEIS: Fiir gegebenes ¢ setzen wir

. 3
F=¢p1—ipy, G= 807
P1 — P2
Dies ist wohldefiniert auler in dem Fall ¢ = ipy, woraus notwendig 3 = 0 folgt, was
nach Voraussetzung aber ausgeschlossen ist. Daraus erhalten wir

2 2 2
JCC - SR . R A P
Y1 — P2 Y1 — P2
also eine holomorphe Funktion. Die Gleichungen
F iF
901:5(1—G2), 90227(1+G2)a p3 =FG

verifiziert man leicht anhand der Definition. Umgekehrt seien F' und G gegeben, dann
erfiillen die entsprechenden 1, @2, 3 die Gleichung

F? F?
P+ 03 + o5 = I(I—GQ)2 ~ I(l—i—GQ)Q—i—F2G2 =0.

Ferner sind (1, ©3, ¢3 holomorph, weil FG? holomorph ist. O

Zusitzlich gilt |¢]? = 0 in einem Punkt hochstens dann, wenn dort F = 0 und FG = 0
gelten. Der ausgeschlossene Fall o1 = ipy und p3 = 0 entspricht geometrisch einer
Ebene parallel zur (x1,x2)-Ebene. Dies wird klar an den Formeln in 3.31. Die folgende
Weierstraf3-Darstellung schliefit daher diesen Fall aus. Sie erlaubt ansonsten eine weit-
gehend beliebige Definition zweier Funktionen F' und G und induziert dann (wenigstens
lokal) eine entsprechende Minimalfliche mit einer expliziten Formel.

Wir werden anhand der Beispiele in 3.37 sehen, daf3 bereits sehr simpel anmutende Funk-
tionen F, G (z.B. Polynome oder rationale Funktionen) zu interessanten Minimalfléichen
fithren konnen. Falls allerdings G konstant ist, ergibt sich eine lineare Abhéngigkeit zwi-
schen f1, fa, f3 und folglich eine parametrisierte Ebene. Dagegen kann F' durchaus kon-
stant sein, wie der Fall der Enneperfléiche mit den Funktionen F(z) = 2 und G(z) = z in
der Weierstraf3-Darstellung zeigt.
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3.36. Folgerung (Weierstra-Darstellung)
Jede konform parametrisierte Minimalfliche f, die keine Ebene ist, 148t sich lokal
darstellen durch

fi1(z)

Re | LRO - (0)ic

0

f2) = Re [ JFQU+ GO

e = ref TG,

wobei F, G wie oben in 3.35 gew#hlt sind. Der Parameterbereich mufl dabei so gew#hlt
werden, dafl die auftretenden Integrale wegunabhéngig sind (z.B. als eine kleine Kreis-
scheibe oder ein einfach zusammenhingendes Gebiet).

Umgekehrt definiert jedes vorgegebene Paar (F(z),G(z)) mit holomorphem FG?
ein konform parametrisiertes Minimalflachenstiick f. Dieses f ist reguldr, wenn F
hochstens an den Polen von G verschwindet und dort FG? # 0 gilt.

==
=
T

7
(i

Bild 3.18: Katenoid nahe der Drehachse und Helikoid (Wendelfléiche)
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Bild 3.21: Henneberg-Fléiche
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Bild 3.22: Catalan-Fliche und Trinoid (Katenoid mit drei Enden)!?

3.37. Beispiele

1. Das Katenoid f(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u) ist die von der Kettenlinie er-

zeugte Drehfliche, zur Kettenlinie vgl. 2.3. Hier gilt

e1(u+iv) = sinhwucosv+icoshusiny = sinh(u + iv)
p2(u+iv) = sinhusinv —icoshucosv = —icosh(u+ iv)
es(u+iv) = 1

Offenbar sind ¢1, @2, @3 holomorph mit Y, p?(z) = sinh? z +i2cosh?z + 1 = 0.
Nach 3.31 ist dann f eine konform parametrisierte Minimalfliche. Die Weierstraf3-
Darstellung ist F'(z) = —e™%*,G(z) = —e*.

. Die Wendelfliche (oder das Helikoid) ist zugleich Regelfliche und Minimalfldche:

h(u,v) = (0,0, —u) + v(— sinu, cosu, 0) = (—vsinu, v cos u, —u)

Es liegen hier Standardparameter vor, und zwar A = 1, ' =0, J = 0, und dies
impliziert H = 0, vgl. 3.23. Diese Parametrisierung ist jedoch nicht konform. Wenn
wir die Fldche umparametrisieren als

h*(u,v) = (= sinh usin v, sinh u cosv, —v),
dann wird die zugehorige Komplexifizierung
p1(z) =isinhz, ¢a(z) =coshz, ¢3(z)=1.

Dies sind nun — bis auf den Faktor i — genau dieselben Funktionen @1, @2, p3 wie
oben fiir das Katenoid. Insbesondere ist h* eine konform parametrisierte Mini-
malfliche. Wir sehen daran auch, dafl das Katenoid f und das Helikoid h* lokal

10Djiese Fliche wurde zuerst von L.P.Jorge und W.H.Meeks gefunden: The topology of complete mini-
mal surfaces of finite Gaussian curvature, Topology 22, 203-221 (1983). Auch die Weierstra-Darstellung
ist dort angegeben.
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Bild 3.23: Bausteine der Scherkschen Minimalflache

isometrisch sind, weil g;2 = 0 und g11 = go2 = %(901@1 + 2Py + p305) gilt, was
unter der Multiplikation mit ¢ unveréndert bleibt. Man spricht deshalb auch von
konjugierten Paaren von Minimalflichen, wenn die Komplexifizierung der einen
durch Multiplikation mit ¢ aus der der anderen hervorgeht. In diesem Sinne sind
das Katenoid und das Helikoid konjugiert zueinander. Man kann dann sogar bei-
de zusammen als Real- und Imaginérteil von ein und derselben komplexen Fléche
auffassen. Entsprechend spricht man von einer konjugierten Familie von Minimal-
flichen, wenn die Komplexifizierung innerhalb der Familie konstant ist, bis auf
Faktoren e*. Daher kann man lokal das Katenoid durch eine 1-Parameter-Familie
von zueinander isometrischen (und konjugierten) Minimalfliichen in das Helikoid
transformieren, vgl. Bild 4.4 in M. Do CArRMO, Differentialgeometrie von Kurven
und Fléchen, Vieweg 1983.

. Die Weierstra-Darstellung der Enneper-Fliche ist einfach durch F = 2,G(z) = z
gegeben mit 1 = 1 — 22,y = i(1 + 22), p3 = 2z und
flu,v) = (u — %u?’ +uv?, —v + %v?’ —vu?,u? — 1}2).

Fiir die Wahl von F = 222, G = 27! ergibt sich 1 = 22—1, @3 = i(22+1), @3 = 22
und damit wieder (bis auf die Spiegelung f; +— —f1) die Enneper-Fliche. Die
Weierstraf3-Darstellung ist also im geometrischen Sinne keineswegs eindeutig.

. Die Scherksche Minimalfliche ist durch ¢ (z) = #7 wa(z) = %, w3(z) = 1fzz4
gegeben. Die ¢, sind analytisch aufler fiir 2 = 44, +1. Es gilt »? + ¢2 + 92 = 0.
Die WeierstraB-Darstellung ist F(z) = 4/(1 — z*),G(z) = z. Eine sehr einfache
Parametrisierung der Scherkschen Minimalfliche ist die als Graph iiber der (u,v)-

Ebene: f(u,v) = (u, v,log €252 diese Parametrisierung ist jedoch nicht konform.

cos u
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5. Die Catalan-Fliche ist f(u,v) = (u—sinucoshv, 1 —cosu coshwv,4sin § sinh §) mit
der Komplexifizierung

©1(2) =1 —cosh(—iz), p2(z) = isinh(—iz), p3(z) = 2sinh(—%).
Dabei ist F(z) = 1 — e¥* und G(z) = p3(z)/F(z) die WeierstraB-Darstellung.

6. Die Henneberg-Fliche hat die Koordinaten

fi(u,v) = 2sinhucosv — £ sinh(3u) cos(3v)
fo(u,v) = 2sinhusinv + Zsinh(3u)sin(3v)
fa(u,v) = 2cosh(2u) cos(2v).

Bild 3.24: Bausteine der Schwarzschen Minimalfliche!?

SchlieBllich erwdhnen wir noch die dreifach periodischen Minimalflichen. Sie entstehen
aus kompakten Bausteinen durch periodische Wiederholung bzw. Zusammenfiigen ldngs
gemeinsamer Rénder. Berithmt ist hier besonders die Schwarzsche Minimalfidche mit ei-
nem wiirfelahnlichen oder quaderéhnlichen Baustein. Von diesem kann man dann beliebig
viele Kopien aneinanderfiigen, genau wie man kongruente Wiirfel bzw. Quader im Raum
aneinanderfiigen kann, s. Bild 3.24. Es gibt eine nahezu unerschopfliche Vielfalt weiterer
Literatur gerade iiber Minimalfliichen, zum Teil mit sehr schénen Abbildungen.'?

3E Flichen im Minkowski—-Raum IR?

Wir greifen hier die Ausfithrungen in Abschnitt 2E auf. So wie man Kurven im Minkowski-
Raum untersuchen kann, so gibt es auch eine Theorie von Fldchen. Neben der Motiva-
tion, die in 2E genannt war, ergibt sich hierbei als interessantes Phénomen ein sehr
einfaches Modell der hyperbolischen oder nicht-euklidischen Geometrie, das (jedenfalls
global) keine Entsprechung im euklidischen 3-dimensionalen Raum besitzt. Vom differen-
tialgeometrischen Standpunkt aus ist dies einfach eine Fliche mit konstanter negativer
GauB-Kriitmmung ohne Singularititen am Rand (die etwa bei die Pseudosphére in 3.17

Hyeproduziert mit freundlicher Genehmigung von K.POLTHIER, M.STEFFENS und CH.TEITZEL, sieche
auch http://www-sfb256.iam.uni-bonn.de/grape/EXAMPLES/AMANDUS/bmandus.html

125iche U.DIERKES, S.HILDEBRANDT, A.KUSTER, O.WOHLRAB, Minimal surfaces I, Springer 1992, 3.5
und 3.8 oder H.KARCHER, Eingebettete Minimalflichen und ihre Riemannschen Flichen, Jahresbericht
der Deutschen Math.-Vereinigung 101, 72-96 (1999) und die dort zitierte Literatur
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auftreten). Ein (reguléres) Flichenstiick wird — genau wie im IR — erklirt als eine Im-
mersion f:U — IR}. Bedingt durch die verschiedenen Typen von Vektoren in 2.17 gibt
es dann allerdings verschiedene Typen von Ebenen, insbesondere auch verschiedene Ty-
pen von Tangentialebenen. Die erste Fundamentalform kann man formal genau wie in
3.2 erkldaren. Allerdings ist sie nicht notwendig positiv definit, ja nicht einmal notwen-
dig von maximalem Rang. Der Rang kann allerdings nicht null werden, weil es keine
2-dimensionalen Ebenen im IR} geben kann, die nur aus Nullvektoren bestehen. Wohl
aber kann der Rang 1 auftreten, weil der Nullkegel aus Geraden besteht. Dies fiihrt zu
der folgenden Einteilung von Flidchen in mehrere Typen:

3.38. Definition Ein Flichenstiick f: U — IR} heifit

raumartig, falls die erste Fundamentalform in ganz U positiv definit ist,
zeitartig, falls die erste Fundamentalform in ganz U indefinit ist,
isotrop, falls die erste Fundamentalform in ganz U Rang 1 hat.

BEISPIEL: Das zweischalige Hyperboloid z? = x3 + 22 + 1 ist eine iiberall raumartige
Fliche. Wir werden das weiter unten auf einfache Weise zeigen. Geometrisch entsteht
das zweischalige Hyperboloid auch durch Rotation der raumartigen Hyperbel aus 2.18
um die z1-Achse. Entsprechend ist das einschalige Hyperboloid 23 = 23 + 22 — 1 eine
itberall zeitartige Fliche. Es entsteht analog durch Rotation der zeitartigen Hyperbel aus
2.18 um die x1-Achse, vgl. Bild 3.25.
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Bild 3.25: Nullkegel mit ein- und zweischaligem Hyperboloid

Der Nullkegel (oder auch Lichtkegel) 22 = 22 + 22 selbst ist eine isotrope Fliche, wobei
der Nullpunkt in jedem Fall auszuschlieflen ist, da er schon topologisch eine Singularitét
darstellt: Keine Umgebung des Nullpunktes in dem Lichtkegel kann durch eine (regulére)
differenzierbare Abbildung iiber einer offenen Kreisschreibe parametrisiert werden.
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3.39. Lemma Ein Fliachenstiick f ist

raumartig zeitartiger
zeitartig genau dann, wenn in jedem Punkt p = f(u) ein{ raumartiger
isotrop isotroper

Vektor X # 0 existiert, der auf der Tangentialebene T, f senkrecht steht bzgl. des
Skalarproduktes ( , ); im Minkowski-Raum.

BEWEIS: Zunichst gehen wir von der Tangentialebene aus und suchen den Vektor X. Im
ersten Fall einer raumartigen Tangentialebene wihlen wir eine Orthonormalbasis {V1, Va}
in der Tangentialebene und ergéinzen diese durch einen Vektor X zu einer (linearen) Basis
im 3-dimensionalen Raum. Durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
2.4 kénnen wir erreichen, dafl X senkrecht auf der Tangentialebene steht. Dann ist X
notwendig zeitartig, weil andernfalls das Skalarprodukt im IR$ positiv (semi-)definit sein
miifite.

Analog verfahren wir im zweiten Fall einer zeitartigen Tangentialebene. Hier wihlen wir
V1, Va so, dal V; raumartig und V5, zeitartig wird. Dann ist X notwendig raumartig, weil
es andernfalls gar keine raumartige Ebene im IR3 geben konnte.

Im letzten Fall kénnen wir die Basis in der Tangentialebene so wihlen, daf§ V; isotrop ist
und V5 entweder raumartig oder zeitartig ist, aber senkrecht auf V;. Dann kénnen wir
X = V] setzen.

Fiir die Umkehrung beobachten wir, dafl das orthogonale Komplement eines raumartigen
Vektors eine zeitartige Ebene ist und das orthogonale Komplement eines zeitartigen
Vektors eine raumartige Ebene. Fiir einen gegebenen isotropen Vektor X gibt es kein
orthogonales Komplement im klassischen Sinne, weil er auf sich selbst senkrecht steht.
Aber wenn es eine Ebene gibt, die senkrecht auf X steht, dann enthilt sie X und ist
damit notwendig auch isotrop. Um dies zu sehen, iiberlegt man indirekt, dafl es keine
Ebene E geben kann, die auf X senkrecht steht und die X nicht enthélt. Denn andernfalls
wiire entweder das Skalarprodukt positiv semidefinit (falls die Ebene raumartig ist) oder
es gibe eine Ebene, die nur aus isotropen Vektoren besteht, was unméglich ist (falls die
auf X senkrechte Ebene einen isotropen Vektor enthélt). d

3.40. Folgerung Ein raumartiges Flichenstiick besitzt eine (bis aufs Vorzeichen) ein-
deutige Einheitsnormale, die notwendig zeitartig ist, und ein zeitartiges Fléchenstiick
besitzt eine (bis aufs Vorzeichen) eindeutige Einheitsnormale, die notwendig raumartig
ist. Ein isotropes Flachenstiick besitzt einen eindeutigen 1-dimensionalen Normalenraum,
dieser ist aber in der Tangentialebene enthalten. (Insofern spannen dann Tangentialraum
und Normalenraum zusammen nicht wie gewohnt den ganzen umgebenden Raum auf.)

BEISPIEL: Wenn wir auf die obigen Beispiele zuriickkommen, so sehen wir leicht, daf§ das
zweischalige Hyperboloid raumartig ist, weil seine Einheitsnormalen zeitartige Ortsvek-
toren sind. Analog ist das einschalige Hyperboloid zeitartig, weil seine Einheitsnormalen
raumartige Ortsvektoren sind. Auch fiir den Lichtkegel selbst sehen wir, dafl seine Orts-
vektoren Normalenvektoren sind, die freilich in der Tangentialebene enthalten sind. Man
beachte die Analogie zur euklidischen Einheits-Sphire S2, bei der ebenfalls die Ortsvek-
toren mit den Einheitsnormalen iibereinstimmen.
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3.41. Definition (Weingartenabbildung, Kriimmungen)

Fiir eine raumartige oder zeitartige Fliche im IR} gibt es nach 3.40 eine (bis aufs Vorzei-
chen) eindeutige Einheitsnormale. Diese konnen wir zur Definition der Gauf-Abbildung
benutzen, so wie in 3.8 auch. Genauer wird die Gau3-Abbildung eine Abbildung

iU — 52(1) = {(I7y72) S R? | 71’%4’513%4*17% = ]_}7
falls die Fliiche zeitartig ist (also die Normale raumartig), und
viU — S%(—1) = {(z,y,2) € R} | —a} + 2} + 2] = -1},

falls die Fldche raumartig ist (also die Normale zeitartig). Dann bleiben die Aussagen
von Lemma 3.9 giiltig, und wir kénnen die Weingartenabbildung als L = —Dv o (Df)~!
definieren. Die erste Fundamentalform I eines Flichenstiicks f ist in Koordinaten (wie
im euklidischen Fall) gegeben durch

55 = (G g

die zweite Fundamentalform ist der Normalanteil der Matrix der zweiten Ableitungen
(vgl. 3.10), sie ist also eigentlich vektorwertig. Im euklidischen Fall spielte das keine
Rolle, wir haben einfach II(X,Y) = I(LX,Y) gesetzt und als zweite Fundamentalform
den skalaren Faktor davon im Vergleich zu v angesehen. Wegen der verschiedenen Typen

von Einheitsnormalen miissen wir hier aber die vektorwertige zweite Fundamentalform
betrachten und II(X,Y") als denjenigen Normalenvektor erkldren mit

(I(X,Y),v), = (LX,Y),,

was im euklidischen Fall auf das gleiche hinauslduft. In Koordinaten haben wir dann

af of 02 f
(8uZ 6u3> = hijv = 6<6u¢0uj’l/>1y7

wobei € = (v,v); das durch v definierte Vorzeichen ist. Man hat dann fiir die Gaufl-
Kriimmung nicht einfach die Determinante von h;; zu nehmen, sondern die Determinante
von h;;jv in folgendem Sinne. Die Gauf-Krimmung K ist erklart als

(I(X, X), (Y, Y))1 — (II(X,Y), [I(Y,X))1 _ Det(hiv) _ Det(hi;)
I(X,X)- I(Y,Y)—I(X,Y)-1(Y,X)  Det(g;;)  Det(gi;)

K =

Dabei ist X, Y irgendeine Basis der Tangentialebene, z.B. X = 6651 Y = 8 . Im Falle

einer Orthonormalbasis e1, e mit {(e;,e;)1 = ¢; € {1, —1} ergibt sich
K = €1€9 (<II(€1, 61), II(@Q, 62)>1 — <II(€1, 62), II(ez, 61)>1) .

Analog definiert man auch die mittlere Kriimmung in vektorieller Form als Spur von I7
bzgl. I bzw. als den mittleren Kriimmungsvektor H, der uns schon in 3.30 begegnet ist:

1
H=H v= 5(elﬂ(el,el) + €21l (ez, €2)).

Da die mittlere Kriimmung ohnehin stets nur bis aufs Vorzeichen der Normalen eindeutig
festgelegt ist, spielen Vorzeicheniiberlegungen dafiir nur eine untergeordnete Rolle. Aber
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fiir die Gau-Kriimmung ist das von fundamentaler Wichtigkeit, weil ja die Determinante
von dem Vorzeichen von v unabhéngig ist. Wir haben nach den obigen Formeln also das
Phéanomen, dafl die Identitdt als Weingartenabbildung nicht ohne weiteres K = 1 nach
sich zieht, sondern K = € = (v,v); = £1. Dies fiithrt direkt zur hyperbolischen Ebene als
Flache im Minkowski-Raum, siehe 3.44.

3.42. Drehflichen im Minkowski—-Raum FEine Drehfliche im euklidischen Raum
entsteht durch Drehung einer beliebigen Kurve um eine beliebige Achse, s. 3.16. Im
Minkowski-Raum gibt es einerseits Drehungen verschiedenen Typs, je nachdem ob die
Drehachse raumartig, zeitartig oder isotrop (lichtartig) ist, und andererseits kann die
Profilkurve raumartig, zeitartig oder isotrop sein. So entstehen diverse Typen. Die For-
meln fiir die erste und zweite Fundamentalform sowie Kriimmungen kann man leicht
herleiten, wenn man sich an den analogen Formeln in 3.16 orientiert.

Bild 3.26: Drehflichen im Minkowski-Raum (mit Drehachse), zugleich Regelflichen

Eine Drehung mit zeitartiger Drehachse (z.B. x1-Achse) wird beschrieben durch die Ma-
trix

1 0 0

0 cosp —singp

0 sinp cosyp

Sie sieht formal genauso aus wie eine euklidische Drehmatrix. Daher sehen auch die
entsprechenden Drehflichen genauso aus wie die im euklidischen Raum. Die Drehfléche
wird raumartig, wenn die Kurve raumartig ist (z.B. zweischaliges Hyperboloid), sie wird
zeitartig, wenn die Kurve zeitartig ist (z.B. einschaliges Hyperboloid), und eine isotrope
Kurve wiirde zu einer isotropen Drehfléche fiihren.

Eine Drehung mit raumartiger Drehachse (z.B. z3-Achse) wird beschrieben durch
coshp sinhp 0

sinhp coshyp 0
0 0 1
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Man macht sich leicht klar, dafl diese Matrix das Skalarprodukt des Minkowski—Raumes
bewahrt (daher die Berechtigung, von ,Drehungen“ zu sprechen, vgl. auch 7.6). Die
zugehorigen Drehfliachen entstehen so, dafl jeder Punkt der rotierenden Kurve durch eine
Hyperbel ersetzt wird (anstatt durch einen Kreis). Optisch sehen solche Flichen daher
keineswegs so aus, wie wir das von euklidischen Drehflichen her gewohnt sind. Je nach
Typ der Kurve entstehen hier wieder verschiedene Fille von Fliachen, s. Bild 3.26 links.

SchlieBlich gibt es noch Drehungen mit isotroper (lichtartiger) Drehachse, z.B. die Dia-
gonale in der (21, z2)-Ebene. Die zugehérige Matrix ist

2 2
I+5 -5, ¢

2 2
T =T
@ ¢ 1

Sie hat keine #uBere Ahnlichkeit mehr mit einer euklidischen Drehmatrix, aber sie be-
wahrt das Skalarprodukt des Minkowski-Raumes und fixiert die von dem Vektor (1, 1,0)
aufgespannte isotrope Gerade. Fiir ein Beispiel s. Bild 3.26 rechts.

3.43. Regelflichen oder geradlinige Flichen FEine Regelfliiche (oder geradlinige
Fldche) im Minkowski-Raum kann man genauso definieren wie im euklidischen Raum,
vgl. 3.20, weil eine euklidische Gerade ja in jedem Fall auch im Minkowski-Raum eine
Gerade bleibt. Entsprechend iibertragen sich die meisten Formeln fiir Regelflichen direkt
auf diesen Fall. Man muf} nur vorsichtig sein, wenn das Vektorfeld X aus 3.20 oder seine
Tangente X isotrop werden. Dann gibt es z.B. nicht mehr die Standardparameter aus
3.21. Dagegen bleiben die (raumartigen oder zeitartigen) Torsen im Minkowski-Raum
die gleichen wie im euklidischen Raum, weil die Konstanz des Normalenvektors und da-
mit die Konstanz der Tangentialebene entlang der Regelgeraden von dem Skalarprodukt
unabhéingig ist. Die abwickelbaren Fldchen sind folglich auch die gleichen. Im Gegen-
satz zum euklidischen Raum gibt es aber z.B. vier verschiedene Typen von Regelfléichen,
die gleichzeitig Minimalflichen sind, vgl. Ubungsaufgabe 22. Es gibt auch verschiedene
Typen von Regelflichen, die gleichzeitig Drehflichen sind, s. Bild 3.26 (vgl. 3.23 (iii)).

3.44. Die hyperbolische Ebene Wir kehren noch einmal zum zweischaligen Hyper-
boloid mit der Gleichung —z% + 2% + 22 = —1 zuriick. Aus Symmetriegriinden geniigt es,
eine Komponente davon zu betrachten, etwa die mit positivem x1. In jedem Punkt ist die
Einheitsnormale v = £ (1, 22, x3) gleich dem Ortsvektor (bis aufs Vorzeichen). In Ana-
logie zum Fall der euklidischen Sphére (nach 3.10) wihlen wir hier v = —(x1, x2, 23) mit
e = (v,v)1 = —1. Die Fliche selbst ist dann raumartig, hat also eine positiv definite erste
Fundamentalform I. Dann ist nach 3.41 die Weingartenabbildung gleich der Identitét, es
wird I = (II,v)1, also II(X,Y) = —(X,Y)1v, und die GauB-Kriimmung wird

K= {(v,v); =-1.
Der mittlere Kriitmmungsvektor ergibt sich zu
1 1
H.v= 5([[(61,61) + H(eg,eg)) = 5( —I(e1,e1) — 1(62,62)) V=,

also H = —1. Dabei ist e, e2 eine beliebige Orthonormalbasis der Tangentialebene. Mit
der anderen Normalen —v erhielten wir natiirlich H = 1.
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Definition: Die Menge
H? = {(1‘17172,333) ER}| —af + a2 +a2=—-1, 21 > 0}

zusammen mit der von ( , ); induzierten ersten Fundamentalform (als Skalarprodukt
auf jeder Tangentialebene) heifit die hyperbolische Ebene. Sie erfiillt die Gleichung
K = —1 als Flache im Minkowski-Raum.

BEMERKUNG: Die hyperbolische Ebene definiert eine nicht-euklidische Geometrie in
dem Sinne, dafl alle Axiome von Euklid darin gelten aufler dem berithmten Parallelen-
Axiom.'® Das Parallelen-Aziom besagt, daf8 es zu jeder Geraden und zu jedem Punkt
auBerhalb dieser Geraden genau eine parallele Gerade durch diesen Punkt gibt, d.h. eine
Gerade, die die erste Gerade nicht schneidet. Als Punkte der hyperbolischen Ebene nimmt
man einfach die Punkte von H? oder auch die entsprechenden Geraden im Minkowski—
Raum, die durch den Ursprung gehen (denn jede dieser schneidet H? in genau einem
Punkt, wenn iiberhaupt), und als Geraden darin nimmt man die Schnittkurven mit allen
2-dimensionalen Ebenen im Minkowski-Raum, die durch den Ursprung gehen und H?
treffen (bzw. diese 2-dimensionalen Ebenen selbst), vgl. Bild 3.27.

Es sind dann insbesondere zwei beliebige , Punkte* von H? durch genau eine , Gerade“
von H? verbindbar, aber es gibt keine eindeutigen Parallelen, weil es sehr hiufig auftritt,
daB zwei ,,Geraden® sich nicht schneiden. Das ist offensichtlich, weil der Schnitt dieser
,Geraden“ durch den Schnitt der entsprechenden 2-dimensionalen Ebenen durch den
Ursprung bestimmt wird, und diese Schnittmenge kann einfach auBerhalb von H? liegen.

Bild 3.27: Hyperbolische “Verbindungsstrecke” zwischen zwei Punkten in H? C IR?

Nach Projektion in den IRP? (denn Ursprungsgeraden im IR® sind nichts anderes als
Punkte des IRP?) erscheinen diese ,Geraden“ wirklich als Geradenstiicke, s. Bild 3.28
oder Bild 7.2 (rechts), der Nullkegel erscheint als eine Quadrik, im Bild als ein Kreis. Man
sieht daran anschaulich, dafl das Parallelen-Axiom nicht erfiillt ist. Man sieht aulerdem
leicht, daf jede der ,,Geraden® nach beiden Richtungen unendlich lang ist, gemessen mit
der ersten Fundamentalform von H? C IR3. Wir werden in Kapitel 4 (Ubungsaufgabe 24)
sehen, dafl diesen ,,Geraden“ durch eine weitere geometrische Bedingung ausgezeichnet
sind, und zwar als die geoddtischen Linien der hyperbolischen Ebene, vgl. auch Bild 4.9.

13vgl. dazu I.AGRICOLA,T.FRIEDRICH, Elementare Geometrie, Kap.4.
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Bild 3.28: “Geraden” in H? nach Projektion in das Innere einer Quadrik in IRP?

Ferner ist es so, dafl sowohl die geoditischen Linien als auch die GauB-Kriimmung in
Wahrheit nichts mit dem umgebenden Minkowski-Raum zu tun haben, sondern daf
diese ,,innergeometrisch* definiert sind, allein unter Benutzung der ersten Fundamental-
form. Dies wird aber erst in 4.16 klar werden kénnen. Entsprechend folgt auch, daf§ die
hyperbolische Ebene und die euklidische Ebene zwar umkehrbar differenzierbar aufein-
ander abgebildet werden kénnen (etwa durch orthogonale Projektion F'(x1,x9,23) :=
(z2,23)), aber niemals isometrisch, d.h. unter Erhaltung der ersten Fundamentalform.
Eine solche isometrische Abbildung miifite ndmlich die geodétischen Linien der einen in
die geoditischen Linien der anderen iiberfithren (also die hyperbolischen ,,Geraden“ in
die euklidischen Geraden), was schon wegen des Parallelen-Axioms unmdoglich ist. Eine
umfassende Literaturquelle zu diesem Thema ist das klassische Werk von F.KLEIN, Vor-
lesungen tber nicht-euklidische Geometrie, Springer 1928 (Nachdruck 1968), speziell der
dritte Teil, S. 271 ff.

3F Hyperflichen im R""!

Die gesamte Theorie von Kapitel 3 kann im Prinzip auf hohere Dimensionen iibertragen
werden. Es gibt nur wenige Ausnahmen, die im folgenden genannt werden sollen. Dabei
ersetzen wir den 2-dimensionalen Parameterbereich durch einen n-dimensionalen und den
3-dimensionalen umgebenden euklidischen Raum durch den (n + 1)-dimensionalen. Man
spricht dann von Hyperflichen in Analogie zu Hyperebenen.

3.45. Definition (Hyperflichenstiick)

f:U — IR™! heift ein regulires Hyperflichenstiick, wenn U C IR™ offen und f eine
(C2)Immersion ist. Dem Parameter u = (u1,...,u,) wird dann der Punkt f(u) zuge-
ordnet mit n+1 Koordinaten f(u) = (f1(u), ..., fn+1(u)). Die Tangentialhyperebene T, f
ist dann als das Bild von T,,U unter der Abbildung D f |u erkliart. Analog sind definiert

o die Gauf-Abbildung v:U — S™ durch die Einheitsnormalenvektoren v(u), die senk-
recht auf T, f stehen (beachte aber, daf es im IR™*! fiir n > 3 kein zweistelliges
Vektorprodukt von Tangentialvektoren mehr gibt; man kann v aber formal als n-
stelliges Vektorprodukt beschreiben),

o die Weingartenabbildung L = —Dv o (Df)™1,
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e die erste, zweite und dritte Fundamentalform (vgl. 3.10)

of of
0% f
= (hig)ijmtn = (<6ui,8uj’y>)ij
ov Ov
Il = (eij)i,j=1 ..... " = (<a—’ul’ @>)”

BEISPIEL: Die 3-Sphiire im IR* kann (bis auf eine gewisse Ausnahmemenge) in sphérischen
Koordinaten wie folgt parametrisiert werden, wobei v = £f und L = £Id:

f(@,1,0) = (cos ¢ costp cos b, sin ¢ cosp cos b, sin 1) cos 0, sin ).

3.46. Definition (Kriimmungen einer Hyperfliche)

Die Betrachtungen von 3.12 bleiben insofern giiltig, als in Richtung eines Einheitsvek-
tors X die Normalkriimmung weiterhin durch II(X, X) gegeben ist. Also hat man die
stationdren Werte von II(X, X) mit Nebenbedingung I(X, X) = 1 geméfl der Regel der
Lagrangeschen Multiplikatoren zu suchen. Daher definiert man die Hauptkrimmungen
K1, .., kn als die Eigenwerte von L, die mittlere Krimmungdurch H = %(m—}-. ctRn) =
% Spur(L), die Gaufs-Kronecker-Krimmung durch K = k1 -... -k, = Det(L) und schlie3-
lich die i-te mittlere Kriimmung K; als Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

n —1
Det(L — A ]d) = E (_1)n7i <n> Ki)\nii, K, = <n> E Kjp o eee Ko
1 1

1=0 J1<<Ji

Speziell ergibt sich dann H = Ky, K = K,,, Ko = 1. Fiir n > 2 wiirde aber ein Analogon
der Formel fiir H in lokalen Koordinaten aus 3.13 Unterdeterminanten (Kofaktoren) der
Matrix (g;;) erfordern wegen des Auftretens der inversen Matrix (¢*). In den niederen
Dimensionen n = 3,4 haben wir speziell folgendes:

n=3: Klz%(ﬁ1+lﬂg+lﬂ3)
Ky = %(/ﬁ/€2+1€1l€3+l€2/€3)

K3 = k1K2k3

1
n=4: K;= Z(fi1+/€2+/€3+/€4)
K,=1
2 = 6(111112 + K1K3 + K1K4 + K2k3 + Koka + K3ka)
Ky=1
3 = 4(111,‘{2/{3 + KR1K2K4 + K1K3Kk4 + 525354)

Ky

R1Kk2K3k4

Die Folgerung nach 3.10 iibertrigt sich auf beliebiges n als sogenannter Satz von Cayley-
Hamilton: Ein selbstadjungierter linearer Endomorphismus L erfiillt sein charakteristi-
sches Polynom, vgl. G.FISCHER, Lineare Algebra, 4.5.3. In unserem Falle wiirde man
dazu die k-te Fundamentalform durch I(L*~'X,Y) einfiihren, also z.B. eine vierte Fun-
damentalform IV (X,Y) := I(L3X,Y) und so weiter. Damit ergibt sich die Gleichung

i(‘”i(ﬁ) Ko 1(DX.y) =0,

=0
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Speziell im 3-dimensionalen Fall erhélt man IV — 3K III + 3Kl — KI = 0, im 4-
dimensionalen Fall V — 4K IV +6KyIIl —4K3Il+ K1 = 0. Fiir n > 2 gibt es naturgeméf
mehr ,, Typen“ von Punkten als ,elliptisch®, ,hyperbolisch“ oder ,parabolisch®“. Die
GauB-Kronecker-Kriimmung allein bestimmt nicht mehr den Typ. Dieser ,, Typ* hingt
dann vielmehr von der Vorzeichenverteilung der Eigenwerte k1, ..., k, ab. In der Algebra
nennt man das den Index von L und meint damit die Zahl der negativen Eigenwerte. Geo-
metrisch wire dies der ,,Typ“ des entsprechenden n-dimensionalen Schmiegparaboloids
bzw. der Dupinschen Indikatrix, vgl. 3.13.

Satz 3.14 tibertrégt sich wortlich auf den Fall von Hyperflachenstiicken. Dabei sind ledig-
lich die Ebenen durch Hyperebenen zu ersetzen und die Sphéiren durch die Hypersphdren
5n(r) = {o € R"*! | ||z]| = r}. Ein Nabelpunkt wird dabei definiert als ein Punkt, in
dem die Weingartenabbildung ein skalares Vielfaches der Identitét ist.

3.47. Satz FEin zusammenhingendes Hyperflichenstiick der Klasse C® besteht aus-
schliefflich aus Nabelpunkten genau dann, wenn es in einer Hyperebene oder einer
Hypersphiire S™(r) enthalten ist.

Dagegen iibertréigt sich die Existenz spezieller Parameter (z.B. isotherme Parameter)
nicht ohne weiteres auf hohere Dimensionen. Man kann nicht erwarten, dafl in héheren
Dimensionen die erste Fundamentalform mit nur einer einzigen skalaren Funktion be-
schrieben werden kann. Dies betrifft vielmehr nur ganz spezielle Fille, ndmlich die soge-
nannten konform flachen Metriken, vgl. dazu auch Abschnitt 8E. Diese kann man durch
gewisse Kritmmungsgrofien charakterisieren (Satz 8.31). Ferner gilt: I legt IT bereits dann
komplett fest, wenn der Rang von L oder von II mindestens gleich 3 ist, vgl. 4.31. Die
yinnere Geometrie“ bestimmt dann bereits die ,,dulere Geometrie“. Der Schritt von der
Dimension 2 zur Dimension 3 ist in dieser Hinsicht also ein ganz wesentlicher.

Auch der Minkowski-Raum hat hoherdimensionale Analoga. Man kann statt des eukli-
dischen Skalarprodukts auf dem IR™ als Vektorraum verschiedene Varianten von , Ska-
larprodukte® einfiihren, die nicht positiv definit sind, aber nichtdegeneriert. Dies fiihrt
auf die pseudo-euklidischen Rdume IR}, k= 1,...,n— 1. Wir werden dies in Kapitel 7
aufgreifen, um hoherdimensionale Rdume konstanter Kriimmung zu konstruieren.

Ubungsaufgaben

1. Man verifiziere, daf sich die Matrix (g;;) der ersten Fundamentalform eines Fléchen-
stiicks f: U — IR™*! auch als Matrizenprodukt (D f)T o (Df) schreiben l:ifit.

2. Man zeige, daf fiir eine Kurve c innerhalb eines gegebenen Fléchenstiicks die beiden
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) ¢ ist eine Kriimmungslinie.
(ii) Die durch die Flichennormale v lings ¢ definierte Regelfliche f(u,v) = c(u)+
vv(c(u)) ist abwickelbar (d.h. erfiillt die Gleichung K = 0).

3. Es sei ¢ eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve, deren Bild ganz innerhalb
eines Flichenstiicks f:U — IR? verlduft. Das Darbouz-3-Bein Ey, Ey, E5 ist dann
definiert durch E4(s) = ¢/(s), E3(s) = v(c(s)), E2(s) = Es(s) x E1(s). Dabei ist Es
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die Kurvennormale innerhalb der Fliache, und v = F3 = E; X Es bezeichnet die
Einheitsnormale an die Fliche.

Man leite fiir dieses 3-Bein die folgenden Ableitungsgleichungen her, die den Frenet—
Gleichungen entsprechen:

!

E1 0 I{g KRy E1
E2 = —Ryg 0 Tg E2
E3 —kKy —Tyg 0 E3

Dabei treten die folgenden Grofen auf: kg = (¢”, Es) (die geoditische Kriimmung),
ky = II(d, ') (die Normalkrimmung) sowie eine geoditische Torsion T,.

. Man zeige: In einem festen Punkt p eines Fliachenstiicks ist die mittlere Kriimmung

gleich dem Integralmittel aller Normalkriimmungen, d.h.

) =5 [ e

Dabei wird x, als eine Funktion des Winkels ¢ aufgefafit, der die Menge der Ein-
heitsvektoren in diesem Punkt parametrisiert (z.B. in einer festen ON-Basis).

. Eine Drehfliche kann man lokal stets so parametrisieren, dafl die neue Parametrisie-

rung winkeltreu wird. Hinweis: Suche fiir gegebenes f(¢, ¢) eine Funktion ¥ = W(¢),
so daB (¢, ) — f(U(t), ) winkeltreu wird.

. f:U — IR3? sei ein parametrisiertes Flichenstiick mit U = (0, 4) x (0, B). Man

zeige, dafl die folgenden Bedingungen (i) und (ii) dquivalent sind:
(i) Fiir jedes Rechteck R = [u1, u1 +a] X [ug, us +b] C U sind die gegeniiberliegen-
den Seiten von f(R) gleich lang.

(ii) Es gilt $4 = 522 — 0 in ganz U.

Das Koordinatennetz der u;- und us-Linien heifft dann ein Tschebyscheff-Netz. Man
zeige ferner, dafl unter diesen beiden Bedingungen eine Parametertransformation
p:U — U existiert, so daB fiir f f o™t die erste Fundamentalform die Gestalt

Gy) = 1 cos v
9i3) = \ cos® 1

hat, wobei ¥ der Winkel zwischen den Koordinatenlinien ist. Hinweis: Setze ¢ (u1, u2)

(f Mdu17f@du2).

. Gegeben sei ein Flichenstiick mit K < 0. Man zeige, dafl dies genau dann eine Mi-

nimalfliche ist, wenn die Asymptotenlinien in jedem Punkt senkrecht aufeinander
stehen.

. Allgemeiner zeige man das folgende Analogon zu 3.19: Wenn eine Asymptotenlinie

eines Fldchenstiicks mit K < 0 eine Frenet—Kurve mit Torsion 7 ist, dann gilt fiir
die mittlere Kriimmung die Gleichung H = %7 cot ¢, wobei ¢ den Winkel zwischen
den beiden Asymptotenlinien bezeichnet.
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9.

Die MERCATOR- Projektion'*

1
coshu

flu, @) = (cos ¢, sin g, sinhu), 0<p<2m, uelR

ist eine Parametrisierung der Sphire (Kugeloberfliche) ohne Nord- und Siidpol,
s. Bild 3.29. Man zeige, dal diese Parametrisierung winkeltreu ist, d.h. dal u, ¢
isotherme Parameter sind. Die geographische Lénge entspricht dabei genau dem
Parameter ¢. Man berechne das Verhéltnis von u zur geographischen Breite 4,
d.h. man stelle u als Funktion von ¢ dar (oder umgekehrt). In der Kartographie
nennt man eine solche Karte einen winkeltreuen Zylinder-Entwurf. Man stelle sich
dabei einen Zylinder um die Kugel vor, der diese am Aquator beriihrt. Unter allen
Breitenkreisen wird nur der Aquator u = 0 unter f lingentreu abgebildet (mit
¥ = 0). Nord- und Siidpol mit ¢ = /2 entspréichen dabei u = +o0.

Nord
A
T NS
Eeiling,
Aquator
Siid
West 0° Ost

Bild 3.29: Mercator-Projektion mit dquidistanten (10°) Léngen- und Breitenkreisen

10.

11.

Mehr Informationen zu weiteren Entwiirfen in der Kartographie findet man in
E.KRrEYSZ1G, Differentialgeometrie, 2. Aufl., Akad. Verlagsges. 1968, §866,67 sowie
in B.KLOTZEK, Einfiihrung in die Differentialgeometrie. 3. Aufl. Verl. H.Deutsch,
1997, Abschnitt 3.10. Das ausfiihrliche Buch von J.HOSCHEK, Mathematische Grund-
lagen der Kartographie, B.I. 1969 ist ausschlieBlich der Kartographie gewidmet.

Man untersuche, fiir welche Parameter die Parametrisierung der 3-Sphére
f(@,1,0) = (cos ¢ cosp cos b, sin ¢ cos cos b, sin 1 cos 6, sin 0)
eine Immersion ist. Vergleiche dazu den Fall der 2-dimensionalen Sphére.

Man zeige, da8 das einschalige Hyperboloid mit der Gleichung z2 + 3> — 22 = 1
sowie das hyperbolische Paraboloid mit der Gleichung z? — y? — z = 0 beide als

henannt nach dem Kartographen GERHARD MERCATOR, der in Duisburg wirkte und im Jahre 1569
eine Weltkarte mit eben dieser Projektion herausbrachte
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12.

13.

14.

15.
16.

17.

Regelfliche parametrisiert werden kénnen. Welche Gréflien A, J, F' in Standardpa-
rametern treten auf? Man vergleiche dazu 3.23 (iii).

Man verifiziere die in 3.26 angegebenen Formeln fiir die GauB-Kriimmung und die
mittlere Kriimmung einer Regelfliche in Standardparametern und zeige den Satz
von CATALAN, dafl die Wendelfliiche unter allen Regelflichen gekennzeichnet ist
durch H = 0, K # 0. Man bestimme ferner die Regelflichen mit H = (—K)'/*
oder H = (—K)3/4.

Es sei ¢ eine Frenet-Kurve im IR3 und D = 71e; + ez der Darboux-Vektor. Man
zeige: Die dadurch definierte Regelfldche

f(u,0) = c(u) +vD(u)

ist eine Torse (vgl. 3.24), die sogenannte Strecktorse. Der Name kommt daher, dafl
bei einer Abwicklung der Strecktorse in die Ebene die Kurve ¢ in eine Gerade
iibergeht (also gestreckt wird). Auerdem stimmt fiir v = 0 die Tangentialebene
von f mit der Streckebene von c iiberein.

Hinweis: In den obigen Parametern wu,v (keine Standardparameter) zeige man

Det(II) = 0 durch Berechnung von <£;fv, % X %>.

Man zeige: Diese Strecktorse ist ein Zylinder genau fiir die Boschungslinien (vgl.
2.11). Sie ist ein Kegel genau dann, wenn = = as + b mit Konstanten a, b, wobei
a # 0. Dabei bezeichnet s die Bogenlidnge auf der Kurve c.

Man zeige, dafl das Katenoid die einzige Drehfldche ist mit H = 0 und K # 0.

Der Rotationstorus ist durch
f(u,v) = ((a+beosu) cosv, (a + beosu)sinv,bsinu), 0 < u,v < 27

gegeben, vgl. Bild 3.2. Dabei sind a > b > 0 beliebige (aber feste) Parameter.
Man berechne die totale mittlere Krimmung des Rotationstorus als das Ober-
flichenintegral iiber die Funktion (H(u,v))?, 0 < u,v < 2w, und zwar explizit
in Abhéngigkeit von a und b. Welcher ist der kleinstmogliche Wert der totalen
mittleren Kriimmung?

Hinweis: Das Minimum ergibt sich genau fiir ¢ = /2b. Beachte, daB das Integral
invariant ist unter Homothetien des Raumes x +— Az mit einer festen Zahl .

Bemerkung: Die WILLMORE-Vermutung besagt, dafl kein immersierter Torus im
IR? eine kleinere totale mittlere Kriitmmung als der obige (optimale) Rotationstorus
haben kann, egal wie er sonst geometrisch aussieht. Diese Vermutung konnte fiir
viele Fille verifiziert werden, aber ganz allgemein noch nicht.'®

Fiir ein Flichenstiick f: U — IR sei die Parallelfliche im Abstand e erklirt durch
fe(ua, uz) i= f(ur,uz) + e - v(ui, uz),

vgl. Abschnitt 3D. v ist dabei die Einheitsnormale. Man iiberlege, fiir welche ¢ dies
eine regulére Fliache definiert und zeige:

15ygl. T.J.WILLMORE, Total curvature in Riemannian geometry, Ellis Horwood 1982, 5.1-5.3, 6.5
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(a) Die Hauptkriimmungen von f, und f verhalten sich wie K =k, /(1 —ek;).

(b) Falls f konstante mittlere Kriimmung H # 0 besitzt, so hat f. konstante
GauB-Kriimmung fiir ¢ = ﬁ

18. Man zeige: Das Drehellipsoid mit Gleichung z—z + Z—z + f—; =1 ist eine Weingarten-

Flédche und erfiillt die Gleichung k1 = g—ﬁ (k2)3. Umgekehrt ist jede kompakte Dreh-
fliche mit einem konstanten Quotienten zwischen x1 und x3 ein Drehellipsoid, vgl.
Bild 3.30. Hinweis fiir die Umkehrung: gleicher Ansatz wie in 3.27.

1/
4;/

7]
//.-
'5.-1”

£

Bild 3.30: Verschiedene Drehellipsoide

19. Man berechne die Funktionen ¢1, s, @3 fiir die Henneberg-Flache und verifiziere
die Gleichung ¢ + 03 + ¢3 = 0.

20. Man berechne die GauB3-Kriimmung und die mittlere Kriimmung fiir das einschalige
Hyperboloid —22 + 23 + 22 = 1 als Fliche im Minkowski-Raum, also mit der
von dort induzierten ersten und zweiten Fundamentalform. Hinweis: Man verfahre
analog wie in 3.44 fiir das zweischalige Hyperboloid beschrieben.

Bild 3.31: Aquidistante Abstandskreise in der hyperbolischen Ebene H? C IR?

21. Fiir die hyperbolische Ebene H? als Teilmenge von IR} berechne man die erste
Fundamentalform in Polarkoordinaten um den Punkt (1,0,0) durch alle ,Gera-
den* durch diesen Punkt, wobei in radialer Richtung die Bogenldnge als Parameter
dienen soll. Hinweis: die ,,Geraden“ durch diesen Punkt sind im IR® gewdhnliche
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22.

23.

24.

Hyperbeln. In der euklidischen Ebene ist die erste Fundamentalform in Polarkoor-
dinaten (r, ) durch das Bogenelement ds?> = dr? + r2dp? gegeben. Eine analoge
Formel ist hier fiir die hyperbolische Ebene gesucht, vgl. Bild 3.31.

Man zeige, daB fiir eine beliebige Wahl der Konstanten a # 0 jede der folgenden
vier Flichen im Minkowski-Raum eine Regelfliche ist, die gleichzeitig eine Mini-
malfldche ist, also H = 0 erfiillt:

filu,v) = (au,vcosu,vsinu)

fa(u,v) = (vsinhu,vcoshu,au)

fa(u,v) = (vcoshu,vsinhu,au)

falu,v) = (a(%3 + u) —I—uv,a(% —u) + uv, au? + v).

Genauer gilt dies nur dort, wo die Flache entweder raumartig oder zeitartig ist, denn
fiir isotrope Flichen ist die mittlere Kriitmmung nicht definiert. Isotrop werden diese
vier Fldchen aber nur fiir isolierte Werte von v.

Man zeige, dafl die vier Flichen aus der vorangehenden Aufgabe Schraubregel-
flichen sind in dem Sinne, daf} sie sich durch Schraubung einer Geraden ergeben.
In Analogie zur euklidischen Schraubung in 2.3 und 3.23 sind Schraubungen hier
als 1-Parametergruppen von skalarprodukt-bewahrenden linearen Transformatio-
nen (also Bewegungen, einschliefllich Translationen) des IR} zu verstehen.

Hinweis: Man beachte die Drehmatrizen in 3.42. Die ersten drei dieser Flachen
werden auch als Helikoid erster, zweiter bzw. dritter Art bezeichnet. Die vierte
Flédche f4 ist die Cayley-Lie-Fliche, die invariant unter einer kubischen Schraubung
ist, die aus der Drehmatrix mit einer isotropen Drehachse entsteht, siehe Bild 3.32.
Im Falle von f; wird die eigentlich erwartete geradlinige Schraubachse durch eine
kubische Kurve ersetzt, die man an der Definition von f; ablesen kann.

Eine Regelfliche mit einer iiberall isotropen Regelgeraden nennt man auch eine
MONGEsche Fliche. Man zeige, da8 jede Mongesche Fliche die Gleichung K = H?
erfiillt. Man vergleiche dazu den Fall von Nabelpunkten bei Flachen im euklidischen
Raum: H? — K = 1(k1 — K2)? > 0 mit Gleichheit genau fiir Nabelpunkte.

Bild 3.32: Die kubische Schraubregelfliche von CAYLEY-LIE



Kapitel 4

Die innere Geometrie von
Flachen

Unter ,,innerer Geometrie“ versteht man all diejenigen Eigenschaften einer Fliche, die nur
von der ersten Fundamentalform abhidngen. Populdr ausgedriickt ist die innere Geome-
trie einer 2-dimensionalen Fliche diejenige, die von rein 2-dimensionalen Lebewesen (den
sogenannten ,,Flachlindern“ oder auch ,Flichenlindern“!) erkannt werden kann, ohne
Kenntnis einer dritten Dimension. Langen und Winkel gehoren sicher dazu. Es stellt sich
dabei die Frage, welche sonstigen geometrischen Gréflen zur inneren Geometrie gehdren,
insbesondere auch, welche der betrachteten Kriimmungsgréfien dazugehoren. Einerseits
ist es intuitiv klar, daf} eine Verzerrung der Langen- und Winkelverh&ltnisse auch irgend-
einen Einfluf} auf die Kriimmung haben kann. Andererseits ist keineswegs klar, ob und
inwieweit die erste Fundamentalform ausreicht, um die Kriimmung festzulegen.

Ein anderes Problem in diesem Zusammenhang ist das folgende: Wie definiert man Ab-
leitungen nur unter Verwendung von Grofien auf der Fliche? Die Richtungsableitung
skalarer Funktionen ist stets eindeutig als Grenzwert des Differenzenquotienten erklért.
Anders ist es bei der Richtungsableitung von Vektorfeldern. Bei Vektorfeldern im euklidi-
schen Raum geniigt es, die Komponentenfunktionen abzuleiten, weil man eine konstante
Basis hat. Dies ist im allgemeinen auf Fldchen nicht der Fall. Vielmehr miifite man
auch die Basis selbst ableiten, was von vornherein gar nicht definiert ist. Man wird also
zunéchst jeden Ableitungsbegriff auf den im Oberraum zuriickfithren und dann untersu-
chen, inwieweit dies nur von der Fliche bzw. deren erster Fundamentalform abhéngt.

Generell bezeichnet im folgenden U stets eine offene Menge im R"” und f:U — IR"+!
ein Hyperflichenstiick. Wir werden aber des 6fteren einfach , Flichenstiick“ dazu sagen.
Die Sprechweise ,,tangential“ bzw. ,normal“ bezieht sich stets auf dieses f, falls nichts
anderes gesagt wird. Wer die Dimension n dabei zu unanschaulich findet, kann ohne wei-
teres stets n = 2 setzen und erhélt dann die klassische ,,innere Geometrie der Fldchen“.
WEeil aber fast alle Formeln fiir n = 2 einerseits und fiir beliebiges n andererseits genau
gleich aussehen (insbesondere auch bei der Index-Schreibweise g;;, h;; etc.), formulieren
wir grofle Teile der Theorie in diesem Kapitel 4 gleich fiir Hyperflichen in beliebigen Di-
mensionen, soweit moglich und sinnvoll. Dies dient auch der Vorbereitung auf die Kapitel
5—8, in denen hohere Dimensionen unweigerlich vorkommen miissen. Bei der Diskussion

lygl. dazu EDWIN A. ABBOTT, Flatland — a romance of many dimensions, 1884, deutsche Uberset-
zung: Flachenland, Klett—Cotta, Stuttgart 1982
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spezieller Parameter in Abschnitt 4E, beim Satz von Gaufl-Bonnet in Abschnitt 4F sowie
bei der globalen Fliachentheorie in Abschnitt 4G werden wir aber ohnehin wieder auf den
zweidimensionalen Fall zuriickkommen.

Aus systematischen Griinden werden wir von diesem Kapitel an die Indizes fiir Koordina-
tenfunktionen oben statt unten anbringen, also u = (u!,...,u") und z = (z*,...,z"+!)
schreiben. Der Grund dafiir liegt in dem Ricci-Kalkiil bzw. der Einsteinschen Summen-
konvention. Bei dieser Schreibweise 148t man Summenzeichen weg, wenn iiber Indizes
summiert wird, die einmal oben und einmal unten stehen. Dies wird in den Kapiteln 5 und
6 noch niher erklirt werden. In diesem Kapitel 4 werden wir noch alle Summenzeichen

ausschreiben.

4A Die kovariante Ableitung

Die Analysis des umgebenden Raumes IR™*! liefert bekanntlich die Richtungsableitung
von Funktionen und von Vektorfeldern (vgl. 4.1). Fiir die Flichentheorie ist der Nachteil
der, dafl auch die Ableitung von tangentialen Vektorfeldern in tangentialer Richtung
durchaus eine Normal-Komponente haben kann. Damit wiirde in jedem Fall die ,,innere
Geometrie® verlassen. Man kann sich so behelfen, dafi man einfach den Tangentialanteil
der Richtungsableitung betrachtet (vgl. 4.3). Diese sogenannte kovariante Ableitung hat
dariiber hinaus weitere, sehr angenehme Eigenschaften. Sie ist z.B. eine Grofle der inneren
Geometrie, vgl. 4.6. Die kovariante Ableitung der Basisfelder % fiihrt dabei auf die oft
verwendeten Christoffelsymbole, vgl. 4.7.

4.1. Definition und Lemma (Richtungsableitung)

Y sei ein differenzierbares Vektorfeld, definiert auf einer offenen Menge des IR™*!, und
X sei ein fester Richtungsvektor in einem festen Punkt p dieser offenen Menge, formal
X € T,IR""'. Dann heiBt (DY bezeichnet hier die Funktionalmatrix)

.1
DXY’p = DY|p(X) = }I_I)I[l) n (Y(p+tX)—Y(p)
die Richtungsableitung von 'Y in Richtung X (vgl. O.FORSTER, Analysis 2, §6). Dabei
ist D XY‘p bereits eindeutig bestimmt durch die Werte von Y lidngs einer beliebigen

differenzierbaren Kurve c: (—¢,¢) — IR"*! mit ¢(0) = p und ¢(0) = X. Genauer gilt

Dy, = lim = (¥ (elt) ~ Y (7).

Die (vektorwertigen) partiellen Ableitungen von Y erscheinen hier als der Fall X = e;
mit der Standard-Basis ey, ..., e,. Folglich gilt mit X = 3", X"e;

_ 1
DxY|, = ZXZDEiY|p = ZXl lim ;(Y(p +te;) — Y(p)).
K3 1

BEWEIS der Behauptung: Es gilt nach der Kettenregel die Gleichung

m 1 (V) - Y(e(0)) = & 0 (G

li
t—0 t

Y (c(t)) = DY

t=0

t:O) = DY| (X) = DxY| .
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4.2. Folgerung Fiir ein (Hyper-)Flichenstiick f: U — IR™*! bezeichne Y ein gegebenes
differenzierbares Vektorfeld lings f, X sei ein fester Tangentialvektor an f im Punkt p =
f(u) (Definition 3.5). Dann ist gemifl 4.1 die Richtungsableitung D XY‘p wohldefiniert

als ein Tangentialvektor an f in p. Genauer haben wir im Punkt p = f(u)
_ 1 _
DxY|, = DY, (D) (X)) = lim 5 (¥ (u+ (D)7 (X)) =V (w).

Dabei ist ¢(t) = f(u+t(Df)"*(X)) eine spezielle Kurve mit ¢(0) = X. Also kénnen wir
4.1 darauf anwenden. Man beachte dabei, dafl Y nicht auf den Punkten des Flichenstiicks
definiert ist, sondern auf den Parametern. Also ist Y (u + t(Df) ™' (X)) wohldefiniert als
Vektorfeld langs dieser Kurve.

Die Ableitung in Richtung der i-ten Koordinate u’ erscheint hier als der Fall X = g j .

Dabei gilt

1 , ,
DB_[Y‘I): lim—(Y(ul,...,uf+t,...,u”)—Y(ul,...,uz,...,u"))

dul t—0 t

und damit insbesondere

of 0% f

of —— = - -,
ul OuJ dutoul

4.3. Definition (kovariante Ableitung)
Falls X,Y wie in 4.2 und auflerdem tangential an ein (Hyper-)Flichenstiick f sind, so
heifit

VxY := (DxY)™8& = DY — (DxY,v)v

kovariante Ableitung von'Y in Richtung X . Falls auch X ein tangentiales Vektorfeld ist,
so definiert VxY wieder ein tangentiales Vektorfeld. Der Normalanteil von DxY ist
nichts anderes als die zweite Fundamentalform von f, denn es gilt (DxY,v) = II(X,Y)
wegen (Y, v) = 0 und folglich (DxY,v) = —(Y, Dxv). Also kénnen wir auch schreiben

DxY =VxY + II(X,Y)v.

BEMERKUNG: In dem Buch von M. Do CARMO, Differentialgeometrie von Kurven und
Flédchen, wird D statt V fiir die kovariante Ableitung geschrieben. Wichtig ist in jedem
Fall, diese beiden Differential-Operatoren (Richtungsableitung und kovariante Ableitung)
zu unterscheiden. Das Symbol V wird gewohnlich ,Nabla“ ausgesprochen.

Fiir eine skalare Funktion ¢ ldngs f gibt es nur eine Art Richtungsableitung in Richtung
X, die analog zu 4.1 erkldrt ist durch den Limes des Differenzenquotienten, und man
schreibt dafiir

Dx¢p =Vxp=Dp(X) = X¢.

AuBlerdem konnen wir eine solche skalare Funktion punktweise mit Vektorfeldern multi-
plizieren, wobei wir X fiir das Vektorfeld p — (¢ X)(p) = ¢(p) - X (p) schreiben.
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4.4. Lemma (Rechenregeln fiir D und V)

(1) DW1X1+<P2X2Y = 901DX1Y + SDZDXQY
VoiXite: XY = 01Vx, Y +¢2Vix, Y (Linearitdt)

(11) Dx(Yl + YQ) =DxY1 +DxYs
(Y1 + 5/2) =VxY; +VxY, (Additi’l}itdt)
(v

(iif) DX Y)=¢pDxY +Dxp-Y

Y)=¢pVxY +Vxp Y (Produktregel)

Vx(p
(iv) Dx(Y1,Ys) = (DxY1,Y2) + (Y1, DxY2)
Vx(Y1,Ys) = (VxY1,Ys) + (Y1, VxYa) (Vertriglichkeit mit dem Skalarprodukt)

WARNUNG: Fiir die Richtungsableitung und die kovariante Ableitung gilt nicht die Ver-
tauschbarkeit, d.h. im allgemeinen ist
DXy §£ DyX und VXY 7& Vyx

Dazu ein Beispiel:
e1, eo sei die Standard-Basis des JR2 mit Koordinaten (m T ) Dann gilt De,e; = 0 fiir
alle 7, j. Mit der Wahl von X := 2! - e, Y := e; erhalten wir

DxY = Dji.,e1 = :rlDEQel =0, aber

Dy X = D, (z'es) = 2! D¢ eg 4+ De, 1t -eq = €5 # 0.
S~ Y——
=0 =1
4.5. Definition Fiir zwei Vektorfelder X,Y im IR"! oder zwei Vektorfelder lings f

heif3t
[X,Y]:=DxY — Dy X

die Lie-Klammer von X und Y. Es gilt [X,Y] = VxY — Vy X, falls X,Y tangential
sind. Ferner gilt:

[61’ G_f}io *f _ 9F
out’ oui | WL Huiow ~ duidut

AuBlerdem haben wir in beliebigen Koordinaten die Gleichung

00 o)
[X,Y] = Lz]: ("5 out - Ou’)auj

wenn X =3 . ¢ v LY = > 2 au/ . Als Kurzschreibweise dafiir kénnen wir auch
[X,Y) = X(¥7) - Y(X7)
verwenden. Dabei bezeichnet der Index j einfach die j-te Komponente.

FOLGERUNG: Fiir gegebene Vektorfelder X,Y ist das Verschwinden der Lie-Klammer
notwendig dafiir, dafl X und Y als Basisfelder X = Ba ji,Y = % dargestellt werden
konnen.
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4.6. Satz Die kovariante Ableitung V hingt nur von der ersten Fundamentalform
ab (ist also eine Grofle der inneren Geometrie).

BEwEIS: Wir setzen X=%,5 9f und Y = Z 773 . Um VxY zu bestimmen, geniigt

es dann, <VXY,
Gleichung

VXY =6V Y = 8 55V ar (W55 ) = Sy € (555 + 'V a1 55

und folglich

> zZu kennen fiir alle k. Aus den Rechenregeln 4.4 ergibt sich die

uk

<VX ) auk> Zz] S’L( out g]k + /,7.7 <v df aul ? i;aufk >)
Dabei sind die Grofien 5
F'LJ k= <v af auJ ’ au >

symmetrisch in ¢ und j, weil wir nach 4.5 wissen, dafl die Lie-Klammer von Basisfeldern
verschwindet. Andererseits gilt auch
of of

7]
579 = 3 G s ) = Tk + T
Durch zyklische Vertauschung der Indizes erhélt man

0 0
i ik = Ljir + Tk und D I = Lrji+Tijk-

Daraus folgt aber durch Addition bzw. Subtraktion dieser Gleichungen

oT.. . — 9 n 9 n a
ij,k = aukgm au1gjk aujgku
also ein Ausdruck, der nur von der ersten Fundamentalform abhéngt. d

4.7. Definition (Christoffelsymbole)
(i) Die Groflen Ty definiert durch

heiBen Christoffelsymbole erster Art.
(ii) Die GroBen T'}; definiert durch
\Y o1 W =y, Ik
heiflen Christoffelsymbole zweiter Art.
(iii) Es gilt nach Definition T';;, = [j;x, T¥

]

_ Tk . _ ,
=T} sowie Tijx = > T gme-

FOLGERUNG: Die erste Fundamentalform (g;;) bestimmt eindeutig die Christoffelsym-
bole durch die oben gezeigte Gleichung I';; , = %( — 8—2kgij + %gjk + %gki). Damit

bestimmt die erste Fundamentalform auch die kovariante Ableitung durch die Gleichung

VxV = Zé‘(aerZJFk)? fir X = Zgal, ZJ@UJ
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_ _9f ; . _
—mSOWleDd_fV—

Dier Zerlegung in Tangential- und Normalanteil von D ar %
du?

auz pflegt man separat als Ableitungsgleichungen zu mterpretleren wie folgt:

4.8. Folgerung (Ableitungsgleichungen der Flidchentheorie)
Fiir jedes (Hyper-)Fldchenstiick f gelten die folgenden Gleichungen:

(i) Die Gaufsche Ableitungsgleichung

6uL6u7 Z F” . v

(ii) Die Weingartensche Ableitungsgleichung

19} 19}
811:’ = thg]k f Z hy W

Der Beweis ist im wesentlichen enthalten in den obigen Definitionen (fiir die Gaufische
Ableitungsgleichung) sowie in 3.9 (fiir die Weingartensche Ableitungsgleichung).

Im Hinblick auf die Frenet—Gleichungen der Kurventheorie kénnen wir 4.8 auch als Be-
wegung des ,, Gaufischen 3-Beins %, %7 v entlang der Fliche auffassen, genauer als
Ableitung dieses 3-Beins nach den Variablen u'. In Matrix-Form kann man dies dann
folgendermaflen schreiben, analog in hoheren Dimensionen:

) o Iy Th ha ok
2la =] o || &
v —hl —hZ 0 v

3 7

4B Parallelverschiebung und Geodétische

Die Konstanz eines Vektorfeldes Y im euklidischen Raum bedeutet einfach, daf3 die Rich-
tungsableitung DxY in jeder Richtung X verschwindet. Da man sich die verschiedenen
Vektoren ja an verschiedenen Punkten des Raumes angeheftet denken mu#f, ist ein kon-
stantes Vektorfeld einfach dadurch gekennzeichnet, daf§ all diese Vektoren parallel zu-
einander sind (und gleiche Lénge haben). Dieser Parallelititsbegriff hat sich nun in der
Differentialgeometrie auch fiir die kovariante Ableitung eingebiirgert wie folgt:

4.9. Definition (parallel, Geodétische)
Falls Y ein tangentiales Vektorfeld lings eines Fldchenstiicks f ist, dann heifit Y
parallel, wenn VxY = 0 fiir jedes tangentiale X.

Falls Y ein Vektorfeld (tangential an f) ldngs einer regulédren Kurve ¢ = f o+ ist, dann
heifit Y parallel lings ¢, wenn VxY = 0 fiir jedes X, das tangential an c ist.

Eine nicht-konstante Kurve ¢ auf der Fliche heifit Geoditische (oder Geoddte oder
Autoparallele), wenn V.¢ = 0 entlang der Kurve c.
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PHYSIKALISCHE INTERPRETATION: Falls wir ¢(t) als Bewegung eines Massenpunktes
interpretieren, dann wird der Ausdruck D.¢ = ¢ einfach der Beschleunigungsvektor im
euklidischen Raum. Die beschleunigungsfreien Bewegungen (d.h. die Bewegungen auf Ge-
raden mit konstanter Geschwindigkeit) sind durch dessen Verschwinden gekennzeichnet.
Analog ist nun auf einer Fliche der Tangentialanteil Vi.¢ von D.¢é = ¢ der Beschleu-
nigungsvektor innerhalb der Fliache, d.h. der tangentiale Anteil der Beschleunigung. In
diesem Sinne beschreiben die Geodétischen dann die beschleunigungsfreien Bewegungen
innerhalb der Fliche (ohne Beriicksichtigung von Kriften, die senkrecht zur Fliche wir-
ken). Auf der Kugeloberfliiche ergeben sich genau die GroBkreise als Geodétische, vgl.
Ubungsaufgabe 2 am Ende des Kapitels.

Die Betrachtung von V¢ verwendet nach 4.6 nur die erste Fundamentalform, also sind
Geodétische Groflen der inneren Geometrie. Wenn ¢ nach der Bogenlinge parametri-
siert ist, so heiit die (orientierte) Linge des Normalanteils von D¢’ = ¢ die Normal-
kriimmung k., entsprechend heifit die (orientierte) Linge des Tangentialanteils auch die
geoddtische Kriimmung, vgl. 3.11 und 4.37. Die geodétische Kriimmung gibt an, ob eine
Beschleunigung nach rechts oder links erfolgt. Eine beliebige regulire Kurve ¢(t) wird
durch geeignetes Umparametrisieren genau dann zu einer Geodétischen im Sinne von
4.9, wenn V¢ und ¢ stets linear abhéngig sind. Dies driickt dann aus, daf} eine etwaige
Beschleunigung nur vorwérts bzw. riickwirts, aber nicht in seitlicher Richtung erfolgt?.

WARNUNG: Im allgemeinen gibt es keine nicht-trivialen parallelen Vektorfelder auf of-
fenen Teilmengen von Flichen, wohl aber gibt es immer parallele Vektorfelder ldngs
gegebener Kurven (s. 4.10), und lokal gibt es immer Geoditische (s. 4.12).

Anmerkung: Falls man (ausnahmsweise) eine nicht-regulére Kurve ¢(t) betrachten moch-
te, kann man dennoch eine kovariante Ableitung von einem Vektorfeld Y (¢) lings ¢ durch
VY = ( ot )Tang definieren. Die Rechenregeln 4.4 iibertragen sich auf diesen Fall. Fiir
eine konstante Kurve c¢ ist dann Y parallel langs ¢ genau dann, wenn Y konstant ist.

Als Schreibweise verwendet man auch:

d):w

=Y'(t V.Y =
dt dt (®),

DY = DY(

4.10. Satz (parallele Vektorfelder)

Fiir jede stetig differenzierbare Kurve +v: I — U auf einem gegebenen Hyperflichen-
stiick f:U — IR™ ! existiert zu jedem gegebenen tangentialen Vektor Yy in jedem
beliebigen Kurvenpunkt p = f(y(to)) (d.h. so, daB (p,Yy) € Ty, f) eindeutig ein
Vektorfeld Y lidngs ¢ := f oy mit Y (tg) = Yo, das parallel lings c ist.

BEWwEIS: Wir bezeichnen mit 77 (¢) die Koeffizienten des Vektors Y (¢) und mit u’(t) die
Koordinaten der Kurve ~(t). In der Formel fiir VxY nach 4.7 oben wird dann £i(t) =
4% (t) und folglich (unter Verwendung der Kettenregel)

Ve¥ = Z ( aul +Z )gjk_g( +Z erk)ﬁuk

2HEINRICH HERTZ postulierte, daf eine kriftefreie Bewegung in einer Fliche notwendig mit konstan-
ter Geschwindigkeit und minimaler Kriimmung erfolgen miisse, also mit verschwindender geod&tischer
Kriimmung, weil die Normalkriimmung ja festliegt.
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Die Parallelitdt von Y ist also dquivalent zu dem System gewdohnlicher Differentialglei-
chungen

)+ Z @t ()’ (T (e(t) =

fiir die gesuchten Funktionen 7%(¢),k = 1,...,n. Dieses System ist linear, daher existiert
bei gegebener Anfangsbedingung n'(to), . ..,n"(ty) genau eine Losung fiir jedes ¢ aus dem
gegebenen Intervall, vgl. O.FORSTER, Analysis 2, §12. (]

4.11. Folgerung Ein paralleles Vektorfeld hat konstante Lange. Insbesondere ist fiir
eine Geodétische mit V¢¢ = 0 die Lénge ||¢|| der Tangente notwendig konstant.

Dies folgt geméfl Lemma 4.4 einfach aus der Rechenegel V¢(X, X) = 2(V:X, X) = 0,
sofern VX = 0. Analog ist das Skalarprodukt (und damit der Winkel) zweier paralleler
Vektorfelder lings der gleichen Kurve konstant.

4.12. Satz (Geoditische)

Fiir jeden Punkt py = f(uo) eines Fliachenstiicks f und jeden tangentialen Vektor Yj
in po mit ||Yp]| = 1 existiert ein € > 0 und genau eine nach Bogenldnge parametrisierte
Geoditische ¢ = foy mit ¢(0) = pg und ¢(0) = Yo, wobei y: (—e, &) — U differenzierbar
ist.

Beweis: Um die Differentialgleichung fiir eine Geodétische c(t) aufzustellen, miissen wir
in der entsprechenden Gleichung im Beweis von 4.10 nur n* = @' setzen. Wir erhalten
(wieder mit der Kettenregel)

0=ié = )P + S orie))

= 3 (i) + X a0 (0 e(r) %
& ij

also das Gleichungssystem

+Zu £)a? (H)TE (c(t)) = 0

fir k = 1,...,n. Da c¢(t) durch die Funktionen u’(t) bestimmt wird vermoge c(t) =
f(y®) = f(ut(t),...,u™(t)), ist dies ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
zweiter Ordnung fiir die u’(¢) (nicht etwa erster Ordnung fiir die 4%(¢)). Die lokale Exi-
stenz von Losungen bei gegebenen Anfangsbedingungen u'(0), ..., u"™(0),%'(0),...,u"(0)
folgt dann aus bekannten Sitzen, vgl. O.FORSTER, Analysis 2, §10. |

BEISPIELE: Auf Rotationsflichen (t,¢) — (r(t) cos @, r(t)sinp, h(t)) sind die Kurven
¢ = konstant stets Geodétische (bis auf Parametrisierung), die Kurven ¢ = konstant
sind Geodétische genau fiir solche t¢ mit 7(tg) = 0. Auf der Kugeloberfliche sind die
Geodétischen durch die Schnitte mit 2-dimensionalen Ebenen gegeben, die den Mittel-
punkt enthalten. Analog sind in der hyperbolischen Ebene (als Fliche im Minkowski—
Raum, vgl. 3.44) die Geoditischen durch die Schnitte mit 2-dimensionalen Ebenen gege-
ben, die den Nullpunkt des Minkowski-Raumes enthalten (siche Ubungsaufgabe 24).
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4.13. Satz (,Kiirzeste sind Geodiitische®)

p, q seien feste Punkte eines Flichenstiicks f:U — IR"t!, verbunden durch eine re-
guliire C*°-Kurve ¢ = fo~y. Falls ¢ eine ,,Kiirzeste® ist (d.h. falls jede andere C*°-Kurve
mit den gleichen Endpunkten mindestens so lang ist), dann ist ¢ eine Geodétische (bis
auf die Parametrisierung).

WARNUNG: Dies allein beantwortet nicht die Frage, ob Kiirzeste existieren, oder ob sie
differenzierbar und reguldr sind, wenn sie existieren.

BEWEIS: Der Beweis beruht auf dem gleichen Variationsprinzip, das wir auch schon
bei Minimalflichen in 3.28 angewendet haben. Wir starten mit einer gegebenen Kurve
und vergleichen deren Linge mit der Lénge von zu ihr benachbarten Kurven. Dazu
ist es zweckmifig, die gegebene Kurve ¢(s) nach Bogenlidnge tiber dem Intervall [0, L]
zu parametrisieren und sie in eine differenzierbare Schar von Kurven mit Parameter ¢
so einzubetten, dafl die Endpunkte festgehalten bleiben. Es sei also C(s,t) eine solche
differenzierbare Abbildung mit

C(s,0) = c(s), C(0,1) = ¢(0), C(L,t) = ¢(L),
jeweils fiir alle s € [0,L] und ¢t € (—¢,¢). Die Vergleichskurven ¢; sind dann durch

ct(s) = C(s,t) definiert. Sie haben gleichen Anfangs- und gleichen Endpunkt wie ¢, aber
sie sind i.a. nicht nach Bogenlédnge parametrisiert. Die Lénge von ¢; ist dann einfach

L de, Bep\1/2
L(Ct)f/o <g,g> dS

Wir leiten nun diesen Ausdruck nacht abint=20:

) ) L ey e\ Y/ Lo dcy Oeg\1/
g‘t:oL(ct) - E‘t:o/o <8_Cst’ 8_Cst>1 st B ,/0 5’t:o<8_(:’8_0;>1 st

L 1 8%°C aC L 2
:/ (55 ‘95>d5:/ <8 C,%>d5
o ()2 o \O0sdt’ Os

:/OL <Vc/%,c’>ds:/j (S0 ey~ (% e as
(G G- [ (G e

= —/OL <%,Vc/c’>ds

ocC aoC
wegen 57 |s=o0 = Sr|s=1 = 0.

Nun gilt aber nach Annahme Z|,—oL(c;) = 0 fiir jede solche Abbildung. Dies ist nur
moglich, wenn V¢’ = 0 lings der ganzen Kurve ¢ gilt. Anderenfalls kénnte man ein
geeignetes C' konstruieren, so daf§ das Integral ungleich null wird. Es sei etwa V¢’ # 0
fiir einen Parameter so. Da V¢’ stets senkrecht auf ¢ steht, kann man (z.B. iiber
den Parameterbereich) eine Abbildung C(s, t) konstruieren mit &¢|,—,, = V¢ Durch
eine Abschneidefunktion kann man auch die Bedingung an die festgehaltenen Endpunkte
erfiillen. AuBlerdem kann man zusétzlich erreichen, dafl C(s, t) = ¢(s) gilt aulerhalb einer
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kleinen Umgebung von sp, wo dann der Integrand <%—?,Vclc’ > sein Vorzeichen nicht

wechselt. Dies ergibt dann einen Widerspruch zur obigen Rechnung unter der Annahme,
daf} die Kurve c eine Kiirzeste ist. Dadurch wird auch klar, welche Rolle die Abbildung
C spielt: Sie ist beliebig. Wir brauchen nur geniigend viele solcher Abbildungen C, um
den Schluf} durchfithren zu kénnen. Es ist dabei nicht von Belang, ob man wirklich jede
1-Parameterschar ¢; von Vergleichskurven so auffassen kann oder nicht. (|

4C Die Gaul3-Gleichung und das Theorema Egregium

In diesem Abschnitt wollen wir die Ableitungsgleichungen 4.8 genauer betrachten und
im Hinblick darauf untersuchen, daf} die Fliche f gar nicht gegeben ist, wohl aber deren
(hypothetische) erste und zweite Fundamentalform. Dabei stolen wir in ganz natiirlicher
Weise auf zusétzliche Gleichungen, ndmlich die Integrabilititsbedingungen der Ablei-
tungsgleichungen, und diese haben diverse (teilweise iiberraschende) Konsequenzen, z.B.
das Theorema Egregium von Gauf} 4.16, das alles andere als offensichtlich ist.

4.14. Vorbemerkung (Strategie zur Bestimmung von f)

Wir wollen im folgenden fiir n > 2 die Ableitungsgleichungen als ein System partieller
Differentialgleichungen fiir f auffassen und integrieren. Zu beachten ist hierbei, dafy schon
im einfachsten Fall fiir die Existenz einer Losung f € C2? des Gleichungssystems

of of

— 1 _ 1
w 7b1(u ,...,u”),...7% 7bn(u ,...,Un)
bei gegebenen Funktionen bq,...,b, notwendige Bedingungen erfiillt sein miissen, die
sogenannten Integrabilititsbedingungen
b  Ob; . o
i~ B fir alle 4, 7,
weil die zweiten partiellen Ableitungen von f nach w; und w; ja symmetrisch in ¢ und j
sein miissen. Man kann dann zum Beispiel vom Anfangspunkt (0,...,0) aus integrieren:
f(0,...,0,u™) = f(0,...,0) +/ bn(0,...,0,2)dx
0
un—l
f(0,...,0,u™ L u™) = f(0,...,0,u")+ / bp—1(0,...,0,z,u™)dx
0
’LLl
flul,. .. u™) = f0,u?...,u") + / by(z,u?, ..., u")dx
0

Aufgrund der Integrabilitdtsbedingungen sind diese Integrale vom Wege unabhingig, je-
denfalls innerhalb eines solchen achsenparallelen Quaders mit Eckpunkten (0,...,0) und
(u',...,u™) oder auch innerhalb eines sternférmigen Gebietes, vgl. O.FORSTER, Analysis
3, §18, Satz 4. Insbesondere wiirde eine andere Reihenfolge der Integration nichts an dem

Ergebnis éndern. Analoge Integrabilitdtsbedingungen haben wir fiir 4.8 zu erwarten:

#r o 9
Oukuious  OukOuidut  Ouidutduk
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v 0w
Ouioud — OuIdu’
bzw. das entsprechende fiir die rechten Seiten von 4.8 (i) und (ii). In jedem Fall mu8 fiir
diese Betrachtungen das Flachenstiick wenigstens 3-mal stetig differenzierbar sein.

4.15. Satz Die Integrabilititsbedingungen der Ableitungsgleichungen (4.8) sind die
beiden folgenden Gleichungen (bzw. Gleichungssysteme):

(i) Die Gauf-Gleichung
%Ffj— Z (r:jr; ) = (hijhkmfhikhjm)gms fiir alle 7, j, k, s

m
(ii) Die Gleichung von Codazzi-Mainards

B B
phi = 5 hik+ Y (T%ek = Tiihe ) =0 fiir alle i, j, k

BEWEIS: Wir leiten die Gauflsche Ableitungsgleichung aus 4.8 ab und setzen dann beide
Ableitungsgleichungen an passender Stelle wieder ein:

L0 ®f 0

©Ouk Quidud  Qud Outduk

8 .\ Of 0 2 f . O2f
- zs: (Wrij) ous Es: (%F’k) ous + Z 9 oukour Z:Fik ouJour

:Z(%Ffﬂ' ui k) aus+ZF (ZF’“TG sy ) ZF;’C(ZFW) S+h”y)

0
+(5ohis - a] har )v h”thmg ag+hzk2h]m 8u9

Die GauB-Gleichung driickt dann das Verschwinden des Koeffizienten von aa J aus, die

Codazzi-Mainardi-Gleichung driickt das Verschwinden des Koeffizienten von v aus. Die
analoge Integrabilitdtsbedingung fiir die Weingartensche Ableitungsgleichung aus 4.8

9%v 9%*v

0= Sviow ~ dwow

liefert keine neuen Gleichungen, sondern fithrt wieder auf die Codazzi-Mainardi-Gleichung.
Dies ist schon deswegen plausibel, weil die Bewegung der Normalen stets an die Bewe-
gung der Tangential(-hyper-)ebene gekoppelt ist. O
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BEMERKUNG: Die linke Seite der Gauf3-Gleichung heifit auch der Krimmungstensor und
wird im allgemeinen mit dem Symbol

RS 8‘9kr Z(F = Tals )

abgekiirzt. Zur Bedeutung vergleiche 4.19 unten.

4.16. Folgerung (Theorema Egregium von C.F.GAUSS)
Die GauB-Kriimmung K eines Flichenstiicks f: U — IR? der Klasse C® hingt nur von
der ersten Fundamentalform ab? (ist also eine GroBe der inneren Geometrie).

Zur Erinnerung: Die Gauf-Kriimmung war definiert als K = Det(L) = %itt(g)), vgl. 3.13.

BEWEIS: In der Gauf3-Gleichung setzen wir ¢ = j = 1,k = 2 und multiplizieren sie mit
gs2. Die rechte Seite ergibt dann nach Summation iiber s den Ausdruck

Z (hlthm - h12h1m)gm8932 = hithas — highia = Det(H).

m,s

Dieser Ausdruck héngt nach der Gaufl-Gleichung nur von der ersten Fundamentalform
ab, und zwar durch den Kriimmungstensor, der eine parameterunabhingige Bedeutung

hat. Damit gilt dies auch fiir K = DetlI) _ 2., -"2-{%%1. Diese Parameterunabhingigkeit
Det(I) 911922—97o

wird noch klarer werden durch 4.19 und die Variante 4.20. O

Bemerkung: Die mittlere Kriimmung H héngt i.a. nicht nur von der ersten Fundamental-
form ab. Als Beispiel haben wir einerseits die Ebene mit H = 0, die Zylinder mit kon-
stantem H # 0 sowie die Kegel mit H = v/1 — a?/2(at +b), vgl. 3.17. Alle diese Flichen
sind aber abwickelbar und haben daher die gleiche erste Fundamentalform.

4.17. Lemma X,Y, Z seien Vektorfelder, definiert auf einer offenen Menge des IR™.
Dann gilt

Dx(DyZ)— Dy(DxZ) = Dix y|Z.

BeEweErs: Falls X, Y Standard-Basisfelder e;,e; im IR™ sind, dann gilt die Behauptung
trivialerweise wegen Do, D¢, Z = D¢, D, Z und [e;, ;] = 0.

Esseinun X =), ¢ und Y =3 j n/e;. Die Rechenregeln 4.4 implizieren dann

DxDyZ - DyDxZ =Y €D.. (Y wD., Z) =Y 0D, (Y €D.2)

7 7, 651
,Zg (De;De; Z — D, De, Z) +§;g Z—;UJ%DEIZ

_Z (glaxl - fz)D%Z Dixv)2;

3Dies gilt auch fiir Flichenstiicke der Klasse C? mit anderem Beweis, s. PH.HARTMAN, A WINTNER,
On the fundamental equations of differential geometry, American Journal of Math. 72 (1950), 757-774.
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fiir die letzte Gleichung vergleiche man 4.5 (Lie-Klammer in lokalen Koordinaten). O

4.18. Satz (Variante der Integrabilititsbedingungen)
Es seien X,Y, 7 tangentiale Vektorfelder lings eines Flichenstiicks f:U — IR™T!.
Dann gelten die folgenden Gleichungen:

(i) Die GauB3-Gleichung

VxVyZ-VyVxZ-VixyZ = (LY, Z)LX —(LX, Z)LY = II(Y, Z)LX —~I[(X, Z)LY

(ii) Die Gleichung von Codazzi-Mainardi

Vx(LY) = Vy(LX) - L([X,Y]) =0

BEWEIS: Der Beweis besteht aus einer Zerlegung der Gleichung aus 4.17 in die jeweiligen
Tangential- und Normalanteile vermoge der Formel DxY = VxY + (LX,Y)r und unter
Verwendung der Rechenregeln 4.4:

0=DxDyZ - DyDxZ — Dixy|Z

=Dx(VyZ+(LY,Z)v) — Dy (VxZ + (LX, Z)v) — Vixy1Z — (L(|X,Y]), Z)v
=VxVyvZ -VyvVxZ7 — V[X’y]Z — <LY, Z)LX + <LX, Z)LY +

+ ((Vx(LY), 2) = (Vy (LX), 2) = (L(IX,Y]), 2)).

4.19. Folgerung und Definition (Kriimmungstensor)
Der Wert von VxVy Z —VyVxZ—V|x y]Z in einem Punkt p hiingt nur von den Werten
von X, Y, Z in p ab, weil dies fiir die rechte Seite der Gau3-Gleichung gilt. Man sagt dazu
auch:

R(X,Y)Z :=VxVyZ —-VyVxZ — Vixy1Z

ist ein Tensorfeld, genannt der Krimmungstensor der Fliache, vgl. Kapitel 6. Er hingt
nur von der ersten Fundamentalform ab. Die GauB-Gleichung schreibt sich dann als

R(X,Y)Z = (LY, Z)LX — (LX, Z)LY.

Die Schreibweise R(X,Y)Z kommt daher, dal man fiir feste Vektoren X,Y die soge-
nannte Krimmungstransformation R(X,Y’) als Endomorphismus des Tangentialraumes
betrachtet. Fiir die 2-dimensionale Einheits-Sphére ist wegen L = Id die Kriimmungs-
transformation einfach eine Drehung um den Winkel 7/2, wenn X, Y orthonormiert sind.
In den Parametern !, ..., u"” haben wir die Gleichung

R(Bf 8f)8f ~Y R of

Ouk’ OuI ki Poys

out

mit den oben in 4.15 vorkommenden GréBen Rj ;. Der Kriimmungstensor des euklidi-
schen Raumes ist nach 4.17 einfach R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix,y|Z = 0.

BEMERKUNG: Fiithrt man die Schreibweise V x L ein durch die ,Produktregel*

Vx(LY) = (VxL)(Y) 4+ L(VxY),
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dann nimmt die Gleichung von Codazzi-Mainardi die folgende einfache Gestalt als Sym-
metrie von VL an:

0=Vx(LY) - Vy(LX) - L(VxY — VyX) = (VxL)(Y) — (VyL)(X).

Ein Endomorphismenfeld A des Tangentialraumes mit (VxA)(Y) — (Vy 4)(X) = 0 fiir
alle X,Y heifit deshalb auch ein Codazzi- Tensor.

4.20. Folgerung (Variante von 4.16, Theorema Egregium)
X,Y seien orthonormale Vektorfelder lings f:U — IR3. Dann gilt (R(X,Y)Y,X) =
Det(L) = K.

BEWEIS: In der Orthonormalbasis X, Y wird die Weingartenabbildung L durch die Ma-
trix

(LX,X) (LX.Y)

(LY, X) (LY.Y)

dargestellt. Die Gaufl-Gleichung 4.19 impliziert dann mit Z =Y

(R(X,Y)Y,X)=(LY,Y)(LX,X) — (LX,Y)(LY, X) = Det(L) = K.

4.21. Folgerung Es sei f:U — IR™"! ein Hyperflichenstiick mit orthonormalen
Hauptkriimmungsrichtungen Xi, ..., X,, und Hauptkriimmungen k1, ..., &,. Dann gilt
<R(X“XJ)XJ,X1> = RiKkj fiir alle 4 75 j

BEWEIS: Mit LX; = x;X; und (X;, X;) = 1, (X;, X;) = 0 gilt nach der Gau$-Gleichung
(R(X;, X;)X;, Xi) = (LX;, X;)(LX;, X;) — (LX;, X;)(LX;, X;) = kjk; — 0.

Dieser Ausdruck <R(Xi, X)X, Xi> kann als ein Analogon der Gauf-Kriimmung angese-
hen werden, und zwar sozusagen als Kritmmung in der (4, j)-Ebene. In der Riemannschen
Geometrie heifit dies die Schnittkrimmung in dieser Ebene (vgl. Abschnitt 6B) .

4.22. Folgerung Die zweite mittlere Kriimmung (vgl. 3.46)

1 1
Kzf @Zl‘iiﬁj— mzﬁiﬁj

i<j i#]

eines Hyperflichenstiicks ist eine Gréfle der inneren Geometrie.

BEWwEISs: Die Gaufl-Gleichung in 4.21 zeigt, dafl Ky eine Spur-Grofie ist, die allein aus
dem Kriimmungstensor gewonnen werden kann. Eine Spur ist grundsétzlich von der Wahl
einer Basis unabhéngig, vgl. die Diskussion am Anfang von Abschnitt 6C. Folglich hat
die Summe der <R(Xi,Xj)Xj,X¢> iiber alle 7 # j stets den gleichen Wert, unabhéngig
von der Wahl der Orthonormalbasis X; und folglich unabhéngig von der Weingartenab-
bildung. Man nennt > itg Kikj auch die Skalarkrimmung, weil es sich um eine skalare
Kriimmungsfunktion auf der Fldche handelt und weil zu ihrer Bestimmung keine Aus-
wahl von Tangentialvektoren notig ist, im Gegensatz etwa zur Ricci-Kriimmung, die von
einer Richtung abhéngt, vgl. 6.10.
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4D Der Hauptsatz der lokalen Flidchentheorie

In diesem Abschnitt wollen wir die Integration der Ableitungsgleichungen 4.8 tatséchlich
durchfiihren, nachdem wir deren Integrabilitdtsbedingungen 4.15 bereits eingehend disku-
tiert haben. Die dabei vorkommenden Anfangsbedingungen haben eine sehr anschauliche
geometrische Interpretation, ndmlich als die Parameter von euklidischen Bewegungen
(Translationen und Drehungen), denen man ja eine Flidche unterwerfen kann. Zunéchst
formulieren wir deshalb die Invarianz der Ableitungsgleichungen unter den euklidischen
Bewegungen (also Translationen und Drehungen). Wir erinnern noch daran, daf§ die
Orientierung eines Fliachenstiicks im wesentlichen durch die Wahl einer der beiden Ein-
heitsnormalen bestimmt wird, vgl. 3.7.

4.23. Lemma (Bewegungsinvarianz und Eindeutigkeit)

f:U — IR™*! sei ein gegebenes Flichenstiick, B: IR"*! — IR sei eine euklidische
Bewegung, d.h. B(z) = A(z) + b mit einer orthogonalen Abbildung A € SO(n + 1).
Setze f:: Bo f. Dann gilt bei geeigneter Wahl der Einheitsnormalen fiir die beiden
Fundamentalformen g, g, h, h die Gleichung

9ij = Gij» hij = hsj.

Umgekehrt: Falls fiir zwei gleich orientierte Fldchenstiicke f,f: U — IR die Glei-
chung gi; = Gij, hij = hs; gilt, dann stimmen sie iiberein bis auf eine euklidische
Bewegung, d.h. es gilt _

fi=Bof

fiir eine gewisse euklidische Bewegung B.

BEWEIS: Wenn A und b konstant sind, gilt gfi = A( gJJ, und fiir eine geeignete Wahl
der Einheitsnormalen v gilt v = Av. Weil A orthogonal ist, folgt direkt die Behauptung
des ersten Teils.

Fiir den zweiten Teil definieren wir fiir jedes u € U eine Abbildung A(u): R*™" — R™
durch A(u)(iﬁ = 9L und A(u)(v(u)) = ¥(u). A(u) ist dann fiir jedes u eine

u ou’
orthogonale Abbildung A(u) € SO(n + 1). Wir wollen zeigen, dafl A(u) nicht von u
abhingt. Durch weiteres Ableiten erhalten wir einerseits

u

9*f o Of dA  Of o2 f
duidus  oul (A(?W) = u <%) +A(8ui8uj)’
e = ot = 5+ A ()

Andererseits gilt g = ¢ und ff] = Ffj. Damit folgt aus den Ableitungsgleichungen

Rf 1 O2f o v
ouidui A(Buiﬁuj)’ oui A(aui

).

Dies impliziert gfi = 0 fiir alle ¢, also ist A konstant. Ferner ist f— A(f) ebenfalls kon-

stant, also f — B o f = 0 fiir eine gewisse euklidische Bewegung B. (]
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4.24. Theorem (Hauptsatz der lokalen Flichentheorie, O.BONNET)
Auf einer offenen Menge U C IR" seien symmetrische (C2- bzw. C1-) Matrizenfunk-
tionen

gij = gij(ul, . .,u"), hij = hij(ul, e ,u")
gegeben, so dafl (g;;) iiberall positiv definit ist und so da g;; und h;; die Gleichun-
gen von Gaul und Codazzi-Mainardi in 4.15 erfiillen mit den durch (g;;) induzierten
Christoffelsymbolen. Dann gibt es zu vorgegebenen Anfangsbedingungen

u© €U, po € Rn+1,X1(O),X§O), N .7X7(10) c R TPORn+1

mit <X£0),XJ(0)> = gij(u(o)) und zu gegebener Einheitsnormalen v in pg (d.h. ein

Einheitsvektor, der senkrecht auf allen Xi(o) steht) eine offene zusammenhiingende
Teilmenge V' € U mit u(®) € V und genau ein (Hyper-)Flichenstiick f : V — R"+!
der Klasse C* mit Gauf-Abbildung v und mit den Eigenschaften:

1. fu®) =pg
2. 2 (u®) = X firi=1,...,n

3. v(u®) = O

4. g;; und h;; sind die erste und zweite Fundamentalform von f (beziiglich v).

BEWEIS: Die Anfangsbedingungen X i(o) bestimmen eindeutig die Einheitsnormale »(©) im
Punkt pg durch die Forderung, dafl die Basis Xl(o), XZ(O), e Xy(lo), v positiv orientiert
ist. Es gilt dann insbesondere <1/(0),1/(0)> =1, <1/(0),Xi(0)> =0firi=1,...,n. So kann
man durch Wahl einer Orientierung 0.B.d.A. annehmen, dafl v festgelegt ist. Formal ist
es aber so, dafl dieselbe Flidche sowohl h;; als auch —h;; als zweite Fundamentalform
haben kénnte, je nach Wahl der Normalen. Ohne die Wahl einer Normalen in 4.24 wére
die Fliche also nur bis auf eine Spiegelung eindeutig bestimmt.

Wir schreiben nun die Ableitungsgleichungen 4.8 in zwei Stufen als zwei lineare Systeme
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

0X; 0 .
YNt S b
k gk

out ou
. . of .
einerseits und ==X andererseits.
oud
1. Schritt: Im ersten Schritt suchen wir eine Losung Xi,..., X,, v des ersten Systems.
Dessen Integrabilitdtsbedingungen
82Xj 62X]‘ 8211 821/

und

ouldu™ — dumoul ouldu™ — Jumoul
untersucht man analog zu 4.15 (man ersetze im Beweis von 4.15 jeweils ngJ durch X;). Es
ergeben sich wieder die Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardji, die ja nach Annah-
me erfiillt seien. Dann existiert lokal eine eindeutige Losung zu gegebenen Anfangsbedin-
gungen X1(0)7 Xéo), e 7X,(LO), v Ein solcher Existenz- und Eindeutigkeitssatz steht z.B.
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bei H.F1scHER, H.KAUL, Mathematik fiir Physiker 2, Teubner 1998, §7.4 (S. 196-197).
Er geht bereits auf FROBENIUS (1877) zuriick. Dabei wird das System partieller Differenti-
algleichungen auf ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickgefiihrt.
Die Integration erfolgt im Prinzip so, wie wir das am Anfang von Abschnitt 4C gesehen
haben: Man berechnet von einem festen Anfangspunkt aus zu einem anderen Punkt hin
ein gewisses Kurvenintegral, das wegen der Integrabilitdtsbedingungen vom Wege un-
abhéngig ist, jedenfalls innerhalb einer sternférmigen oder einfach zusammenhingenden
Teilmenge, also zum Beispiel innerhalb einer e-Umgebung V' von u(?), die innerhalb von
U liegt. Falls U selbst einfach zusammenhéngend ist, kann man V' = U setzen.

Es bleibt aber noch zu zeigen:
<V7V> =1, <VaXi> =0, <Xian>:gij-

Dies gilt sicher im Punkt py wegen der vorausgesetzten Anfangsbedingungen. Die drei
Gleichungen gelten dann auch in einer Umgebung, sofern beide Seiten sich als Losung ein
und derselben Differentialgleichung herausstellen. Dazu leiten wir die drei linken Seiten
weiter ab unter Verwendung des obigen (ersten) Gleichungssystems:

0

ut <l/ l/> _2<(9 V)= _2;hik9kl<Xl:l/>
9 v i
5o VX)) = (G55 Xa) + (v, 3 thkg (X0, X5) + D T4 (v Xe) + his(w,v)
k

0
duF
Man sieht nun, daff nicht nur die drei linken Seiten (v, v), (v, X;), (X, X;), sondern auch

die drei rechten Seiten 1,0, g;; dieses Gleichungssystem erfiillen. Nach dem Eindeutig-
keitssatz stimmen daher beide iiberein.

(X0, X5) =) DX, X5) + > T3 Xi, Xo) + hi(v, X) + by (X5, v).

2. Schritt: Im zweiten Schritt suchen wir eine Losung f des zweiten Systems, bei jetzt
gegebenen X;. Die Integrabilitdtsbedingungen

0X,  0X;
oul ~ out’

sind hier erfiillt wegen der Symmetrien

hij = hj; und TP =T%.

Damit existiert nach dem schon oben zitierten Existenz- und Eindeutigkeitssatz lokal
eine eindeutige Losung f mit der Anfangsbedingung f(u(®)) = po.

Es bleibt zu zeigen: g;; und h;; sind tatséchlich die erste bzw. zweite Fundamentalform
von f. Das erstere haben wir schon oben gesehen:

af af>

= (X0 X0) = (5o 57

Ferner ist v die Einheitsnormale von f wegen 0 = <1/ X; > = <1/, 5 > Damit gilt auch

<8Z28u1 > <ngaafk+hwyy> hij.- 0
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4.25. Bemerkung Fiir ein zweidimensionales Fléchenstiick bestimmt die erste Funda-
mentalform allein die Flache nicht schon eindeutig bis auf eine euklidische Bewegung.
Hierzu die folgenden Beispiele:

(i) Die Ebene (z,y) — (z,y,0) und der Zylinder (x,y) — (cosz,sinz,y) haben lokal
die gleiche erste Fundamentalform.

(ii) Eine kompakte konvexe Flidche mit einem flachen (d.h. ebenen) Teil kann man durch
einen ,, Buckel“ modifizieren, und zwar nach innen wie auch spiegelsymmetrisch nach
auBen. Die erste Fundamentalform merkt davon aber nichts, weil eine Spiegelung
die erste Fundamentalform bewahrt.

(iii) Die Wendelfliiche (bzw. das Helikoid) f und das Katenoid f haben die gleiche
erste Fundamentalform in geeigneten Parametern, vgl. 3.37. Folglich gilt K = K
nach dem Theorema Egregium, ferner gilt H = H = 0, also hier sogar k1 = &
und k2 = Ka. Dennoch sind beide nicht kongruent (d.h. nicht durch eine euklidische
Bewegung ineinander iiberfithrbar), auch nicht lokal, denn sonst wéren beide sowohl
Regelflichen wie Drehflachen, im Widerspruch zu 3.23 (iii).

Also gibt es in diesen Féllen jeweils zu festem (g;;) verschiedene Moglichkeiten fiir (hy;),
jeweils mit erfiillten Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi. Wenn man (g;;) und
(hij) so vorgibt, dal die Gleichungen 4.15 nicht erfiillt sind, dann gibt es iiberhaupt kein
Flichenstiick der Klasse C® mit diesen als Fundamentalformen.

4E Die Gauf3-Kriimmung in speziellen Parametern

Fiir 2-dimensionale Flichen im IR? liefert die Gauf-Gleichung insbesondere auch einen
expliziten Ausdruck fiir die GauB-Kriimmung, und zwar nur in Abhéngigkeit von der
ersten Fundamentalform, also von den drei Gré8en E, F, G als Funktionen von u!, u? bzw.
u, v. Dies folgt aus dem Theorema Egregium 4.16. Dieser Ausdruck ist (im allgemeinen)
jedoch recht kompliziert. Man erhélt die Gleichung

1

K= 4EG -~ F2)? (

Dl - D2)7

wobei D1 und D2 die folgenden Determinanten sind:

—2FE,, +4Fy, —2Gy, E, 2F,—E, 0 E, Gy,
D; = Det 2F, — G, E r , Do=Det| E, E F
Gy F G G, F G

Zum Beweis vergleiche man W.BLASCHKE, K.LEICHTWEISS, Elementare Differential-
geometrie, §45. Ohne auf den Beweis ndher einzugehen, werden wir unabhéngig davon
in 4.28 eine viel einfachere Formel in speziellen Parametern zeigen, und zwar ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit, d.h. fiir jede Fliche. Diese erlaubt dann handhabbare
Berechnungen mit der GauB-Kriimmung nur unter Verwendung der ersten Fundamental-
form.
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4.26. Spezialfall (orthogonale Parameter, Kriimmungslinienparameter)
Falls f: U — IR? keine Nabelpunkte hat, so kann man lokal Kriimmungslinienparame-
ter (u,v) einfithren mit F' = g10 = h1o = M = 0 (vgl. 3.15), also

E 0 L 0
(5 ) (8
mit den Hauptkriimmungen x; = %, Ko = % Es gelten dann die Gleichungen von
Codazzi-Mainardi (i) und Gauf (ii) wie folgt:

(i)

1 E, G,
_m((@)ﬁ (\/E)u)

Diese Gleichung fiir K gilt bereits rein innergeometrisch in orthogonalen Para-

metern, also falls I = (OE G) In isothermen Parametern mit £ = G = A gilt

K==+ () -t

BEWEIS: Der Beweis ergibt sich durch Spezialisieren der Formeln aus 4.15 und 4.16.

Man muf dazu zunéchst die Christoffelsymbole ausrechnen, zum Beispiel I'1;; = %Eu
und '}, = E /E, analog fiir die anderen Indizes. Dann liefert die Codazzi- Mainardi-
Gleichung 4 15 fiir i = j = 1, k = 2 einerseits sowie fiir i = j = 2,k = 1 andererseits
1E, 1E,
0=Ly—0+T%hog —Tigh1y = Ly — saN -5 Hl
1G 1G
=N, — ri -T2 =N, — ——L— -=2%N.
0 w—0+Tooh11 12h22 5 E L 5
Fiir die Gauf3-Gleichung verfahren wir wie in 4.16 beschrieben und berechnen
Det (1) = Z ((Fil)v u Tt Z Fglrfa Fil))gs2
_( 1(Ev) 1(Gu) 1E,1G, 1E,1G, 1EU( 1EU) 1G, 1G)G
U 2\Gg/y 2\GJu"2E2G 2G2G 2E\ 2G/) 2G2G
Dann folgt
Det (1) 1 E.G, G2 EG., EG, E® G?
K= = - (Evu Guu_—___ - —= _u)
Det() ~ 2BG\"™ T G G T2a "T2a 2T

— 2EG\/_(@ B, — E.(VEG), + VEG - Guu — Gu(VEG),)

1 B, G
:_2@((@)U+<\/E_G)u)' =
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4.27. Definition (geodétische Parallelkoordinaten)

Die Koordinaten eines Flichenstiicks f: U — IR? heifilen geoditische Parallelkoordina-
ten, falls die u-Linien stets nach der Bogenldnge parametrisierte Geodétische sind, die
jede der v-Linien orthogonal schneiden. Nach Konstruktion schneiden in diesem Fall
zwei v-Linien aus den u-Linien stets gleich lange Abschnitte heraus.

BEMERKUNG: Geoditische Parallelkoordinaten liegen dann und nur dann vor, wenn in
den Parametern u, v die erste Fundamentalform die Gestalt

1 0
(5 ¢)
hat mit einer positiven Funktion G = G(u,v). Die Notwendigkeit dieser Gestalt ist
klar nach Definition. Umgekehrt sicht man an dieser Gestalt, dal die u-Linien jedenfalls
nach Bogenlinge parametrisiert sind und stets senkrecht auf den v-Linien stehen. Die
Gleichung der Geodétischen Vy, f, = Fhfu, + F%l fv = 0 verifiziert man dann durch

Berechnung der Christoffelsymbole I'}; und I'?;. Dabei gehen keine Ableitungen von G
ein.

Lokal existieren auf jedem Fléchenstiick stets geodétische Parallelkoordinaten. Man kon-
struiert sie zu einer gegebenen festen Kurve u = u(9) (konst.) durch alle zu dieser Kurve
orthogonalen Geoditischen. Man muf3 aber noch zeigen, daf§ es sich tatsichlich um Koor-
dinaten handelt, zum Beweis vgl. W.BLASCHKE, K.LEICHTWEISS, Elementare Differenti-
algeometrie, §78. Ist speziell diese (Start-)Kurve u = u(?) ebenfalls eine nach Bogenlinge
parametrisierte Geodétische, so spricht man von FERMI- Koordinaten. Diese finden viel-
fach Verwendung in der Geodésie. Es gilt in diesem Spezialfall:

0
0 p) = = 0) ) — ko (0) .y _
G(u( )71))_1a 8UG(u( ),U)_O7 sz(u( )71})_0

fiir alle v und alle 1, j, k.

4.28. Folgerung In geodétischen Parallelkoordinaten (& g) gilt die folgende einfache
Gleichung fiir die GauB3-Kriimmung:

(VG)uu
VG

Alternativ dazu haben wir fiir I = (01 G%) den Ausdruck K = —G,,,/G.

K(u,v) = —

Dies ist ein Spezialfall von 4.26 (i) mit £ = 1. Beachte (vVG)yy = %(%) .

BEISPIEL:
Eine Rotationsfliche f(u,) = (r(u)cosy,r(u)sin ¢, h(u)) mit 72 + h'2 = 1 ist stets
nach geodétischen Parallelkoordinaten parametrisiert wegen

10
(5 2),

vgl. 3.16. Dies sind Fermi-Koordinaten nur in der Umgebung eines Kreises mit v’ = 0
und r = 1, vgl. 4.12. Die Formel von K = —ry,,/r in 4.28 spezialisiert sich dann zu
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der uns schon aus 3.16 bekannten Gleichung K = —r”/r. Vergleiche auch die Ro-
tationsflichen konstanter GauB-Kriimmung Ky als Losungen der Differentialgleichung
r” + Kor = 01in 3.17. Es ist nicht offensichtlich, dafl die Flichen vom Wulst- oder Spindel-
typ die gleiche erste Fundamentalform wie die Sphare haben. Aber in Fermi-Koordinaten

f(t, ) = (acostcos £, acostsin £ fo V1 —a2sin’z dz) um die Geodétische mit t = 0

ist dies tatséchlich der Fall. Es gllt dann I = (0 . 052015) unabhéngig von a. Als Anwendung
von 4.28 zeigen wir den folgenden Satz 4.30, der allgemeiner das Isometrie-Problem von
Fldchenpaaren behandelt. Isometrische Flichenpaare sind solche, bei denen die Langen-
und Winkelmessung dieselbe ist, wenn man sie geeignet aufeinander abbildet. Die préazise
Definition ist die folgende:

4.29. Definition (isometrisch)

Zwei Fldchenstiicke f, f heiflen isometrisch zueinander, wenn sie in geeigneten Koordi-
naten die gleiche erste Fundamentalform haben, d.h. wenn es zu f: U — R"+! f U —
IR"! eine Parametertransformation ®: U — U gibt, so dafl

(o 5) = ()

fiir alle 7, j. Zwei isometrische Flachenstucke sind damit ldngentreu aufeinander abbildbar,

d.h. die Abbildung f o®o fLf(U) — f(U) ist lingentreu. Vergleiche auch Def. 3.29.

4.30. Satz* (,Flichen mit gleicher konstanter GauB-Kriimmung sind isometrisch“)
f:U — IR® f:U — IR? seien Flichenstiicke mit der gleichen konstanten GauB-
Kriimmung. Dann sind lokal f und f isometrisch zueinander.

BEWEIS: K sei die konstante Gauf3-Kriimmung. Wir fixieren zwei feste Punkte in U, U
und fithren in geeigneten Umgebungen jeweils geodétische Parallelkoordinaten zu einer
Geoditischen u = 0 ein (d.h. Fermi-Koordinaten). Die Parameter bezeichnen wir fiir

beide Flichen mit dem gleichen Symbol (u,v). Die ersten Fundamentalformen I, I haben
dann nach 4.27 die Gestalt

I:(tl) G(iv))’ 7:@ @(3,@)

mit G(0,v) = 1 = G(0,v) fiir jedes v. Durch die nach 4.28 notwendig bestehenden
Differentialgleichungen

2 2 _
O Ja--kva, LT VG--kVa
ou? ou?

werden dann G und G eindeutig bestimmt wegen der ebenfalls notwendig geltenden

Anfangsbedingung
0 0 [
%VG(“?U)“:O =0= E™ G(u,v)|u:0.

4siehe F.MINDING, Bemerkung iiber die Abwicklung krummer Linien von Flichen, J. Reine u. An-
gewandte Mathematik (Crelle-Journal) 6, 159-161 (1830). Dort wird der Beweis ganz dhnlich wie hier
gefiihrt, und zwar in Polarkoordinaten E =1, F = 0 und G(0,v) = 0 sowie (v/G)«(0,v) = 1.
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Beachte, daf dies fiir jedes feste (aber beliebige) v eine gewshnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit Parameter u ist. Insgesamt folgt damit in diesen Parametern G' = G,
also I = I und damit die (lokale) Isometrie von f und f. O

WARNUNG: Im allgemeinen ist 4.30 nicht mehr richtig ohne die Voraussetzung, dafl die
Kriimmung konstant ist, d.h. es gibt nicht-isometrische Flachenpaare mit derselben Gauf-
Kriimmung in gewissen Parametern. Das kann sich beziiglich Fermi-Koordinaten oder
anderen Parametern durchaus dndern. Damit kann man dieselbe Differentialgleichung
wie oben nicht mehr verwenden. Siehe Ubungsaufgabe 7 fiir ein Beispiel zweier nicht-
isometrischer Fliachen mit gleicher Gauf-Kriimmung.

RUckBLICK: Satz 4.30 macht insbesondere klar, dafl es lokal nur eine Metrik (erste
Fundamentalform) mit K = 0 gibt, ndmlich die euklidische. Dies erkldrt noch einmal die
Ergebnisse iiber abwickelbare Fléchen in 3.24. Gleichzeitig liefert 4.30 einen einfacheren
Beweis fiir die Beziechung (1) < (2) in 3.24, auch ohne irgendwelche Details iiber die
Geometrie von Regelflichen. In jedem Fall ist aber eine Gerade, die in einer Fldche
liegt, auch stets eine Geodétische und muf} folglich unter einer Isometrie wieder in eine
Geodaétische iibergehen. Bei der Abwicklung einer Regelfléiche in die Ebene bleiben also
die Geraden notwendigerweise erhalten. Aulerdem wird durch 4.30 klar, daf} lokal alle
Rotationsflichen mit der gleichen konstanten Kriimmung in 3.17 zueinander isometrisch
sind, wenngleich dies nicht auf den ersten Blick an den Parametrisierungen sichtbar wird.

Bei zweidimensionalen Flichen gibt es viele Beispiele von Fldchenpaaren mit der glei-
chen ersten Fundamentalform, aber verschiedenen zweiten Fundamentalformen. Wie ist
das bei hoheren Dimensionen n > 3? Der folgende Satz gibt die iiberraschende Ant-
wort, dafl hier alles ganz anders ist, jedenfalls dann, wenn nicht nur die Dimension der
Hyperfliche mindestens gleich 3 ist, sondern auch der tatséchlich auftretende Rang der
Weingartenabbildung (oder der zweiten Fundamentalform). Die Flexibilitdt der zweiten
Fundamentalform bei festgehaltener erster Fundamentalform (vgl. die Beispiele in 4.25)
ist also ein Phénomen, das im wesentlichen nur den 2-dimensionalen Flichen zukommt.

4.31. Satz (,Die erste Fundamentalform bestimmt die zweite*)

7, f U — IR"*! seien zwei Hyperflichenstiicke mit der gleichen ersten Fundamental-
form (gi;) = (gi;j)- In einem Punkt p = f(u) sei der Rang der Weingartenabbildung L
mindestens gleich 3. Dann gilt fiir die zweiten Fundamentalformen in diesem Punkt

(hij(u) = £(hij (w)),

das Vorzeichen entspricht dabei der Wahl einer Orientierung.

BEwEIs: Bis auf eine euklidische Bewegung konnen wir die folgenden Gegebenheiten
annehmen: p = f(u) = f(u) sowie T,,f = T,f. Es seien ferner R, R, L, L die Kriim-
mungstensoren und Weingartenabbildungen von f und f. Die Gaufl-Gleichung besagt
dann

(LY, Z)LX — (LX, Z)LY = R(X,Y)Z = R(X,Y)Z = (LY, Z)LX — (LX, Z)LY

fiir alle Tangentialvektoren X,Y, Z € T, f. Nach Annahme gibt es X,Y so, dafl LX, LY
linear unabhéingig sind. Weil es damit auch ein Z gibt, das von LX und LY linear
unabhéngig ist, folgt aus der Gauf3-Gleichung, dafl dann auch LX LY linear unabhéngig
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sind. Folglich ist in jedem Fall E Z# 0, und durch mehrfaches Anwenden dieses Arguments
sieht man, dafl der Rang von L gleich dem Rang von L ist. Wihle nachtréglich X so,
daB LX # 0. Das zugehorige Y wird zunéchst einmal nicht fixiert.

Wir wollen nun zeigen, dafl LX, LX linear abhingig sind, und machen dazu die folgende
Widerspruchsannahme: LX, LX seien linear unabhdngig.
Wegen Rang(L) > 3 existiert ein Y, so da§ LX, LX, LY linear unabhéngig sind. O.B.d.A.
kénnen wir annehmen, da§ (LX,LY) = 0. Dann folgt aus der GauB-Gleichung mit
Z =LY

(LY,LY)LX — (LX,LY)LY = (LY,LY)LX — (LX, LY)LY.

Weil der letzte Koeffizient verschwindet, sind entweder LX, LX linear abhéngig (falls

(LX,LY) = 0), oder es sind anderenfalls LX LX, LY linear abhéngig, jeweils im Wider-
spruch zur Annahme.

Dieser Schlufi kann nun fiir jedes X mit LX # 0 durchgefiihrt werden mit dem Er-
gebnis, dafl LX = cxLX gilt fiir jedes X mit einem geeigneten cx € IR, das von X
abhéngen kann. Falls LX = 0, setzen wir cx = 0. In einer Eigenbasis von L gilt dann
LX; = \X; und LX = ¢;\; X, also ist das auch eine Eigenbasis von L. Da aber auch
N Xi+eiNX; = = L(X; +X;) =ci; L(Xi + X;) = ¢i; (M X + A X;) gelten muf, erhalten
wir ¢; = ¢;; = ¢; fiir alle 4,j mit A\;, A; # 0. Nach der obigen Vorbemerkung gilt ande-
rerseits Kern(L) = Kern(L). Da wenigstens einer der Eigenwerte ungleich 0 sein mufte,
folgt LX = cLX fir jedes X mit einer Konstanten ¢ # 0, die unabhéngig von X ist.
Beachte, daf fiir LX = 0 die Gleichung trivialerweise erfiillt wird von jedem mdglichen
c. Wiederum aus der GauB-Gleichung folgt dann ¢ = 1, also L = £L. Alle diese Be-
trachtungen gelten punktal im Punkt p. a

Wenn die Bedingung an den Rang von L in einem Punkt erfiillt ist, dann ist sie auch in
einer gewissen offenen Umgebung erfiillt. Daher liefert die Eindeutigkeit 4.23 die folgende
Aussage:

4.32. Folgerung Falls U zusammenh#ngend ist und falls fiir f, f U— R"! iiberall
(9i5) = (gs5) gilt und falls tiberall Rang(L) > 3 ist, dann stimmen f(U) und f(U)
iiberein bis auf eine euklidische Bewegung (inklusive Spiegelungen).

Mit anderen Worten: Unter der Voraussetzung Rang(L) > 3  bestimmt die erste
Fundamentalform die Geometrie der Hyperfliche allein.

Es ist aber keineswegs so, dafl man nun in Dimensionen n > 3 die erste Fundamentalform
(gij) beliebig vorgeben kann und diese dann durch ein Hyperflichenstiick (eindeutig)
realisieren kann. Vielmehr liefert die Gaufl-Gleichung dann Restriktionen fiir die Existenz
einer zugehorigen zweiten Fundamentalform, und zwar mehr als in der Dimension n = 2.
Ein Gegenbeispiel ist in Ubungsaufgabe 1 am Ende von Kapitel 7 genannt.

Bemerkung: Fiir Rang(L) < 2 ist die analoge Behauptung wie in 4.32 tatsiichlich nicht
wahr, wie man an Beispiclen zeigen kann. Fiir Rang(L) = Rang(L) = 1 nehme man
zwei orthogonale Zylinder iiber verschiedenen ebenen Kurven c, ¢ : Setze etwa f(t,z) =
(c(t), z), f(t, x) = (¢(t),x) mit t € I C R und = € IR™L. Beispiele mit Rang(L) =
Rang(z) = 2 kann man analog gewinnen durch orthogonale Zylinder iiber zwei isometri-
schen Fliachenstiicken wie z.B. Katenoid und Helikoid.
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4F Der Satz von Gauf3i—Bonnet

Der Satz von GauB-Bonnet ist einer der wichtigsten Sétze der Differentialgeometrie
iiberhaupt. Er driickt eine auf den ersten Blick iiberraschende Invarianz der integrierten
GauB-Kritmmung (bzw. deren Mittelwertes) aus. Das kann man sich wie folgt vorstellen:
Man betrachte ein 2-dimensionales Fliachenstiick mit einer Randkurve und unterwerfe es
einer Verdnderung, etwa so, wie wir das bei Minimalflichen in 3.28 kennengelernt haben.
Die Bedingung ist jetzt aber, dal nicht nur die Randkurve, sondern sogar ein Randstrei-
fen in der Niahe dieser Kurve festbleibt. Man dndert die Fliche also nur an Stellen, die
vom Rand weg separiert sind. Dann bleibt die integrierte Gauff-Kriimmung unveréandert!
Es kommt gerade so viel positive Kriimmung hinzu wie negative. Insbesondere gibt es
dann keine nichttriviale Bedingung fiir das betreffende Variationsproblem wie in 3.28.
Das Funktional, das einer Fliche die totale (also aufintegrierte) GauB-Kriimmung zu-
ordnet, ist einfach konstant. Dies gilt dann speziell auch fiir kompakte Fldchen ohne
Rand (d.h. kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten). Weil die Gauf-Kriimung
nach dem Theorema Egregium 4.16 rein innergeometrisch definiert ist, liefert hier der
Wert des Kriimmungsintegrals eine Invariante, die auch nicht von der Art der Einbet-
tung, sondern nur noch von der topologischen Gestalt der Flidche abhéingt, die sogenannte
Euler-Charakteristik x.

Um diesen Satz (lokal wie global) zu beweisen, fithren wir ihn zuriick auf den Hopf-
schen Umlaufsatz 2.28 sowie auf den bekannten Satz von Stokes. Der Satz von Stokes
148t sich am elegantesten im Differentialformen-Kalkiil formulieren, der auf E.CARTAN
zurilickgeht. Deswegen betrachten wir hier Differentialformen und formulieren die Haupt-
ergebnisse der lokalen Flichentheorie in dieser Weise um. Dies ist auch fiir sich niitzlich,
weil Differentialformen eine wichtige Rolle in der modernen Mathematik spielen. Als
,background* vergleiche man etwa die Ausfithrungen in O.FORSTER, Analysis 3, §§18—
20 oder auch K.JANICH, Vektoranalysis, Springer 1992, §3.

Im folgenden bezeichne V* stets den Dualraum von V, falls V' ein IR-Vektorraum ist.
Genauer gilt V* = {w:V — IR | w ist eine IR-lineare Abbildung}. Die Stellung der Indi-
zes orientiert sich in diesem Abschnitt 4F daran, dal die Elemente einer ON-Basis mit
unteren Indizes und die der zugehotrigen Dualbasis mit oberen Indizes versehen werden.

4.33. Definition (Differentialformen, dulere Ableitung)
Eine Pfaffsche Form (oder 1-Form) im IR"™ [bzw. auf einem Hyperflichenstiick| ist
eine Zuordnung

P wp € (LR

[ bzw. u— wy € (Tuf)*].

w heifit stetig oder stetig differenzierbar, wenn die Koeflizienten bzgl. der Standard-Basis
€1,...,ens1 |bzw. %, e, ;Tfn} diese Eigenschaft haben, also wenn alle w(e;) [bzw.

w( 5’1 f)] stetige oder stetig differenzierbare Funktionen sind (analog zu Definition 3.5).
Hier und im folgenden schreiben wir auch w(X) statt des formal korrekten wy(p, X)
fiir jedes p. Fiir eine ON-Basis X1,..., X1 des IR™ ! sei w!, ..., w™t! die zugehorige

Dualbasis, d.h.

i N o osio_ 1, 1=
“(Xﬂ)*‘sf{ 0, i £
Speziell bezeichnet man mit dz!, ..., dz"*! die Dualbasis der Standard-Basis e1, ..., ep11

im R""!. Es gilt dann stets die Gleichung w = ", w(e;)dz".



4F Der Satz von Gaufi—Bonnet 117

Um die kovariante Ableitung durch Differentialformen auszudriicken, beginnen wir mit
der Richtungsableitung im umgebenden Raum und definieren 1-Formen u.)§ durch die

Gleichung w(Y) = w'(Dy Xj) fiir jedes Y, wir erhalten dann
DyX; =Y wi(Y)X.

Diese w! erfiillen die Gleichung wi = —w! wegen w!(Y) + w!(Y) = Dy(X;, X;) = 0.
Es seien nun im folgenden stets Xy, ..., X, tangential und X,,+1 normal an ein Hyper-
fldchenstiick. Dann ist X,,41 nichts anderes als die uns gut bekannte Einheitsnormale v,
und es gilt
wi(Y) =w'(Dy X;) = w'(VyX;) fiiri,j<n

und fiir tangentiales Y. Man nennt die w}- auch die Zusammenhangsformen, weil sie die
kovariante Ableitung eindeutig bestimmen und weil eine solche kovariante Ableitung auch
als ein Zusammenhang bezeichnet wird (vgl. 5.15). Die Zusammenhangsformen spielen

hier etwa die gleiche Rolle wie die Christoffelsymbole. Beide bestimmen einander.

Im Hinblick auf die Gau-Bonnet-Formel denken wir besonders an den Fall n = 2. Des-
wegen benotigen wir hier auch eigentlich nur 1-Formen und 2-Formen, keine k-Formen
fir £ > 3. Die 2-Formen entstehen durch die Ableitung von 1-Formen, genauer durch
deren Schiefsymmetrisierung wie folgt:

Fiir eine 1-Form w = Y, w(X;)w' ist die dufere Ableitung dw erklirt als
do(X,Y) = Dx(w(Y)) - Dy (w(X)) - w([X, Y1),

Es gilt dann die Schiefsymmetrie dw(X,Y) = —dw(Y, X), und der Wert von dw(X,Y)
im Punkt p hingt nur ab von den Werten von X und Y im Punkt p (Ubung). Deshalb
wird dw punktweise eine schiefsymmetrische Bilinearform auf dem Tangentialraum. Im 2-
dimensionalen Fall wird dw also ein Vielfaches des Flichenelementes (mit einer Funktion
als Koeffizient), im allgemeinen wird eine solche 2-Form eine Linearkombination der
w! Aw?,i < j. Man setzt dabei w’ Aw/ = —w’ A w? und faBt das A-Produkt als bilineare
Operation auf, die je zwei 1-Formen eine 2-Form zuordnet (analog fiir k-Formen mit
hoherem k). Insbesondere ist w! A w? das Flidchenelement eines zweidimensionalen F1i-
chenstiicks im IR3.

BEISPIELE:

1. Jedes Vektorfeld X induziert eindeutig eine 1-Form w durch die Gleichung w(Y') =
(X,Y).

2. Das Kurvenintegral einer 1-Form w iiber eine Kurve ¢: [a, b] — IR™ ist definiert als

[w = /abw(c'(t))dt.
3. Es gilt 4 |

d(dz")(X,Y) = Dx(dz*(Y)) — Dy(da*(X)) — dz*([X,Y]) = X(Y') - V(X') -
[X,Y]*, wobei der obere Index i bei Vektoren einfach die i-te Komponente bezeich-
net. Der letzte Ausdruck verschwindet nun, wenn wir die Formel aus 4.5 fiir die
Lie-Klammer verwenden. Also folgt d(dz?) = 0.
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4. Ebenso folgt die Gleichung d(c - dz’) = da A dz’ fiir jede skalare Funktion a.

5. Das Differential df einer differenzierbaren skalaren Funktion f auf dem IR™*! ist

die 1-Form of
df = Z o

Man sieht dann, daf die Bedingung d(df) = 0 gerade dquivalent ist zur Symmetrie
der zweiten partiellen Ableitungen von f:

atdf) = Y a( ) nawt = 37 &/ do! nda' =3 or _of )do nda?
i ij

oz’ OzJ Ozt 0710z Oz Ot

1<j

6. Allgemeiner ist die Bedingung dw = 0 notwendig dafiir, daf} sich w als Differential
einer Funktion schreiben lift (Integrabilitdtsbedingung): w = df.

Die Ableitungsgleichungen der Flichentheorie 4.8 entsprechen nun einfach der Aufteilung
in wj fiir 7, j < n einerseits und wj, , andererseits, beachte X,,+1 = v (Einheitsnormale):

n+1 n
DyX;=> wi(Y)Xi,  VyX; =) wi(Y)X,
=1 =1

W Y) = (Dy X;, Xnt1) = —(Xj, Dy Xpq1) = (X;,LY) = II(X;,Y).

4.34. Satz (Maurer-Cartan-Strukturgleichungen)

Die folgenden Gleichungen driicken die Integrabilitdtsbedingungen der Ableitungsglei-
chungen der Flichentheorie durch Differentialformen aus, wobei die erste Gleichung
der GauB-Gleichung dhnelt und die zweite Gleichung der Codazzi-Mainardi-Gleichung;:

n+1

i dw’ + WiAWR =0 firi,j=1,...,n
J k J
k=1
n
(ii) Aol + Y wiAwhy =0 firi=1,...,n
k=1

BEWEIS: Der Beweis beruht wie der von 4.18 auf einer Zerlegung der hoheren Ableitungen
in Tangential- und Normalanteil:

0 = (X;,DxDyX; — DyDxX; — Dix.yX;)

= wi(DX(ZW?(Y)Xk) _DY(Z“J.?(X)X]C) - wa([X7 Y])Xk)

k

D WY (X) =Y Wl (Xwi(Y) +
k

k
+ 3 Dx (@) (X0) = 3 Dy (@ () (Xi) — 3 wh (X, Y] ()
k k k
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S wh AWE(X,Y) + Dx (Wi(Y)) - Dy (w}(X)) - wi([X, Y1)
k

= (e neh+adud)(x,y).
k

(i) entspricht nun einfach dem Fall i, j < n, und (ii) entspricht dem Falli < n,j =n+1.

Beachte dabei wZi% = 0 wegen der Schiefsymmetrie w§ = —wl. g

In 4.19 und 4.20 haben wir gesehen, dafl die GauB-Kriimmung einer Fliche bereits allein
durch den Kriimmungstensor R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vix,y1Z bestimmt
wird. Weil dieser offensichtlich schiefsymmetrisch in X und Y ist, kann man daraus in
natiirlicher Weise 2-Formen erkliren, die sogenannten Kriitmmungsformen. Sie enthalten
die gleiche Information wie der Kriimmungstensor.

4.35. Definition und Satz (Kriimmungsformen)
Fiir eine gegebene ON-Basis Xji,..., X, seien die Krimmungsformen Q’7 definiert
durch Qé(X7 Y) = (R(X,Y)X;, X;). Dann gilt die Gleichung

n
Q) = dwj + E wi A wj.
k=1

In Verbindung mit 4.34 (i) entspricht sie der Gau-Gleichung.

Fiir 2-dimensionale Flédchenstiicke gilt nach 4.20
Q3(X1, X2) = (R(X1, X2)Xa, X1) = Det(L) = K

und folglich die elegante Beziehung

KdA =K -w' Aw? = Q) = dwd + wl Awd +wl Aw? = dwi.

BEWEIS: Wir schreiben einfach die Gauf3-Gleichung wie folgt um:
(R(X.Y)X;,X;) = (LY, X;)(LX, X,) — (LX, X,)(LY, X.)

= w;“"l(Y) WX — w;-l"'l(X) wtHY) = —wle A w;”'l(X, Y).

Daraus folgt unter Verwendung von 4.34 (i)

n n+1 n
Q;:—w;HAw;LH: E w’chw;‘f— E wiAwf: E w}c/\w;‘f—l—dw;. O
k=1 k=1 k=1

4.36. Satz von Stokes B sei ein Kompaktum mit glattem Rand B im R*, und w
sei eine differenzierbare (k — 1)-Form, die in einer offenen Umgebung von B definiert
ist. Dann gilt der Stokessche Integralsatz

/dw:/ w.
B 9B
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Die Bezeichnung ,, Kompaktum mit glattem Rand“ meint nach O.FOSTER, Analysis 3,
§15 eine kompakte Teilmenge B C IRF, die von einer (k — 1)-dimensionalen differen-
zierbaren Untermannnigfaltigkeit 0B berandet wird. Im obigen Satz steht 0B fiir den
orientierten Rand von B. Dariiber hinaus gilt die gleiche Beziehung fiir das Bild von B
unter einer Immersion f oder eine entsprechende Teilmenge einer k-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit im euklidischen Raum (auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten, vgl.
W.LUcCK, Algebraische Topologie, Kap. 13). Im Spezialfall £ = 2 ist dann das Integral
auf der linken Seite ein gewdhnliches Oberfléichenintegral (im Sinne von 3.4), das Integral
auf der rechte Seite ist ein Kurvenintegral iiber die (orientierte) Randkurve.

Spezialfiille enthalten z.B. den GauBschen Integralsatz in der Ebene. Zum Beweis und zu
weiteren Informationen siche O.FORSTER, Analysis 3, §21.

4.37. Definition (geoditische Kriitmmung)

Zur Motivation von Kriimmungen auf Flidchen in 3.11 und 3.12 haben wir den Normal-
anteil der Kurvenkriimmung « als Normalkrimmung k, bezeichnet. Der Tangential-
anteil dieser Kurvenkriimmung heiit nun die geoddtische Krimmung k, der Kurve.
Mit k = ||De,e1|| = |l€lll, kv = (De,e1,v) = (€}, v) = II(e1, e1) folgt notwendig

Kg = <v€1617€2> = <6/1762>:

wobei e; der Einheits-Tangentenvektor der Kurve ist und ep der (orientierte und
normierte) Kurvennormalenvektor innerhalb der Fliche (d.h. ej,es sind hier eine
ON-Basis der Tangentialebene). Es gilt gemifl Ansatz k2 = mg + K2, vgl. 3.11. Die

geodétische Kriimmung ist eine wichtige Grofle in der Gaufi-Bonnet-Formel 4.38.

Insbesondere gelten dann die Ableitungsgleichungen
Ve, e1 = Kgea, Ve e2 = —Kge€1

in Analogie zu den Frenet—Gleichungen e} = kea, €, = —re; fiir ebene Kurven (2.5).
Beachte (V. ,e1,e1) = 0 in Analogie zu (e},e1) = 0 in der Frenet—Theorie. Bei fest
gewahlter Orientierung zeigt das Vorzeichen von k4 wie bei ebenen Kurven an, ob sich
die Tangente der Kurve beim Durchlaufen der Kurve linksherum oder rechtsherum dreht,
vgl. Bild 4.1 oder Bild 4.10. Geodétische sind dabei, genau wie die Geraden unter den
ebenen Kurven durch x = 0, durch x5 = 0 gekennzeichnet, vgl. 4.9:

Ved =0 < V,e1=0 < (V.er,e) =0 < r,=0.

4.38. Theorem (GaufB-Bonnet-Formel, erste lokale Version)

U C IR? sei eine offene Teilmenge, und B C U sei diffeomorph zur abgeschlossenen
Kreisscheibe (in der Terminologie von O.FORSTER, Analysis 3, §15: B sei ein Kom-
paktum mit zusammenhingendem glatten Rand in U).

Ferner sei f:U — IR? ein Flichenstiick, und zwar sei f injektiv. Der Rand von B sei
durch v: I — U so parametrisiert, da} das Innere von B zur Linken von ~ liegt, und
wir setzen ¢ = f oy. Dann gilt:

KdA + / Kgds = 2m,
7(B) c

wobei K die GauB-Kriimmung von f und x4 die geodétische Kriimmung von c ist.
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Bild 4.1: Kurven konstanter geodétischer Kriimmung in der 2-Sphére

Zur Terminologie: Diffeomorphie ist in 1.4 definiert. Dal B einen glatten Rand hat,
bedeutet gerade, dafl jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die entweder diffeomorph ist zu
einer offenen Kreisscheibe B? = {(z,y) € IR? | 2% +y* < 1} oder zur halben Kreisscheibe
B? = B>n{y > 0}, wobei der geradlinige Rand mit zur Menge gehért. Die Punkte
der ersten Art heiflen innere Punkte, die der zweiten Art Randpunkte von A, vgl. Bild
4.2. Nach Voraussetzung ist der Rand von B dann eine einfach geschlossene Kurve im
Sinne von Abschnitt 2F. Insbesondere ist der Hopfsche Umlaufsatz 2.28 anwendbar. Die
Injektivitdt von f wird nur fiir das Integral benotigt, damit nicht etwa Teile der Fliche
doppelt gezéhlt werden, vgl. Definition 3.4. Vom Standpunkt der inneren Geometrie
aus kann man dies aber ignorieren, wenn man das Integral iiber K einfach als Integral
f 5 K/g du A dv iiber den Parameterbereich interpretiert, vgl. 3.6.

\

Bild 4.2: Ausgangssituation bei der Gaufl-Bonnet-Formel

BEISPIELE:

1. Eine Kreisscheibe vom Radius r im IR? C IR3. Hier gilt K = 0 und k4 = %, und
dies impliziert [ KdA+ [ kqds = 2m.

2. Die obere Hemisphire {(x,y,2) € R* | ® +y*>+2* = 1,2 > 0}. Hier gilt K = 1 und
kg = 0 (weil der Aquator eine Geodétische ist) und damit [ KdA + [ k4ds = 2.

BEWEIS VON 4.38: Wir denken uns c:[a,b] — IR3 nach dem Bogenlingenparameter s
parametrisiert mit e; = ¢’ und begleitendem orientiertem 2-Bein eq, es in der Tangential-
ebene an die Fliiche (d.h. es ist ein Einheitsvektor, der senkrecht auf der Kurve steht, also
sozusagen die Einheitsnormale innerhalb der Flidche). Ferner wihlen wir orthonormale
Vektorfelder X1, Xo, v lings f, so dafi X; = %A | % | und so dafl v die Einheitsnormale
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an die Fldche ist. Wichtig ist, dafl X7, X5 und ey, e5 die gleiche Orientierung haben. Wir
konnen dann (wie in 2.23 und 2.24) einen Polarwinkel ¢ einfiihren durch

e1 = cospXi +sinpXo, eg = —sinpX; + cos pXs.

Genauer kann ¢: [a,b] — IR als stetige Polarwinkelfunktion erklirt werden. Nach dem
Hopfschen Umlaufsatz 2.28 gilt dann ¢(b) — ¢(a) = 27 (beachte hier, da§ B zur Linken
des Randes liegt). Wortlich gilt der Hopfsche Umlaufsatz zunéchst nur fiir die Kurve
~ in U und den dortigen Polarwinkel von ' mit der u!-Achse. Die Winkelmessung in
U kann jedoch stetig in die Winkelmessung in f(U) iibergefithrt werden durch die 1-
Parameterschar (1 —t)d;; +tg;; von ,,Skalarprodukten. Es bleibt ¢(b) — (a) aber stets
ganzzahlig und damit konstant, also tibertrégt sich der Hopfsche Umlaufsatz auf die
Kurve ¢ in f(U). Die Gleichung ¢’ = k in 2.23 iibertriigt sich aber nicht in der Weise,
daBl dann ¢’ = k4 gilt. Vielmehr enthélt ¢’ einen weiteren additiven Term wie folgt.

Aus (e1, X1) = cos ¢ folgt %(el, X1) = Z—f(f sin ). Der Hopfsche Umlaufsatz impliziert

dann , ,
d 1 d
2 = —(pds:—/ - —<e1,X1>d8
o ds . sinpds
b

1
N _A sin ¢ ((ve161,X1> + <elvv61X1>)dS

b
1
= —/ - <cos<p(V6161,el)—singp(Vcleheg)+cos<p(X1,VelX1>+sin<p<X2,VelX1>)ds
o SMY N——— N—— ———— N—————

=0 =Ky =0 :w%(el)

b
:/ (fig—i-w%(el))ds://ﬁgds—i-/ w%:/ligdS-F/ o2
a c f(0B) c f(B)

:/ﬁgd8+ K-wl/\w2:/figds+ KdA.
c f(B) c f(B)

Der Satz von Stokes 4.36 ist in Verbindung mit 4.35 in die drittletzte Gleichung eingegan-
gen. Man beachte, dafl diese Rechnung rein innergeometrisch ist und keinen Gebrauch
von der zweiten Fundamentalform macht. Tatséchlich gilt 4.38 auch rein innergeome-
trisch. O

4.39. Theorem (Gauf-Bonnet-Formel, zweite lokale Version)

B sei wie in 4.38, aber nicht diffeomorph zur abgeschlossenen Kreisscheibe, sondern
homoéomorph dazu, und zwar mit stiickweise glattem und zusammenhingendem Rand
(d.h. jeder Punkt hat eine Umgebung, die diffeomorph ist entweder zu B* oder B%
oder B2, ={(z,y) € R? | 2*4+y? <1, x > 0 und y > 0} oder aber zu dem Abschluf
von B®\ B3, in B? d.h. zu {(z,y) € R* | 2* + y*> <1, 2 <0 oder y < 0} ).

Im Bild f(B) seien mit a,...,a, die (orientierten) duBeren Winkel an den endlich
vielen Stellen (den sogenannten Ecken) bezeichnet, wo der Rand nicht glatt ist, dabei
sei stets —m < o; < m. Dann gilt:

KdA+/ mgd5+2ai:27r
f(B) af(B) P
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Bild 4.3: dulerer Winkel bei der Gauf-Bonnet-Formel

Den Beweis von 4.39 kann man entweder so fithren, dafl man den Hopfschen Umlaufsatz
verallgemeinert auf den Fall einer stiickweise glatten Kurve, oder man kann ihn auf
4.38 zuriickfithren, indem die endlich vielen Ecken durch Abrundung geglittet werden.
Dazu geniigt es, die Ecke der Randkurve von dem oben definierten Bi 4 durch eine
geeignete konvexe Kurve zu gldtten, und dann das Ergebnis durch den Diffeomorphismus
zuriickzuholen. Man hat sich das so vorzustellen, daf der dulere Winkel o; dem jeweiligen
»,ochwenk® der Tangente an der betreffenden i-ten Ecke entspricht. Diese technischen
Details wollen wir hier aber nicht weiter ausfithren. Die glatten Randstiicke zwischen den
Ecken nennt man auch Kanten und fait f(B) auch als abstraktes (oder gekriimmtes)
Polygon auf. Dies wird wichtig bei den kombinatorischen Betrachtungen in 4.43.

4.40. Folgerung (geoditisches n-Eck)
B sei wie in 4.39, aber der Rand bestehe aus endlich vielen Stiicken von Geodétischen
(ein sogenanntes geoddtisches n-Eck) mit AuBenwinkeln aq,. .., a,. Dann gilt:

KdA =27 — (67}

Im Spezialfall n = 3 (ein geoditisches Dreieck) erhalten wir das Theorema Elegantissimum
von Gaufl
KdA=2r—o1 —as—ag =1+ o+ 03—,
f(B)
wobei (3; := m — «a; die Innenwinkel seien (0 < 3; < 27). Daraus ergibt sich die folgende
Konsequenz.

4.41. Folgerung Die Innenwinkelsumme in einem geodétischen Dreieck

>, K>0
ist =, falls K=0 im Inneren des Dreiecks gilt.
<, K<0

Wichtig ist bei dieser einfachen Formulierung, dafl das Innere des Dreiecks tatséchlich
in der Fliche enthalten ist. Es geniigt also nicht, drei Stiicke von Geodétischen so
aneinanderzuheften, daf sie sich schlielen.
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QYA

Bild 4.4: Innenwinkelsumme im geodétischen Dreieck mit K > 0, K =0,K <0

Fiir ein geoditisches n-Eck ergibt sich analog die , kritische Innenwinkelsumme® (n —2)7
statt m, wieder mit Gleichheit im euklidischen Fall.

BEISPIEL: Ein Oktant der 2-Sphére ist gegeben durch
{(z,y,2) € R* | 2® +y* + 22 = 1,2,y,2 > 0}.

Dabei gilt K = 1 und x, = 0 (der Rand besteht aus Grofkreisbogen) und a; = %,
i =1,2,3. Dies impliziert die Gleichung

/KdA—i—/ng—i—Zal = 2.
—— =~ i
§47T o
Dafl die Innenwinkelsumme in einem euklidischen Dreieck genau gleich 180° = 7 ist,
gehort zu den grundlegenden Erkenntnissen der euklidischen Geometrie. In der sphéri-
schen Trigonometrie war seit alters her wohlbekannt, dafl die Innenwinkelsumme grofier
als 7 und kleiner als 57 ist und daf} sie mit der Grofe des Dreiecks wichst. Der hyperbo-
lische Fall (K = —1) ist dabei am interessantesten, weil das im Zusammenhang mit dem
Parallelenaxiom und der nicht-euklidischen Geometrie gesehen werden muf, vgl. 3.44.
In der hyperbolischen Ebene ist es so, dafl die Innenwinkelsumme umso kleiner wird,
je grofler das Dreieck wird. Jede Zahl zwischen 0 und 7 kann dabei angenommen wer-
den. Der Fldcheninhalt eines geoditischen Dreiecks kann daher nach der Gleichung in
4.40 den Wert 7 nicht iibersteigen, obwohl der Fldcheninhalt der ganzen hyperbolischen
Ebene keinen endlichen Wert hat.

4.42. Folgerung Falls auf einem Fldchenstiick iiberall K < 0 gilt, so gibt es kein
geoditisches 2-Eck im Sinne von 4.40. Mit anderen Worten: In einem einfach zusam-
menhédngenden Gebiet mit K < 0 kdnnen sich Geodétische nie zweimal schneiden.

4.43. Theorem (GauB-Bonnet-Formel, globale Version)
M C IR? sei eine kompakte 2-dimensionale (orientierbare) Untermannigfaltigkeit (ohne
Rand). Dann gilt:

/ KdA =2mx(M),
M

wobei x(M) € Z die Euler-Charakteristik von M ist, die invariant unter Homdomor-
phismen und insbesondere unabhingig von der Art der Einbettung als Untermannig-
faltigkeit ist.

BEWEISSK1ZZE: Wegen der Kompaktheit kann M durch endlich viele Teilmengen iiber-
deckt werden, die sich als Bild eines Flidchenstiicks im Sinne von Def. 3.1 beschreiben
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lassen. Daher kann M in endlich viele Teile My, ..., M, zerlegt werden, so daf} folgendes
gilt:

L M=U", M

2. M; N M; enthalt fiir 7 # j keine inneren Punkte, sondern hoéchstens Randpunkte
von M; bzw. M;

3. jedes M; ist ein Kompaktum mit stiickweise glattem und zusammenhingendem
Rand wie in 4.39 (sowie mit endlich vielen Ecken und Kanten und mit zugehorigen
AuBenwinkeln a;;).

Eine kompakte Untermannigfaltigkeit ohne Rand ist stets orientierbar im Sinne von 3.6
und 3.7. Daher gilt fiir jedes ¢ = 1,...,m und die Orientierung wie in 4.39

KdA+/ Kods = 2w — Q.
J a [, s =2 =3

* J

Bei der Summe iiber alle ¢ heben sich die Randanteile auf, d.h. >", f@M- Kgds = 0, und
wir erhalten
KdA =2mm — Zaij

M ij

=2mm — Z(T( — Bij)  (wobei die f;; die Innenwinkel seien)
2

= 2rr( Zahl der Ecken — Zahl der Kanten +m) =: 2mx(M).

Die vorletzte Gleichung sieht man ein, wenn man sich iiberlegt, dafl in jeder Ecke die
Innenwinkelsumme gleich 27 ist und folglich ZI j Bij gleich der Zahl der Ecken ist, multi-
pliziert mit 27. Ferner ist die Zahl aller Summanden in der Summe gleich dem Doppelten
der Zahl der Kanten (jede Kante kommt in genau zwei der M; vor, und jedes M, hat
genauso viele Ecken wie Kanten), und damit ist Zi’ ;  gleich der Zahl der Kanten, mul-
tipliziert mit 2.

Die letzte Gleichung ist nichts anderes als die Definition der Euler-Charakteristik x(M).
Tatséchlich hangt x (M) schon rein kombinatorisch nicht von der Wahl der Zerlegung in
die M; ab. Fiir kompakte Flidchen zeigt die Gau3-Bonnet-Formel das gleiche noch einmal,
und zwar unabhiingig von kombinatorischen Uberlegungen. Denn das Integral von K iiber
M ist unabhéngig von der Zerlegung in die Teile M;, vgl. O.FORSTER, Analysis 3, §14.

Der Flichenklassifikationssatz der Topologie besagt, daf je zwel (abstrakte) kompak-
te Fldchen ohne Rand homdomorph (oder sogar diffeomorph) zueinander sind genau
dann, wenn ihre Euler-Charakteristiken gleich sind und entweder beide orientierbar oder
beide nichtorientierbar sind. Fiir einen Beweis siche z.B. E.OssA, Topologie, §3.8. oder
M.A.ARMSTRONG, Basic Topology, Springer 1983, Ch. 7. Die Standard-Modelle fiir kom-
pakte Flichen (oder genauer: 2-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeiten) sind einer-
seits die Sphére mit g aufgesetzten Henkeln (Zylinder) und andererseits die Sphére mit
g aufgesetzten Mobiusbdndern. Um einen Zylinder aufzusetzen, schneidet man zwei dis-
junkte (und separierte) Locher hinein und verklebt dann die beiden Rédnder mit denen des
Zylinders in orientierungserhaltender Weise. Um ein M6biusband aufzusetzen, schneidet
man ein Loch hinein und klebt das Mébiusband ldngs des Randes hinein (der Rand vom
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Mobiusband ist ja zusammenhéngend). Man spricht dann von den orientierbaren Flichen
vom Geschlecht g im ersten Fall und den nichtorientierbaren Flichen vom Geschlecht g
im zweiten Fall. Die Euler-Charakteristik ist y = 2 — 2¢g im ersten Fall bzw. x =2 — ¢
im zweiten. Fiir die orientierbaren Flichen erkennt man das Prinzip des Aufbaus auch
an Bild 4.5.

Orientierbare Beispiele sind die Sphdre mit ¢ = 0 und x = 2, der Torus mit ¢ = 1 und
X = 0 und die Brezelfliche mit g = 2 und x = —2. Nichtorientierbare Beispiele sind die
projektive Ebene mit ¢ = 1 und x = 1 und die Kleinsche Flasche mit g = 2 und x = 0.

Bild 4.5: Orientierbare Fliche vom Geschlecht 3 und y = —4, zerlegt in Bausteine®

Zwei letzte Bemerkungen: (i) Die Konstanz von | o KdA bei festgehaltenem topologi-
schen Typ von M kann man auch durch Variationsrechnung ohne die lokale Version der
GaufB-Bonnet-Formel einsehen. Es 148t sich n&dmlich zeigen, dafl rein innergeometrisch
die Variation dieses Integrals bei beliebiger Anderung der Metrik (d.h. der ersten Fun-
damentalform) identisch verschwindet. Siche dazu 8.6 und 8.8.

(ii) Ein Analogon von 4.43 fiir kompakte Hyperflichen im IR"*! mit geradem n besagt
[y KdV = c,x(M), wobei ¢, das halbe Volumen der Einheits-Sphére S™ und K die
GauB-Kronecker-Kriimmung, also die Determinante der Weingartenabbildung, bezeich-
net.% Fiir ungerade Dimensionen ist solch ein Satz nicht wahr, vgl. Ubungsaufgabe 21.

4G Ausgewihlte Kapitel der globalen Flichentheorie

Die Flichentheorie im Grofien oder globale Flichentheorie befafit sich mit den Eigenschaf-
ten kompakter Fldchen oder solcher Flidchen, die in einem bestimmten Sinne vollstindig
sind. Die Vorstellung dabei ist die, daf sich eine nichtkompakte, aber vollstéindige Fliche
,bis ins Unendliche“ erstreckt. Kompakte Flichen (ohne Selbstdurchdringungen) stellen
wir uns am besten als 2-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeiten vor (vgl. 1.5,
zur Orientierbarkeit vgl. 3.7). Der Satz von Gau—Bonnet fiir 2-dimensionale kompakte
Untermannigfaltigkeiten des IR? besagt in diesem Fall nach 4.43 die Gleichung

/ KdA =2mx(M).
M

5nach F.APERY, Models of the real projective plane, Vieweg 1987, S. 130

6H.Hopr, Uber die curvatura integra geschlossener Hyperflichen, Math. Annalen 95, 340-367 (1926),
vgl. D.H.GoTTLIEB, All the way with Gauss—Bonnet and the sociology of mathematics, Amer. Math.
Monthly 103, 457469 (1996)
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Im Anschlufl an dieses Resultat wenden wir uns zunéchst der totalen Absolutkriimmung
zu und diskutieren dann einige klassische Resultate iiber Flachen mit konstanten Kriim-
mungen. Zunichst kann man das Integral der GauB-Kriimmung durch die Oberfléche des
Gaufischen Normalenbildes ausdriicken, d.h. durch das Bild unter der Gaufl-Abbildung
v. Das Symbol Volgz bezeichnet dabei die Oberfliche (d.h. das 2-dimensionale Volumen)
einer Teilmenge der 2-Sphire.

4.44. Lemma (Gaufisches Normalenbild)
f:U — IR? sei ein Flichenstiick, B C U sei kompakt, die Gau-Abbildung v: U — S?
sei injektiv und habe maximalen Rang. Dann gilt

/ |K|dA = Volg: (v(B)).
f(B)

BEWEIS: Wir orientieren die Fliache so, daf3 f dA positiv wird. Dann haben wir einerseits
die Gleichung

|K|dA:/ |Det(L)|dA:/ |Det(L)|y/Det(g;;)du’ du?
/f(B) 5(B) B !

und andererseits

Volg: (v(B)) :/B\/Det(e,;j)dulduQ:/B\/(Det(L))QDet(gij)dulduz.

Dabei bezeichnet e;; die dritte Fundamentalform, die ja nichts anderes ist als die erste
Fundamentalform des sphérischen Bildes, vgl. 3.10. Die letzte Gleichheit folgt aus dem
Transformationsgesetz fiir die Gramsche Determinante. Dies sieht man am besten in
einer Eigenbasis der Weingartenabbildung ein: Es sei LX = AX,LY = uY, dann ist
Det(L) = Ap und

LX,LX) (LX,LY VLX) AR(X.Y
Det( <(LKLX>> <(LY,LY>> )—Det( Au<<Y,X; X, Y) )

v (5 )

(Y, X) (YY)

4.45. Folgerung Fiir ein Flichenstiick f:U — IR® sei (U,)nen eine Folge von
offenen Mengen im Parameterbereich U. Nehmen wir an, da3 U, C U, fiir alle n
gilt und das (), f(Un) = {p}, dann gilt

o Volg(u(Ua)
K(p) = nhlglo Vol (Uy)

4.45 folgt direkt aus 4.44 sowie dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Dabei mufl man
allerdings die Oberfliche des Gaufischen Normalenbildes mit einem Vorzeichen versehen,
je nachdem, ob v orientierungserhaltend oder —umkehrend ist. Positive GauB-Kriimmung
liefert dann eine positive Oberfliche und negative Gauf-Kriimmung eine negative. Damit
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kann man die Gau-Kriimmung als die infinitesimale Flidchenverzerrung (mit Vorzeichen)
der GauB-Abbildung v interpretieren. Die Punkte mit K = 0 werden damit als diejenigen
Punkte charakterisiert, in denen die Gau-Abbildung einen Rang kleiner als 2 hat.

Eine konvezre 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist analog zu 2.30 erklédrt, ndmlich
als (glatter) Rand einer konvexen 3-dimensionalen Menge im IR®. Ein Beispiel ist das
Ellipsoid mit der Gleichung x2/a? + 32/b? + 22/c? = 1.

4.46. Satz (Totale Absolutkriimmung)

(i) My bezeichne eine strikt konvexe und kompakte 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des IR3, d.h. eine Fliche mit K > 0 iiberall, die eine konvexe Menge
berandet (man sagt aus naheliegendem Grund auch Eifliche dazu). Dann ist
deren GaufB-Abbildung global bijektiv, und es gilt

KdA = 4.
Mo

(ii) M sei jetzt eine beliebige kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R mit My = {z € M| K(z) >0},M_={z € M | K(z) < 0}. Dann gilt die
Ungleichung

KdA > 4x
M,

mit Gleichheit genau dann, wenn M, im Rand der konvexen Hiille von M ent-
halten ist.

(iii) Es sei M wie in (ii). Dann gilt die Ungleichung
/ |K|dA > 27 (4 — x(M))
M

mit Gleichheit genau fiir fM+ |K|dA = 47 und [, |K|dA =27(2— x(M)).

BEWEIS: (i) Zunéchst miissen wir einsehen, daf eine iiberall definierte und stetige Gaus$-
Abbildung v: My — S? notwendig global bijektiv ist (und damit sogar ein Diffeomor-
phismus wegen der Voraussetzung an die Differenzierbarkeit). Wenn wir v so wihlen,
dal v(z) in jedem Punkt x € M, nach auflen zeigt (also von der Fliche weg), dann
definiert dies offensichtlich eine stetige Gauf-Abbildung. Ferner ist v surjektiv: In jeder
Richtung e € 52 konnen wir durch geeignete Parallelverschiebung eine Ebene finden, die
die Flidche beriihrt und senkrecht auf e steht, und zwar auch so, daf e nach auflen zeigt,
also in diesem Punkt 2 dann notwendig mit v(z) iibereinstimmt. v ist auch injektiv: Falls
v(xz) = v(y) fiir zwei verschiedene Punkte x, y der Fliche gilt, dann sind die beiden Tan-
gentialebenen in x und y parallel zueinander. Wegen K > 0 liegt lokal die Fliche jeweils
strikt in einem Halbraum davon (bis auf die Punkte z, y selbst), und zwar in dem Halb-
raum, der dem Vektor e entgegengesetzt ist, d.h. dem Halbraum mit demselben &ufleren
Normalenvektor e. Dies widerspricht aber der Konvexitét, da die Verbindungsstrecke von
z nach y ganz im Inneren der Fliiche liegen miifite, jetzt aber zum Teil im AuBeren liegt.
Aus der Bijektivitdt der GauB-Abbildung v folgt nun aber nach 4.44, daf |, o B dA mit

der Oberflidche der ganzen 2-Sphére (also 47) iibereinstimmt.
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Fiir den Beweis von (ii) iiberlegt man sich, da M in jedem Fall eine konvexe Hiille
besitzt mit Rand M. Dieses M ist ecine (eventuell nicht strikt) konvexe Fliche. Auf
jeden Fall enthilt M (also auch M) alle Punkte von M mit K > 0, denn anderenfalls
miiBite die konvexe Hiille kleiner sein. Jeder Punkt von M erfiillt K > 0, und folglich gilt
/; M\M, KdA = 0. Wir wiirden nun gerne auf M die Gleichung in (i) anwenden mit dem
Ergebnis
KdAZ/ _KdA= | KdA=4nr.

M MynM M
Die Gleichung in (i) gilt aber zunichst nur fir strikt konvexe Flichen mit K > 0.
Uberdies ist M im allgemeinen nur von der Klasse C', und zwar genau an den Stellen,
wo M den Rand der konvexen Hiille verldft. Man kann aber zeigen, dafl dann die Gauf}-
Abbildung auf M \ {# € M | K(z) = 0} zwar nicht bijektiv ist, aber dennoch die
gesamte Fliche von S? einfach iiberdeckt, weil die Teile mit K = 0 nichts zum Integral
beitragen. Denn auf einem offenen zusammenhéngenden Stiick der Fliche mit K = 0 muf3
ja die Funktionaldeterminante von v verschwinden und damit die Volumenverzerrung
von v. Andererseits wird jedes Element von S2 als Bild von v angenommen, und eine
Umgebung jedes Punktes mit K > 0 trigt einen positiven Anteil zum Integral bei.
Damit ist [ KdA = 4 auch fiir beliebige konvexe C2-Flichen sowie fiir konvexe Hiillen
von nicht-konvexen C2-Flichen. Es gilt also die Ungleichung in (ii), und im Falle der
Gleichheit || My = 47 kann es keine Punkte positiver Kriimmung geben, die nicht in M
liegen.
(iii) ergibt sich nun einfach aus (ii) und 4.43 durch Zerlegung des Integrals

l/ |K|dA = UQdAﬁ—/m |K|dA
M M, M

:2/ KdAf/ KdA=2 KdA —2nx(M) > 87 — 21y (M).
My M My

4.47. Definition (Straffheit)

Wenn eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR® die Gleichheit in
4.46 (iii) erfiillt, dann hat sie offenbar nur so viel positive Krilmmung wie zwingend
notig, und das Integral der absoluten Kriimmung | K| ist so klein wie irgend méglich
bei festgehaltenem topologischen Typ der Flache. Man nennt dann eine Fliche straff
(engl.: ,tight*), wenn ihre totale Absolutkriimmung minimal ist, also wenn gilt

/|KMA:2M4—XM@)
M
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BEMERKUNGEN:

1. Die Definition 4.47 kann man auch auf kompakte Flichen mit Selbstdurchdringungen
anwenden. In der Tat gelten sowohl 4.46 als auch 4.48 in diesem Fall ebenso, und in
geeigneter Form auch fiir nichtorientierbare Flichen. Allerdings muff man den Beweis
von 4.46 etwas modifizieren, und vor allem mufl man erst einmal die Definition kldren.
Dazu ist es notig, iiber global definierte Immersionen von abstrakten Mannigfaltigkeiten
zu sprechen. Den Begriff einer abstrakten Mannigfaltigkeit werden wir aber erst in Kapitel
5 einfithren und konnen ihn daher hier nicht verwenden.

2. Wie die Totalkriimmung [, KdA ist auch die totale Absolutkriimmung [} [K|dA eine
Grofle der inneren Geometrie. Damit ist in gewissem Sinne auch die Straftheit innergeo-
metrisch bestimmt. Man beachte aber, dal ohne einen umgebenden euklidischen Raum
die Ungleichung in 4.46 (iii) falsch wird. Es gibt rein abstrakt auf kompakten Flichen
auch Metriken mit verschwindender (flacher Torus, vgl. 5.10 und 7.24) oder rein negativer
GauB-Kriimmung, und damit wird die Gleichheit in der schwéicheren Ungleichung

[ 1Kl 2 2alxo)

M

moglich. Der Fall der Gleichheit in der letzten Ungleichung bedeutet einfach, dafl das
Vorzeichen von K in jedem Punkt gleich dem Vorzeichen von x (M) sein mufl.

3. Das Bild 4.6 zeigt eine straffe Fliche vom Geschlecht 2, und zwar als eine Zusammen-
hangskomponente der algebraischen Fliche”

2(y? — 322)(1 — 22) + (2% + y)? = (922 — 1)(1 — 22).

4.48. Folgerung Die folgenden Bedingungen an eine kompakte Fliche M C IR?
sind dquivalent:

(i) M ist straff.
(ii) [y IK|dA = 27(4 — x(M)).
(iii) [y, KdA = 4.

(iv) Jede Ebene & C IR? zerlegt M in hichstens zwei Zusammenhangskomponenten,
d.h. M\ € zerfiillt in héchstens zwei zusammenhéngende Teile, jeweils auf einer
Seite der Ebene.

BEWEIS: Die Aquivalenzen von (i), (ii), (iii) sind klar nach 4.46 und 4.47.

Fiir die Implikation (iii) = (iv) machen wir die Widerspruchsannahme, dafi M \ & we-
nigstens drei Komponenten hat. Zunéchst iiberlegt man sich, dafl jede Komponente von
M \ € mindestens einen Punkt mit positiver GauB-Kriimmung enthalten muf}: Diejeni-
ge Ebene, die parallel zu £ ist und den jeweils maximal von £ entfernten Punkt einer
Komponente enthélt, beriihrt diese in einem Punkt mit K > 0, und zwar mit einer
Fléachennormalen v, die senkrecht auf £ steht. Wenn wir an £ etwas wackeln, erhalten

"nach T.BANCHOFF, N.H.KUIPER, Geometrical class and degree for surfaces in three-space, Journal
of Differential Geometry 16, 559-576 (1981), Abschnitt 5
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Bild 4.6: Eine straffe Flache vom Geschlecht 2

wir eine (variable) Ebene £’ und kénnen so erreichen, daf die zugehérigen Normalen v/
eine offene Menge im Gauflschen Normalenbild iiberdecken, und dafl die Zahl der Kom-
ponenten von M \ & stets mindestens drei ist, denn diese Komponenten sind offen in
M. Dann muf} es wegen 4.44 zu wenigstens einer dieser Normalen v’ drei Beriithrpunkte
strikt positiver GauB-Kriimmung in den drei Komponenten geben. Andererseits liegen
nach 4.46 (ii) alle Punkte mit positiver GauB-Kriimmung im Rand der konvexen Hiille.
Dies ist aber jetzt aber fiir den dritten Punkt unméglich, denn im Rand der konvexen
Hiille kann es nur zwei dieser Punkte geben. Mit anderen Worten: Es kann niemals drei
verschiedene parallele Ebenen geben, die eine konvexe Fliche (ndmlich den Rand der
konvexen Hiille von M) beriihren. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, daf} es drei
oder mehr solche Komponenten gibt.

Fir (iv) = (iii) nehmen wir umgekehrt an, daf§ fM+ KdA > 4r. Dann gibt es nach 4.46

einen Punkt x mit positiver Gaufl-Kriimmung, der nicht auf dem Rand M der konvexen
Hiille liegt, sondern im Inneren der konvexen Hiille. Wenn wir die Tangentialebene in x
ein kleines Stiick weit parallel verschieben in eine Ebene £, konnen wir erreichen, dafl
M \ € eine kleine Umgebung von z als eine separate Komponente enthélt. Andererseits
mufl M\ £ aber mindestens zwei weitere Komponenten haben, weil £ ja durch das Innere
der konvexen Hiille geht. Also gibt es mindestens drei Komponenten im Widerspruch zu
(iv). O

4.49. Folgerung Die Straffheit einer kompakten Fliche ist invariant unter projektiven
Transformationen des umgebenden Raumes. Genauer sei M eine straffe 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des IR, und F sei eine projektive Transformation des projektiven
Abschlusses IRP? = IR UIRP? mit Fernebene IRP?, die jeden Punkt von M im endlichen
beléfit, so dafl also F'(M) die Fernebene nicht trifft. Dann ist F'(M) wieder kompakt und
straff.

Dies folgt einfach daraus, daf§ eine projektive Transformation F' Ebenen in Ebenen
iiberfithrt. Die Zwei-Komponenten-Eigenschaft in 4.48 (iv) bleibt also erhalten, denn
F(M)\ F(€) hat ebenso viele Komponenten wie M \ €.
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BEMERKUNGEN:®

1. Weil die Eigenschaft (iv) in 4.48 keine Differenzierbarkeit voraussetzt, nennt man allge-
meiner eine kompakte Teilmenge des IR3, die homémorph zu einer Fliiche ist, straff, wenn
die Eigenschaft (iv) erfiillt ist (Zwei-Stiick-Eigenschaft, engl.: , two-piece property*). Die
so erkldrte Straffheit ist dann eine Verallgemeinerung der Konvexitét, weil alle konvexen
Mengen und der Rand jeder konvexen Menge diese Eigenschaft (iv) haben.

2. Die differentialtopologische Interpretation der Straftheit ist die folgende: Es ist so,
daf in fast allen Richtungen z (im Sinne des Lebesgue-Mafles) die lineare Funktion
M > p > (p,z) nur endlich viele (und nicht-degenerierte) kritische Punkte (d.h. Punkte
mit verschwindendem Gradienten) auf der Untermannigfaltigkeit M hat. Die Zahl die-
ser kritischen Punkte ist fiir jede kompakte Fliche stets grofier oder gleich 4 — x(M).
Gleichheit fiir fast alle z hat man genau fiir die straffen Fléchen.

3. Es gibt orientierbare und straffe Flachen von beliebigem Geschlecht. Die Sphére und
der Rotationstorus sind offensichtlich straff, das Beispiel in dem obigen Bild zeigt, wie
man sich Beispiele fiir hoheres Geschlecht vorstellen kann. Im Prinzip geniigt es, an eine
gegebene straffe Fliche vom Geschlecht g einen Henkel mit nichtpositiver Kriitmmung
anzuhédngen, und man erhélt eine straffe Fliche vom Geschlecht g + 1. Interessant ist
nun, daf8 es auch nichtorientierbare Flichen im IR? gibt, die die gleiche Straffheitsei-
genschaft haben. Dazu mufl man die obigen Definitionen geeignet modifizieren (vgl. die
Bemerkung nach 4.47), weil es keine global definierte Gaufl-Abbildung und kein glo-
bal definiertes Fldchenelement mehr gibt. Die Bedingung in 4.48 (iv) kann aber direkt
iibernommen werden. Freilich haben geschlossene nichtorientierbare Flichen im IR? stets
Selbstdurchdringungen. Sie existieren aber als global definierte Immersionen von abstrak-
ten nichtorientierbaren Fliachen. Nichtorientierbare straffe Flachen gibt es fiir jeden Wert
der Euler-Charakteristik y < —2. Die einzigen Ausnahmen sind somit die projektive
Ebene (x = 1), die Kleinsche Flasche (x = 0) und die nichtorientierbare Fliche vom
Geschlecht 3 (x = —1), vgl. den Flichenklassifikationssatz nach 4.43.

Ohne Beweis erwéhnen wir noch das folgende Resultat iiber die Totalkrimmung von
nicht-kompakten Flichen.

4.50. Satz (S.COHN-VOSSEN 1935 9)

Es sei M eine nicht-kompakte, aber vollsténdige 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des IR? (Vollstéindigkeit bedeutet hier, daf8 jede Cauchy-Folge in M konvergiert). Dann
gilt fiir die Totalkriimmung die Ungleichung

/ KdA <2mx(M)
M

mit Gleichheit zumindest dann, wenn die Gesamtfléiche f 2 @A endlich ist. Genauer ist
die Voraussetzung dabei, da8 [, K'dA entweder als uneigentliches Integral konvergiert
oder nach —oo divergiert. x(M) bezeichnet die Euler-Charakteristik, die im nicht-
kompakten Fall entweder endlich ist oder aber formal als —oo erkliart wird.

8vgl. dazu als Ubersichts-Artikel T.BANCHOFF, W.KUHNEL, Tight submanifolds, smooth and polyhe-
dral, in: Tight and taut submanifolds, MSRI Publ. 32, 51-118, Cambridge Univ. Press 1997
9Kiirzeste Wege und Totalkriimmung auf Flichen, Compositio Math. 2, 69-133 (1935)



4G Ausgewihlte Kapitel der globalen Flachentheorie 133

Dieser Satz gilt eigentlich allgemeiner und zudem rein innergeometrisch fiir jede abstrak-
te 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer (abstrakten) ersten Fundamentalform, die
vollstindig ist, was hier bedeutet, dafl jede Geoditische nach beiden Seiten unendlich
lang ist. Zu diesem Vollstandigkeitsbegriff vergleiche man auch Abschnitt 7C. Man kann
dann sagen, der Satz von Cohn-Vossen gilt fiir vollstdndige 2-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

Auch Minimalflichen kann man ,;im Grofien“ studieren, d.h. man kann nach vollstandigen
Minimalflichen im Raum suchen, insbesondere nach solchen ohne Selbstdurchdringungen
und nach solchen mit endlicher Totalkriimmung.'®

Nach der totalen Absolutkriimmung betrachten wir noch Konstanzbedingungen an die
Kriimmungen einer Fliche. Dies ist eine sehr natiirliche Fragestellung, vgl. auch die Kon-
stanzbedingungen fiir die Frenet—Kriimmungen der Kurventheorie. Die (runde) Sphére
hat jedenfalls konstante Gaufl-Kriimmung und konstante mittlere Kriimmung sowie kon-
stante Hauptkriimmungen. Schon in klassischer Zeit hat man globale Sétze gefunden, die
die (runde) Sphire durch solche Kriimmungsbedingungen kennzeichnen.

4.51. Satz (H.LIEBMANN 1899 1)

M sei eine kompakte 2-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des JR3 mit konstanter

Gaufl-Kriimmung K. Dann ist K positiv, und M ist eine Sphére vom Radius r = #

BewEIS: Jede kompakte Fliche im IR? hat wenigstens einen Punkt py mit K (pg) > 0.
Dies folgt zum Beispiel aus 4.46 (vgl. aber auch Ubungsaufgabe 10 unten). Also ist die
Konstante K positiv. Es bezeichnen nun £ > A > 0 die beiden Hauptkriimmungen. Falls
stets k = A\ gilt, so ist schon lokal die Fléche ein Stiick einer Sphére nach Satz 3.14. Dies
gilt dann erst recht global. Anderenfalls gibt es einen Punkt p mit x(p) > A(p), wo K
ein lokales Maximum hat und folglich A ein lokales Minimum (wegen der Konstanz von
K = k- ). Dies ist aber unméglich, wie wir durch Widerspruchsbeweis zeigen.

Dazu verwenden wir in einer Umgebung von p Kriimmungslinienparameter (u, v) und die
Gleichungen von Gaul und Codazzi-Mainardi aus 4.26. Mit Kk = L/E, A = N/G haben
wir dabei

LU:&(nJr)\), N, = ﬂ(h)+)\).

2 2
Wenn wir L = xE und N = \G differenzieren und einsetzen, ergibt sich die Beziechung

2k, F 20, G
2,E 206

Ev: 5 u .
A—K K—A

Im Punkt p sind die Hauptkriimmungen stationér, also gilt auch F,(p) = G.(p) = 0.
Durch nochmaliges Differenzieren erhalten wir
260 F

Ey. = K7>\+Hv()+)‘v()

220G
Guu =
K—A

10siehe H.KARCHER, Eingebettete Minimalflichen und ihre Riemannschen Flichen, Jahresbericht der
Deutschen Math.-Vereinigung 101, 72-96 (1999)
1 Eine neue Eigenschaft der Kugel, Nachr. Akad. Gottingen, Math.-Phys. Klasse, 44-55 (1899)

+ K/u(' . ) + )\u(. . )
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Die Ausdriicke (- - -) sind dabei irgendwelche stetigen (also beschrédnkten) Funktionen von
E, G und deren Ableitungen. Nun hat aber « in p ein lokales Maximum und A ein lokales
Minimum, also gilt Ky, (p) < 0, Ay (p) > 0. Daraus folgt

Eyw(p) 20, Guu(p) > 0.

Dann werten wir im Punkt p die GauB-Gleichung (in der Form von 4.26 (ii))

v (75a). + (759).)
2VEG EG/v EG/u
aus. Es ergibt sich mit E,(p) = Gu(p) =0
1
= —— <
K(p) = =572 (Eu(®) + Gul®)) <0,
im Widerspruch zu K (p) = K > 0. O

Der Beweis dieses Satzes enthiilt das folgende rein lokale Lemma, das wir gesondert
formulieren kénnen.

4.52. Lemma (D.HILBERT)

Wenn in einem Nicht-Nabelpunkt eines 2-dimensionalen Flichenstiicks der Klasse C* die
groflere der beiden Hauptkriimmungen ein lokales Maximum und gleichzeitig die kleinere
ein lokales Minimum hat, dann gilt in diesem Punkt K < 0.

Als weitere Anwendung davon ergibt sich zum Beispiel der folgende Satz.

4.53. Satz (H.LIEBMANN 1900)

M sei eine kompakte 2-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des IR3 mit K > 0
iiberall und mit konstanter mittlerer Kriitmmung H. Dann ist M eine Sphére vom
Radius ﬁ

Bild 4.7: WENTE-Torus mit konstanter mittlerer Kriimmung?!?2

2reproduziert mit freundlicher Genehmigung von K.GROSSE-BRAUCKMANN und K.POLTHIER, fiir wei-
tere Informationen siche den Aufsatz ,,Numerical examples of compact constant mean curvature surfa-
ces“, Elliptic and parabolic methods in geometry (B.Chow et al., eds.), Proceedings Minneapolis, MN
1994, 23-46, A.K.Peters 1996, vgl. auch http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/ konrad/articles.html
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BEWEIS VON 4.53: Wenn alle Punkte Nabelpunkte sind, dann ist M eine Sphére nach
Satz 3.14. Anderenfalls gibt es einen Punkt p mit x(p) > A(p). Wegen der Konstanz von
2H = k+ A hat k genau dort ein lokales Maximum, wo A ein lokales Minimum hat. Dies
fithrt aber auf einen Widerspruch nach dem obigen Lemma 4.52. g

BEMERKUNG: Obwohl lingere Zeit vermutet worden war, dafl es auler der Sphére iiber-
haupt keine kompakte Fliache mit konstanter mittlerer Kriitmmung gibt, hat sich dies nicht
bestétigt (die Vermutung wird H.HOPF zugeschrieben). Es gibt auch andere Flichen
mit konstanter mittlerer Kriimmung, allerdings zwangslaufig mit Selbstdurchdringungen.
Das erste gefundene Beispiel war der sogenannte Wente-Torus, benannt nach seinem
Entdecker H.C.WENTE 1984 13, der in Bild 4.7 und Bild 4.8 zu sehen ist.

Bild 4.8: Bausteine und das Innere desWENTE-Torus!*

Ubungsaufgaben

1. Man zeige, daf} alle Geoditischen auf einem Kreiszylinder f(u,v) = (coswu,sinu, v)
entweder euklidische Geraden, Kreise oder Schraubenlinien sind. Wie sehen die
Geodétischen auf einem Kreiskegel aus?

2. Zeige, dal die Geoditischen auf der Kugeloberfliche genau die Grofikreise sind.

13ygl. U.ABRESCH, Constant mean curvature tori in terms of elliptic functions, J. Reine und Angew.
Math. 8374, 169-192 (1987) sowie R.WALTER, Explicit examples to the H-problem of Heinz Hopf, Geo-
metriae Dedicata 23, 187-213 (1987), beide Artikel mit Computer-Bildern. Diese erkléren das recht
komplizierte Innere des Wente-Torus.

Mreproduziert mit freundlicher Genehmigung von I.STERLING und U.PINKALL.
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10.

11.

Es sei eine Kurve ¢ innerhalb eines Flichenstiicks gegeben, die durch einen festen
Punkt p geht. Man zeige: Die geoditische Kriitmmung x4(p) von ¢ stimmt mit der
Kriimmung x(p) derjenigen ebenen Kurve iiberein, die als orthogonale Projektion
von ¢ in die Tangentialebene in p entsteht.

. Man zeige, dafl (lokal) eine Kurve innerhalb eines Flichenstiicks eindeutig durch

die geodétische Kriimmung als Funktion der Bogenlénge bestimmt wird, wenn man
einen Punkt ¢(0) und die Richtung ¢’(0) als Anfangsbedingung festlegt. Vergleiche
den ebenen Fall in Abschnitt 2B sowie den Fall kg = 0 in 4.12.

Man zeige: Eine Frenet-Kurve in einem Flichenstiick f: U — IR? ist genau dann
eine Geodéitische, wenn die Hauptnormale der Kurve mit der Einheitsnormalen an
die Fliche iibereinstimmt (evtl. bis aufs Vorzeichen).

Gibt es auf jedem Flichenstiick lokal Koordinaten u', u? derart, daf die u'-Linien
stets senkrecht auf den w2-Linien stehen, und alle u*-Linien (i = 1,2) nach Bo-
genlénge parametrisierte Geodétische sind? Hinweis: 4.28.

Man zeige, dafl fi(u,v) = (usinv,ucosv,logu) und fo(u,v) = (usinv,ucosv,v)
dieselbe Gauf-Kriimmung in diesen Parametern u,v haben. Die erste der beiden
ist eine Drehfléiche, die zweite ist das Helikoid (vgl. 3.37). Sind die beiden Flichen
(lokal) isometrisch zueinander? Hinweis: Betrachte diejenigen Kurven, auf denen
die GauB-Kriimmung jeweils konstant ist, und die dazu senkrechten Kurven.'®

Man zeige: Fiir ein Tschebyscheff-Netz (vgl. Ubungsaufgabe 6 in Kapitel 3) gilt
K= %9 / sin 4.

- Bul aug

Das 4-dimensionale Katenoid ist als diejenige Hyperfliiche im IR® erklirt, die durch
Rotation der (ebenen) Kettenlinie um eine in dieser Ebene gelegene Achse entsteht,
so wie das 2-dimensionale Katenoid gleiche Weise im IR? entsteht. Die Hyperfliche
ist vom topologischen Typ IR x S? und enthélt das gewohnliche 2-dimensionale
Katenoid als Schnitt mit jedem 3-dimensionalen Unterraum, der die entsprechende
Drehachse enthélt. Man zeige: Diese Hyperfliche hat eine verschwindende Skalar-
kriimmung, d.h. die zweite mittlere Kriimmung ist identisch null, vgl. Definition
4.22. Hinweis: Die Hauptkriimmungen sind k1 und ko = k3 = k4 = —K1.

Man zeige ohne Benutzung der Ergebnisse von Abschnitt 4G: Eine 2-dimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit des IR® hat stets einen elliptischen Punkt.
Hinweis: Betrachte eine Kugel von kleinstmo6glichem Radius, die diese Unterman-
nigfaltigkeit enthélt, und verwende die Taylor-Entwicklung in einem Beriihrpunkt.
Warum reicht die Gau-Bonnet-Formel 4.43 als Begriindung nicht aus?

Die Poincaré-Halbebene ist erklirt als die Menge {(z,y) € IR? | y > 0} zusammen
mit einer abstrakten ersten Fundamentalform (oder Metrik) (g;;) = yl—z((lJ (1)) Ob-
wohl diese nicht von einer Fliche f im IR® induziert wird, kann man dennoch die
Christoffelsymbole und die Geodiitischen'® berechnen als Gréfien der inneren Geo-
metrie. Hinweis: Die Geodétischen sind die Halbgeraden mit konstantem x sowie
die Halbkreise, deren Mittelpunkt auf der x-Achse liegt, vgl. Bild 4.9. Man fiihre

entsprechende Polarkoordinaten ein.

15vgl. Beispiel 52.1 in E.KREYSZIG, Differentialgeometrie, 2. Aufl., Akad. Verlagsges. 1968
16Diese iibernehmen die Rolle von ,Geraden“ in der Halbebene als Modell einer nicht-euklidischen
Geometrie, vgl. I. AGRICOLA,T.FRIEDRICH, Elementare Geometrie, Kap.4., Vieweg 2005
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12.

Bild 4.9: Geoditische in der POINCARE-Halbebene

Man berechne die Gauf-Kriimmung der Poincaré-Halbebene nach 4.26 (ii).

13. Man zeige, dafl mit z = x + iy € C alle Transformationen

az+b
cz+d’

Z =

mit a,b,c,d € IR, ad —bc >0

Isometrien der Poincaré-Halbebene sind, d.h. die abstrakte erste Fundamentalform
gi; aus Aufgabe 11 bewahren.

Bild 4.10: Kurven konstanter geodéitischer Kriimmung in der POINCARE-Halbebene

14.

15.

16.

17.

18.

19.

A(z) sei eine positive differenzierbare Funktion. Fiir eine abstrakte Drehfléiche (ver-
zerrtes Produkt oder engl.: ;warped product metric®) mit ds? = dx? + \2(z)dy?
berechne man die Christoffelsymbole und zeige, dafl die z-Linien nach der Bogen-
lange parametrisierte Geodétische sind. Wie sehen die anderen Geodétischen aus?

Man bestimme alle Funktionen A in Aufgabe 14 so, dafl die GauB3-Kriimmung dieser
abstrakten Drehfliche konstant gleich —1 wird. Hinweis: 4.28.

Gibt es ein Flichenstiick im IR? mit (g;;(u,v)) = ((1) (1)) und (h;j(u,v)) = (8 2) ?
Gibt es ein Flichenstiick im IR® mit erster Fundamentalform (gy; (u, v)) = (§ 0. o)

und zweiter Fundamentalform (hg;(u,v)) = () ;. 20) ?

Man berechne explizit die totale Absolutkriimmung J|K|dA des Rotationstorus
und vergleiche das Ergebnis mit 4.46. Vgl. auch Ubung 16 in Kapitel 3.

Man vergleiche die Totalkriimmung einer geschlossenen Raumkurve mit der totalen
Absolutkriimmung von deren Parallelfliiche im hinreichend kleinen Abstand €. Aus
4.46 leite man dann einen alternativen Beweis'” fiir Satz 2.34 her.

17ygl. K.Voss, Eine Bemerkung iiber die Totalkriimmung geschlossener Raumkurven, Archiv d. Math.
6, 259-263 (1955)
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20.

21.

22.

23.

24.

Hinweis: Die Kurve ¢ sei nach der Bogenlidnge parametrisiert. Auf jedem Intervall
mit ¢” # 0 ist die Kurve dann eine Frenet—-Kurve. Mit dem Frenet-3-Bein ey, e3, e3
kann man die Parallelfliche im Abstand e durch f. (s, ¢) = ¢(s)+e(cos pes+sin pes)
parametrisieren. Auf jedem Intervall mit ¢ = 0 ist die Kurve ein Stiick einer
Geraden und folglich die Parallelfliiche ein Teil eines Kreiszylinders.

Man zeige: Eine kompakte 2-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des IR® ist
notwendigerweise eine runde Sphére, wenn sie die Gleichung 2aH + K = 0 erfiillt
mit zwei Konstanten a, 8 # 0.

Hinweis: Nach Aufgabe 10 gibt es einen elliptischen Punkt, also einen Punkt mit
k1 > 0,k9 > 0. Man schliefle zunéichst Punkte mit x; = 0 oder k9 = 0 aus durch
Grenzbetrachtungen von x1/ka bzw. k2/k1, und zwar im Bereich 1 > 0,%2 > 0.
Damit muf {iberall k1 > 0 und k3 > 0 gelten. Man wende dann Lemma 4.52 an.

Man berechne die Totalkriimmung [ Det(L)dV fiir folgende Hyperflichen im IR*:
Zum einen betrachte man die Parallelmenge im Abstand ¢ eines ebenen Kreises,
zum anderen die Parallelmenge einer 2-dimensionalen Standard-Sphére im Abstand
€,0 < € < 1. Man zeige insbesondere: Beide Hyperflichen sind homtomorph zum
Produktraum S' x S2, aber ihre Totalkriimmungen sind verschieden. Dies zeigt, daf
ein direktes Analogon von 4.43 in ungeraden Dimensionen nicht existieren kann:
die Totalkriimmung ist nicht unabhéngig von der Einbettung.

Fiir eine Drehfliche gilt nach 3.16 (g;;) = (01 T02) und H = (rh') /(r?)’, wenn die
Profilkurve nach Bogenlinge parametrisiert ist. Also folgt H = (r/1 —r'2)"/(r2?)/,
ein Ausdruck, der nur von r und damit nur von den Koeffizienten der ersten Fun-
damentalform abhéngt. Warum begriindet dies auch fiir Drehflichen nicht, dal H
eine Grofle der inneren Geometrie ist? Vergleiche die Bemerkung nach 4.16.

Man zeige, daf} die Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi in 4.15 zu den
folgenden beiden Gleichungen dquivalent sind:

(a) Rijer =D _, 9is R = hakhji — hahjk, (b) Vihj, = Vihi.
Dabei bezeichnet Vihi die j-te Komponente des Tangentialvektors

of \ . af af
(V%L) (gar) ==V oz, (L(W>) - L(V% W)
in Koordinaten u!,...,u", vgl. die Bemerkung in 4.19. Als Folgerung erhilt man
noch einmal das Theorema Egregium in der Form K = Det(h;;)/Det(g;;) =
Ri212/Det(gs5), vgl. 4.16.

Man zeige in Analogie zu Aufgabe 2: Der Schnitt jeder Ebene durch den Ursprung
mit der hyperbolischen Ebene H? im Sinne von 3.44 ist eine Geodétische in H?2.
Kurz: Die ,Geraden der hyperbolischen Ebene sind Geoddtische. Fiir das analoge
Resultat im Poincaré-Modell vergleiche man Aufgabe 11.

Hinweis: Das Ergebnis von Aufgabe 5 gilt auch im Minkowski-Raum und ist damit
auf die entstehenden ebenen Schnittkurven anwendbar.



Kapitel 5

Riemannsche
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wollen wir eine ,,innere Geometrie*“ ohne Benutzung eines umgebenden
Raumes IR™*! erkliren, und zwar nicht nur lokal, sondern auch global. Damit werden die
Betrachtungen von Kapitel 4 fortgesetzt. Die entscheidenden Hilfsmittel sind einerseits
in lokaler Hinsicht eine ,erste Fundamentalform“ ohne Verwendung eines umgebenden
Raumes IR™! (analog zur inneren Geometrie in Kapitel 4) und andererseits in globaler
Hinsicht der Begriff der ,Mannigfaltigkeit*. Dabei geht der lokale Begriff im wesentlichen
zuriick auf Riemanns beriihmten Habilitationsvortrag!, was die heutigen Bezeichnungen
Riemannsche Geometrie, Riemannsche Mannigfaltigkeit, Riemannscher Raum erklart?.
Motiviert ist das an dieser Stelle fiir uns einerseits durch die innere Geometrie von Flachen
einschliefllich des Satzes von Gaufl—-Bonnet und andererseits durch das natiirliche Vor-
kommen von solchen Rdumen, die nicht oder nicht in naheliegender Weise als Hyperfliche
in einen IR™ eingebettet werden kénnen, wie z. B. die Poincaré-Halbebene als Modell der
nichteuklidischen Geometrie. Bei den in der Allgemeinen Relativitéitstheorie betrachteten
Raumzeiten von 3 + 1 Dimensionen schlieflich gibt es, jedenfalls in natiirlicher Weise,
keinen umgebenden Raum. Man muf3 daher alle relevanten Grofien rein innergeometrisch
erklédren.

In den Kapiteln 3 und 4 hatten wir meist Flichenstiicke f: U — IR™! betrachtet, wobei
U C IR™ eine gegebene offene Menge war. Vom geometrischen Standpunkt aus interes-
siert dabei eigentlich mehr die Bildmenge f(U) und weniger die Abbildung f selbst, zur
Beschreibung und zum Rechnen aber dient jedoch meist der Parameterbereich U und die

Parametrisierung f:

Ususp=f(u)e fU)

Wenn man von der Vorstellung ausgeht, dafl eigentlich f(U) das entscheidende Objekt
ist, dann wird man die Umkehrabbildung

f(U)BpLuEU

IB.RIEMANN, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, neu herausgegeben und
erldutert von H.-WEYL, Springer 1921

2vgl. E.ScHoLz, Geschichte des Mannigfaltigkeitsbegriffs von Riemann bis Poincaré, Birkhiuser 1980,
speziell Kapitel 11
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als ein Bild ansehen, das man sich von f(U) entwirft, um dort (d.h. in U) besser rechnen
zu konnen. Diese Zuordnung wird im folgenden als eine ,,Karte* oder ,, Kartenabbildung*
bezeichnet, so wie man sich Karten von Teilen der Erdoberfliche entwirft. Man wird dann
verschiedene Regionen der eigentlich interessierenden Menge von Punkten durch diverse
solche lokale Karten beschreiben und in diesen rechnen. Dabei wird darauf zu achten
sein, daf} alle geometrischen Begriffe letztlich von der Wahl dieser Karten unabhéingig
sind, so wie etwa die GauB3-Kriimmung in der Flachentheorie von der Parametrisierung
unabhéingig ist. Den Transformationen zwischen verschiedenen solchen Karten wird dabei
besondere Aufmerksamkeit zu widmen sein.

5A Der Mannigfaltigkeits-Begriff

Untermannigfaltigkeiten des IR™ sind uns schon als Objekte begegnet, die (lokal oder glo-
bal) als Nullstellenmengen differenzierbarer Abbildungen definiert sind, vgl. O.FORSTER,
Analysis 3. Wenn es keinen umgebenden Raum mehr gibt, ist diese Beschreibungsweise
unméglich. Es empfiehlt sich dann eine Beschreibung durch lokale Koordinaten in Form
von Parametrisierungen oder Karten, gerade so, wie man Karten von Teilen der Erd-
oberfliche betrachtet. Beachte dabei, dafi die Kartenabbildungen in der umgekehrten
Richtung der gewohnten Parametrisierungen von Fléchenstiicken verlaufen.

5.1. Definition (abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeit)
Eine k-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit (kurz: eine k-Mannigfaltigkeit)
ist eine Menge M zusammen mit einer Familie (M;);c; von Teilmengen derart, daf

1. M= er Mi (Vereinigungsmenge),

2. fiir jedes i € I gibt es eine injektive Abbildung o;: M; — IRF, so daB o;(M;)
offen in IR* ist,

3. fiir M; N M; # (0 ist ;(M; N M;) offen in IR*, und die Komposition
pj© %-_11 ©i(M; N Mj) — @;(M; N Mj)

ist differenzierbar fiir beliebige 1, j.

Jedes @; heifit eine Karte, <pl-_1 heiflt Parametrisierung, ¢;(M;) heifit Parameterbereich,
(M;, vi)icr heiit Atlas. Die Abbildungen ¢; o <pi_1: 0i(M; N M;) — @;(M; N M;) heiflen
Kartentransformationen, vgl. Bild 5.1. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl der Atlas
mazximal ist, und zwar beziiglich der Hinzunahme aller irgendwie moglichen weiteren
Karten, die die Bedingungen 2 und 3 oben erfiillen. Ein maximaler Atlas heifit dann
auch eine differenzierbare Struktur.

BEISPIELE:

1. Jede offene Teilmenge U des IR* ist eine k-Mannigfaltigkeit, wobei eine einzige
Karte zur Beschreibung geniigt, eben die Inklusionsabbildung ¢:U — IR*. Die
Bedingung 3 ist dann trivialerweise erfiillt.

2. Eine jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des IR™ (vgl. 1.5 oder Forster
3) ist auch eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der obigen Definition.
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M,  M;nM;, M,

N

< pj 07! \ RE

Bild 5.1: Karten einer Mannigfaltigkeit

Wenn M lokal durch M = {x € IR" | F(z) = 0} beschrieben wird, wobei F :
IR"™ — IR"* eine stetig differenzierbare Submersion ist (d.h. das Differential DF ist
surjektiv, Rang(DF') = n — k), dann kann nach Satz 1.4 iiber implizite Funktionen
die (implizite) Gleichung

F(z',...,2") =0

lokal aufgelost werden (ggfs. nach Umnumerierung) in die explizite Form

A ] (L
" = (..., 1),
Die Zuordnung (z!,...,2%) — (21,... 2% 2**1 . 2") ist dann eine Parametri-
sierung, die Zuordnung (z',...,z") — (2',..., 2¥) ist die zugehorige Karte.

3. Der (abstrakte) Torus IR?/7Z?2, definiert als Quotient zweier abelscher Gruppen, ist
eine 2-Mannigfaltigkeit. Als eine Karte kann jede beliebige offene Menge M; in IR?
(bzw. deren Bild im Quotienten IR?/Z?) dienen, die ganz in einem offenen Quadrat
von der Bauart (zo — 3,20+ 1) x (yo — 3,90 + 1) enthalten ist, wobei (zo,y0) € IR?
ein beliebiger Punkt ist. Man kann dann ¢;(x,y) := (v — x4,y — ;) setzen, und die
Kartentransformationen sind reine Translationen im IR2. Es ergibt sich, daf8 drei
Karten geniigen, ndmlich die obigen Quadrate mit Zentren (0,0), (%, %), (%, %)
Dagegen geniigen zwei Karten nicht.

Analoges gilt fiir den (abstrakten) n-dimensionalen Torus IR™/Z".

4. Die (abstrakte) KLEINsche Flasche als Quotient des 2-dimensionalen Torus nach
der Involution (z,y) — (z + %, —y) ist ebenfalls eine 2-Mannigfaltigkeit. Als Karte
kann man jedes Rechteck in der (z,y)-Ebene nehmen, das in -Richtung eine Linge
hochstens % hat und in y-Richtung eine Lénge hochstens 1.
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5. Die reelle projektive Ebene IRP? := 52/ ~, wobei jeweils  ~ —z gilt, ist eine 2-

Mannigfaltigkeit. Als M; kann jede beliebige offene Menge in S? genommen werden,
die ganz in einer Hemisphire (= Halbsphére) enthalten ist, also keine Antipoden-
paare {z, —z} enthilt. ¢; kann dann als Projektion in eine Hemisphire erklért
werden, gefolgt von einer Projektion derselben auf eine offene Kreisscheibe.

Als Modell kann man sich dabei die abgeschlossene Kreisscheibe modulo Identifika-
tion von Antipodenpaaren auf dem Rand vorstellen. Das , klassische” Modell in der
projektiven Geometrie mit homogenen Koordinaten [z] = [z!, 2%, 23] ist natiirlich
der ganze IR? = {[z', 22 1]} mit einer hinzugefiigten ,Ferngeraden“ {23 = 0} im
Unendlichen.

Ein Atlas auf der projektiven Ebene mit drei Karten wird induziert durch den
(zentralsymmetrischen) Atlas auf S2, der aus allen sechs Hemisphéren in den drei
Koordinaten-Richtungen besteht (z!, 2%, z3-Achse).

Die Drehgruppe SO(3) ist definiert als die Menge aller (reellen) orthogonalen (3% 3)-
Matrizen mit Determinante 1. Sie ist eine 3-Mannigfaltigkeit. Um dieses zu verifi-
zieren und um Karten zu gewinnen, definieren wir die Cayley-Abbildung

CAY:IR® — SO(3) durch CAY(A):= 1+ A)(1—A)~".

Dabei bezeichnet 1 die Einheitsmatrix, und A bezeichnet die schiefsymmetrische
Matrix

0 a b
A= —a 0 ¢
b —c 0

mit einem Tripel von reellen Parametern a, b, ¢, das man auch als Element des IR?
auffassen kann. Die Cayley-Abbildung ist injektiv, ihre Umkehrabbildung kann als
Karte von SO(3) dienen und wie folgt bestimmt werden:

CAY(A)=B += B1-A)=1+A4
<= (B+1)A=B-1 < A=(B+1)'(B-1).

Beachte, dal B + 1 stets invertierbar ist, auler wenn —1 ein Eigenwert von B ist.
Das sind aber genau die Drehungen um z. Tatséchlich ist das Bild der Cayley-
Abbildung ganz SO(3) mit Ausnahme aller Drehmatrizen um den Winkel 7.

Die Menge aller solcher Drehungen um 7 steht in natiirlicher Bijektion zu der
Menge aller méglichen Drehachsen, also zu einer projektiven Ebene IRP2. Zur
Uberdeckung dieser Ausnahmemenge bendtigen wir drei weitere Karten, vgl. das
obige Beispiel eines Atlas fiir die projektive Ebene. Erkliren wir E; als die Drehma-
trix um die i-te Achse mit Winkel 7 und setzen wir formal Eg = 1, dann definieren
die folgenden vier Abbildungen (bzw. ihre Inversen) einen Atlas von SO(3):3

A—E;-CAY(A4), i=0,1,2,3

Die vier Parametrisierungen des Atlas bestehen sozusagen aus den Cayley-Abbil-
dungen mit den vier Zentren 1,E;, Es E3. Die Kartentransformationen werden
durch Matrizenmultiplikation gegeben und sind daher differenzierbar.

3Die Anregung dazu verdankt der Autor einer Frage von Prof.E.Grafarend, die aus Anwendungen in
der Geodisie hervorging. Traditionell betrachtet man in der Geodisie nur eine Karte fiir die Drehgruppe,
meist die sogenannten FEuler- Winkel oder die Cardan- Winkel.
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5.2. Definition (Strukturen auf einer Mannigfaltigkeit)
Bei gegebener k-Mannigfaltigkeit ergeben sich Zusatzstrukturen einfach durch zusétzliche
Forderungen an die Kartentransformationen ¢, o np;1, die jeweils zu einem Atlas gehoren:

alle ;o gpi_l stetig

Mannigfaltigkeit mit konformer Struktur
orientierbare Mannigfaltigkeit

konform (winkeltreu)
orientierungserhaltend

< topologische Mannigfaltigkeit
differenzierbar «  differenzierbare Mannigfaltigkeit
Cl-differenzierbar >  C'-Mannigfaltigkeit
Cr-differenzierbar «+  C"-Mannigfaltigkeit
C*-differenzierbar «—  (C°°-Mannigfaltigkeit
reell-analytisch <  reell-analytische Mannigfaltigkeit
komplex-analytisch « komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension %
affin <  affine Mannigfaltigkeit
projektiv. <  projektive Mannigfaltigkeit
—
—

Vereinbarung: Im folgenden soll der Begriff ,Mannigfaltigkeit® stets eine C°°—
Mannigfaltigkeit bedeuten, und , differenzierbar“ soll C*° bedeuten. Man kann zei-
gen, daB ein C*-Atlas stets einen C°°-Atlas enthilt, wenn nur k& > 1. Insofern ist die
Vereinbarung keine wirkliche Einschrankung.

5.3. Definition (Topologie)

Eine Teilmenge O C M heifit offen, falls fiir jedes ¢ die Bildmenge ¢;(ONM;) offen ist im
IRF. Dies definiert eine Topologie auf M als das System aller offenen Teilmengen. Damit
werden alle ¢; stetig, weil jeweils das Urbild von offenen Mengen wieder offen ist. M heifit
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthélt (Heine—
Borel-Uberdeckungseigenschaft). Insbesondere kann jede kompakte Mannigfaltigkeit mit
endlich vielen Karten iiberdeckt werden.

Generalvoraussetzung: Wir wollen im folgenden annehmen, daf alle auftreten-
den Mannigfaltigkeiten das Hausdorffsche Trennungsaziom (T»-Axiom) erfiillen: Zu
je zwet verschiedenen Punkten p,q gibt es disjunkte offene Umgebungen Up, U,. Diese
Eigenschaft folgt nicht allein aus der Definition 5.1.

Wichtig ist, dafl lokal (oder im Kleinen) die Topologie auf einer Mannigfaltigkeit dieselbe
ist wie die des IR*. Insbesondere sind die Urbilder von offenen e-Kugeln im IR* wieder
offen in M, wenngleich man dort nicht ohne weiteres von e-Kugeln sprechen kann, da
keine Abstandsmetrik erklart ist. Wir kénnen daher die Konvergenz von Folgen in einer
Mannigfaltigkeit genauso erkliren wie im IR*. Auferdem ist die Topologie jeder Man-
nigfaltigkeit lokalkompakt, was so viel heifit, dafl es zu jedem Punkt stets eine kompakte
Umgebung gibt, zum Beispiel das Urbild einer abgeschlossenen e-Kugel im IR*.

5.4. Definition (differenzierbare Abbildung)

M sei eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, N sei eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit, F: M — N sei eine Abbildung. F heifit differenzier-
bar, wenn fiir jede Karte ¢ : U — R™,¢ : V — IR"™ mit F(U) C V die Komposition
o Fop™! differenzierbar ist.
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Dies ist unabhéingig von der Wahl von ¢ und . Ein Diffeomorphismus F : M — N ist
dann erklirt als eine bijektive Abbildung, die in beiden Richtungen differenzierbar ist.
Man nennt M und N diffeomorph, wenn ein solcher Diffeomorphismus zwischen ihnen
existiert. Zwei diffeomorphe Mannigfaltigkeiten haben notwendig die gleiche Dimension.
Denn fiir IR™ und IR™ mit n # m gibt es keine in beiden Richtungen differenzierbare
bijektive Abbildung, da die zugehorige Funktionalmatrix nicht quadratisch und daher
nicht invertierbar sein kann.

BEMERKUNG: Fiir Zusatzstrukturen kann man analog definieren, wann eine Abbildung
analytisch ist oder komplex-analytisch, affin, konform etc. Als Beispiel betrachten wir
die Riemannsche Zahlenkugel C := C U {oo}. Hier hat man durch die Inklusion C — C
eine Karte definiert, eine zweite Karte kann man durch z +— % erkldren. Dies definiert
eine komplexe Struktur auf der Zahlenkugel, wenn man alle damit vertréiglichen Karten
hinzunimmt. Es werden dann die meromorphen Funktionen von der Zahlenkugel auf sich
differenzierbare Abbildungen im Sinne der obigen Definition, zum Beispiel auch z —
27%. AuBerdem liefert dies eine konforme Struktur auf S2, weil jede komplex-analytische
Abbildung f(z) mit f’ # 0 auch konform ist, vgl. Abschnitt 3D.

Vereinbarung: Fiir eine Karte ¢ wollen wir mit (u!,...,u*) die Standard-
Koordinaten des IR* bezeichnen, mit (z?,...,2*) die Koordinaten in M. Als einzelne
Funktion betrachtet ist 2%(p) die i-te Koordinate von ¢(p), also x%(p) = ui(x(p)). Die
Funktionen (u',...,u*) sowie (z!,...,2*) sind also einerseits die Koordinaten der
betrachteten Punkte, andererseits konnen wir (u',...,u*) und (z',...,2%) auch als

Variable auffassen, nach denen abgeleitet werden kann. Fiir eine Funktion f: M — IR

setzen wir .
of | _0(foy™)
ox? ou’

p ®(p)
und unterstiitzen durch diese Schreibweise die Vorstellung, daf die partielle Ableitung
die infinitesimale Anderung einer Funktion in der x*- bzw. u’-Richtung bedeutet.

5B Der Tangentialraum

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M sei ein fester Punkt. Anschaulich
wird man unter dem Tangentialraum an M im Punkt p die Menge aller ,,Richtungsvekto-
ren“ verstehen, die — von p ausgehend — in alle Richtungen in M zeigen, vgl. O.FORSTER,
Analysis 3, §15. Da ein umgebender Raum nicht zur Verfiigung steht, miissen wir diesen
Tangentialraum jetzt rein innerhalb der Mannigfaltigkeit beschreiben bzw. konstruieren,
was etwas aufwendig aber unumgénglich ist. Drei mogliche Definitionen stehen dabei zur
Verfligung.

5.5. Definition (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Geometrische Definition:

Ein Tangentialvektor in p ist eine Aquivalenzklasse von differenzierbaren Kurven
¢: (—g,e) — M mit ¢(0) = p, wobel ¢ ~ ¢* <= (¢ 0¢)(0) = (poc*)(0) fiir jede Karte
¢, die p enthilt. (Kurz: Tangentialvektoren sind Tangenten an Kurven.) Leider kann
es im allgemeinen keine ausgezeichneten Repriisentanten solcher Aquivalenzklassen
geben. Vielmehr wiirden diese von der Wahl von Karten abhéingen (z.B. als Geraden
im Parameterbereich).
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Algebraische Definition:

Ein Tangentialvektor X in p ist ein Ableitungsoperator, definiert auf der Menge der
Keime von Funktionen F,(M) := {f : M — IR | f differenzierbar }/ ~, wobei
die Aquivalenzrelation ~ so erkliirt ist, daB f ~ f* immer dann gilt, falls f und f*
in einer gewissen Umgebung von p iibereinstimmen. (Kurz: Tangentialvektoren sind
Ableitungsoperatoren fir skalare Funktionen.) Wir nennen den Wert X (f) dann auch
die Richtungsableitung von f in Richtung X.

Genauer ist nach dieser Definition X eine Abbildung X: F,(M) — IR mit den beiden
folgenden Eigenschaften:

1. X(af +B8g) =aX(f)+8X(g9), o, € R, f,g€ Fp(M) (IR-Linearitdt)
2. X(f-g9)=X(f) g(p)+ f(p)- X(g) fiir f,g € Fp(M) (Produktregel)

(Dazu miissen f, g jeweils nur in einer Umgebung von p definiert sein).

Physikalische Definition:

Ein Tangentialvektor im Punkt p ist in einem Koordinatensystem z?!,...,z" (d.h.
in einer Karte) einfach als ein n-Tupel von reellen Zahlen (£*);=1,..., definiert, und
zwar in einer solchen Weise, daf} in jedem anderen Koordinatensystem @', ..., 2" (d.h.

in einer anderen Karte) der gleiche Vektor durch ein entsprechendes anderes Tupel
(€1)i=1,....n dargestellt wird mit der Gleichung

~ o7
§=2 g
J

&.

p

(Kurz: Tangentialvektoren sind Elemente des IR™ mit einem bestimmten Transforma-
tionsverhalten.)

Der Tangentialraum T,M an M in p ist in jedem Fall erklért als die Menge aller
Tangentialvektoren in p. Nach Definition sind je zwei Tangentialréume 7, M und T, M
disjunkt falls p # q.

Fiir den Spezialfall einer offenen Teilmenge U C IR™ kann der Tangentialraum identifiziert
werden mit T,U := {p} x IR™ mit der Standard-Basis (p,e1), ..., (p,e,). Der Vektor e;
entspricht dabei der Kurve ¢;(t) := p+t-e; (geometrische Definition) und dem partiellen
Ableitungsoperator f — g ,jz » (algebraische Definition). Daher ist 5.5 kompatibel mit

der fritheren Definition aus 1.7 bzw. 3.1. Die Richtungsableitung X (f) stimmt im R"™
mit der bereits in 4.1 definierten Richtungsableitung von f in Richtung X {iberein.

Spezielle (geometrische) Tangentialvektoren sind die Parameterlinien, formal eigentlich
die Aquivalenzklassen derselben. Die entsprechenden speziellen (algebraischen) Tangen-
tialvektoren sind die Ableitungsoperatoren % » definiert durch

9 _of| _ 3(f0<ﬁ’1)‘
Ozt lp Coxtly ou' »(p)
fiir eine Karte ¢, die p enthélt. Als Schreibweise verwendet man auch 0; |p statt % .
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Die entsprechenden speziellen (physikalischen) Tangentialvektoren sind einfach diejenigen
Tupel, die nur aus Nullen bestehen mit Ausnahme einer einzigen 1 an der i-ten Stelle.

Die geometrische Definition ist am nichsten an der Anschauung (ein Tangentialvektor ist
eine Tangente an eine Kurve), aber rechnerisch nicht gut handhabbar. Es ist bei dieser
Definition nicht einmal trivial, dafl der Tangentialraum {iberhaupt ein reeller Vektorraum
ist. Die algebraische Definition ist geeigneter fiir das Rechnen und auflerdem per defi-
nitionem kartenunabhéingig. Die physikalische Definition wird im weiteren Verlauf noch
etwas deutlicher werden, speziell in Kapitel 6. Das prézise Rechnen mit geometrischen
GroBen nach der physikalischen Definition (auch mit Tensoren beliebiger Stufe) geht auf
den italienischen Geometer G.Riccl zuriick und wird als Ricci-Kalkiil bezeichnet, vgl.
J.A.SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil. Ein Vektor wird dann einfach als £¢ geschrieben, wobei
der eine obere Index bereits andeutet, daf es sich um einen Vektor (bzw. einen 1-stufigen
kontravarianten Tensor) handelt, vgl. 6.1. Wir werden diesen Aspekt im folgenden auch
zur Geltung bringen; fiir die Definitionen werden wir jedoch — soweit moglich — eine ko-
ordinatenunabhingige Beschreibung verwenden. Die Aquivalenz dieser drei Definitionen
ist ausfiihrlich behandelt in K.JANICH, Vektoranalysis, Springer 1992, Kap. 2. Wir wer-
den im folgenden zunéchst nur die algebraische Definition zugrundelegen und daher diese
Aquivalenz als solche nicht unbedingt benétigen.

5.6. Satz Der (algebraische) Tangentialraum in p an eine n-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit ist ein n-dimensionaler IR-Vektorraum und wird bei gegebe-
ner Karte mit Koordinaten z!,...,z" aufgespannt von der Basis

0 0

x| D

p

Dabei gilt fiir jeden Tangentialvektor X in p

An der letzten Gleichung sieht man, daf die Komponente X ¢ eines Tangentialvektors X
im Ricci-Kalkiil nichts anderes ist als X (z?), also die Richtungsableitung der Koordina-
tenfunktion z* in Richtung X. Zum Beweis bendtigen wir das folgende Lemma:

5.7. Lemma Falls X ein Tangentialvektor ist und falls f konstant ist, dann gilt X (f) =
0.

BEWEIS: Es sei zunédchst f = 1 iiberall. Dann gilt nach der Produktregel 5.5.2. X (1) =
X(1-1)=X(1)-14+1-X(1)=2-X(1), also X(1) = 0. Es habe nun f den konstanten
Wert f = c. Dann gilt nach der Linearitit 5.5.1. X(¢) = X(¢-1)=c-X(1)=¢-0=0.

BEWEIS VON 5.6: Der Beweis verwendet eine angepafite Darstellung der Funktion in Ko-
ordinaten. Wir rechnen in einer Karte ¢: U — V', wobei 0.B.d.A. angenommen werden
kann, daf8 V' eine offene e-Umgebung im IR" ist mit (p) = 0, also 2! (p) = - = 2™ (p) =
0. Es sei h: V — IR eine differenzierbare Funktion, f := h o . Wir setzen

1
hi(y) :== /0 %(t -y)dt ( beachte: h € C*° = h; € C*)
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und rechnen wie folgt:

e W)+ 3 ) ut = [ et = ) — b00),
—— i=1

=ut

i=1
Daraus erhalten wir mit f = ho, fi = hjop, &' =u’ o ¢ die Gleichung

$@) - 1) = 3" @) +'(a)

fiir einen variablen Punkt ¢g. Durch Ableiten folgt ggf:

L fi(p).
Falls nun ein Tangentialvektor X in p gegeben ist, so folgt aus den Eigenschaften 1. und

2.in 5.5

n

X(1) = X (F)+ 3 fr') =0+ 3 X (1) -2 0) + D filp) - X ()
i=1 ~ i=1

i=1 -0

—~ of N N
:;5’901"?.)((33)_(;X(I).axiu)(ﬁ

fiir jedes f. Zu zeigen bleibt noch: Die Vektoren %!p sind linear unabhéngig. Dies ist
: 0 i\ _ 0z j

aber leicht zu sehen, da W‘p(xj) =95 =],

Man beachte, dafl dieser Beweis nur fir C°°-Mannigfaltigkeiten durchfiithrbar ist, weil

andernfalls die Differentiationsordnung von h; um eins niedriger wire als die von h.

Tatséchlich ist der algebraische Tangentialraum an eine C'*-Mannigfaltigkeit unendlich-

dimensional. Man kann dann aber ohne weitere Schwierigkeiten zu dem von %, ey a%
aufgespannten Unterraum iibergehen und in diesem genauso rechnen. O

5.8. Definition und Lemma (Ableitung, Kettenregel)
F: M — N sei eine differenzierbare Abbildung, p,q seien feste Punkte mit F(p) = q.
Dann ist die Ableitung oder das Differential von F' in p erklirt als

DF|, : T,M — T,N

mit (DF|,(X))(f) == X(foF) fiir jedes f € Fy(N) (was automatisch fo F € F,(M)
impliziert). Fiir die so erklirte Ableitung gilt die Kettenregel in der Form

D(GO F)|p = DG|F(p) © DF|p

fiir jede Komposition M —— N -% @, in Kurzform: D(G o F) = DG o DF.

BEWEIS: Nach Definition gilt

D(G o F)|(X)(f) = X(f 0 G o F) = (DF|,(X))(f 0 G) = (DGly(DFI, (X)) (F)-



148 5 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

BEMERKUNG: Man kann DF|, als Linearisierung von F' bei p auffassen, genau wie bei
der Analysis von mehreren Verdnderlichen im JR"™. In Koordinaten z!,...,2™ in M,
y',...,y" in N wird DF|, dargestellt durch die Funktionalmatrix, genauer gilt dann

91\ 0 oF) 0
oL (55,) - =5 by,

In der physikalischen Definition des Tangentialraumes besteht also die Kettenregel sozu-
sagen nur aus der Multiplikation der beiden Funktionalmatrizen, die auf Tangentialvek-
toren angewendet werden.

In der geometrischen Definition des Tangentialraumes (d.h. fiir Aquivalenzklassen von
Kurven durch p) wird das Differential einfach beschrieben durch den Transport von
Kurven:

DF[p([c]):=[Foc],
und die Kettenregel DG(DF([c])) = [G o F o ¢] ist dann offensichtlich.
Man beachte die Wirkung auf die Tangente einer Kurve: ¢(0) — (F o ¢)(0) = DF|,(¢(0)).

BEISPIELE:

(i) Falls F : U — IR™"', U C IR™ ein Flichenstiick im Sinne von Kapitel 3 ist mit
u+ F(u) = p, dann wirkt das Differential wie folgt auf die Basis 52¢ o

Wt Oun
von T, U bzw. %’p, el #L} von T, IR"*:
0 OF ox’ 0
DF <_ ) = — = e — - B 3
|u 8uJ u 8u9 u Z 8uJ u 81‘1 j2

wobei die Matrix gz, die bekannte Funktionalmatriz der Abbildung F ist. Dabei be-
.,u™) auch die i-te Komponentenfunktion von F(u', ..., u").

zeichnet z° = z(ul, ..

(i) Falls (z!,...,2™) und (y!,...,y") zwei Koordinatensysteme auf einer Mannigfal-
tigkeit smd so gilt analog mit F' = Identitit

Z oxd 8y

(iii) Fiir die Komponenten & bzw. 77] eines Tangentlalvektors X=> g2 = Z 7 92

ergibt sich analog X = ij FeT = i g9 v 61;” also n* = =2 £iow 527 Dies ist
genau das Transformationsverhalten von Tangentialvektoren im RICCI-Kalkul (Def.

5.5).

Man beachte die Summenkonvention im Ricci-Kalkiil: In der Regel wird iiber Indizes

summiert, die oben und unten gleichzeitig stehen (auch im Sinne von Zihler und
'’
Oz

Nenner; dabei wird j in = (y'); zu einem unteren Index), z.B. schreibt man dann

, , oy
hig = hlgj, statt hy, = z]: hlgjx und n'=¢ £ statt 7' = ij 9T
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5.9. Definition (Vektorfeld)
Ein differenzierbares Vektorfeld X auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist eine
Zuordnung M > p — X, € T, M derart, da$ in jeder Karte ¢: U — V mit Koordina-

ten 2!,..., 2" die aus der (punktalen) Darstellung
L 0
X, =3 ¢ (p)—

resultierenden Koeffizienten &¢ differenzierbare Funktionen ¢*: U — IR sind.

Nach Definition ist jedes Vektorfeld somit tangential an M, weil in jedem Punkt p der
Vektor X, im Tangentialraum liegt. Zu normalen Vektorfeldern an Fléchen vgl. Def. 3.5.

Als Schreibweise verwendet man auch X = ), ¢! a?ci bzw. X = ¢ im Ricci-Kalkiil. Man
beachte, daf} in der physikalischen Definition das Vektorfeld X identifiziert wird mit dem

n

n-Tupel (£1,...,£") von Funktionen, in Abhingigkeit von den Koordinaten x*, ..., z".

Zur Bezeichnung: Fiir eine skalare Funktion f : M — IR bezeichne fX das Vektorfeld
(fX)p = f(p)- Xp (man kann sagen: Die Menge der Vektorfelder ist ein Modul iber dem
Ring der Funktionen f auf M), dagegen bezeichne X f = X (f) die Funktion (X f)(p) :=
Xp(f) (d.h. X f ist die Ableitung von f in Richtung X).

5C Riemannsche Metriken

Die erste Fundamentalform eines Flichenstiicks ist ein Skalarprodukt, das durch die Ein-
schrankung des euklidischen Skalarprodukts auf jeden Tangentialraum gewonnen wird,
vgl. Kapitel 3. Dieses miissen wir nun ohne einen umgebenden Raum nachahmen und
auf jedem Tangentialraum in geeigneter Weise ein Skalarprodukt erkldren. Dazu sei an
folgende Tatsache aus der Linearen Algebra erinnert:

Der Raum L?(T,M; R) = {o:T,M x T,M — IR | « bilinear } hat die Basis
{da'|, @ da’|, | i,j=1,...,n},

wobei die dz* die Dualbasis im Dualraum (T,M)* = L(T,M; IR) beschreiben, definiert

durch 5
i a1 fallsi=3j
dx |p(@‘p) =0 = { 0 fallsi#j
Dabei definiert man die Bilinearformen dz’|, ® dz?|, durch die folgende Wirkung auf der
Basis (mit bilinearer Fortsetzung):

0

(o], ® da’|,) (5

0 i i 1 fallsi=Fkund j=1
‘p)::5k5g:{ J

» ot 0 sonst

Durch Einsetzen der Basis erhélt man fiir die Koeflizienten «;; der Basisdarstellung
o= Za,—j cdet @ dad
0,J

den Ausdruck

0 8)'

iy = O‘(axi’ oz
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Im Ricci-Kalkiil wird a einfach durch das Symbol «;; beschrieben; man nennt dies auch
einen zweistufigen kovarianten Tensor, vgl. 6.1.

5.10. Definition (Riemannsche Metrik, Riemannsche Mannigfaltigkeit)
Eine Riemannsche Metrik g auf M ist eine Zuordnung p — g, € L?(T,,M; IR) derart,
dafl die drei folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. gp(X,Y) = gp(Y, X) fiir alle X, Y, (Symmetrie)
2. gp(X,X) > 0 fur alle X # 0, (positive Definitheit)

3. Die Koeffizienten g;; in jeder lokalen Darstellung (d.h. in jeder Karte)
9p = Zgij(p) : d$i|p ® dxj|p
2%

sind differenzierbare Funktionen. (Differenzierbarkeit)

Das Paar (M, g) heiit dann auch eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Man sagt zur
Riemannschen Metrik auch Metrik-Tensor. In lokalen Koordinaten ist der Metrik-
Tensor durch die Matrix (g;;) von Funktionen gegeben, genau wie die erste Funda-
mentalform in Kapitel 3. Im Ricci-Kalkiil wird dies einfach als g;; geschrieben.

BEMERKUNGEN:

1. Die Riemannsche Metrik g definiert in jedem Punkt p ein Skalarprodukt g, auf T, M, da-
her verwendet man auch die Schreibweise (X, Y") statt g,(X,Y"). Dadurch werden Léngen
und Winkel festgelegt wie durch die erste Fundamentalform auf Flidchenstiicken. Es ist
[|X]| = +/g9(X, X) die Léinge oder Norm von X, und der Winkel  zwischen X und Y
wird erklért durch die Giiltigkeit der Gleichung cos g - || X|| - ||Y]] = ¢(X,Y), vgl. 1.1.

2. Wenn man die positive Definitheit ersetzt durch die Nichtdegeneriertheit (das heifit:
g(X,Y) = 0 fiir alle Y impliziert X = 0), dann kommt man zum Begriff der pseudo—
Riemannschen oder semi—Riemannschen Metrik, wobei ansonsten alles analog erklért
ist. Speziell verwendet man eine sogenannte Lorentz—Metrik vom Typ (—,+,+,+) in der
Allgemeinen Relativitétstheorie. Dabei sind die Tangentialrdume modelliert nach dem
Vorbild des Minkowski-Raumes (oder des Lorentz—Raumes) IR} (vgl. Abschnitt 3E) mit
der Metrik

-1 0 0 0
|l o 100
0 0 0 1

Im Unterschied bzw. im Gegensatz zum euklidischen Raum kann es hier Vektoren X # 0
geben mit g(X, X) = 0, sogenannte Nullvektoren oder lichtartige Vektoren, genau wie
im 3-dimensionalen Minkowski-Raum (vgl. die Abschnitte 2E und 3E). Der Tensor g;;
heifit in der Relativititstheorie auch das Gravitationspotential oder Gravitationsfeld*.
Es modelliert die metrischen Verhéltnisse auf der 4-dimensionalen Raumzeit geméf der
Gravitation, die von der vorhandenen Materie induziert wird.

4vgl. R.K.SAcHS, H'WU, General Relativity for Mathematicians, Springer 1977, Abschnitt 1.3
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Beispiele:

(1)

(i)

(iii)

(vii)

Die erste Fundamentalform ¢ eines Hyperflichenstiicks im IR™*! ist ein Beispiel
einer Riemannschen Metrik.

Als Standard-Raum haben wir (M, g) = (IR"™, go), wobei als Metrik (go)i; = 0i;
(Einheitsmatrix) die euklidische Metrik in der Standardkarte des IR™ (mit karte-
sischen Koordinaten) erkliirt ist. Diesen Raum nennt man den euklidischen Raum
und bezeichnet ihn auch mit .

1 0 0

0 1 0
(gO)ij == :

0 0 1

go(+,+) = (-, -) ist dann nichts anderes als das gewohnte euklidische Skalarprodukt.

Eine andere Riemannsche Metrik auf IR™ ist etwa g;;(x1, ..., %n) = §i;(1 + zz;):
1+a? 0 cee e 0
0 1+23 0 ... 0
(9i5) = : . . :
0 0 ... 0 1+22

Man kann in &hnlicher Weise zahlreiche Riemannsche Metriken definieren, einfach
durch willkiirliche Wahl der Koeffizienten g;;, unter Beachtung der positiven Defi-
nitheit bzw. der Nichtdegeneriertheit.

Fiir festes r mit 0 < 7 < 1 wird auf dem Quadrat (0,27) x (0,27) C IR? durch

2 0
(g3 (u, v)) = < Z) (1+7r cosu)? )

eine Riemannsche Metrik definiert. Diese stimmt {iberein mit der ersten Funda-
mentalform auf einer offenen Teilmenge des Rotationstorus (vgl. Kapitel 3).

Den abstrakten Torus IR?/Z? kénnen wir mit der eindeutig bestimmten Rieman-
schen Metrik g versehen, so daf die Projektion (IR?,go) — (IR?/Z?,g) zu einer
lokalen Isometrie im Sinne von 5.11 wird. Man nennt dies einen flachen Torus, vgl.
auch 7.24. In der Karte (0,1) x (0,1) wird (g;;) = (; ), wie in der euklidischen
Ebene.

Analog kénnen wir die reelle projektive Ebene IRP? = S?/+ eindeutig mit einer
Riemannschen Metrik g so versehen, daf die Projektion (52, g;) — (IRP2,g) zu
einer lokalen Isometrie im Sinne von 5.11 wird, wobei g7 die Standard-Metrik auf
der Einheits-Sphére bezeichnet.

Die Poincaré-Halbebene ist die Menge {(z,y) € IR? | y > 0} mit der Metrik

o= (o 1 )-
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In dieser Metrik gilt fiir die Linge ||%|| = %, also werden die Halbgeraden in y-
Richtung unendlich lang: fnl 1dt = —log(n) — oo fiir (n — 0) sowie [’ 2dt =
log(n) — oo fiir (n — o0). Tatsichlich ist sogar jede Geoditische in beiden Rich-
tungen unendlich lang. Man vergleiche dazu die Ubungsaufgaben am Ende von

Kapitel 4 sowie Abschnitt TA.

5.11. Definition: (Mit der Metrik vertréigliche Abbildungen)

Eine differenzierbare Abbildung F: M — M zwischen zwei Riemannschen Mannig-
faltigkeiten (M, g), (M, q) heifit eine (lokale) Isometrie, wenn fiir alle p, X, Y

gF(P)(DF‘P(X)vDFh)(Y)) :gp(Xv Y)

gilt, und F heifit eine konforme Abbildung, falls eine Funktion A\: M — IR ohne Null-
stelle existiert, so dafi fiir alle p, X, Y

Ir@) (DFp(X), DF,(Y)) = A (p)gp(X,Y).

Man vergleiche dazu auch die Definitionen 3.29 und 4.29.

BEISPIELE: Die Abbildung (x,y) — (cosz,sin z,y) ist eine lokale Isometrie von der Ebene
auf den Zylinder. Die stereographische Projektion definiert eine konforme Abbildung
zwischen der euklidischen Ebene und der (runden) Sphére ohne einen Punkt.

FRAGE: Gibt es auf jeder Mannigfaltigkeit M eine Riemannsche Metrik? Lokal ist das
kein Problem, man wihle (g;;) beliebig, aber positiv definit und symmetrisch. Global
kann man als Argument die sogenannte Zerlegung der Fins verwenden. Dazu die

BEZEICHNUNG: Fiir eine gegebene Funktion f: M — IR heifit der topologische Abschluf}

supp(f) :={x € M | f(x) #0}

der Triger von f (engl.: ,support®).

5.12. Definition und Lemma (Zerlegung der Eins)

Eine differenzierbare Zerlegung der Eins auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
ist eine Familie (f;);cr von differenzierbaren Funktionen f;: M — IR, so daf die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. Esgilt 0 < f; <1 fiir allei € [I.
2. Jeder Punkt p € M besitzt eine Umgebung, die nur endlich viele der supp(f;) trifft.
3. Esgilt > .., fi =1 (lokal ist dies stets eine endliche Summe).

Falls auf M eine Zerlegung der Eins existiert, so dafl jeder Triger supp(f;) in einer
Koordinatenumgebung enthalten ist, dann existiert eine Riemannsche Metrik auf M.

BEWEIS: Fiir jedes ¢ € I wéhle g,ﬁ? als symmetrische, positiv definite Matrixfunktion (in

der zu supp(f;) gehdrenden Karte). Dies definiert lokal eine Riemannsche Metrik ¢(, und
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fi - ¢ ist differenzierbar und wohldefiniert auf ganz M, namlich identisch 0 auBerhalb
von supp(fi). Setze dann
g:=> fi-g".

i€l

Offensichtlich ist g symmetrisch und positiv semi-definit wegen f; > 0 und ¢ > 0, und
wegen y . f; = 1 ist g in jedem Punkt sogar positiv definit. g

WARNUNG: Dieselbe Methode begriindet nicht die Existenz einer indefiniten Metrik g
auf M, weil in diesem Fall § degenerieren kann, auch wenn alle g nichtdegeneriert sind.
Tatséchlich gibt es topologische Hindernisse fiir die Existenz indefiniter Metriken. Zum
Beispiel existiert auf einer kompakten Mannigfaltigkeit dann und nur dann eine Lorentz—
Metrik vom Typ (— + +---+), wenn deren Euler—Charakteristik x = 0 ist, weil genau
dann ein Richtungsfeld existiert®. Unter den kompakten Flichen sind das nur der Torus
und die Kleinsche Flasche.

Ohne Beweis erwidhnen wir den folgenden

Satz: Falls die Topologie von M (d.h. das System aller offenen Mengen, vgl. 5.3) lokal-
kompakt ist (das ist bei Mannigfaltigkeiten immer so) und das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
erfiillt (Existenz einer abzidhlbaren Basis der Topologie), dann existiert zu jeder offenen
Uberdeckung von M eine zugehérige Zerlegung der Eins, in dem Sinne, daB jedes der
supp(f;) stets in einer der gegebenen offenen Mengen der Uberdeckung enthalten ist.

Zum Beweis siehe zum Beispiel H.SCHUBERT, Topologie, Teubner-Verlag 1964. Es geniigt
sogar die (schwichere) Voraussetzung der Parakompaktheit von M.

Unter den gleichen Voraussetzungen existiert dann stets eine Riemannsche Metrik. Insbe-
sondere impliziert die Kompaktheit von M diese topologischen Voraussetzungen. Damit
existiert insbesondere auf jeder kompakten Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik.

5D Der Riemannsche Zusammenhang

Wie am Anfang von Kapitel 4 haben wir auf abstrakten differenzierbaren oder ab-
strakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten das Problem, eine Ableitung nicht nur fiir
skalare Funktionen zu definieren (dies wird durch die algebraische Definition 5.5 gelei-
stet), sondern auch fiir Vektorfelder. Wir miissen also eine Ableitung eines (tangentialen)
Vektorfeldes nach einem Tangentialvektor definieren, und das Ergebnis mufl wieder ein
Tangentialvektor sein. Eine solche Ableitung wird in 5.13 definiert, und zwar so, daf§ eine
Riemannsche Metrik nicht benttigt wird und dafl beide Argumente X und Y gleichbe-
rechtigt sind. Ndher an dem Begriff der kovarianten Ableitung aus Kapitel 4 ist der so-
genannte Riemannsche Zusammenhang in 5.15. Hier wird zusétzlich eine Vertréaglichkeit
mit der Riemannschen Metrik gefordert. Als Hauptlemma der Riemannschen Geometrie
zeigen wir in 5.16 die eindeutige Existenz eines Riemannschen Zusammenhangs fiir jede
Riemannsche Mannigfaltigkeit.

5L.MARKUS, Line element fields and Lorentz structures on differentiable manifolds, Annals of Mathe-
matics (2) 62, 411-417 (1955)
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5.13. Definition (Lie-Klammer®)
Es seien X, Y (differenzierbare) Vektorfelder auf M, und f: M — IR sei eine differen-
zierbare Funktion. Durch

[X,Y)(f) = X(Y(f) Y (X(S))

wird ein Vektorfeld [X, Y] definiert, genannt die Lie-Klammer von X,Y (oder auch
Lie—Ableitung LxY von Y in Richtung X).

In jedem Punkt p € M gilt [X, Y], (f) = Xp(Y f)—Y,(X f). Daraus folgt die Produktregel
(X,Y],(fh) = f(p) - [X,Y]p(h) + [X,Y], (f) h(p) und damit [X,Y], € T, M. Die Lie-
Klammer mifit den Grad der Nichtvertauschbarkeit der Ableitungen. Man vergleiche dazu
auch 4.5, dort zwar mit einer anderen Definition [X,Y] := DxY — Dy X, die aber im R"™
dquivalent ist zur obigen. Die Lie-Klammer erfordert keine Riemannsche Metrik, sondern
sie ist bereits auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit erkliart. Zur geometrischen
Interpretation der Lie-Klammer s. Ubungsaufgabe 16. Fiir skalare Funktionen ¢ setzt
man auch Lx ¢ = X(p) und erklirt so eine Lie-Ableitung fiir Skalare und fiir Vektoren.
Auch fiir 1-Formen gibt es eine Lie-Ableitung durch Lxw(Y) := X(w(Y)) — w(LxY),
analog auch fiir andere Gréfien (wie Tensoren), vgl. R.OLOFF, Geometrie der Raumzeit,
Vieweg, 12.3. Das Verschwinden der Lie-Ableitung in Richtung eines Vektorfeldes X
fithrt in natiirlicher Weise zu einem betreffenden ,, Konstanz“-Begriff. Zum Beispiel ist
ein isometrisches Vektorfeld X auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) (auch
Killing-Feld genannt) durch die Gleichung L£xg = 0 gekennzeichnet. Dabei ist die Lie-
Ableitung Lxg durch Lxg(Y,Z) = g(Vy X, Z) + g(Y,VzX) erklirt.

5.14. Lemma (Rechenregeln)
X, Y, Z seien Vektorfelder, a, 3 seien reelle Konstanten, f, h: M — IR seien differenzier-
bare Funktionen. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(i
(ii

) [aX +BY, Z) = o[X, Z] + B[Y, Z]
)
(ii)
)

(X, Y] = -[V, X]
X, hY]=f-h-[X,Y]+f-(Xh)- Y —h-(Yf)- X
(X, [V, 2] + [Y.[Z.X]] + [Z,[X,Y]] =0 (Jacobi-Identitit)

(iv
{8(:961 813] =0 fiir jede Karte mit Koodinaten (x L co,x)
[Zfz o ZU 81‘1} = Z (52 P gi)% (Koordinatendarstellung).

BEWEIS: Die Regeln (i) und (ii) sind offensichtlich. Die Regel (iii) folgt aus der Produkt-
regel 5.5:

[FX,hY)(9) = FX((hY)6) — hY ((fX)9)
= J(XW)(Y6) + FRX(Y6) = h(Y [)(X¢) = hfY (X¢)
= (JRIX. Y]+ F(XB)Y = h(Y )X ) (@)

Sbenannt nach SoPHUS LiE, dem Begriinder der Theorie der Transformationsgruppen
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fiir jede Funktion ¢, die in einer Umgebung des betrachteten Punktes definiert ist.
(v) ist nichts anderes als die bekannte Schwarzsche Regel

o (0 0% f o (0

ozt (%(f)) ~ 0xi0zd 3?(&#(”)

fiir die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen.

Die Darstellung (vi) kennen wir schon aus 4.5. Sie folgt hier analog.

Die Jacobi-Identitét (iv) rechnet man leicht wie folgt nach, wenn man symbolisch [X, Y] =

XY — Y X setzt:
(XY, Z]| + [Y,[2,X]] + [Z,[X,Y]| =XYZ - XZY - YZX + ZY X

+YZX -YXZ -ZXY +XZY +ZXY - ZYX - XYZ+YXZ=0. 0

5.15. Definition (Riemannscher Zusammenhang)
Ein Riemannscher Zusammenhang V (lies: ,Nabla“) auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) ist eine Zuordnung

X,Y — VXY,

die je zwei differenzierbaren Vektorfeldern X,Y ein weiteres differenzierbares Vek-
torfeld VxY zuordnet, so dafl die folgenden Eigenschaften erfiillt sind (f: M — IR
bezeichne eine differenzierbare Funktion):

(i) Vx,+x,Y =Vx, Y+ Vx, Y (Additivitit im unteren Argument)
(ii) VyxY = f-VxY (Linearitit im unteren Argument)
(iil) Vx(Y1 +Y2) =VxY1 +VxY, (Additivitit im oberen Argument)
(iv) Vx(fY)=f -VxY+(X(f))-Y (Produktregel im oberen Argument)
v) X(9(Y,2)) =9(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ) (Vertriglichkeit mit der Metrik)
(vi) VxY —Vy X - [X,Y]=0 (Symmetrie oder Torsionsfreiheit)

BEMERKUNG: Zur Vereinfachung verwendet man auch die Schreibweise Vx f = X (f) fiir
die Richtungsableitung von f in Richtung X. Ohne die Bedingungen (v) und (vi) spricht
man einfach von einem ,,Zusammenhang*. Falls dabei die Regel (vi) nicht gilt, so heifit
die Differenz T(X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y] der Torsionstensor von V. Statt ,,Zu-
sammenhang“ sagt man auch kovariante Ableitung (vgl. 4.3), und statt ,Riemannscher
Zusammenhang“ sagt man auch Levi-Civita—Zusammenhang. In der dlteren Literatur
heifit ein Zusammenhang auch eine , Ubertragung®, und der Riemannsche Zusammen-
hang heifit ,, Riemannsche Ubertragung®, vgl. J.A.SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil.

Die Bedeutung davon liegt in einer Art ,,Verbindung® zwischen den Tangentialrdumen,
die ja nach Definition disjunkt sind. Dies wird auch in 5.17 und 5.18 deutlich werden,
wenn wir den Paralleltransport von Vektoren studieren. Dadurch wird es moglich, Vek-
toren in verschiedenen Tangentialrdumen aufeinander zu beziehen. Dies begriindet den
Namen ,,Zusammenhang® fiir den Operator V. Die Rechenregeln fiir den Riemannschen
Zusammenhang sind genau die gleichen wie die fiir die kovariante Ableitung in 4.4.
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BEISPIELE:

1. Im euklidischen Raum (IR",g,) mit der Standard-Metrik go konnen wir V.= D
setzen; d.h. die Richtungsableitung ist ein Riemannscher Zusammenhang, vgl. die
Rechenregeln in 4.4 und 4.5.

2. Auf einer Hyperfliiche M™ — IR™*! definiert die kovariante Ableitung V im Sinne
von Definition 4.3 einen Riemannschen Zusammenhang fiir die erste Fundamental-
form im Sinne der obigen Definition.

3. Im euklidischen IR? setze man VxY := DxY + (X x Y), wobei X x Y das
gewohnliche Kreuzprodukt oder Vektorprodukt sei. Dieses V erfiillt (i) - (iv) (das ist
offensichtlich) sowie auch (v) (hier geht das Spatprodukt g(X xY, Z) = Det(X,Y, Z)
ein), nicht aber (vi) wegen

VxY —VyX =DxY —DyX+X xY =[X,Y]+ X x Y.
~——

Torsion

5.16. Satz Auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gibt es genau einen
Riemannschen Zusammenhang V.

BEWEIS: Zunéchst zeigen wir die Findeutigkeit. Aus (i) - (vi) folgt notwendigerweise fiir
Vektorfelder X,Y, Z :

X(v,z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y(X,Z) = (VyX,Z)+(X,VyZ) -
—Z(X,Y) = —(VzX,Y)—(X,VY)

XY, Z)+Y (X, Z)=Z(X,Y) = (Y,VxZ — Vz X)+(X,Vy Z — VzY)+(Z,VxY + Vy X)
—_——

[X,Z2] [Y,Z] 2V x Y[V, X]

Es folgt die Koszul-Formel (*)

2<VXKZ> :X<Y7Z> +Y<sz> - Z<X7Y> - <}/a [XvZD - <X7 [YvZD - <Z7 [YvXD

Die rechte Seite ist eindeutig gegeben (fiir jedes Z), also ist VxY eindeutig bestimmt.

Um die Existenz von V zu zeigen, definieren wir V durch die Giiltigkeit von (x) fiir alle

X,Y, Z.

Zu zeigen bleibt: (Vx Y)‘p muf} wohldefiniert sein (ohne dabei Werte von Z aufierhalb
des Punktes p zu verwenden), d.h. <VXY|p7 Zp) darf nur von Z, abhéingen, oder es mu8,
dquivalenterweise, die Gleichung

(VxY, f-Z)=f-(VxY,Z)

fiir jede skalare Funktion f gelten. Dies verifiziert man leicht durch Anwenden der Re-
chenregeln fiir die Lie-Klammer und die Produktregel

X(fh) = f-(Xh)+ (X[)-h.

Wir miissen dann noch die Giiltigkeit von (i) - (vi) fiir das so definierte V zeigen.
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(i) und (iii) sind klar.

(ii) Durch Auswertung der Formel (x) erhalten wir

2AVyxY, Z)=2(fVxY, Z) = (Y [UX, Z) = (Z[)(X,Y) =Y, =(Z2f) X) = (2, (Y /) X) =
Der Beweis von (iv) ist analog.

V) AVxY,Z) +2Y,VxZ) =

= X<Y: Z) + Y<X7 Z) - Z<X7Y> - <Y, [Xa ZD - XJ [Y7 Z]> - <Z7 [KXD
+X<Z,Y> + Z<X7 Y> - Y<X7 Z> - <Z7 [X7YD - < 7[Z7Y]> - <Ya [Z7X}> =
= X(Y,Z)+ X(Z,Y) = 2X (Y, Z)
(Vi) 2<ny VyX Z>
—Y(X7Z> X(KZ> Z{Y, X) + (X, [V, Z]) + (V. [X, Z]) + (Z,[X,Y]) =
—2([X, Y], 2). O

In lokalen Koordinaten erhalten wir mit der gleichen Formel () den aus 4.6 bekannten
Ausdruck fiir die Christoffelsymbole:

1 0 0 0
Lijr = 5(— ER a_jgik + a—igjlc)

I3 = Zfij,kgkm mit  (¢"™) == (grs) "
k

(Vi g s ) =Ton
B . 0

8 T
227 O ’ Ok

Daraus ergibt swh die folgende Koordinatendarstellung fiir VxY, wenn X = >, g2
und Y =3, 1 52

oz’

.0 ;OnF
w (X)) = 2(Xe5
J
Speziell fiir X = —i ergibt sich die Gleichung

VXY:VQ(;nj%) = Z(axL+ZF ok

Die Schreibweise dafiir im Ricci-Kalkiil ist in naheliegender Weise

) gur

on®
Oz’ U

mG =

Dabei ist die linke Seite nicht als Ableitung einer skalaren Funktion 7* zu verstehen,
sondern als die k-te Komponente der (kovarianten) Ableitung eines Vektors (n!,...,n")
nach der i-ten Variablen x?.
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Falls wir nicht Vektorfelder auf der Mannigfaltigkeit selbst betrachten, sondern Vektorfel-
der lings einer Kurve ¢, dann sind die Koordinatenfunktionen 7° nicht als Funktionen von

x!, ..., z™ aufzufassen, sondern als Funktionen des Kurvenparameters t. Dann kénnen wir
die folgende Gleichung als Definition verwenden, wobei c!(t),...,c"(t) die Koordinaten
von ¢ seien:

k
vy = 2 (S s r e(0) o
k i,

k

i

Die Riemannsche Metrik induziert also den Riemannschen Zusammenhang, und dieser
wiederum induziert einen Parallelititsbegriff, so wie wir das schon in 4.9 fiir die vom
euklidischen Oberraum induzierte kovariante Ableitung gesehen hatten. Insbesondere
sind alle Ausfithrungen zur kovarianten Ableitung in Kapitel 4 mit denen hier kompatibel.
Die folgenden Ergebnisse iibertragen sich daher direkt.

5.17. Definition (parallel, Geodétische, vgl. auch 4.9)
1. Ein Vektorfeld Y heif3t parallel, wenn VxY = 0 fiir jedes X.

2. Ein Vektorfeld Y lings einer (reguléren) Kurve ¢ heifit parallel lings dieser Kurve
¢, wenn V.Y = 0 (dies ist unabhéingig von der Parametrisierung).

3. Eine regulére Kurve c heifit eine Geoddtische, wenn V¢ = Aé mit einer gewissen
skalaren Funktion \. Aquivalent dazu ist die Gleichung V.¢ = 0, falls ¢ nach
der Bogenldnge parametrisiert ist.

Falls man auch nicht-regulédre Kurven betrachten mochte, gelten die gleichen Zusatzbe-
merkungen wie nach 4.9. Eine kiirzeste regulidre Kurve ist stets eine Geoditische, wie in
4.13, vgl. auch 7.9. DaBl die Bedingungen V.¢ = A¢ und V¢ =0 in 3. untereinander
dquivalent sind, sieht man wie folgt: V:¢ = A¢ impliziert A = (||¢|[)/||¢]|. Daraus folgt

Ve(rsr) =0.

Il

5.18. Folgerung

(i) Léngs einer beliebigen reguliren Kurve c existiert zu jedem Yy € T, )M ein-
deutig ein Vektorfeld Y (lings ¢) mit Y (¢g) = Yj, das parallel lings c ist.

(ii) Die Parallelverschiebung bewahrt die Riemannsche Metrik, d.h. (Y7, Y2) ist kon-
stant fiir zwei parallele Felder Y7, Ys langs c.

(iii) Zu jedem Punkt p und jedem Tangentialvektor X € T, M mit g(X, X ) = 1 gibt
es ein € > 0 und eine eindeutig bestimmte, nach Bogenlinge parametrisierte
Geodétische ¢ : (—¢,€) — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = X.

Der Beweis ist wortlich der gleiche wie in 4.10, 4.11, 4.12. Es gentigt dabei, Teile der
Kurve zu betrachten, die im Definitionsbereich einer Karte liegen. Die Gleichungen fiir
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die Parallelitit V.Y = 0 lings einer Kurve ¢ mit den Koordinaten z(t) bzw. fiir die
Geodaétischelauten wie folgt: Ein Vektorfeld

: 0
Y = J t)—
Zj: ()5
ist genau dann parallel, wenn das Gleichungssystem

+Zx () TE(et) =0, k=1,...,n

erfiillt ist, und ¢ ist genau dann eine Geodétische, wenn

d?zF
dt?

+Z:r ) TE(c(t) =0, k=1,....n.

Daf§ die Parallelverschiebung die Metrik bewahrt, folgt einfach aus der Vertraglichkeit
von V mit der Metrik: V.(Y1,Y2) = (V:Y71,Ya) + (Y1, V:Ys) = 0, falls Y7, Y, parallel
léings ¢ sind.

BEMERKUNG: Im Falle einer nicht positiv definiten Metrik besagt (ii) insbesondere, dafl
die Parallelverschiebung eines raumartigen (bzw. zeitartigen) Vektors stets wieder raum-
artig (bzw. zeitartig) ist.

5.19. Definition (Exponentialabbildung)

Fiir einen festen Punkt p € M bezeichne cgj) die eindeutig bestimmte, nach Bogenlédnge
parametrisierte Geodétische durch p in Richtung eines Einheitsvektors V. Dabei sei der

Parameter so gewéihlt, dafl cgf ) (0) = p. In einer gewissen Umgebung U des Nullpunktes
0 € T, M ist dann die folgende Zuordnung wohldefiniert:

T,M DU > (p,tV) — cif)( t).

Diese Abbildung heifit die Exponentialabbildung in p, geschrieben exp,:U — M.
Fiir variablen Punkt p kann man exp:[j‘ — M in gleicher Weise definieren durch
exp(p, tV) = expp(tV) = Cg, ) (t), wobei U eine offene Menge im Tangentialbiindel T'M

sei, z.B. U = {(p, X ) | [IX]|| < €} fiir ein geeignetes & > 0, falls M kompakt ist.

BEMERKUNG: exp,, bildet die Geraden durch den Nullpunkt in T),M auf Geodétische ab,
und zwar isometrisch, weil der Bogenldngenparameter erhalten bleibt, vgl. Bild 5.2. In
den Richtungen senkrecht zu diesen Geodétischen durch p ist exp,, i.a. nicht isometrisch,
d.h. es gibt dann eine Léngenverzerrung. Wir werden diese Frage wieder in Abschnitt 7B
aufgreifen und die Langenverzerrung der Exponentialabbildung eingehender studieren.

BEISPIELE:

1. Im IR™ ist die Exponentialabbildung einfach gegeben durch die kanonische Identi-
fikation des Tangentialraumes 7, IR™ mit dem IR™ selbst, wobei der Nullpunkt des
Tangentialraumes in den Punkt p abgebildet wird. Genauer: exp,,(tV) = p + V.
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expp

Bild 5.2: Exponentialabbildung in einem Punkt p

2. Fiir die Einheits-Sphére S2 mit dem Siidpol p = (0, 0, —1) 148t sich die Exponential-

abbildung in Polarkoordinaten wie folgt ausdriicken, wobei wir einen Tangential-
vektor als r cos ¢8% + rsin qﬁa% schreiben, also als Funktion von 7 und ¢ auffassen:

exp,(r, ¢) = (cos¢cos (r - g),sin(bcos (r - g),sin (r - g))

Der Kreis r = 7 in der Tangentialebene wird dabei auf den Aquator abgebildet, der
Kreis r = 7 wird in den Nordpol abgebildet. Hier degeneriert also die Exponential-
abbildung.

In der Drehgruppe SO(n, IR) mit Einselement E und der (bi-invarianten) Standard-
Metrik wird expy gegeben durch die Exponentialreihe

Ak
Ar—exp(4) = Y- T

k>0

angewendet auf eine beliebige schiefsymmetrische reelle (n x n)-Matrix A (vgl. den
Beweis von 2.15), daher der Name Ezponentialabbildung. Das Exponentialgesetz

exp ((t + s)A) = exp(tA) - exp(sA)

fir die Exponentialreihe driickt dabei die Tatsache aus, daf8 die Gerade {tA |t € IR}
im Tangentialraum unter exp bzw. expy in eine 1-Parametergruppe von Matrizen
iibergeht. So verhilt sich das auch in vielen anderen Matrizengruppen wie zum Bei-
spiel GL(n, IR),SL(n,R),U(n),SU(n), siche dazu M.L.CURTIS, Matriz Groups,
274 ed., Springer 1984. Daher ist diese Abbildung von fundamentaler Bedeutung
in der Theorie der Lie-Gruppen. Der Tangentialraum im Einselement ist dann
nichts anderes als die zugehorige Lie-Algebra, im Falle der Drehgruppe SO(n, IR)
ist das die Menge der schiefsymmetrischen reellen (n x n)-Matrizen. Die Multi-
plikation (d.h. die Lie-Klammer) in dieser Lie-Algebra ist durch den Kommutator
[X,Y] = XY — YX gegeben, vgl. auch Def. 5.13. Fiir Details vgl. J.HILGERT,
K.H.NEEB, Lie-Gruppen und Lie-Algebren.



Ubungsaufgaben 161

5.20. Definition (Holonomiegruppe)

P¢: TyM — T,M bezeichne die Parallelverschiebung geméf 5.18 ldngs einer geschlos-
senen Kurve ¢ mit ¢(0) = ¢(1) = p. Dazu geniigt es, daf} ¢ stetig und stiickweise regulér
ist, weil die Parallelverschiebung dann aus endlich vielen Teilen zusammengesetzt werden
kann durch mehrfaches Anwenden von 5.18 (i).

Fiir ¢; und ¢y bezeichne ¢o %1 die Komposition (Hintereinanderausfithrung) der Kurven,
und es sei ¢~ 1(t) := ¢(L —t) fiir ¢:[0, L] — M (Durchlaufen in umgekehrter Richtung).
Dann gilt nach Definition
pe2*ci — pez o ]3017
P = (P

und folglich wird mit dieser Verkniipfung die Menge aller Parallelverschiebungen von p
nach p langs irgendwelcher stiickweise reguléiren Kurven zu einer Gruppe. Sie heifit die
Holonomiegruppe von (M, g) in p. Falls M wegzusammenhéngend ist, sind alle Holono-
miegruppen in verschiedenen Punkten zueinander isomorph, und man spricht von der Ho-
lonomiegruppe von (M, g). Die Holonomiegruppe einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
ist eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(n), die auf T, M = IR"™ operiert. Dies
folgt aus 5.18 (ii). Im Falle einer Raumzeit von 3+ 1 Dimensionen ist die Holonomiegrup-

pe eine Untergruppe der Lorentzgruppe, d.h. der Gruppe von linearen Transformationen,
die das Skalarprodukt { , ); bewahren.

BEISPIELE:

1. Die Holonomiegruppe ist die triviale (d.h. einelementige) Gruppe fiir den euklidischen
IR™ und den flachen Torus IR"/Z™. Der Grund liegt darin, daf hier die Parallelver-
schiebung im Sinne der (lokal euklidischen) Riemannschen Metrik mit der euklidischen
Parallelitdt (d.h. der Konstanz) iibereinstimmt. Fiir jeden geschlossenen Weg stimmt
daher der parallel verschobene Vektor mit dem Ausgangsvektor iiberein.

2. Auf der Standard-Sphiire S2 enthilt die Holonomiegruppe alle Drehungen, vgl. Ubungs-
aufgabe 11.

3. Auf einem flachen Kegel mit einem nichttrivialen Offnungswinkel (Regelfliche mit
K =0, vgl. 3.24) ist die Holonomiegruppe nicht trivial. Das sieht man durch aufschneiden
und abwickeln desselben in die Ebene (vgl. 3.24). Die Identifikation am Rand fithrt dann
nichttriviale Elemente der Holonomiegruppe ein.

4. Auf einem flachen Mébiusband IR x (0,1)/ ~ mit (z,¢) ~ (x + 1,1 — t) enthilt die
Holonomiegruppe auch eine Spiegelung. Dies sieht man wieder durch aufschneiden und
abwickeln in die Ebene. Zum flachen M6biusband vergleiche auch 7.24.

Ubungsaufgaben

1. Man zeige, daf8 die offenen Hemisphéren {(xq,x2,23) € S% | ; # 0} fir i = 1,2,3
einen Atlas der 2-dimensionalen Sphére mit 6 (zusammenhéngenden) Kartengebie-
ten Uy, ..., Us definieren. Dabei bezeichnen x1, 22, x3 die kartesischen Koordinaten.
Man bestimme explizit die auftretenden Koordinatentransformationen. Ein Bild
der 6 Hemisphiren findet man auf dem Deckblatt des Buches von M. bo CARMO,
Riemannian Geometry.

2. Man zeige, dafl das kartesische Produkt M7 x My zweier differenzierbarer Mannig-
faltigkeiten wieder eine solche ist.
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10.

11.

Man zeige, dafl zu einer gegebenen differenzierbaren Mannigfaltigkeit die Menge
aller Paare (p,X) mit X € T,M wieder (und zwar auf natiirliche Weise) eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, das sogenannte Tangentialbiindel von M. Dazu
konstruiere man zu jeder Karte ¢ in M eine assoziierte Biindelkarte ® mittels

D(p, X) := (¢(p), & (p),- -, " (p) € R x R™,

wobei £, ..., &" die Komponenten von X in der zugehorigen Basis sind, also X, =
DS (p)% o Es sind dann die Eigenschaften in Definition 5.1 nachzuweisen.
(Anmerkung: Formal gehort zur Definition des Tangentialbiindels eigentlich noch
die Projektionsabbildung (p, X) — p als Bestandteil.)

Man iiberlege, ob diese Definition des Tangentialbiindels im Falle des IR™ mit der
Definition in 1.6 iibereinstimmt.

Man zeige: Das Tangentialbiindel des Kreises S* ist diffeomorph zum Zylinder
S x IR. Die analoge Aussage gilt nicht fiir die 2-Sphére 52, wohl aber iiberraschen-
derweise fiir die 3-Sphire S%: Das Tangentialbiindel von $2 ist diffeomorph zum
Produkt S3 x IR3, vgl. die Ubungsaufgaben am Ende von Kapitel 7.

Zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M7, g1) und (Ma, g2) induzieren in kanoni-
scher Weise eine Riemannsche Metrik g1 X go auf dem kartesischen Produkt M7 x Ms,
die sogenannte Produktmetrik. Wie sieht diese in lokalen Koordinaten aus?

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und o: M — M eine differenzierbare
fixpunktfreie Involution, d.h. es gelte o(o(z)) = = und o(x) # « fiir alle z € M.
Man zeige, da8 durch Identifikation aller Paare {z, ()} eine neue differenzierbare
Mannigfaltigkeit M, entsteht. Falls g eine Riemannsche Metrik auf M ist und o
eine Isometrie ist, dann tragt M, eine induzierte Riemannsche Metrik, so dafl die
Quotientenabbildung von M nach M, (eine 2-fache Uberlagerung) zu einer lokalen
Isometrie wird.

Gegeben sei die Untermannigfaltigkeit M des IR* als
M = {(x1, 72,73, 74) € R* | 22 + 22 =22 + 23 = 1}.

Man weise nach, dafl es sich bei M um eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit handelt,
indem man einen endlichen Atlas explizit angibt.

Man konstruiere explizit eine Lorentz—Metrik, also einen Metriktensor vom Typ
(—+), auf der (abstrakten) Kleinschen Flasche, vgl. die Beispiele nach 5.1.

Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, und A C M sei
ein geoditisches Dreieck, das Rand eines einfach zusammenhingenden Gebietes
ist. Man zeige, daf die Parallelverschiebung lings des (einmal durchlaufenen) Ran-
des eine Drehung in der Tangentialebene ist. Man berechne den Drehwinkel in
Abhéngigkeit von Groflen, die nur von dem Inneren von A abhidngen. Hinweis:
Gauf-Bonnet-Formel.

Man zeige, daf8 die Holonomiegruppe der Standard-Sphire S? tatsichlich alle Dre-
hungen enthilt. Hinweis: Betrachte Kurven, die stiickweise aus Grolkreisen zusam-
mengesetzt sind.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Man bestimme die Holonomiegruppe der hyperbolischen Ebene als Fliche im 3-
dimensionalen Minkowski-Raum (vgl. 3.44). Dabei ist die kovariante Ableitung so
zu definieren wie im euklidischen Raum, also als Tangentialanteil der Richtungsab-
leitung.

Es sei (M., g.) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und f: IR — IR
eine nullstellenfreie Funktion. Dann ist M = IR x M, mit der Metrik

glt,at,...,a") = dt* + (f())* - gu(a’, ..., 2")

ebenfalls eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, das sogenannte werzerrte Produkt
(engl. warped product) mit der Verzerrungsfunktion f (engl. warping function).
Man zeige, daf} die ¢-Linien stets Geodétische sind. Unter welcher Bedingung ist
eine Geodéitische in M, auch eine Geodatische in M ?

Es sei X ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit M. Man zeige:

(a) In jedem Punkt p € M gibt es eine eindeutig bestimmte Kurve ¢,: I, — M
mit ¢,(0) = p,c,(t) = Xcr), wobei I, das maximale Intervall um ¢ = 0 mit
dieser Eigenschaft ist.

(b) Zu einer offenen Umgebung U von p gibt es eine in IR x M offene Menge, so daf3
dort die Abbildung v, erklirt durch ¥(t, q) := ¥:(q) := ¢4(t), differenzierbar
ist. ¢ heilt lokaler Fluf$ von X um p.

(c) Falls ¢ fiir jedes ¢ € IR definiert ist, nennt man das Vektorfeld (oder auch
den Flu}) wvollstindig. In diesem Fall gilt o115 = 1 0 1) fiir alle ¢, s € IR.
Diese Eigenschaft definiert eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen,
weil t — Y, ein Gruppen-Homomorphismus ist. Warum sind dann alle
Diffeomorphismen?

Es sei X ein Vektorfeld auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit A mit X, # 0 in
einem Punkt p € M. Man zeige unter Benutzung der vorherigen Aufgabe: Es gibt

. . . 1 . _ 0
ein Koordinatensystem z-,..., 2" um p mit X = 5.

Es seien X, Y Vektorfelder auf M, und i bezeichne den lokalen Flufl von X um einen
Punkt p € M. Man zeige unter Benutzung der vorherigen Aufgabe die folgende
Gleichung fiir die Lie-Klammer:

1
[(X,Y] = }g% n (Dwft(th(p)) - Yp)

Man zeige, dafl der Tangentialraum der Drehgruppe SO(3) im ,,Punkt“ der Einheits-
matrix in natiirlicher Weise mit der Menge aller schiefsymmetrischen (3 x 3)-
Matrizen identifiziert werden kann (vgl. dazu auch den Beweis von 2.15). Man
berechne ferner das Differential der Cayley-Abbildung CAY: R® — SO(3). Zur
Definition der Cayley-Abbildung siehe die Beispiele nach 5.1.

Man gebe explizit einen Atlas fiir die Mannigfaltigkeit IRP? an (der reelle projektive
Raum), die als Quotient der 3-Sphére nach der Antipodenabbildung erklért ist.

Hinweis: Zerlege die 3-Sphére in 8 Teile, passend zu den 8 Koordinaten-Halbrdumen
{z; < 0} bzw. {x; > 0} im R*.



164

5 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. Man zeige, da} die Exponentialreihe

Ak
exp(A) = Z e
k>0
fiir jede schiefsymmetrische Matrix A tatsdchlich eine orthogonale Matrix liefert.

Man finde eine Formel fiir die Umkehrung der Exponentialabbildung (sozusagen
einen Logarithmus) fiir den Fall der Gruppe SO(n). Hinweis: Reihenansatz wie bei
den Taylorreihen fiir die Funktionen e” und log(1 + z).

Die Schwarzschild-Halbebene ist definiert als Halbebene E = {(t,7) € IR% | r > 1o}
mit der semi-Riemannschen Metrik ds?> = —hdt? + h~'dr?, wobei h die Funktion
h(r,t) := 1 — ro/r bezeichnet. Man zeige, daf} die Abbildungen (¢,7) — (£t +b,r)
Isometrien sind. Ferner berechne man die Christoffelsymbole und zeige, dafl die
r-Linien stets Geodétische sind. Man zeige ferner, daf fiir eine Geodétische v(s) =
(t(s),7(s)) der Ausdruck h(y(s))t'(s) stets konstant ist. Die Konstante ro entspricht
dabei dem Schwarzschildradius, der von der Masse eines schwarzen Loches abhéngt,
das man sich im Zentrum r = 0 vorstellen soll.

Es seien Koordinaten in (M, g) gegeben, so da§ der Metriktensor Diagonalgestalt
hat, also g;; = 0 fiir 7 # j. Man zeige, dafl das Gleichungssystem fiir die Geodéti-
schen genau das folgende ist:

d dxF 1 <& 0gi; (dx’ 2
- = ) == =1,...
ds (gkk ds > 2 ozk (ds > (k=1....,n)

=1

Gegeben sei die Schwarzschild-Metrik wie folgt:

ds? = —h-dt®> + h™' - dr® + r? (sin® 9dp? + d9¥?), wobei h = h(r) =1 — 2L,
Die Schwarzschild-Metrik ist ein Modell fiir ein Universum, in dem es genau einen
rotationssymmetrischen Stern gibt. Man zeige, dafl jede Geoditische ¢ folgende
Gleichungen mit Konstanten E und L erfiillt.

(a)h- L =F

(b) TQSingﬂ-Z—sz

2
(c) % (T2 . %) = r2ginY cos ¥ (%f)

Sei nun ¢ eine nach Bogenlénge T parametrisierte Geodétische, die ein frei fallendes
(geoditisches) Masseteilchen (also kein Lichtteilchen, d.h. g(¢/, ¢’) # 0) beschreibt,
das anfinglich dquatorial fillt, also ©(0) = 5 und %(0) = 0 erfiillt. Dann gilt

(@) h-L=F

(@ﬂ%:L

()9 =7.

Hinweis: Aufgabe 22.

Man berechne die Exponentialabbildung fiir den flachen Torus 72 = IR?/Z? mit
der induzierten, lokal euklidischen Metrik, vgl. Beispiel (v) nach 5.10.

Man driicke die gleiche Exponentialabbildung wie in Aufgabe 24 durch die Expo-
k

nentialreihe exp(4) = > k>0 ‘2—! von Matrizen aus, wobei der Torus als Untergruppe

von SO(4) interpretiert wird. Hinweis: Man vergleiche dazu die Kurven mit kon-

stanten Frenet-Kriimmungen im 4-dimensionalen euklidischen Raum in 2.16.



Kapitel 6

Der Kriimmungstensor

In der GauB-Gleichung 4.15 bzw. 4.18 steht auf der linken Seite ein Ausdruck, den wir
als Kriimmungstensor bezeichnet haben. Seine Beziehung zur Kriimmung (und damit
der Name) wird klar beschrieben durch das Theorema Egregium 4.16 bzw. 4.20. Es ist
dabei von grofier Bedeutung, dafl diese linke Seite der Gau-Gleichung nur von der ersten
Fundamentalform bzw. nur von der kovarianten Ableitung abhéngt:
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -Vxy|Z
im Koszul-Kalkiil bzw.
ory, ors
S _ ) k r S T
ki = Pk 8ulj + 500 — Ty T
im Ricci-Kalkiil (eigentlich R, ; statt Ry j). Dabher ist dieser Ausdruck in gleicher Weise
auch fiir jede Riemannsche Mannigfaltigkeit erklart und stellt die Basis fiir alle weiteren
Informationen iiber Kriimmungen Riemannscher Mannigfaltigkeiten dar. Tatséchlich er-
geben sich alle skalaren Kriimmungsgrofien aus diesem Kriimmungstensor. Bevor wir den
Kriimmungstensor néher studieren, sprechen wir kurz iiber Tensoren im allgemeinen.

s
rj

6A Tensoren

Tensoren sind Operatoren, die nicht durch den Vorgang des Ableitens anderer Gréfien
wirken, sondern vielmehr rein punktal durch das Auswerten anderer Grofien bestimmt
sind (ein Beispiel ist die Weingartenabbildung einer Fliche). Fiir die Berechnung einer
Ableitung geniigt es niemals, die betreffende abzuleitende Grofie in nur einem Punkt
zu kennen. Vielmehr mufl man sie typischerweise mindestens lings einer Kurve kennen,
vgl. die Richtungsableitung in 4.1 sowie die kovariante Ableitung in 4.2 und 4.3. Der
Metriktensor (oder Mafitensor) g einer Riemannschen Mannigfaltigkeit dagegen mifit
das Skalarprodukt zweier Vektoren X,Y, ohne dafl man diese Vektoren nun ableiten
miifite. Entsprechendes gilt fiir die in der Mechanik vorkommenden Spannungs- und
Trigheitstensoren. Fiir die Differentialgeometrie ist es von grofler Wichtigkeit, dafl auch
der Kriimmungstensor zu den Tensoren in diesem Sinne gehort. Wir hatten das in 4.19
zwar schon kennengelernt, aber es folgte dort einfach aus der Gau$i-Gleichung, deren rech-
te Seite nur die Weingartenabbildung enthélt. Auch ohne Benutzung der Gau-Gleichung
kann man dieses Verhalten leicht feststellen:

Dazu seien X,Y, Z drei Vektorfelder, die durch Auswerten des obigen Ausdrucks (der ja
kovariante Ableitungen enthélt) den Kriimmungstensor R(X,Y)Z in einem Punkt p be-
stimmen. Wenn man die Argumente X, Y, Z durch skalare Funktionen «, 3,y modifiziert,
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wenn man also X,Y, Z ersetzt durch aX,3Y,~vZ und dann den Kriimmungstensor in p
auswertet, dann gehen keine Ableitungen dieser Funktionen ein, sondern es ergibt sich

R(aX,pY)(Z)|, = a(p)Bp)y(p)R(X,Y)Z| .

Genauer ist es so, daf} alle Terme mit Ableitungen von «, 3,7 sich dabei gegenseitig
aufheben, vgl. Ubungsaufgabe 2. Man kann also das punktale Ergebnis von R(X,Y)Z
als lediglich von X,,,Y,, Z, abhéngig ansehen. Genau diese Eigenschaft nutzen wir zur
Definition dessen, was man allgemein als Tensor ansehen soll.

6.1. Definition (Tensoren, Tensorfelder)
Ein s-fach kovarianter Tensor (kurz: ein (0, s)-Tensor) in einem Punkt p einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine multilineare Abbildung

Ap: (T,M) x ... x (T,M) — R.

Analog ist ein (1, s)-Tensor im Punkt p eine multilineare Abbildung

Ap: (TpyM) x ... x (TyM) — T,M.

S

Eine Basis des Raumes aller (0, s)-Tensoren ist

SR
J1,--ds=1,..m

yeesds =100,

(dle lp®...®dz’"

wobei

ST, Y
.—511 515'

(d;cj1®...®da:j5>(%,...,%)

Wie in der Vorbemerkung vor 5.10 ergibt ein Koeffizientenvergleich fiir
Ay = Aj j, dah @ @ da

nach Einsetzen der Basis die Gleichung

Aj = AP(%, e ajjs)'

Daher verwendet der Ricci-Kalkiil als Kurzschreibweise A;, .. ;. fir einen (0, s)-Tensor

und analog die Schreibweise A% fiir einen (1, s)-Tensor, wobei dann

ZA ..... js%:AIJ<%7"'>%)'

Ein differenzierbares (0,s)- oder (1,s)-Tensorfeld A ist eine Zuordnung p — A,

derart, daf die Koeflizientenfunktionen A;,, . ;, bzw. A; 77777 ;. In der obigen Basisdar-

stellung differenzierbar sind, genau wie das in Definition 5.10 verlangt wurde.

Vereinbarung: Im folgenden seien Tensorfelder stets als differenzierbare Tensorfelder
aufzufassen.
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BEMERKUNG 1: Wir werden in diesem Buch im wesentlichen nur (0, s)-Tensoren und (1, s)-
Tensoren verwenden. Allgemeiner betrachtet man auch gemischte ko- und kontravariante Ten-
soren beliebiger Stufe in folgendem Sinne:

Ein s-fach kovarianter und r-fach kontravarianter Tensor (kurz: ein (r,s)-Tensor) in einem
Punkt p einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine multilineare Abbildung

Ap: (Ty,M)* x oo x (Ty,M)* x (TpyM) x ... x (T,M) — R,

r E]

wobei (T, M)* := Hom(T,M; IR) den Dualraum des Tangentialraumes bezeichnet. Eine Basis
des Raumes aller (r, s)-Tensoren ist

(aan ®...®% ® dz’t ®...®dxj3|p) ,
T T p P i1 yeerir 1y s =1,eem
wobei
9 K k. O 9 k ke sj
(ax—ll p®®d(]§] p) (dx 17...,dI 76{];[1"”’%) 3:(51-11 5M 51111 (st
Wieder ergibt ein Koeffizientenvergleich fiir
iyoip O 0 j g
Ap=D) A5 5 ® @5 - ®d” ®.. @dr
nach Einsetzen der Basis die Gleichung
) ) ) ) bl )
Tl yeeey i i1 iy
AL jszp<dx yo.o,dx ’8x9'1""’—8xj5)'

Daher verwendet der Ricci-Kalkiil als Kurzschreibweise A;i;”b fiir einen (r, s)-Tensor. Dabei
stehen die kovarianten Indizes stets unten und die kontravarianten oben.

BEMERKUNG 2: In der multilinearen Algebra deutet man die oben definierten Tensoren auch
gern direkt als Elemente eines Tensorprodukts von Rédumen vermoge der folgenden kanonischen
Isomorphien, wobei ,Mult“ die Menge der multilinearen Abbildungen und ,,Hom“ die Menge
der Homomorphismen (also linearen Abbildungen) bezeichnet.

Mult((TpM*)’“7 (TpyM)*; R) = Hom((@leTpM*) ® (®F_1TpM); lR)

~ ((@LITPM*) ® (®§:1TPM)> & S\ T, M) @ (®51TyM)"

Fiir Details zur multilinearen Algebra vergleiche man z.B. G.FISCHER, Lineare Algebra (Ab-
schnitt 6.3 und 6.4) oder W.GREUB, Multilinear Algebra, Springer 1967.

Ein (1, s)-Tensor im Sinne dieser letzten Definition kann wiederum auch als multilineare Abbil-
dung

A TyMx ... xTyM — T,M
—

s

aufgefafit werden wegen der kanonischen Isomorphie zwischen T, M und T, M **:

Al X,..., X)) € (T,M)* = T,M.
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BEISPIELE FUR TENSOREN:

1.

Ein Vektorfeld X ist auch ein (1, 0)-Tensorfeld, im Ricci-Kalkiil beschrieben durch
X' oder auch &', falls X = Y, &' 52,

Eine 1-Form im Sinne von Abschnitt 4F ist ein (0, 1)-Tensorfeld, auch Kovektorfeld
genannt. Speziell gilt dies fiir das Differential einer Funktion f, geschrieben df :=
. AL dzt ) im Ricci-Kalkiil f; = 2L, Es ist dann df (X) = Vx f = X (f).

i Ozt oz’

Eine skalare Funktion ist ein (0, 0)-Tensorfeld, bekommt daher auch im Ricci-Kalkiil
keinen Index.

Eine Riemannsche Metrik g ist ein (0, 2)-Tensorfeld, vgl. 5.10. Im Ricci-Kalkiil wird
g durch das schon in Kapitel 3 verwendete Symbol g;; beschrieben.

Fiir ein festes Vektorfeld Y ist die kovariante Ableitung VY ein (1, 1)-Tensorfeld,
erklirt durch VY (X) := VxY bzw. im Ricci-Kalkiil durch V;17. Beachte aber, daf}
die Zuordnung X,Y —— VxY kein (1,2)-Tensorfeld ist wegen der Produktregel.
Die Differenz zweier Zusammenhiinge V und V ist stets ein (1, 2)-Tensorfeld.

Die Weingartenabbildung L: T, M — T, M einer Hyperfldche ist ein (1, 1)-Tensor-
feld, in lokalen Koordinaten hf. Die zweite Fundamentalform einer Hyperfliche
ist das zugehorige (0, 2)-Tensorfeld II(X,Y) = I(LX,Y) = I(X,LY), im Ricci-
Kalkiil h;; = h¥gi;. Analog haben wir h¥ = h;;g7%. Diese Prozedur des Hoch- bzw.
Herunterziehens von Indizes heiit auch Uberschieben.

Eine Riemannsche Metrik g liefert eine Isomorphie von T, M und T, M* durch
T,M>Xv+—g(-,X)eT,M".

In lokalen Koordinaten ist dies genau die Prozedur des Uberschiebens. Aus einem
Vektor &/ wird der Kovektor & = £7g;; und umgekehrt.

Der Kriimmungstensor (= linke Seite der Gau—Gleichung) ist ein (1, 3)-Tensor:
X,Y,Z — R(X,Y)Z :=VxVyZ — VyVxZ - Vixy| 2.

Im Ricci-Kalkiil werden die Komponenten des Kriimmungstensors durch die linke
Seite der GauB-Gleichung 4.15 gegeben, wobei die Stellung der Indizes aus histori-
schen Griinden (abweichend von Definition 6.1) die folgende ist:!

9 9\ 0 L0
R(Gor 507 ) 3 = 2Rk o

81—‘19] a]‘—‘sk r s T S
ki = ok Oxzj + 500 — T3y

Durch Uberschieben erhalten wir den zugehorigen (0, 4)-Tensor

XY, Z,V — g(R(X,Y)V, Z).

lin Ubereinstimmung mit S.KoBayasHi, K.Nomizu, Foundations of Differential Geometry I, Wiley-
Interscience 1963, Ch. III Prop. 7.6 und Ch. V
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Die Vertauschung der beiden Argumente Z,V hat ebenfalls historische Griinde.
Im Ricci-Kalkiil hat das den Effekt, dafl die Uberschlebung Rk = gmbR - den
oberen Index in folgender Weise an die erste Stelle setzt:

WARNUNG: In der Literatur findet sich der Kriimmungstensor auch mit dem ent-
gegengesetzten Vorzeichen, also R(X,Y)Z :=VyVxZ -~ VxVyZ - V|y, x1Z
entsprechend auch fiir die Komponenten Rj ;.

Um einen geeigneten Begriff einer Ableitung von Tensoren zu finden, macht man sich
am besten klar, dafl die Wirkung eines (1, 1)-Tensors A auf einen Vektor Y wie die einer
Matrix auf einen Vektor ist, also eigentlich eine Multiplikation. Wenn man daher den
Ausdruck A(Y) ableiten will, so hat man sicher die Produktregel (A(Y)) = A'(Y)+A(Y")
zu beachten. Ubersetzt in die kovariante Ableitung nach X bedeutet dies gerade die Regel

Vx(A(Y)) = (VxA)(Y) + A(VxY).

Bei Tensoren hoherer Stufe hat man wegen der Multilinearitét eine iterierte Produktregel
gemif der Zahl von Summanden zu beachten. Dies motiviert die folgende Definition:

6.2. Definition (Ableitung von Tensorfeldern)
Sei A ein (0, s)-Tensorfeld oder ein (1, s)-Tensorfeld, X sei ein festes Vektorfeld. Dann
definieren wir die kovariante Ableitung von A in Richtung X durch

(VxA) (Vi Ye) o= Vi (A(Yr, 0 V) = DDAV, Yier, VY, Vi, oo Ve,

VxA ist dann ebenfalls ein (0, s)-Tensor bzw. ein (1, s)-Tensor, und VA wird ein
(0, s + 1)-Tensor bzw. ein (1, s + 1)-Tensor durch
(VA)(X, Y1, Y) = (Vx A) (Y, V).

Im Ricci-Kalkiil haben wir hierfiir die Schreibweise

0
viAJl--Js = axiAjln-]s z]lAka -Js F AJ1kJ3 s F?]gAJI---Js—lk bzw.
VAT = iAm +TmAT TR A Tk AT Tk oAm
J1---Js Ot I Js J1.--Js ij14 kj2.. s ij2“ j1kjs .. Js ijs 1. Js—1k"

Zur Rechtfertigung der Definition mufl man zeigen, dafl
(VxA)Y1,....f- Y,....Y) =f- (VxA)(Y1,...,Ys),

was gerade bedeutet, daf das Resultat (VxA),(Y1,...,Ys) nur von Yy |p, ..., Ys|, abhéngt.
Man verifiziert diese Gleichung leicht anhand der Rechenregel 5.15 (iv): Einerseits enthiilt
der erste Term der rechten Seite (in der obigen Definition) die Ableitung von f in der
Form X (f)-A(Y3,...,Y;), andererseits enthélt der j-te Summand des zweiten Ausdruck
den Term A(Yl, LY, XY, Y, YS) Wegen des Vorzeichens heben sich diese
beiden Terme gegenseitig auf.
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SPEZIALFALLE:

1.

Fiir eine skalare Funktion f (also einen (0, 0)-Tensor) ist die kovariante Ableitung
nichts anderes als das Differential df = Df = Vf mit Vf(X) = Vxf = X(f). Der
Gradient von f beziiglich einer Metrik g, geschrieben gradf oder genauer sogar
grad, f, ist dann derjenige Vektor, der durch g(gradf, X) := Vf(X) fiir alle X
bestimmt ist. Beachte, dal hier V f nicht den Gradienten bezeichnet, obwohl dies
in der Literatur durchaus auch verwendet wird. V f bezeichnet gemé&8 Definition 6.2
das Differential von f als (0, 1)-Tensor, wihrend der Gradient ein (1, 0)-Tensor sein
mus. In lokalen Koordinaten entstehen die Komponenten f? des Gradienten aus den
Komponenten f; = % durch Uberschieben f? = f;¢’*. In der Standard-Karte des
euklidischen Raumes gibt es zwischen f* und f; keinen erkennbaren Unterschied,
aber z.B. in ebenen Polarkoordinaten mit

i = (g ) wd @een=(g %)

2

hat man f. = %, fo= g—f; und entsprechend f" = f.g"" = f,, f® = fs9%% = for2.

Die zweite kovariante Ableitung von f wird gegeben durch V2f = VV f. Dabei ist

(VEOXY) = (VxV)(Y) = Vx (V) =V (VxY) = VxVy f = (VxY)(f).

V2 f heifit auch die Hesse-Form oder die Hessesche von f.

Die Ableitung des Gradienten ist der Hesse-Tensor Vgradf. Dazu rechnen wir aus
Vx(g(gradf,Y)) = g(Vxgradf,Y) + g(gradf, VxY)
—_———— —_—

VxVyf VxY(f)

und sehen die Gleichung g(V xgradf,Y) = V2£(X,Y). Im Ricci-Kalkiil haben wir
2 . .

ViVf = Vif; = % — Tfjfk bzw. Vif? = V;frg™ fiir die Hesse-Form als

(0,2)-Tensor bzw. den Hesse-Tensor als (1, 1)-Tensor.

. Fiir einen (0, 1)-Tensor w (oder eine 1-Form) ist die kovariante Ableitung erklért

als
Vu(X,Y)=(Vxw)(Y)=Vx(w(Y)) —w(VxY).

In Koordinaten (bzw. im Ricci-Kalkiil) haben wir
_ Ow
- Ot
Bemerkung: die duflere Ableitung dw als alternierende 2-Form ist durch die Glei-
chung dw(X,Y) = Vw(X,Y) — Vw(Y, X) erklirt, vgl. Abschnitt 4F.

Vzwj

k
— F,-jwk-

. Fiir einen beliebigen (0, 2)-Tensor A gilt

VAX,Y, Z) = (VxA)Y, Z) = Vx (A(Y, Z)) — A(VxY, Z) — A(Y,Vx Z),

im Ricci-Kalkiil Vi Aj; = 52¢ Aij — '}, As; — 'y Ais. Speziell fiir die Riemannsche
Metrik A = g gilt somit Vg(X,Y,Z) = Vxg(Y,Z) — 9(VxY,Z) —g(Y,VxZ) =0
fir alle X,Y, Z, also

Vg =0.
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Man sagt dazu auch: der Metriktensor g ist parallel beziiglich des zugehotrigen Rie-
mannschen Zusammenhangs V (sogenanntes Lemma von Ricci). Im Ricci-Kalkiil
schreibt man hier V;g;i = Vg™ = 0.

6. Fiir die Weingartenabbildung L wird VL(X,Y) = Vx(LY) — L(VxY). Daher
besagt die Codazzi-Mainardi-Gleichung nichts anderes als die Symmetrie des (1, 2)-
Tensors VL, vgl. 4.19, im Ricci-Kalkiil V;h, = Vih?, vgl. Ubung 23 in Kap. 4.

7. Fiir den Kriimmungstensor R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —V|x y|Z als (1, 3)-
Tensor wird die kovariante Ableitung VxR ein (1,3)-Tensor, ausgeschrieben
(VxR)(Y, Z)V = Vx(R(Y, Z)V) — R(VxY, Z)V — R(Y,Vx Z)V — R(Y, Z)VxV.

6B Die Schnittkriimmung

Wir kehren noch einmal zuriick zum Theorema Egregium 4.20 fiir die Gaufl-Kriimmung
K. Es besagt die Gleichung <R(X, Y)Y, X> = K fiir orthonormale X,Y bzw. allgemein
(R(X,Y)Y,X) = K({(X,X)(Y,Y) — (X,Y)?). Dies gilt fiir 2-dimensionale Fléchen im
IR3. Fiir 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten konnen wir diese Gleichung als
Definition einer Kriitmmung K auffassen, die wir dann ebenfalls als Gauf$- Kriimmung oder
als die innere Krimmung der Metrik g bezeichnen. Falls die Dimension der Mannigfal-
tigkeit grofer ist, dann kdnnen wir analog vorgehen fiir jede Wahl einer 2-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit bzw. fiir jede Wahl eines 2-dimensionalen Unterraumes im Tangen-
tialraum. Dies fiihrt zum Begriff der Schnittkrimmung, die gewissermaflen die Kriimmung
eines 2-dimensionalen Schnitts durch die Mannigfaltigkeit beschreibt. Zum Studium der
Schnittkriimmung bendtigen wir Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors, die
zum Teil etwas versteckt liegen.

6.3. Lemma (Symmetrien des Kriimmungstensors)
Fiir beliebige Vektorfelder X,Y, Z, V gilt

1. RIX,Y)Z =-R(Y,X)Z

2. R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (1. Bianchi-Identitiit)
3. (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V + (VzR)(X,Y)V =0 (2. Bianchi-Identitit)
4. (R(X,Y)Z,V)=—(R(X,Y)V,Z)

5. (R(X,Y)Z,V)=(R(Z,V)X,Y).

Im Ricci-Kalkiil sind diese fiinf Gleichungen die folgenden (mit R;;x = R‘;kl Jsi):

1. R, = —R%,
2. R + R, + Ry =0

8. VLR, + VR, + VR =0
4. Rijri = —Rjim

5. Rijri = Riiij.
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Unter Verwendung der algebraischen Symmetrien 1..4.,5. kann man diese Gleichungen in
die folgenden Gleichungen umformen:

1. Rijri = —Rjir = —Rijik = Rrij
2. 3Ryjip = Rijri + Rjgir + Riijir =0
3. 3V R i = ViBjjim + VB + ViR, = 0.

Bemerkung: Die Bezeichnung ,,1. und 2. Bianchi-Identitét* ist historisch eigentlich nicht
korrekt, hat sich jetzt aber eingebiirgert. Die zweite der beiden ist die klassische Bianchi-
Identitéit (so in J.SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, §16), die erste ist eine Jacobi-Identitét,
vgl. auch 5.14. Zur Historie der (zweiten) Bianchi-Identitéit (die auch G.RiccCI zuge-
schrieben wird) vergleiche man T.LEVI-CIVITA, The absolute differential calculus, VIL.5

(p.182).

BEWEIS:

1. Dies folgt direkt aus der Definition. Im folgenden seien 0.B.d.A. X,Y, Z, V Basis—
Felder, so dafl die wechselseitigen Lie-Klammern verschwinden, z.B. VxY = Vy X.

2. Wir rechnen diese Summe aus wie folgt:

R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ
R(Y,Z)X =VyV;X —V;VyX = VyVxZ-V,VyX
R(Z,X)Y =VVxY —VxVsY = V;VyX —VyVyZ

Es ergibt sich, daf§ die Summe der rechten Seiten gleich null ist.

3. (VxR)(Y,Z)V =Vx(VyVzV —=VzVyV) - R(VxY,Z)V - R(Y,VxZ)V —

—VyVzVxV +VzVyVxV

(VyR)(Z,X)V =Vy(VzVxV =VxVzV)—-R(VyZ X))V - R(Z,VyX)V —
—VzVxVyV +VxVzVyV

(VzR)(X,Y)V =Vz(VxVyV = VyVxV) - R(VzX,Y)V — R(X,VzY)V —
—VxVyVzV +VyVxVzV.

Die Summe der drei rechten Seiten ist aber gleich null.

4. Die Schiefsymmetrie einer Bilinearform w(X,Y) = —w(Y,X) ist dquivalent zu
w(X,X) =0 fir alle X, weil
WX +Y, X 4Y) = (X, X)+w(Y,Y) +w(X,Y) +w(Y, X).
=0
Zu zeigen ist also, dal (R(X,Y)Z, Z) = 0 fiir alle XY, Z gilt.

Dazu betrachten wir die Gleichung Y(Z,Z) = 2(Vy Z,Z) und leiten noch ein-
mal ab: X(Y(Z,Z)) = 2X(VyZ,Z) = 2(VxVyZ,Z) + 2(VyZ,Vx Z). Fiir den
Kriimmungstensor folgt daraus

2R(X,Y)Z,Z) = 2(NxVy Z,Z) — 2(NyVx Z, Z)
=XY((Z,2)) = 2Ny Z,VxZ) - YX({Z,2)) + 2(Nx Z,Vy Z)
= [X,Y]((Z,Z)) = 0.
——

=0
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5. Dies folgt rein algebraisch aus 1., 2. und 4.:

(RX,YV)Z,V) 'Y (R, X)2,V) & (R(X,2)Y,V) + (R(Z,Y)X,V)
(RX,Y)2,V) Y ~(RX, V)V, 2) E (R(V,V)X, 2) + (R(V, X)Y, Z).

Durch Addition folgt die Gleichung

2(R(X,Y)Z,V) = (R(X, 2)Y,V)+(R(Z,Y)X, V) H(R(Y, V)X, Z)+(R(V, X)Y, Z).
Durch Vertauschen von X mit Z sowie Y mit V erhilt man

AR(Z,V)X,)Y)=(R(Z,X)VY)HR(X,V)Z,Y)+(R(V,Y)Z,X)+(R(Y, Z)V, X),

also die gleiche Summe wie vorher (nach Anwenden von 1. und 4.).

O

VORBEMERKUNG ZUR SCHNITTKRUMMUNG: An der Gaufi—Gleichung
R(X,)Y)Z =(LY,Z)LX — (LX,Z)LY

(mit L als Weingartenabbildung) sieht man, dafl der Kriimmungtensor der Einheits-
Sphére (mit L = Identitéit) gegeben ist durch

RI(X,Y)Z := (Y, 2)X — (X, 2)Y,

im Ricci-Kalkiil durch (R1)ijr = gikgji — gurgjk- Man sieht daran, daf fiir gegebene
orthonormierte X,Y der Endomorphismus R1(X,Y) (auch Krimmungstransformation
genannt) eine geometrische Bedeutung hat. Der Endomorphismus wirkt ndmlich als eine
Drehung um 90°, ausgefiihrt nach einer orthogonalen Projektion auf die X,Y-Ebene.
Daher liegt ein Vergleich von einem beliebigen Kriimmungstensor R mit diesem R; nahe.

Beobachtung: Der Kriimmungstensor Ry der Einheits-Sphére ist parallel, denn es gilt

(VxR)(Y,Z)V = Vx((Z, V)Y —(Y,V)Z) = (VxZ, V)Y + (VxY,V)Z
—(Z,VxV)Y + (Y, VxV)Z —(Z,V)VxY + (Y, V)VxZ =0

wegen Vxg = 0.

6.4. Definition Bei gegebener Riemannscher Metrik ( , ) erklidren wir den Standard—
Kriimmungstensor Ry durch R1(X,Y)Z :=(Y,Z)X — (X, Z)Y und setzen dann

FUXY) = (Ri(X, Y)Y, X) = (X, X)(Y)Y) - (X,Y)?

K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X).

Es sei o0 C T, M ein 2-dimensionaler Unterraum, der von X, Y aufgespannt wird. Dann

heifit
K(X,Y)

/€1(X, Y)

die Schnittkrimmung der Riemannschen Mannigfaltigkeit beziiglich der Ebene o.

K, =
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BEMERKUNG: Falls X,Y orthonormiert sind, so gilt einfach
K, =(R(X,Y)Y,X).
Im Fall n = 2 erkennen wir das Theorema Egregium mit K, = K (GauB-Kriimmung).

Zur Rechtfertigung der Definition miissen wir noch zeigen: K, héngt nur von o ab, aber
nicht von der Wahl von X, Y. Dazu sei X = aX+8Y, Y =X +6Y mit ad— By # 0. Es
folgt #(X,Y) = (ad — 57)%:(X,Y) und £1(X,Y) = (ad — B7)2k1(X,Y). Im Falle einer
indefiniten Metrik g ist es allerdings so, daf} die Schnittkriimmung nicht fiir alle Ebenen
o definiert ist, sondern nur fiir sogenannte nicht-entartete Ebenen, d.h. solche, bei denen
(R (X, Y)Y, X> # 0 fiir wenigstens eine Basis X, Y gilt.

k(- , -) kann als biquadratische Form aufgefait werden, die dem (0,4)-Kriimmungstensor
zugeordnet ist. Sie ist symmetrisch nach 6.3.1 und 6.3.5: k(X,Y) = s(Y, X).

Wir erinnern hier daran, dafl eine symmetrische Bilinearform ¢ stets aus der zugehorigen
quadratischen Form ¢ (X) := ¢(X, X) zuriickgewonnen werden kann durch die simple
Formel (die sogenannte Polarisierung)

20(X,Y) = (X +Y) = (X) = 4(Y),

vgl. G.FISCHER, Lineare Algebra 5.4.4 (S.277). Etwas dhnliches kann man auch fiir den
Kriimmungstensor erreichen und damit die Zahl der Argumente von 4 auf 2 reduzieren.

6.5. Satz Der Kriimmungstensor R kann aus der biquadratischen Form x rekon-
struiert werden (und damit auch aus der Kenntnis aller Schnittkriimmungen).

BEWEIS: Dies ist eine rein algebraische Konsequenz aus den Symmetrien 6.3.1, 6.3.2,
6.3.4, 6.3.5.

1. Schritt: Wir zeigen zunichst, dafl sich R(X,Y)Z allein durch Terme vom Typ R(X,Y)Y
ausdriicken l&8t:

R(X,Y+Z)(Y+Z) = R(X,Y)Y +R(X,Y)Z +R(X,2)Y +R(X,Z)Z
—R(YY,X+Z)(X+2Z) = —R(Y,X)X +R(X,Y)Z +R(ZY)X —R(Y,2)Z
0 = R(X,Y)Z +R(Y,X)Z

Nach Aufsummieren der drei Zeilen verschwindet die vorletzte Spalte wegen der Bianchi-
Identitét in 6.3, und wir erhalten

3R(X,Y)Z =R(X,Y + Z)(Y + Z) = R(Y, X + Z)(X + Z)—
—R(X,Y)Y — R(X,2)Z + R(Y, X)X + R(Y, 2)Z

2. Schritt: Es gilt nach 6.3
(R(X, Y)Y, Z) = (R(Y, Z)X,Y) = (R(Z, Y)Y, X),

also ist (R(.,Y)Y,.) fiir festes Y eine symmetrische Bilinearform. Es folgt fiir jedes feste
Y die Gleichung

2R(X, Y)Y, Z) = k(X + Z,Y) — k(X,Y) — K(Z,Y).
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Wenn wir den 1. Schritt und den 2. Schritt zusammensetzen, erhalten wir die Formel

6RX,YV)Z, V)= K(X+V,Y+2Z)—k(X,Y +2)—s(V,Y + 2)
k(Y +V, X+ Z2)+r(Y, X+ 2)+x(V.X + 2)
—k(X+VY)+s(X,Y)+(V,Y)
—k(X+V,2)+r(X,Z2)+k(V,Z)
+e(Y +V,X) - k(Y,X) - k(V,X)
+r(Y+V,Z2) - (Y, Z) — r(V,Z). O

6.6. Folgerung Nehmen wir an, daf} die Schnittkriimmung K, nicht von der Wahl
von ¢ abhéngt, sondern nur von der Wahl des Punktes p, da sie also eine skalare
Funktion K: M — IR ist. Dann gilt: R = K - Ry bzw. Rijii = K(gixgji — giugjk)-

Der Beweis ergibt sich direkt durch Anwenden von 6.5, weil nach Voraussetzung x(X,Y) =
K - k1(X,Y) fiir alle X, Y gilt und weil die Formel fiir R in Abhéngigkeit von x nur ad-
ditive Terme von k enthélt. Damit iibertrigt sich die Gleichung kK = Kk, auf R = KR;.

Insbesondere ist die Voraussetzung von 6.6 fiir n = 2 trivialerweise erfiillt. Damit hat der
Kriimmungstensor jeder 2-dimensionalen Riemannsche Mannigfaltigkeit stets die Gestalt
R = K - Ry. Die GauB-Kriimmung K braucht dabei bekanntlich nicht konstant zu sein.
Im Gegensatz dazu gilt fiir n > 3 aber der folgende Satz:

6.7. Satz (F.SCHUR 1886 ?)

Wenn die Schnittkriimmung K, einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 3 nicht von der Ebene o, sondern nur vom Punkt abhingt, dann ist sie
konstant, hangt also auch nicht vom Punkt ab.

BEWEIS: Zunichst gilt nach 6.6 R(Y,Z)V = K - R1(Y, Z)V mit einer differenzierbaren
Funktion K: M — IR. Durch Ableiten erhalten wir

(VxR)(Y,Z)V =K - (VxR)(Y,Z)V + X(K)- R (Y, Z2)V = X(K) - R (Y, Z)V

wegen Vx Ry = 0, vgl. die Beispiele in 6.2. Wir wollen nun zeigen, daff X (K) = 0 fiir
alle X gilt. Durch zyklische Vertauschung folgt
(VxR)(Y,Z2)V =X(K)(Z,V)Y —(Y,V)Z)
(VyR)(Z,X)V =Y (K)((X,V)Z —(2,V)X)
(VzR)(X,Y)V = Z(K)((Y, X — (X, V}Y).
Nach Aufsummieren ergibt sich unter Verwendung der dritten Gleichung in 6.3
0 = (Z(K)(V,V) ~ Y (K)(Z,V)) X
+(Y(K)(X,V) - X(K)(Y,V))Z
fiir alle X,Y, Z, V. Da nun nach Voraussetzung die Dimension mindestens 3 ist, gibt es
orthonormale Vektoren X,Y, Z. Setzen wir zunichst V = X, so erhalten wir

0=—-Z(K)Y +Y(K)Z

2Uber den Zusammenhang der Rdume konstanten KriimmungsmaBes mit den projektiven R&umen,
Math. Annalen 27, 537-567 (1886)
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und folglich Y(K) = Z(K) = 0. Wihlen wir analog V =Y, so folgt
0=Z(K)X — X(K)Z

und dann auch X (K) = 0. Da zumindest einer der drei Vektoren beliebig gewéhlt werden
kann (bis auf die Linge), folgt X(K) = 0 fiir jedes X. Also ist K lokal konstant und
wegen des Zusammenhangs von M auch global konstant. O

6.8. Definition (Raum konstanter Kriimmung)

Falls fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit die Schnittkriimmung K, eine Konstante
K ist oder (dquivalenterweise) falls R = K - Ry mit K € IR gilt, so heifit die Mannig-
faltigkeit ein Raum konstanter (Schnitt-)Kriimmunyg.

BEMERKUNG: Unter Skalierung versteht man das Ersetzen einer Metrik g durch g := A2g
mit einer Konstanten A # 0. In diesem Fall wird R1(X,Y)Z = AR (X,Y)Z. Ande-
rerseits gilt ffj = Ffj7 also VxY = VxY und folglich R(X,Y)Z = R(X,Y)Z sowie
K = KA~2. Bis auf solche Skalierung gibt es also in 6.8 nur die drei Fille

R=R; (mit K= 1),
R=0 (mit K = 0),
R=R_;:=—-R; (mit K=-1).

Modellrdume dazu sind die Sphére S™, der euklidische Raum IE™ sowie der hyperbolische
Raum H", vgl. Kapitel 7 oder (fiir n = 2) Abschnitt 3E. Die de Sitter-Raumzeit ist ein
Beispiel einer Raumzeit mit konstanter Schnittkriimmung.

Wir erwiihnen noch an dieser Stelle (der Beweis wird spéter in Abschnitt 7B gefiihrt
werden), dafi die Konstanz der Kriimmung nicht nur den Kriimmungstensor, sondern
lokal sogar den Metriktensor eindeutig festlegt (7.21), in Verallgemeinerung von Satz
4.30 fiir 2-dimensionale Flachenstiicke:

Satz: Je zwei Riemannsche Metriken mit der gleichen konstanten Schnittkriimmung
(und der gleichen Dimension) sind lokal isometrisch zueinander.

6C Der Ricci—Tensor und der Einstein—Tensor

Spurbildungen sind von grofler Wichtigkeit in der Mathematik, ebenso wie Determinan-
ten, und zwar nicht nur in algebraischer Hinsicht. Die Divergenz, die in den klassischen
Integralsdtzen vorkommt, ist eine Spurgréfie, ebenso der Laplace-Operator, der in wichti-
gen partiellen Differentialgleichungen vorkommt. Bei einer orthogonalen (3 x 3)-Matrix A
kann man allein aus der Spur den Drehwinkel ¢ ausrechnen durch Spur(A4) = 142 cosy.
Ebenso ist die mittlere Kriimmung eine Spur; ihre Bedeutung haben wir ausfiihrlich in
Abschnitt 3D kennengelernt. Ferner treten alle weiteren Mittelwerte von Kriitmmungen als
Spuren auf, speziell als Spurgréfien des Kriimmungstensors. Daher ist es unerlafilich, hier
eine allgemeine Definition dessen zu diskutieren, was man als Spur bezeichnet. Wir erin-
nern zunéchst daran, daf§ die Spur einer linearen Abbildung eines Vektorraumes in sich
basisunabhingig ist (weil sie als ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms auftritt),
wenngleich sie gewohnlich einfach als Summe aller Diagonalelemente einer zugehorigen
Matrix erkléart wird, vgl. G.FISCHER, Lineare Algebra, 4.2.
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6.9. Definition (Spur eines Tensors, Divergenz)

(i) Es sei A ein (1,1)-Tensor, A, : T,M — T,M. Wir definieren die Kontraktion
oder Spur C' A durch

CAl, = Spur(4,) = > (A, Ei, E;),

K3

wobei Ey, ..., E, eine ON-Basis von T, M sei. In einer beliebigen Basis b1, ..., by,
mit Ab; = Y, A%b; driickt sich die Spur wie gewohnt durch ), A} aus.

Die Spur eines (0,2)-Tensors B beziiglich der Riemannschen Metrik ( , ) ist
analog erklirt als Spur(B) = >, B(E;, E;). In einer Basis mit Komponenten
Bij ergibt sich Spur(B) = 37, ; Bijg’* = 3_, B,

(ii) Es sei A ein (1, s)-Tensor. Dann ist fiir jedes ¢ € {1,...,s} und feste Vektoren
X;,j#14, A(Xqy,...,Xi-1,—, Xi41,..., Xs) ein (1,1)-Tensor, dessen Spur

n
CiAXy, . Xio, Xinn, -, Xo) = > (AXy, o X1, By Xig, ., XL, By
j=1

als ein (0, s — 1)-Tensor C; A aufgefafit werden kann. Wir nennen C; A die i-te
Kontraktion von A.

(iii) Die Divergenz eines Vektorfeldes Y ist als die Spur von VY erklirt, also

divy = CVY =) (VgY, E).

(iv) Die Divergenz eines symmetrischen (0, 2)-Tensors A ist analog erklért als

(divA)(X) = 2 (Vr )X, B

BEMERKUNGEN: Die naive Spurbildung einer Matrix macht im Falle von (0, 2)-Tensoren
keinen Sinn. Zum Beispiel ist fiir die zweite Fundamentalform h;; von Flachenstiicken der
Ausdruck Zz h;; nicht invariant unter Parametertransformationen, denn er verschwindet
stets in Asymptotenlinienparametern auf hyperbolischen Fliachenstiicken, vgl. 3.18. Statt-
dessen mufl man dann die Spur des zugehérigen (1, 1)-Tensors nehmen: A sei ein (0, 2)-
Tensor und A% sei der zugehorige (1, 1)-Tensor mit A(X,Y) = (A#X,Y) = g(A#X,Y).
Setze dann Spur,(A) := Spur(A#). Aus diesem Grunde schreibt man auch oft Spur,(A)
statt einfach Spur(A), um klarzumachen, dafl sich das auf die Metrik g bezieht. Es folgt
insbesondere Spur,(g) = n.

Im Ricci-Kalkiil wird Spur(Aé-) einfach durch A! bezeichnet, wie immer mit Summen-
bildung tiber . Analog wird die i-te Kontraktion von A7 . durch A7 . ... . .

bezeichnet. Ferner gilt div(n’) = V;n' und div(Ax;) = Vi4;; = V,—A;.

Im Fall einer indefiniten Metrik mufl man beachten, dafl in einer ON-Basis F1,..., E,
mit (E;, E;) = d;5¢; ein Vektor X die Darstellung X = ). ¢;(X, E;)E; hat. Folglich
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ergibt sich als Formel fiir die Spur die folgende:
SpurA = ZA;I = Zei<AEi,Ei)

BEISPIELE: 1. Ein Vektorfeld Y (also ein (1,0)-Tensor) sei auf einer offenen Teilmenge
des euklidischen Raumes definiert. Dann ist die oben definierte Divergenz nichts anderes
als der Ausdruck >, ‘31; , wobei Y die i-te Komponente von Y bezeichnet. Dies ist die
klassische Divergenz im IR™, vgl. O.FORSTER, Analysis 2, Kap.I, §5.

2. Speziell fiir Y = gradf nennt man A, f := C(VY) = divY = div(gradf) = V,;f* den
Laplace- Beltmmz-Opemtor von f. Die klas31sche Version im IR™ ist dabei der Laplace-
Operator Af = ZZ (am')2

3. Speziell wird die Spur der Weingartenabbildung (oder die Spur der zweiten Funda-

mentalform beziiglich der ersten Fundamentalform) gerade nH (also bis auf den Faktor
n die mittlere Kriitmmung, vgl. 3.13).

6.10. Definition (Ricci-Tensor, Skalarkriimmung)
Die erste Kontraktion des Kriimmungstensors R(X,Y)Z ist durch

(CLR)(Y, Z) = Spur (X — R(X,Y)Z) = > (R(E;,Y)Z,E)

gegeben und heifit der Ricci- Tensor Ric(Y, Z), kurz Ric = C1 R. Im Ricci-Kalkiil ergibt
sich aufgrund der speziellen Reihenfolge der Indizes die Gleichung R;, = R;ik, also
formal gewissermaflen die zweite Kontraktion statt der ersten. Wegen der Symmetrien
von R ist der Ricci-Tensor symmetrisch, d.h. es gilt Ric(Y, Z) = Ric(Z,Y), vgl. den 2.

Beweisschritt in 6.5.

Die Spur des Ricci-Tensors heif3t Skalarkrimmung S. Es ist also

S = Z (E;, E))E;, E;),

man konnte auch sagen: S entsteht durch zweifache Spurbildung des Kriimmungsten-
sors. Im Ricci-Kalkiil haben wir S = R} = R;rg"™ = R}, ¢/, weswegen man dann
auch R statt .S schreibt. Dies konnte hier aber verwirren, weil das Symbol R auch den
Kriimmungstensor im Koszul-Kalkiil bezeichnet.

BEMERKUNGEN:

1. Nach Konstruktion ist der Ricci-Tensor ein Mittelwert von anderen Kriimmungen,
allerdings ohne Normierung wie beim arithmetischen Mittel. Genauer ist fiir jeden Ein-
heitsvektor X der Wert Ric(X, X) die Summe aller n — 1 Schnittkriimmungen in den
zueinander orthogonalen Ebenen, die X enthalten. Die Skalarkriimmung S = Z#j K;j
ist dann die Summe aller Schnittkriimmungen in den (4, j)-Ebenen zu einer ON-Basis
Ei,....E,.

2. In der lokalen Hyperflichentheorie ist uns die Skalarkriimmung bereits begegnet als
die zweite elementarsymmetrische Funktion (vgl. 4.22) der Hauptkriimmungen k;, also
S = Z jRik. Analog ist Ric(E;, E;) = k; Z#i ; und Ric(E;, Ey) = 0 fiir ¢ # k, wobei
die F; d1e Hauptkriimmungsrichtungen seien. Dies basiert alles auf der Gau-Gleichung

(R(Es, E;)E;, E;) = (LE;, Ej)(LE;, E;) — (LE;, E;)(LE;, E;) = kik;.
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3. Die Losungen der Evolutionsgleichung = dg = —2Ric fiir den sogenannten Ricci-Flufs
modifizieren die Metrik g in Abhéngigkeit von t, und zwar so, daf} die Kriitmmung kon-
trolliert werden kann. Diese Methode hat kiirzlich zu spektakulédren Konsequenzen in der
Topologie von 3-Mannigfaltigkeiten gefiihrt.

6.11. Lemma Es gilt die Vertauschungsregel C;(Vx A) = Vx(C;A) fiir jeden (1, s)-
Tensor A, im Ricci-Kalkiil ausgedriickt durch dasselbe Symbol Vk.A;l_._i‘_. ;. filr beide
Seiten der Gleichung.

BEWEIS: Zunichst sei A ein (1, 1)-Tensor (d.h. s = 1). Wir gehen aus von den Definitionen
CA = Z AELE), Vx(CA) =Y [(Vx(AE), E;) + (AE;, VX Ep)],
C(VxA) = Z< (VxA)(E,), E:) = X: [(Vx(AB), Bi) — (A(VXE), B

Unter Verwendung der Zusammenhangsformen w; (vgl. dazu 4.33 und 4.34) haben wir
die Gleichung Vx E; =3, w{(X)Ej mit w;- + w{ = 0. Durch Einsetzen folgt daraus

Z((AEZ,VXE>+< (VxE;) E>)

_Z<AE“ZWJ(X i)+ Z<A(ng(X)Ej)’Ei>
—Zw X)(AE:, E) + 3 wi(X)(AE;, E;) = 0.

7wl
Fiir hoherstufige Tensoren (s > 1) halte man einfach die nicht an der Kontraktion betei-
ligten Argumente fest. Auf den verbleibenden (1, 1)-Tensor kann dann der obige Schlufl
angewendet werden. Um diesen Beweis im Ricci-Kalkiil durchfithren zu kénnen, miiite
man formal zw1schcn (Vi A)? ClIlCI‘SCltS und Vi (A%) andererseits unterscheiden. Dann gilt

(Vi A = AL T AL = 9 = Vi (AY) fiir einen (1,1)-Tensor, analog fiir die
anderen Fille. g

6.12. Definition (Einstein-Raum)
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit ein Einstein-Raum (und g heifit eine
FEinstein—-Metrik), falls der Ricci-Tensor ein Vielfaches von g ist:

Ric(X,Y) = X g(X,Y)

fiir alle X,Y mit einer Funktion A : M — IR, im Ricci-Kalkill R;p = Agjx. Durch
Spurbildung folgt notwendig S = nA.

Aquivalent dazu ist Ric(X, X) = \g(X, X) fiir alle X mit einer Funktion A : M — IR.
Der Ausdruck
Ric(X, X)

ric(X) := J(X. X)

3siehe J.W.MORGAN, Recent progress on the Poincaré Conjecture and the classification of 3-manifolds,
Bulletin AMS 42, 57-78 (2004)
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heif3t auch Ricci- Kriimmungin Richtung X . Einstein-Raume sind also jene Riemannschen
Mannigfaltigkeiten, bei denen die Ricci-Kriimmung nur vom Punkt abhéngt, aber nicht
von der Richtung X. Eine andere Formulierung ist die folgende: Einstein-Raume sind
dadurch gekennzeichnet, dafi alle Eigenwerte des Ricci-Tensors beziiglich der Metrik ¢
untereinander gleich sind.

BEISPIELE: (i) Formal ist fiir n = 2 jede Metrik eine Einstein-Metrik wegen R = K - R,

und damit
2

Ric(X,X) = K-> g(Ri(E;, X)X, E) = K - g(X, X).
i=1

(ii) Réume konstanter Kriimmung K sind ebenfalls Einstein-Rédume aus dem gleichen
Grund. Nach 6.7 und 6.8 gilt dann R = K - R; und C1R = K - (n — 1)g, beachte
S=nn-1)K.

(iii) Das Produkt zweier 2-Mannigfaltigkeiten mit konstanten und gleichen Gauf-Kriim-
mungen ist ein 4-dimensionaler Einstein-Raum. Das gilt speziell fir M = S? x S2. Der
Grund dafiir ist eine Block-Matrix-Struktur fiir den Ricci-Tensor, vgl. auch 8.1.

6.13. Satz (M, g) sei ein zusammenhingender Einstein-Raum der Dimension n > 3
mit Ric = A+ g. Dann ist A konstant. Falls n = 3 ist, so ist (M, g) sogar ein Raum
konstanter Kriitmmung. Diese Zahl A\ heifit daher auch die Finstein-Konstante.

Bemerkung: Die Aussage iiber die konstante Kriimmung gilt im allgemeinen nicht
mehr fiir n > 4.

Dieser Satz ist eigentlich recht erstaunlich. Man kann darin eine gewisse Analogie zu
den Flichen in 3.14 und 3.47 sehen, die nur aus Nabelpunkten bestehen: Wenn alle
Eigenwerte in jedem Punkt untereinander gleich sind, dann sind sie schon konstant auf der
Mannigfaltigkeit. Allerdings gelten fiir die zweite Fundamentalform ganz andere Gesetze
als fiir den Ricci-Tensor. Dennoch ist ein solches Ergebnis fiir die Differentialgeometrie
nicht untypisch. Es basiert auf versteckten Abhingigkeiten zwischen den betrachteten
Groflen, die beim weiteren Differenzieren zu Tage treten. Dies gilt auch fiir den Satz
von Schur in 6.7. Fiir den Beweis von 6.13 notieren wir zunéchst als Lemma einige
Eigenschaften des Tensors Vx R. Aulerdem werden wir in diesem Zusammenhang auf
die Divergenzfreiheit des Einstein-Tensors gefiihrt.

6.14. Lemma Beim kovarianten Ableiten bleiben die algebraischen Symmetrien (1),
(4) und (5) des Kriimmungstensors aus Lemma 6.3 erhalten, d.h. es gelten die folgen-
den Gleichungen:

(VxR)(Y, 2)V = =(VxR)(Z,Y)V
(VxR)(Y, Z)V,U) = =((VxR)(Y, 2)U, V)
(VxR)(Y, Z)V,U) = (VxR)(V,U)Y, Z)
Ferner gilt fiir jedes X

Spur(VxRic) = 2 - div(Ric)(X).
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BEWEIS: Die algebraischen Symmetrien folgen direkt aus der Definition von Vx R. Fiir
die Spur berechnen wir aus der Gleichung C1(VxR) = Vx(C1R) unter Verwendung
dieser Symmetrien

Spur(V xRic) = Spur(Cy(VxR)) Z< VxR)(E;, Ej)Ej, E;)
& 72( (Vg R)( E-,X)Ej,Ei>+<(VEJ.R)(X,EZ-)EJ-,EZ->)
= Z (<(VE1R)(EJ7X)E% Ej> + <(VEJR)(EHX)E77E1>)

=2 ((VeR)(E;, X)E;, E;) =2 Ci(Vg,R)(X, E;)

b L Vg, (CiR)

=2 (Vg,Ric)(X, E;) =2 - div(Ric)(X). 0

i

6.15. Definition und Satz (Einstein-Tensor)
Der FEinstein-Tensor G ist definiert als G = Ric — —g Bei jeder beliebigen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit ist der Einstein-Tensor divergenzfrei, d.h. es gilt

div(Ric) = div(gg),

im Ricci-Kalkiil VZGJZ == VZG]kgkz = 0 mit ij = Rjk - ggjk.

Fiir Raumzeiten nennt man G auch den Finsteinschen Gravitationstensor, s. B.O’NEILL,
Semi-Riemannian Geometry, Academic Press 1983, S. 336. Der Einstein-Tensor ist nicht
zu verwechseln mit dem spurlosen Ricci-Tensor Ric — %g. Nur fiir n = 2 stimmen beide
itberein und verschwinden identisch. Die Divergenzireiheit von G ist trivial, falls S kon-
stant ist und falls der Ricci-Tensor ein konstantes Vielfaches der Metrik ist, denn die Me-
trik ist divergenzfrei wegen der Parallelitit von g, d.h. Vg = 0. Der Einstein-Tensor ist fiir
die Gravitationstheorie wichtig, weil er in den Einsteinschen Feldgleichungen vorkommt,
vgl. Abschnitt 8B. Er entsteht als Gradient des Hilbert-Einstein-Funktionals, siehe 8.2,
8.6. Ein Raum mit verschwindendem Einstein-Tensor heifit auch ein spezieller FEinstein-
Raum. Durch Spurbildung folgt in diesem Fall Ric = 0 (sofern n > 3). Diese Gleichung
wird zum Beispiel von der Schwarzschild-Metrik erfiillt, vgl. die Ubungsaufgaben am
Ende von Kapitel 5. Fiir mehr Details dazu siehe das o.g. Buch von O’Neill, Kap. 13.

BEWEIS VON 6.15: Nach Lemma 6.14 gilt

(div(Ric)) (X) = %SpurVXRic sl %(VXS) _ %Z(inS)g()g E)

i

= 52 ((Vau(50) (X, B) — ST (0. B)) = (S () 0

=0
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BEWEIS VON 6.13: Nach 6.15 gilt div(Ric) = div(%g). Durch Einsetzen von Ric = A\g
und folglich S = nA erhalten wir

div(Ag)(X) = div(%)\g) (X) = g div(Ag)(X).

Wegen Vg = 0 ist die linke Seite aber gleich >, (E;()))g(X, E;) = X (A), also folgt
X() = 3X()

fiir beliebiges X, also entweder n = 2 oder X(A\) = 0 fiir alle X (falls n > 3). Also
ist fiir n > 3 die Funktion X lokal konstant und, da M als zusammenhéingend voraus-
gesetzt war, auch global konstant. Im Fall n = 3 bestimmt der Ricci-Tensor allein die
Schnittkritmmung. Das sieht man wie folgt: In einer ON-Basis E1, Fa, F5 haben wir

RiC(El,El) = K12 + KIB
RiC(EQ, EQ) = Ko+ K23
RiC(Eg, Eg) = K13 + K23.

Dies sind bei gegebenem Ricci-Tensor auf der linken Seite 3 Gleichungen fiir 3 Unbe-
kannte, ndmlich fiir die Schnittkriimmungen Kj;;,1 < ¢ < j < 3. Diese Gleichungen sind
eindeutig 16sbar, weil der Rang der betreffenden Matrix maximal ist. Wenn die drei lin-
ken Seiten jeweils gleich der Konstanten A sind, so ergibt sich K12 = K13 = Ki3 = %
Dies gilt nun in jeder ON-Basis, also ist die Schnittkriimmung konstant. ]

6.16. Spezialfall (Einsteinsche Hyperflichen)

Es sei M C IR"! eine zusammenhingende Hyperfliche, deren erste Fundamentalform
eine Einstein-Metrik ist, und es sei n > 3. Dann gibt es in jedem Punkt hochstens
zwei verschiedene Hauptkriimmungen, davon héchstens eine ungleich null. In jedem
Fall ist M entweder ein Teil einer Hypersphéire S™ oder isometrisch in den euklidi-
schen IR™ abwickelbar. Insbesondere hat M konstante positive oder verschwindende
Schnittkriimmung.

BEwEIssk1ZzE: Nach 6.13 haben wir Ric = Ag mit einer Konstanten A. Es seien nun
Fy, ..., F, Hauptkrimmungsrichtungen mit zugehorigen Hauptkriimmungen 1, . .., ky.
Dann gilt nach 4.21 fiir die Schnittkriimmung K;; in der (E;, E;)-Ebene die Gleichung
K;j = kikj, und der Ricci-Tensor berechnet sich zu

Ric(E;, ;) = ki(k1 + ...+ Kim1 + Kig1 + ... + kp) = A, Ric(E;, Ej) = 0 fiir 7 # j.
Bezeichnen wir die mittlere Kriimmung mit H, d.h. nH = ), k;, dann gilt fiir jedes &;
kinH — k2 =\

Damit erfiillt jedes k; in jedem Punkt von M die quadratische Gleichung

2> —nHz+X=0,

und folglich gibt es in jedem Punkt entweder genau eine Hauptkriimmung s oder genau
zwei verschiedene Hauptkriimmungen x, k. Wenn der erste Fall in einer offenen Menge
eintritt, dann ist M nach 3.47 ein Teil einer Hyperebene oder Hypersphére. Falls der
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zweite Fall in einem Punkt (und damit in einer Umgebung davon) eintritt, dann ha-
ben wir in diesem Punkt (und folglich in einer gewissen Umgebung davon) konstante
Vielfachheiten p und ¢ von k und &, wobei p + ¢ = n. Es gilt dann

k+Rk=nH, kKk=\ pk+qgc=nH

und folglich
(p—Dr=—(g—1)k.

Insbesondere gilt dann A < 0. Wenn nun die eine Hauptkriimmung gleich null ist, etwa
k =0, dann folgt p = 1 und ¢ = n — 1. Die Hauptkriimmungen &1, ..., k, sind also

K,0,...,0.

Extrinsisch ist es ferner so, dafl M durch jeden Punkt einen (n — 1)-dimensionalen linea~
ren Unterraum enthilt, der etwa der Geraden einer Regelfliche im Fall n = 2 entspricht.
Entlang dieser linearen Unterriume ist die Gaufl-Abbildung konstant. M ist dann iso-
metrisch in den euklidischen Raum abwickelbar, mit demselben Argument wie in 3.24
im Fall n = 2, das wir hier aber nicht weiter ausfithren. Die Hyperfliche ist dann eine
verallgemeinerte Torse.

Wenn « und & beide nicht null sind, dann folgt &/x = —(p — 1)/(¢ — 1). Das Produkt
KKk = A ist aber ebenfalls konstant, also sind damit x und & beide konstant, und zwar mit
verschiedenen Vorzeichen sowie mit p, ¢ > 2 wegen der Gleichung (p — 1)k = —(¢ — 1)i.
Eine solche Hyperfliche existiert aber im IR™™* auch lokal nicht (hier ohne Beweis).

Ubungsaufgaben

1. Es bezeichne X (M) die Menge aller differenzierbaren Vektorfelder auf M. Man
zeige: Eine IR-multilineare Abbildung A von X(M) x ... x X(M) in die Menge
aller skalaren Funktionen auf M ist genau dann ein (0, s)-Tensorfeld, wenn fiir
beliebige skalare Funktionen fi,..., fs auf M in jedem Punkt p die Gleichung

A(fl 'Xla”-»fs .X5)|p = fl(p) L fs(p) 'A(X17..‘,X5>|p

gilt. Umgekehrt kann jedes (0, s)-Tensorfeld so aufgefafit werden.

Hinweis: Man wihle feste Basisfelder, z.B. %, und stelle die Vektorfelder mit

Koeffizienten-Funktionen in dieser Basis dar.

2. Man verifiziere mittels des Ergebnisses von Aufgabe 1, dafl der Kriimmungstensor
tatséchlich ein Tensorfeld ist.

Hinweis: Man wende die Produktregeln fiir den Riemannschen Zusammenhang so-
wie fiir die Lie-Klammer an. Die dabei entstehenden Ableitungsterme der skalaren
Koeffizienten-Funktionen miissen sich am Ende gegenseitig auftheben, wodurch die
Gleichung in Aufgabe 1 verifiziert wird.

3. Man leite das Transformationsverhalten der Christoffelsymbole bei Koordinaten-
wechsel her und schliefe daraus, dafi die Zuordnung X,Y +— VxY kein Tensor ist.
Des steht nicht im Widerspruch dazu, daf fiir festes Y die Zuordnung X — VxY
ein Tensor ist, ndmlich VY.
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10.

. Man zeige, dafl die Differenz zweier Zusammenhénge V und V auf einer Mannig-

faltigkeit stets ein (1, 2)-Tensorfeld ist (vgl. die Bemerkung nach Def. 5.15).

. Man verifiziere die Symmetrien des Kriimmungstensors R;;x; in 6.3 direkt im Ricci-

Kalkiil.

. Man verifiziere die Gleichung in 6.15 im Ricci-Kalkiil, d.h. man zeige V'Rj; =

3V (Sgi;)-
Hinweis: Man verwende die Gleichungen R, = R;zk und S = Rj = Rjpg" =
Ri,.g% aus 6.10 sowie die Symmetrien des Kriimmungstensors aus 6.3, insbeson-

dere auch die zweite Bianchi-Identitéit. Auerdem gilt nach Definition des Uber-
schiebens ViRjk = gimanRjk.

. Man leite eine Gleichung her, um den Ricci-Tensor aus dem Einstein-Tensor zuriick-

zugewinnen.

. Es bezeichne ric(X) die Ricci-Kriimmung in Richtung eines Einheitsvektors X €

S"=1 C T,M (vgl. 6.12). Diese Einheits-Sphére versehen wir mit dem gewdhnlichen
(vom euklidischen Raum induzierten) Volumenelement dV, so da [, ., dV =
Vol(5"~1). S bezeichne die Skalarkriimmung. Man zeige: Die Skalarkriimmung
in p ist das Integralmittel aller Ricci-Kriimmungen, also

S(p) - Vol(S" 1) = /S  rie(X)av.

Hinweis: Verwende eine Eigenbasis des Ricci-Tensors.

. Essei f: (M™,g) — (M"“,ﬁ) eine isometrische Immersion, d.h. es gelte die Glei-

chung g(Df(X),Df(Y)) = ¢g(X,Y) fiir alle Tangentialvektoren X,Y in M. Man
definiere eine Gaufische Normalenabbildung und eine zweite Fundamentalform und
leite damit in Analogie zu 4.18 eine Gauf}-Gleichung her von der Form

g(R(X,Y)Z,V) = §(R(X,Y)Z,V) + II(Y, Z)II(X,V) — II(X, Z)II(Y, V).

Welche Gleichung gilt dann zwischen GauB-Kriimmung und Hauptkriimmungen,
und welche Form des Theorema Egregium ergibt sich fiir zweidimensionale Flichen
in der Standard-Sphire S3, d.h. fiir den Fall M3 = §3 ?

Gegeben seien eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, *g) und eine differenzierbare
Funktion f: IR — (0, 00). Wir betrachten das verzerrte Produkt IR x p2 M mit der
Metrik g(t, z1,...,2,) = dt®> + f2(t) - *g(z1, ..., x,), vel. auch die Ubungsaufgaben
am Ende von Kapitel 5. Man zeige:

o _
a) Vé% - =0
b) Vol =V, 2 =10
57 Oxi Ja; Ot — f Ox;
0 [, 0 4« 9
c) vaii Oz 7 9id ot T vazi Oz,

Hierbei ist *V o 8% eine verkiirzte Schreibweise und bezeichnet die Wirkung des
dz; 9Tj

Riemannschen Zusammenhangs *V auf M nach Anwendung der natiirlichen Pro-
jektion von IR x M auf M.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Es bezeichne R; den Standard-Kriimmungstensor aus Definition 6.4. Fiir den Kriim-
mungstensor eines verzerrten Produktes (vgl. Aufgabe 10) gilt:

a) R(%, d?m)% = %a?m

b) R(z%-. 45-)5 =0

0) R(zZ. 8) 5% = Lo

Q) iz o)t = "Rl o2 — Rl o) o8

Hinweis: Man verwende das Resultat von Aufgabe 10 und die Gau3-Gleichung aus
Aufgabe 9 sowie die Tatsache, dafl die ¢t-Linien Geodétische sind.

Fiir welche Funktionen f wird das verzerrte Produkt aus den Aufgaben 10 und 11
ein Raum konstanter Kritmmung bzw. ein Einstein-Raum?

Hinweis: Fiir 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten ist das nicht interessant, weil der
Metrik-Tensor eines verzerrten Produkts wie die erste Fundamentalform eine Dreh-
fliche aussieht, und dort wissen wir nach 3.17 Bescheid. Die Einstein-Bedingung
ist dann ja trivial. Fiir Dimensionen n > 3 leite man aus 11 d) her, da§ *V selbst
ein Raum konstanter Kriimmung bzw. ein Einstein-Raum sein muf}, als notwendi-
ge Bedingung. Ferner leite man aus 11 a) und 11 ¢) her, da f”/f konstant sein
muf} und daf} die Funktion f somit die Gleichung des harmonischen Oszillators
f" +cf = 0 erfiillen mufl mit einer Konstanten ¢, die nur von der Skalarkriimmung
abhéngt. Deren Losungen sind dann bereits in 3.17 aufgelistet.

Als Folgerung der Losung von Aufgabe 12 leite man her: Eine 4-dimensionales
verzerrtes Produkt ist genau dann ein Einstein-Raum, wenn die Schnittkrimmung
konstant ist. Dies gilt nicht fiir hohere Dimensionen.

Man zeige, dafl jede Hauptkriimmungsrichtung einer Hyperfliche im IR™*! auch
ein Eigenvektor des Ricci-Tensors ist.

Man leite her, fiir welche 3-dimensionalen Rotationshyperflichen im IR* die er-
ste Fundamentalform eine Einstein-Metrik ist. Eine Rotationshyperfliche ist dabei
durch Drehung einer reguliren Kurve in einem IR? C IR* um die dazu ortho-
gonale 2-dimensione Ebene definiert. Jeder Punkt der Kurve wird so durch eine
2-dimensionale Sphére von einem bestimmten Radius ersetzt.

Hinweis: Man iiberlege, dafl die Hauptkriimmungen mit denen der von derselben
Kurve erzeugten Drehfliche im 3-dimensionalen Raum iibereinstimmen, nur mit
anderen Vielfachheiten.

Man berechne den Ricci-Tensor fiir das 4-dimensionale Katenoid aus Aufgabe 9 in
Kapitel 4, z.B. als quadratische Matrix in einer geeigneten Basis.

Es seien (M, ¢1) und (Ms, g2) zwei Einstein-Réume der Dimensionen n; und ns
sowie mit den Einstein-Konstanten A\; = S1/n1 und Ay = Sz /ng (S1, S2 bezeichnen
hier die beiden Skalar-Kriimmungen). Man vergleiche dazu Aufgabe 6 in Kapitel 5.

Man zeige:

(a) Das kartesische Produkt M = M; X M3 mit der Produktmetrik g = g1 X go
ist genau dann wieder ein Einstein-Raum, wenn A\; = Ag gilt.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

(b) Speziell ist das kartesische Produkt eines Einstein-Raumes (M, ¢g) mit einem
euklidischen Raum IR™ genau dann ein Einstein-Raum, wenn (M, g) Ricci-
flach ist, d.h. Ric = 0 erfiillt.

Hinweis: Man verwende die Block-Matrix-Struktur fiir den Ricci-Tensor der Pro-
duktmetrik.

Man zeige: Das kartesische Produkt zweier Einstein-Riéume hat stets die Eigen-
schaft, dafl der Ricci-Tensor parallel ist, d.h. VRic = 0.

Man betrachte das kartesische Produkt M = M; x M, der 2-Sphire M; = S?
(mit Kritmmung K = 1) und der hyperbolischen Ebene My = H? (mit Kriimmung
K = —1). Es sei X1, X5 eine Orthonormalbasis des Tangentialraumes in einem
Punkt ¢ € S? und analog Y1,Y5 eine Orthonormalbasis in einem Punkt r € H2.
Man zeige:

(a) Die Vektoren E1 = X1 + le7 EQ = X1 — Yl, E3 = X2 + )/2, E4 = X2 — YQ
bilden eine Basis von T,M = T,M; & T, My mit p = (¢,7) € My x M,.

(b) Die Schnittkriimmung in jeder der sechs (E;, Ej)-Ebenen mit 1 <i < j < 4
ist gleich null, aber der Kriimmungstensor verschwindet nicht identisch.

Dieses Beispiel zeigt, dafl in den Dimensionen 4 und hoher der Kriimmungstensor
nicht bereits allein durch die Schnittkriimmungen in den Koordinaten-Ebenen eines
Koordinatensystems eindeutig bestimmt ist.

Man zeige: Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann ein Einstein-
Raum, wenn der folgende (0, 4)-Tensor identisch verschwindet:

(X,Y,Z,V) — Ric(Ry(X,Y)Z,V) + Ric(Ry (X, Y)V, Z)

Ry bezeichnet dabei den Standard-Kriimmungstensor aus Definition 6.4.

Hinweis: Die eine Richtung ist trivial wegen der Symmetrien des Kriimmungs-
Tensors. Fiir die andere Richtung betrachte man eine Eigenbasis des Ricci-Tensors,
bezogen auf den Metrik-Tensor, und zeige, dafl alle Eigenwerte gleich sein miissen.

Man zeige, daf eine parallele 1-Form w lokal stets als Differential w = df einer
skalaren Funktion geschrieben werden kann. Dabei heifit in Analogie zu Definition
5.17 eine 1-Form w parallel, wenn Vw = 0 gilt.

Hinweis: Integrabilitdtsbedingung dw = 0 wie bei den 1-Formen in Abschnitt 4F.
Man zeige dazu zuerst, da§ die dufiere Ableitung dw (wie auch df) von der Rie-
mannschen Metrik unabhéngig ist.

Man zeige, dafl die Hesse-Form einer skalaren Funktion f auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit symmetrisch ist, d.h. es gilt V2f(X,Y) = V2f(Y, X) fiir alle
Tangentialvektoren X, Y.

Man zeige, dass der Hesse-Tensor als (1,1)-Tensor auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit selbstadjungiert beziiglich der Riemannschen Metrik ist, also nur reelle
Eigenwerte besitzt. Man schliele daraus, daf§ in einem lokalen Minimum (bzw. Ma-
ximum) der Funktion f der Hesse-Tensor nur nicht-negative (bzw. nicht-positive)
Eigenwerte hat.



Kapitel 7

Riume konstanter Kriimmung

Fiir jede Kriimmungsgrofle ist die Konstanz eine naheliegende Bedingung, die man un-
tersuchen sollte. Dieses Kapitel befafit sich daher mit Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten, bei denen die Schnittkriimmung K konstant ist oder, dquivalenterweise, bei denen
der Kriimmungstensor R bis auf eine Konstante K mit dem Kriimmungstensor R; der
Einheits-Sphére iibereinstimmt, bei denen also R = K R; gilt, vgl. 6.8. Auf diese Rdume
wird man auch gefithrt, wenn man das Problem der freien Beweglichkeit starrer Korper
untersucht, vgl. 7.6. Helmholtz hat diese Beweglichkeit im 19. Jahrhundert aus physikali-
scher Sicht postuliert. Selbstverstéindlich gehoren der euklidische Raum sowie die Sphére
selbst zu diesen Rdumen. Aber es gibt — aufler offenen Teilmengen davon — auch noch
andere Beispiele. Die Bestimmung dieser Rdume ist das sogenannte Raumformen-Prob-
lem. Auch die Frage nach der Existenz eines Raumes mit Schnittkriimmung K = —1
(als Pendant zur Sphire) war lange Zeit ein ungeldstes Problem, dessen Losung schlief3-
lich durch den hyperbolischen Raum gegeben wurde. Wir wenden uns diesem jetzt zu
und erklidren ihn als Hyperfliche im pseudo-euklidischen Raum, analog zum Fall der Di-
mension 2 in Abschnitt 3E. Hier brauchen wir nur die dortigen Ausfithrungen auf den
n-dimensionalen Fall zu {ibertragen, was zusétzlich durch die Gaufl-Gleichung sowie die
Satze in Abschnitt 6B iiber den Kriimmungstensor erleichtert wird. Ein Hauptergebnis
in Abschnitt 7B ist dann die lokale Isometrie je zweier Riemannscher Metriken mit der
gleichen konstanten Schnittkriimmung (7.21). In den Abschnitten 7C und 7D greifen wir
das Raumformen-Problem auf, speziell in den Dimensionen 2 und 3.

7A Der hyperbolische Raum

7.1. Der pseudo—euklidische Raum IR}

Den Vektorraum IR™ als unterliegende Mannigfaltigkeit kénnen wir auch mit gédnzlich an-
deren Metriken versehen als der euklidischen. Hier betrachten wir die sogenannte pseudo—
euklidische Metrik (oder das pseudo—euklidische Skalarprodukt)

g(X, X)= (X, X), =D al+ Y a?

=1 i=k+1

fiir einen Vektor X mit Komponenten x1,...,z,, wobei 0 < k < n eine feste Zahl ist,
genannt der Indez oder die Signatur. Das Paar (IR™,g) heifit dann pseudo-euklidischer
Raum und wird mit IR} oder auch mit IE} bezeichnet. Speziell ist IE"™ = IR} dabei der
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gewohnliche euklidische Raum. Der entscheidende Unterschied zum euklidischen Raum
ist der, daB es fiir k£ > 1 aufler dem Vektor X = 0 drei Arten von Vektoren gibt, je nach
dem Wert des pseudo-euklidischen Skalarproduktes:

X heilit raumartig, falls g(X,X)>0
X heifit zeitartig, falls g(X,X) <0
X heiBt lichtartig oder Nullvektor, falls ¢(X,X) =0, aber X # 0.

In kartesischen Koordinaten gilt dann g;; = €;0;; mit ¢, = —1 fiir ¢ < k und ¢ =
+1 fiir ¢ > k. Daher sind alle Christoffel-Symbole gleich null, und folglich ist der
Kriimmungstensor R(X,Y)Z identisch null. Solche Metriken heifien auch flach.

7.2. Die Sphire S”
Die Sphére mit ihrer sphérischen Metrik wird natiirlich am einfachsten erklért als Hyper-
fliche im euklidischen Raum mit der zugehorigen ersten Fundamentalform, also als

st i={X e R (X, X) =Yt =1},

Dann ist S C IR™*! eine Hyperfliche mit Weingartenabbildung L = +Id (vgl. 3.45):
Fiir eine lokale Parametrisierung f(u) gilt fiir die Einheitsnormale v die Gleichung
v(u) = £f(u), also Dv = £Df. Die Gau—Gleichung 4.19 impliziert dann R(X,Y)Z =
R1(X,Y)Z, und die Schnittkriimmung ist folglich K, = +1 in jedem Punkt p und fiir
jede Ebene o C T,,S™. Fiir die Sphire vom Radius r

S™(r) = {X € ]R”H| fo = 7‘2}

gilt analog R = T%Rl und K, = T% fiir jede Ebene o. Diese sphérische Metrik kann man
in Koordinaten auch ohne Verwendung eines umgebenden Raumes angeben, siehe 7.7.

7.3. Der hyperbolische Raum H"

Fiir den hyperbolischen Raum gibt es verschiedene Beschreibungsmoglichkeiten. In der
Dimension 2 ist die Poincarésche Halbebene {(z1,22) | 2 > 0} mit der Metrik g;; =
(2)728;; ein sehr gebriuchliches Modell, ebenso das sogenannte Kreisscheibenmodell,
vgl. Bild 7.2. Am einfachsten und #sthetisch am befriedigendsten ist jedoch, wie schon
in 3.44, eine Beschreibung als Hyperfliche, und zwar nicht im euklidischen Raum (denn
das ist global nicht moglich nach einem Satz von D.Hilbert, fiir n > 3 nicht einmal lokal,
vgl. Ubungsaufgabe 1), sondern im pseudo-euklidischen Raum. Genauer betrachtet man
eine ,,Sphére von imaginidrem Radius“

{X e R —x?ﬁ-Zx? =—1}.

i=1

Mit euklidischen Augen betrachtet, ist dies nichts anderes als ein zweischaliges Hyper-
boloid, vgl. Bild 3.24. Die Analogie zum Fall der Sphére in 7.2 wird mit

{X e RT™|(X,X), = -1}

besser deutlich, was formal als Sphére mit imagindrem Radius ¢ im ]R{L'H gedeutet werden
kann.
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Dies ist eine regulidre Hyperfliche im IR{"H nach dem Satz iiber implizite Funktionen (der
ja unabhingig von einer Metrik ist). Der Ortsvektor ist stets zeitartig und hat konstante
Lange. Durch Ableiten folgt sofort, dal die Tangentialebene zu dieser Hyperfliche einer-
seits senkrecht auf dem Ortsvektor steht (genau wie bei der euklidischen Sphire) und an-
dererseits nur aus raumartigen Vektoren besteht. Folglich ist die erste Fundamentalform
dieser Hyperfliche iiberall positiv definit. Es folgt aulerdem, daf die ,,Einheitsnormale®
v gleich dem Ortsvektor sein muf}, evtl. bis aufs Vorzeichen. Daraus ergibt sich nun, wie
bei der euklidischen Sphére, dal — bis aufs Vorzeichen — die Weingartenabbildung L die
Identitét ist, also L(X) = £X. Dabei ist die Definition der Weingartenabbildung wortlich
die gleiche wie im euklidischen Raum: L = —Dv - (Df)~!, wenn f eine Parametrisierung
des Ortsvektors bezeichnet.

Fiir eine Hyperfliiche in IRT™ mit Einheitsnormale v und (v, v) = € € {+1, —1} gibt es die
kovariante Ableitung (gleichzeitig der Riemannsche Zusammenhang aus 5.16) ganz analog
wie im euklidischen Fall (4.3) durch Zerlegung der Richtungsableitung in Tangential- und
Normalanteil

DyZ =VyZ+e- (LY, Z)v

fiir zwei Tangentialvektoren Y, Z. Der Normalanteil ist dabei die vektorwertige zweite
Fundamentalform, vgl. 3.41. Dabei kann man analog den skalaren v-Anteil

(Dy Z,v) = —(Z,Dyv) ={(Z,LY) = (LY, Z)
als zweite Fundamentalform ansehen, unabhingig vom Vorzeichen €. Die Gau3—Gleichung
R(Y,Z)W = e((LZ, W)LY — (LY, W>LZ)

dagegen enthélt wieder dieses Vorzeichen ¢, dabei sind Y, Z, W beliebige Tangentialvek-
toren. Dies siecht man mit der gleichen Rechnung wie in 4.18, nur mit dem Vorzeichen e.
Fiir unsere spezielle Hyperfliche

{X e RTT'[(X,X), =1}
gilt L = £Id und € = —1 und folglich
R(X,Y)Z = —Ry(X,Y)Z = —((Y, Z)X — (X, Z)Y).

Damit ist insbesondere die Schnittkrimmung konstant, und zwar ist K, = —1.

Wir definieren den n-dimensionalen hyperbolischen Raum H™ als diejenige Kompo-
nente von {X € Ry™'|[(X,X); = —1}, die den Punkt (+1,0,...,0) enthélt, also die
obere Komponente des zweischaligen Hyperboloids. Die Schnittkriimmung des hyper-
bolischen Raumes ist konstant K = —1. Weil die Normale v zeitartig ist, ist H™ selbst
eine raumartige Hyperfliche und damit eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit positiv
definiter Metrik.

Wenn man jeden Ortsvektor als Element des projektiven Raumes IRP™ ansieht (in ho-
mogenen Koordinaten), erscheint H™ einfach als das Innere der projektiven Quadrik
22 + ...+ 22 = 2. Dies liefert das sognannte projektive Modell, vgl. Bild 7.2 rechts.
Analog hat man fiir jedes r die Menge derjenigen X mit (X, X); = —r2. In diesem Fall
ergibt sich K = —%2, analog zum Fall der euklidischen Sphére vom Radius 7.
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7.4. Bemerkung (Pseudo-Sphire, pseudo-hyperbolischer Raum)

Die gleichen Betrachtungen sind méglich fiir die anderen ,Sphéaren* {(X, X), = £1}
in beliebigen pseudo-euklidischen Rdumen BZH. Auch diese fithren zu Beispielen von
Hyperflichen mit konstanter Schnittkriimmung. Allerdings ist die Schnittkriimmung K,
nur definiert fiir sogenannte nichtdegenerierte Ebenen, d.h. solche mit (X, X)(Y,Y) —
(X,Y)? # 0 fiir wenigstens eine Basis X,Y von o, vgl. 6.4. Im einzelnen haben wir:

Die Pseudo-Sphire Sp = {X € R}'|(X, X ), = 1} mit Schnittkrimmung K =1 (diese
ist nicht zu verwechseln mit der Pseudosphére mit K = —1 in 3.17),

Der pseudo-hyperbolische Raum H}} = {X € BZI11|<X»X>IC+1 = —1} mit Schnittkriim-
mung K = —1.

Speziell gilt: S}’ ist anti-isometrisch zu H)'_, und IR} ist anti-isometrisch zu IR}, , was
einfach bedeutet7 daBl die Metrik des einen Raumes aus der des anderen durch Multipli-
kation mit dem Faktor —1 hervorgeht.

Fiir die Details siche B.O’NEILL, Semi-Riemannian Geometry, S. 110.

7.5. Symmetrien von FE™ S" H"

Aus der Konstruktion der drei Standard-Riéume [E™,S™, H" wird klar, dafy die Menge
der Isometrien der Rdume (also der metrik-bewahrenden Diffeomorphismen, vgl. 5.11)
die folgenden Gruppen sind:

(1) Die Gruppe E(n) der euklidischen Bewegungen (die sogenannte euklidische Gruppe)
operiert auf dem IE™. Sie enthélt insbesondere alle reinen Translationen (das ist
eine Untergruppe, isomorph zum IR™, und zwar als Normalteiler von E(n)) sowie
die orthogonale Gruppe O(n), die einen Punkt festhélt. Tatséichlich ist E(n) ein
semidirektes Produkt dieser beiden.!

(2) Die orthogonale Gruppe
O(n+1)={A:R"™" — R"™" | A bewahrt das euklidische Skalarprodukt}

operiert auf der Sphére S™. A bezeichnet dabei stets eine lineare Abbildung. Es gilt
bekanntlich A € O(n+ 1) genau dann, wenn A7 = A~!. Eigentlich wirkt die ortho-
gonale Gruppe auf dem ganzen ]R”“, wir konnen aber auch ihre Einschrinkung
auf die Sphére betrachten und diese genauso bezeichnen.

(3) Die Lorentzgruppe?

(n,1) = {A: R{™" — R"" | A bewahrt das pseudo-euklidische Skalarprodukt}

operiert analog auf dem Lorentz—Raum oder Minkowski—Raum B?’Ll und bewahrt
die ,Sphére“ H = {X | (X, X)1 = —1}. Der positive Teil davon, ndmlich

O.4(n,1):={A € 0O(n,1) | A bewahrt Hn {zo > 0}},

operiert dann auf dem hyperbolischen Raum H™ und bewahrt dessen Metrik.

IFiir die Fille n = 2 und n = 3 vergleiche man die sehr elementaren Erliuterungen in H.KNORRER,
Geometrie, Vieweg 1996, Abschnitt 1.1.

2Die klassische Lorentz—Gruppe bezieht sich auf die Metrik —c?dt? 4 dz% + da:% + dzg, wobei t als die
Zeit interpretiert wird, x1,x2,x3 als rdumliche Koordinaten und c als Lichtgeschwindigkeit.
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7.6. Satz (Freie Beweglichkeit in IE™, S™, H™)

Die drei Gruppen E(n),O(n + 1) und O4(n,1) operieren auf den zugehorigen drei
Raumen [E™,S™, H" transitiv auf Punkten und zusétzlich auf orthonormierten n-
Beinen von Richtungsvektoren. Das heifit: Man kann jeden Punkt in jeden anderen
durch ein Gruppenelement tiberfithren, und bei festgehaltenem Punkt zusétzlich jedes
orthonormierte n-Bein von Tangentialvektoren in jedes andere. Die geometrische oder
anschauliche Bedeutung davon ist, dal jedes Objekt in diesen drei Geometrien frei
beweglich ist und unter Erhaltung der Geometrie des Raumes in jede andere Position
bewegt werden kann.

Umgekehrt ist jede Riemannsche Mannigfaltigkeit, die diese freie Beweglichkeit und
entsprechende (lokale) Isometrien in sich selbst zuldft, notwendig von konstanter
Schnittkriimmung.

BEWEIs: Die Notwendigkeit ist klar, weil man ja jeden Punkt in jeden anderen und
jede Ebene in jede andere durch eine lokale Isometrie iiberfithren kann. Dann muf} die
Schnittkriimmung konstant sein, weil sie unter Isometrien erhalten bleibt.

Nun zeigen wir die freie Beweglichkeit fiir die drei Standardrdume. Dies ist offensichtlich
fiir den euklidischen Raum: Hier kann jeder Punkt p in jeden anderen Punkt g durch eine
Translation um den Vektor ¢ — p iiberfithrt werden. Zusétzlich kann bei festgehaltenem
Punkt jeder Einheits-Tangentialvektor durch eine Drehung in jeden anderen iiberfiihrt
werden. Wenn diese beiden festgehalten werden, kann der zweite Vektor des Beines be-
liebig gedreht werden und so weiter.

Analog gilt dies fiir die Sphére: Hier kénnen wir zunéichst durch eine Drehung jeden
Punkt p in jeden anderen Punkt ¢ iiberfithren, fiir festgehaltenen Punkt gilt dann das
gleiche wie im euklidischen Fall.

Im Falle des hyperbolischen Raumes iiberlegen wir zuerst, dafl man durch rdumliche
Drehungen (im euklidischen Sinne) um die xg-Achse jedes orthonormierte n-Bein von

Tangentialvektoren im Punkt py = (1,0,...,0) in jedes andere iiberfithren kann. In
gleicher Weise kann jeder Punkt p # pg so gedreht werden, dafl er die Koordinaten
(w0,21,0,...,0) mit 2o > 0 und 3 = 1 + 2% annimmt. Dann kann man leicht durch eine

Lorentz—Transformation der Form

coshy sinhy 0 ... 0
sinhg coshy 0 ... 0
0 0 1 0
0 0 0 ... 1

den Punkt p in pq tiberfithren. Dabei ist der Winkel ¢ durch cosh ¢ = xg,sinhp = —z;
bestimmt. Genau wie in der euklidischen Ebene je zwei Vektoren gleicher Lange durch

eine Dreh-Matrix vom Typ
cosp —sing
sing  cosp

ineinander iiberfithrbar sind, so gilt dies auch in der pseudo-euklidischen Ebene durch
eine Matrix vom Typ
cosh¢ sinhe
( sinh¢ cosh g )’
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N~/

/N

Bild 7.1: euklidische Drehung und Lorentz—Drehung (boost)

mit der je zwei Vektoren gleicher nichtverschwindender Lange ineinander iiberfithrt wer-
den konnen. O

Die durch die letzte Matrix bestimmte Transformation in O(1,1) heifit in der englisch-
sprachigen Literatur ,boost“ um den Winkel ¢ (vgl. dazu B.O’NEILL, Semi- Riemannian
Geometry, S. 236). In deutscher Sprache kann man vielleicht Lorentz—Drehung dazu sagen,
wenngleich die Bahn eines Punktes dann eine Hyperbel ist und kein Kreis, vgl. Bild 7.1.

7.7. Andere Modelle fiir IE™,S™, H" in Koordinaten

Wir beginnen mit den gewthnlichen Polarkoordinaten. Hierbei fithrt man den Abstand
(oder Radius) r von einem Punkt als eine Koordinate ein und, orthogonal dazu, n — 1
weitere Koordinaten. Schematisch erhdlt dann der Metrik-Tensor die Gestalt

1 0
(gij) = < 0 r2g;kj ) .

Dies ist fiir jede Riemannsche Metrik moglich, und zwar durch die sogenannten geoditi-
schen Polarkoordinaten, vgl. dazu 7.14. Im allgemeinen wird dabei die Metrik g* nicht
nur von den n—1 Koordinaten abhéngen, die orthogonal auf den r-Linien stehen, sondern
zusétzlich auch von r. Bei den Metriken konstanter Kriimmung ist dies aber wegen der
hohen Symmetrie nicht der Fall. Vielmehr kénnen wir hier die Metrik g* als die Metrik g;
der euklidischen Einheits-Sphire S”~! deuten. Wir verwenden genauer die Bezeichnung
gYL_l) fiir die Metrik der (n — 1)-dimensionalen Einheits-Sphére. Dies wird prézisiert
werden in Abschnitt 7B, und zwar fiir beliebige Rdume konstanter Kriimmung. Zur
besseren Motivation nehmen wir dies fiir die drei Standard-Rdume schon vorweg. Die
Berechnungen der Kriimmungen kann man an dieser Stelle mit Hilfe der Ubungsaufgaben
10-12 von Kapitel 6 ohne Schwierigkeiten durchfiihren. Es ergeben sich im einzelnen die
folgenden Beschreibungen:

1. Die euklidische Metrik go in Polarkoordinaten:

g™ = dr? 42 gl

Dabei lduft der Parameter r im Intervall (0,00), die r-Linien sind Geodétische,
und zwar nach Bogenlénge parametrisiert. Diese Koordinaten haben fiir r = 0 eine
(scheinbare) Singularitét, so wie wir das auch von den gewdhnlichen Polarkoordi-
naten in der Ebene kennen.
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2. Die sphdrische Metrik g1 in Polarkoordinaten:

g™ = dr? +sin?r - "V

Das bedeutet, dafl die Abstandssphéiren den Radius sinr haben. Der Parameter r
lduft hier im Intervall (0, 7), wieder sind die r-Linien Geoditische, nach Bogenlinge
parametrisiert. Wir sehen dies im Standard-Modell der Sphéire am besten, wenn
wir uns klarmachen, daf} die r-Linien Groflkreise sind, die von einem festen Punkt
(z.B. dem Nordpol) ausgehen. Wieder haben diese Koordinaten fiir r = 0 (also
im Nordpol selbst) eine (scheinbare) Singularitéit. Zusétzlich haben wir hier das
Phinomen, daf im Siidpol (r = 7) ebenfalls eine solche Singularitit auftritt.

3. Die hyperbolische Metrik g_1 in Polarkoordinaten:

g(_nl) = dr® + sinh?r - g§"71)

Hier 14uft r im Intervall (0,00), die r-Linien sind Geoditische, nach Bogenldnge
parametrisiert. Die Verbindung zu dem in 7.3 erkldrten Modell fiir den hyperbo-
lischen Raum sehen wir am besten, wenn wir den geodétischen Abstand r von
dem Punkt (1,0,...,0) € R} aus messen. Die r-Linie in Richtung des Vektors
(0,1,0,...,0) ist dann die Geodétische

¢(r) = (coshr,sinhr,0,...,0),

beachte dabei (c(r),c(r)) = —1 und é(r) = (sinhr, coshr,0,...0) mit (¢,¢é) = +1.
Wegen der Rotationssymmetrie um den Punkt (1,0,...,0) (vegl. 7.6) gilt das gleiche
dann fiir Geodétische in jeder anderen Richtung. Wegen 7.6 folgt insbesondere, daf3
jede zeitartige oder raumartige Geoditische durch jeden Punkt in jeder Richtung
unendlich lang ist, d.h. niemals nach endlicher Bogenldnge aufhort zu existieren.

Unabhéngig von diesen Modellen kann man nach Koordinaten suchen, in denen die Me-
trik ein skalares Vielfaches der euklidischen Metrik wird und folglich die Winkelmessung
mit der euklidischen iibereinstimmt (sogenanntes konformes Modell der Metrik, vgl. die
isothermen Parameter in Abschnitt 3D). Hier haben wir speziell die Moglichkeit, jeweils
den ganzen IR™ mit seinen kartesischen Koordinaten zugrundezulegen und die euklidische
Metrik mit einem geeigneten konformen Faktor zu versehen. Im einzelnen ergeben sich
folgende Metriken:

1. Die euklidische Metrik:

s )1, fallsi=j
9”'*‘5”*{0, falls i # j

2. Die sphdrische Metrik:
T+ el
fiir alle z € R™.
3. Die hyperbolische Metrik:
gy = — 2
R D
definiert fiir alle z € IR™ mit ||z||?> < 1. Dies heiBit das (konforme) Kreisscheiben-
Modell des hyperbolischen Raumes, vgl. Bild 7.2 links.



194 7 Rdume konstanter Kriimmung

Bild 7.2: konformes und projektives Kreisscheiben-Modell von H? mit Geoditischen

Dafl die Schnittkriimmung in den beiden letzten Féllen tatsédchlich gleich +1 bzw. —1
ist, rechnen wir hier nicht nach. Man kann dazu in den kartesischen Koordinaten im
IR™ die Gleichungen aus 8.27 verwenden, die keine weiteren Ergebnisse aus Kapitel 8
voraussetzen. Im sphérischen Fall entspricht der IR™ mit der oben angegebenen Metrik
natiirlich nur einem Teil der Sphéire, weil er — im Gegensatz zur (ganzen) Sphére — nicht
kompakt ist. Dagegen ist die offene Einheitskugel D" := {z € IR" | ||z|| < 1} zusammen
mit der oben angegebenen hyperbolischen Metrik (konformes Kreisscheiben-Modell)

_ 490
M= Ty

global isometrisch zum hyperbolischen Raum H", definiert in 7.3. Dies kann man wie
folgt sehen: Wir erkldren eine differenzierbare Abbildung ® : D™ — H™ durch

d(z):=A—1,\-z) € RY,

wobel A = ﬁ Man rechnet dann nach (als Ubung):
1. (®(z), ®(x))1 = —1, also ®(z) € H™ wegen A —1 >1
2. @ ist bijektiv und isometrisch.

Fiir die sphérische Metrik wird eine analoge Abbildung durch die stereographische Pro-
jektion gegeben, vgl. Ubungsaufgabe 2.

7B Geodatische und Jacobi—Felder

In diesem Abschnitt kommen wir wieder auf geodétische Linien zuriick, und zwar in be-
liebigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, zunéchst ohne irgendeine Annahme iiber die
Konstanz der Kriitmmung. Eines der Ziele ist aber, die lokale Isometrie je zweier Riemann-
scher Metriken mit der gleichen und konstanten Schnittkriimmung zu zeigen (7.21). Die
dabei verwendeten Jacobi—Felder sind auch fiir sich genommen sehr interessant. Sie be-
schreiben sozusagen das Verhalten benachbarter Geodétischer durch den gleichen Punkt,
genauer beschreiben sie, wie sich der Abstand benachbarter Geodétischer voneinander
im Verlauf der Kurve entwickelt und veréndert.
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(M, g) bezeichne stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, c: [a, b] — M sei eine differen-
zierbare Kurve von p = ¢(a) nach g = ¢(b). Dann ist ihre Linge L(c) gegeben durch

b
L(c):/ V(¢ é)dt.

Es gilt damit stets L(c) > 0 fiir p # q. Falls g indefinit ist, mufl man stattdessen definieren

L(c) = fab Vlg(¢, é)|dt, und es gilt L(c) > 0 fiir p # ¢ jedenfalls dann, wenn ¢ raumartig
oder zeitartig ist.

Problem: Fiir welche Kurven ¢ wird L(c) minimal? Welche Kurven zwischen zwei
gegebenen Punkten p, ¢ realisieren eine minimal mégliche Bogenlidnge?

Wir wissen bereits aus Kapitel 4, dafl fiir Flichen im Raum solche minimalen Kurven,
wenn sie existieren, stets Geodétische sind. Dies ist nun genauso auf jeder Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Der in Kapitel 4 gegebene Beweis fiir den Fall von Flichen iibertragt
sich wortlich auf den vorliegenden Fall.

Man betrachtet dazu wieder eine 1-Parameter—Schar von Kurven als differenzierbare
Abbildung

C:la,b] x (—e,e) = M
und faBit dabei ¢s(t) := C(t,s) als Kurve auf, in Abhéngigkeit von dem zusitzlichen
Parameter s.

7.8. Satz (erste und zweite Variation der Bogenlénge)

C :[a,b] x (—e,e) — M sei eine 1-Parameter—Schar von Kurven. Wir kénnen dabei
annehmen, dafl ¢ (t) = C(¢,0) nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Es seien T'(, s)
und X (¢, s) die Vektorfelder T' = %, X = %. Dann gilt

dL (6,0

ds

(X,T)

s=0

b
_ / (X, VyT)dt.
(a,0) a

Falls zusitzlich V1T o) = 0, also falls ¢y eine Geodaitische ist, dann gilt zusétzlich

d*L (6,0

T VX, T
ds? |s=o0 (VxX, T)

(t,0)

a,0

+ / ’ (Ve X,VrX) — (R(T, X)X, T))( dt,

wobei X = X — (X, T)T der Anteil von X senkrecht auf ¢y ist.

BEMERKUNG: Fiir jede Geodétische ¢ mit Tangente T kann man die folgende quadratische
Form betrachten:

b

Ind(X, X) := / ((VTX7 VrX) — (R(X, T):ﬂX))dt,

a

wobei X ein zur Geodétischen senkrechtes Vektorfeld bezeichnet. Wegen der Symmetrien
des Kriimmungstensors ergibt sich daraus die folgende symmetrische Bilinearform

md(X,Y) = / ' ((VTX7 VoY) — (R(X,T)T, Y))dt,

a
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die man als die Indezform von ¢ bezeichnet. Sie gibt an, wie sich die Lange von benachbar-
ten Geodéatischen verhélt. Man kann dies durchaus in Analogie sehen zur Hesse-Matrix
von Funktionen, die ebenfalls angibt, in welchen Richtungen die Funktion fillt und in
welchen sie wéchst, vgl. 3.13.

BEWEIS: Fiir den ersten Teil ist die Berechnung von % f;(T, T) 2dt bereits in 4.13 durch-
gefithrt worden, wir brauchen das hier nicht wortlich zu wiederholen. Wir haben dort auch
die folgende Aquivalenz gesehen:

dL
ey PN VTT‘ —0
ds (t,0)

Kurz: die erste Variation der Bogenlinge verschwindet genau fiir Geodétische.

Fiir den zweiten Teil berechnen wir unter Verwendung von (T, T >|( 40) = 1 sowie der
Vertauschbarkeit VxT = VX

d2 b . d b )
= T,T)dt = = x| ()
ds? SZO/(L< T)zdt ds szo/a (t,o)(< ’ >2)dt
d " (VxT,T) b (VxT,T)
= — ALt Rl — X ’
ds Szo/a (T, 1)1/2 (tﬁs)dt /a (t,o)( (T, T)1/2 )dt
b
1 VT, T
:/u ﬁ{(T,Tym((VXVTX,T)+<VTX, VXT>) _<VTX’T>'W] ) O)dt

dt

_ / ’ [_ (R(T, X)X, T) + (VoVxX,T) + (Vo X, Vo X) — (Vo X, T>2}
. (£0)

(b,0)
=(VxX,T)

+ / ' [~ (R, X)X, T) + (V0 X, 9 %)

a,0)

Dabei folgt die letzte Gleichung mit X = X — (X, T)T aus der folgenden Nebenrechnung;:
VT = 0 fiir s = 0 impliziert VT<X, T) = <VTX, T>7 also Vp X =V X — <VTX, T>T
und

(Vo X, VrX) = (Vo X, VrX) — 20V X, (Vo X, T)T) + (Vo X, TYT,T)

= (Vr X,V X)— (VrX,T)%

Beachte, daf} im Integranden bis auf die Normierung der Vektoren X und T die Schnitt-
kriitmmung von M in der X, T-Ebene auftaucht. Dies ist die Basis fiir zahlreiche weitere
Betrachtungen iiber den Einflufl der Kriimmung auf das Verhalten von Geodétischen. O

7.9. Folgerung
(i) Jede differenzierbare kiirzeste Kurve zwischen p und ¢ ist eine Geodétische.
(ii) ¢ sei eine Geodétische von p nach ¢, und die Schnittkriimmung von M sei strikt

negativ in allen Ebenen, die ¢ enthalten. Dann ist ¢ strikt kiirzer als jede andere,
hinreichend nahe benachbarte, differenzierbare Verbindungskurve von p nach gq.
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BEWEIS: Wir betrachten eine (feste, aber beliebige) 1-Parameter-Schar von Kurven wie
oben, aber mit festgehaltenen Endpunkten p, g, also mit X|(b,0) = X|(a,0) = 0. AuBer-
dem koénnen wir (X, T) = 0 annehmen.

Fiir Teil (i) haben wir einfach die Tatsache, daf % = 0 fiir alle solchen 1-Parameter-

scharen genau dann gilt, wenn V7T = 0, also wenn die Kurve ¢y eine Geodétische ist.
Dies ist der gleiche Schlufl wie beim Beweis von 4.13.

Fiir Teil (ii) beobachten wir zunéchst die Gleichung
Vx X0 = VxX|@a0 =0,
da die Endpunkte ja fest bleiben. Dann gilt

d*L

i _/b(<vTX7VTX)<R(T,X)X,T))dt.

>0 <0

s=0

Der Integrand ist also strikt positiv, und das Integral ist folglich auch strikt positiv. Man
beachte, dafl

o (REX)X,T)
T T X))
gerade die Schnittkrﬁmmung in der X, T-Ebene ist, die nach Voraussetzung strikt ne-
gativ ist. Also gllt <o > 0 und dL| _, = 0 fiir alle solchen X, also fiir jede 1-

Parameterschar in beheblger Richtung. Daher hat die Funktion ein striktes lokales Mi-
nimum bei c. Folglich sind nahe benachbarte Kurven (in diesem Sinne) strikt linger als
c selbst. Im Spezialfall des hyperbolischen Raumes H" ist sogar jede Geodétische von p
nach ¢ strikt kiirzer als jede andere Kurve von p nach gq. (]

BEMERKUNG: Fiir eine Kurve c: [a, b] — M heifit

Ble) = / o7 Tyt

das FEnergiefunktional oder auch Wirkungsfunktional von c¢. Unter den gleichen Vor-

aussetzungen wie in 7.8 gilt dann: ‘fl—E‘ 2df Y also stimmen die kritischen Kurven

(bis auf die Parametrisierung) bezifglich L mit denen beziiglich E iiberein.

In lokalen Koordinaten haben wir die Gleichung der Geodétischen

Ve =0 < ¢ +chcjl_‘k =0 firk=1,.

(2]

Daraus folgt die lokale Existenz von Geodétischen (vgl. 4.12 und 5.18):

Satz (Existenz von Geodéitischen)
Zu gegebenem Punkt p € M und gegebenem Vektor V' € T,M,(V,V) = 1, existiert

lokal genau eine Geodétische cg) mit 037) (0) = p und c(p)(O) V.

Betrachtet man durch einen festen Punkt alle moglichen Geodétischen in allen moglichen
Richtungen, so kommt man zur Fzponentialabbildung. Wir wiederholen noch einmal die
Definition 5.19:
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7.10. Definition (Exponentialabbildung)
Fiir einen festen Punkt p € M bezeichne cg’) die eindeutig bestimmte, nach Bogenlinge
parametrisierte Geodéatische durch p in Richtung eines Einheitsvektors V. Dabei sei der
Parameter so gew#hlt, dafl cg) ) (0) = p. In einer gewissen Umgebung U des Nullpunktes

0 € T,M ist dann die folgende Zuordnung wohldefiniert:
T,M2U> (p,tV) — c@(t).

Diese Abbildung heifit die Exponentialabbildung in p, geschrieben exp,:U — M.
Fiir variablen Punkt p kann man exp:ﬁ — M in gleicher Weise definieren durch
exp(p, tV) = exp, (tV) = cg’ ) (t), wobei U eine offene Menge im Tangentialbiindel 7'M

sei, zB. U = {(p,X) | || X]|| < ¢} fiir ein geecignetes ¢ > 0, falls M kompakt und g
positiv definit ist.

BEMERKUNG: exp,, bildet die Geraden durch den Ursprung des Tangentialraumes auf
Geodétische ab, und zwar isometrisch, vgl. Bild 5.2. In allen Richtungen senkrecht zu
den Geodéitischen durch p ist exp,, l.a. nicht isometrisch. Es wird im folgenden darauf
ankommen, genau diese Lé&ngenverzerrung zu beschreiben, insbesondere im Fall kon-
stanter Schnittkriimmung. Zuvor miissen wir nachweisen, dafl die Exponentialabbildung
iiberhaupt als eine lokale Parametrisierung eingesetzt werden kann.

7.11. Lemma Die Exponentialabbildung exp, ist, eingeschréinkt auf eine gewisse
Umgebung U der Null in T, M, ein Diffeomorphismus

exp,: U — exp,(U).

Die Umkehrabbildung exp,; ! definiert folglich eine Karte um p. Die zugehérigen Koor-
dinaten heiflen Normalkoordinaten oder auch Riemannsche Normalkoordinaten.

BEWEIS: Zunéchst ist exp,, differenzierbar nach bekannten Sétzen iiber die differenzier-
bare Abhéingigkeit der Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung von den Anfangs-
bedingungen, vgl. etwa FISCHER, KAuUL, Mathematik fiir Physiker 2, Teubner 1998,
Kap.II, §2, 7.1.

Wir zeigen, dafl D(expp)|0 : To(TpyM) — T,M ein linearer Isomorphismus ist. Dann
folgt die Behauptung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung (vgl. 1.4), der vermége
irgendeiner Kartenumgebung auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit genauso gilt
wie im IR™. Wegen dimTy(T,M) = n = dimT,M geniigt es zu zeigen, daf die lineare
Abbildung D(expp)’0 surjektiv ist. Es sei dazu Y € T,M ein beliebiger Vektor mit
[|Y|| = 1. Wir betrachten dann die Gerade

Y(t):=t-Y

in T, M, wobei fiir hinreichend kleines ¢ jedenfalls exp,(¢(t)) definiert ist. Setze c(t) :=
exp, (1¥(t)) = exp,(tY) = cgf) (t). Dann gilt einerseits ¢(0) = c'g/p) (0) =Y und andererseits

&(0) = D(expp)|0<% 0).

D(expp)| o ist damit ein linearer Isomorphismus, und es folgt die Behauptung. O
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7.12. Lemma (Normalkoordinaten)
Die Vektoren Xi, ..., X, seien eine ON-Basis in 7}, M, und

exp,: U — exp,(U)

sei geméf 7.11 ein Diffeomorphismus, definiert auf einer offenen Nullumgebung U C
T, M. Die zugehérigen Koordinaten sind die Normalkoordinaten, deren Basisfelder auf
M wir hier mit 9; bezeichnen. Insbesondere gilt damit 9;|, = (D expp)|0(Xi). Dann
verschwinden in diesen Koordinaten alle Christoffelsymbole im Punkt p.

BEwEIs: Weil die von X; aufgespannte Gerade unter exp, in eine Geodétische iibergeht,
ist das Vektorfeld 0; tangential an eine radial aus p herauslaufende Geodéatische, also gilt
Vaiai’p = 0. Entsprechendes gilt fiir die Gerade in Richtung X; + X;. Ferner gilt

Dexpp(X,; +Xj)|0 = Dexpp(X,;)|0 + Dexpp(Xj)’0 = 8,-|p + (‘9j|p7
also folgt

0=V, +o, (0; + 8j)}p = Vazaj‘p + Va]@i‘p = 2V318j|p = ZZF%(I))&C‘I).
k

Damit miissen im Punkt p alle Ffj verschwinden. (]

Die Normalkoordinaten sind daher optimal an die euklidische Struktur des Tangential-
raumes 1, M angepafit. Insbesondere enthélt die kovariante Ableitung im Punkt p kei-
ne Christoffelsymbole, genau wie im euklidischen Raum. Noch mehr betont wird dieser
Aspekt durch die zusétzliche Einfithrung von Polarkoordinaten, die in p zentriert sind.
Dazu pafit das folgende Lemma. Es besagt, dal die euklidischen Polarkoordinaten im
Tangentialraum unter der Exponentialabbildung exp, insofern teilweise erhalten blei-
ben, als nach wie vor die geodétischen Strahlen aus dem Punkt p heraus senkrecht auf
den Bildern der Abstandssphéren stehen. Die metrische Verzerrung findet also lediglich
senkrecht zu den radialen Geodétischen statt.

7.13. Lemma (Gaufi-Lemma)
exp,: U — exp,(U) sei diffeomorph. W' sei ein Vektor (mit beliebigem FuB8punkt), der
senkrecht steht auf der Geraden t — ¢-V € T, M in einer festen Richtung V, ||V]| = 1.

Dann steht D exp, (W) senkrecht auf der Geoditischen cg’).

BEWEIS: ¢(s) sei eine differenzierbare Kurve in T}, M, so da8 einerseits ¢(0) der FuBBpunkt
von W ist und ¢(0) = W und da8 ferner jeder Punkt ¢(s) den gleichen Abstand vom
Nullpunkt in 7, M hat. Ferner sei p;(t) die geradlinige Verbindung von 0 nach ¢(s), para-
metrisiert nach der Bogenlidnge ¢ € [0,to]. Wir definieren dann ¢(t, s) := exp,(ps(t)).
Nach Konstruktion von exp,, ist die Lénge der Kurven ¢ — ¢(t, s) fiir jedes s gleich der
Lénge von ps, also gleich tg. Damit gilt

d
- L{expy (ps) =0,

also gilt nach 7.8 mit s = 0 und T'(¢0,0) = C.Ef) die Gleichung
X|40.0) = Dexp, (W), X[, =0.
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Damit folgt

_dL

(tn,o)
B % s=0 N B

(0,0)

0 (X,T) - <D exp, (W), éi?) (t0)>.

/ X VTVt = (X.T)

(t0,0)

O

7.14. Folgerung Fiihrt man in 7,M Polarkoordinaten ein, so liefern diese mittels
der Exponentialabbildung exp, Koordinaten in M um p (sogenannte geoddtische Polar-

koordinaten), die wir mit 7, ¢1,...,on—1 bezeichnen. In diesen Koordinaten gilt dann
(%7 a%> =1 und (%7 (,%i) =0, also
10 0
0 = *
(9i5) = S : )
0 *x ... ... =

wobei die durch * angedeutete Untermatrix von der GroéSenordnung O(r?) ist fiir r — 0,
d.h. jeder Eintrag * ist ein Term O(r?).

Fiir n = 2 gilt in einer solchen Umgebung von p insbesondere

(9ij(r, ) = < (1) 220(7"7 ) >

mit einer beschrinkten Funktion G. Demnach sind die geodétischen Polarkoordinaten
(jedenfalls fiir » # 0) ein Spezialfall der geodétischen Parallelkoordinaten, die in 4.27
betrachtet wurden.

7.15. Lemma und Definition (Jacobi-Felder)

V,W € T,M seien feste Vektoren mit ||V|| = |[W]| = 1, die senkrecht aufeinander
stehen. Dann beschreibt ¢ —— ¢ - V' eine Gerade in T, M, und W steht senkrecht auf
dieser Geraden. Ferner ist ¢t — X (t) =t - W € Ty (T, M) ein (lineares) Vektorfeld
léngs dieser Geraden. Wir setzen nun

Y(#) = (Dexp,)] (X (1).

Dann ist Y (¢) ein Vektorfeld lings cif ), das nach 7.13 senkrecht auf cg’ ) steht, und Y
erfiillt die JACOBI-Gleichung

VrVrY + R(Y, T)T =0,

wobei T' die Tangente an cif ) bezeichnet. Ein Vektorfeld Y, das diese Gleichung erfiillt,
nennt man ein Jacobi—Feld.

Man kann diese Jacobi-Gleichung auch kurz Y = —R(Y,T)T schreiben, so wie eine
gewohnliche lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Etwas verkiirzt kann man sagen:
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Die Jacobi—Felder sind die Bi.l_der von linearen Vektorfeldern unter der Exponentialab-
bildung. Sie beschreiben den Ubergang von zwei radialen Geraden durch den Ursprung
im Tangentialraum T, M auf die beiden entsprechenden Geodétischen durch p in M.

BEWEIS: Im Tangentialraum selbst kénnen wir durch einen kanonischen Isomorphismus
Tyv (T, M) mit T, M identifizieren, so wie im IR™ auch. Wir setzen nun

Xo(t)=t-V+t-s5-W e T,M =Ty (T,M)

und

c(t,s) = exp,(Xs(t))-
Da s und ¢t dann auch als lokale Koordinaten aufgefafit werden kénnen, kommutieren
die Vektoren Y := % und T := %, also haben wir VrY = VyT. Ferner gilt stets
VT = 0, weil fiir festes s die ¢-Linien ja Geodétische sind (der Parameter ist dabei

nicht die Bogenlidnge, aber proportional zur Bogenlinge). Durch Einsetzen folgt direkt

R(Y.T)T = Vy V1T ~Vr VyT ~Viy T = ~VrVrY.
\_/_/ ~—— )

=0 =VrY

O

7.16. Satz (Léngenverzerrung der Exponentialabbildung)
X,Y seien wie in 7.15 gewihlt. Dann gilt offenbar || X (t)||? = t2, da X ein lineares
Vektorfeld im Tangentialraum ist. Ferner gilt

1
Yl =¢ - §Kt4 +o(th),

wobei K die Schnittkritmmung der (T, W)-Ebene ist, also derjenigen Ebene, die die
Tangente an die Kurve und den Vektor W (der seinerseits Y bestimmt) enthélt.

BEWEIS: Wir berechnen die Taylor-Entwicklung der Funktion ¢ —— (Y'(¢),Y(¢)) im
Punkt ¢ = 0: Zunéchst gilt Y(0) = 0. Als Schreibweise verwenden wir Y’ := V1Y,
speziell Y = —R(Y,T)T, also Y”(0) = 0. Es gilt dann insbesondere Y'(0) = W, da
die kovariante Ableitung mit der gew6hnliche Ableitung iibereinstimmt, denn wir haben
I‘fj p = 0 nach Lemma 7.12. Wir berechnen dann, jeweils im Punkt ¢ = 0
(Y, Y)Y =2(Y,Y") =0
(V) =20V Y)Y =2(Y" V) +2(Y,Y') =2(W, W) = 2
(YY) =2V YY 42017, =2V, Y) 46V, Y) =0
<}/7 Y>//// — 2<}////7 Y>/ + 6<)///7 Y/>/ — 2<Y////, Y> _"_ 8<Y///7 Y/) _"_ 6<Y//7 Y//>
/
= =8((R(V,T)T) |,y W)
= *8<(VTR)(Y7 )T+ R(V7Y, T)T + R(Y,VyT)T + R(Y,T)VrT, W>
= —8(R(Y'.T)T\W) = =8(R(W,T)T,W) = —8K ). O

Geometrische Interpretation der Formel in 7.16: Die Schnittkriimmung ist in gewis-
sem Sinne die erste nichtverschwindende Ableitung des Metriktensors selbst, wenn man
geoditische Polarkoordinaten zugrundelegt.?

3Diese Tatsache wurde bereits von B.RIEMANN zur Bestimmung des sogenannten ,, Kriimmungsmafes*“
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Durch Integrieren iiber alle Richtungen Y in 7.16 folgt auch eine geometrische Interpre-
tation der Ricci-Kriimmung ric(T"), ndmlich als die erste nichtverschwindende Ableitung
des Volumens in Richtung T'.

7.17. Lemma J. sei die Menge aller Jacobi—Felder lings einer Geodétischen ¢: [a, b] —
M mit ¢ =T und || T ||= 1. Dann gilt:

(i) J. ist ein reeller Vektorraum.

(ii) Esist T € J.,t-T € J., und jedes X € J. 148t sich eindeutig orthogonal zerlegen in
X=X+4+k-TH+A-t-Tmit (X,T) =0 und mit Konstanten x, X\. (Das Vektorfeld
t - T ist genauer als die Zuordnung t — ¢ - T'(t) erklért.)

(i) Fir X,Y € J. ist (VrX,Y) — (VrY, X) konstant lings ¢, insbesondere ist auch
(V7 X, T) konstant léngs c.

(iv) Falls zu X € J. zwei verschiedene Parameter o, 8 € [a, b] existieren, so dafl entwe-
der X, und Xg orthogonal zu ¢ sind oder X, und (V7 X)g orthogonal zu ¢ sind,
dann ist X {iiberall orthogonal zu c.

BEWEISs: Fiir gegebenes T ist X" = —R(X,T)T eine lineare Differentialgleichung fiir X.
Damit ist der Lésungsraum J,. ein reeller Vektorraum, also ist (i) klar.

(ii) sieht man wie folgt: Es gilt (X, T = (X', TY = (X", T) = —(R(X,T)T,T) = 0,
also ist t +— (X (t),T'(t)) eine lineare Funktion. Damit ist der Raum der an ¢ tangen-
tialen Jacobi-Felder hochstens 2—-dimensional. Wir kennen aber zwei linear unabhéngige
Elemente, namlich T und ¢ - T', wobei ¢t der Bogenlangenparameter auf ¢ ist:

T" =VyVeT =0 = —R(T, T)T

- T)' =0T +T) =tT"+2T" = 0= —R(T, T)(tT).

T und tT sind linear unabhéngig als Elemente von J., obwohl punktweise beide Vektor-
felder in die gleiche Richtung zeigen.

Fiir (iii) berechnen wir die Ableitung
(<X/7 Y) - (Y/a X>>/ = <X//a Y> + <X/7 Y/> - <Y/7 X/> - <YN7 X)

die letzte Gleichheit gilt wegen der Symmetrien von R (Lemma 6.3).

(iv) Im ersten Fall nehmen wir an X,1lc, Xglc und zerlegen X = X+r-T+\tT,
woraus sofort kK = A = 0 folgt.

Im zweiten Fall X, Lc, Xj;Lc beobachten wir, daf8 (X', T)) = (X, T)’ konstant ist nach
(iii). Diese Konstante ist aber gleich null, weil fiir den Parameter 8 (Xj,T) = 0 gilt. O

(also der Schnittkriimmung K) verwendet, zur Historie vgl. F.KLEIN, Vorlesungen iber die Entwicklung
der Mathematik im 19. Jahrhundert, Springer 1926/27, Nachdruck 1979, besonders Band 2, S. 153 ff.
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7.18. Lemma Zu gegebenem Punkt p auf der Geodétischen ¢ und zu gegebenen
Vektoren Yy, Z, € T, M gibt es ein eindeutig bestimmtes Jacobi-Feld Y langs ¢ mit

Y(p)=Y, und Y'(p) = VTY|p =7,

BEWwEIS: Wir fassen Y,, Z, als Anfangsbedingungen zu der Differentialgleichung V" =
—R(Y,T)T auf. Xy,..., X, sei eine ON-Basis von T, M. Diese 148t sich eindeutig fort-
setzen zu orthonormalen Vektorfeldern X, ..., X, lings ¢, die parallel lings ¢ sind, d.h.
X! = VrX, =0,i = 1,...,n. Fiir ein Vektorfeld Y (¢) = >, n*(¢)X;(t) bekommt die
Jacobi-Gleichung Y = —R(Y, T)T dann die Gestalt

—R(Y,T)T =Y" = VyVrY = VVr ( 3 nixi)

. . d . .
=V (30 Ve X+ SN ) = 3 S X = Y i X,
e o z-
also in Koordinaten

i = —(R(Y,T)T, Xi) = = Y o (R(X;, )T, X), i=1,...,n.
- N———
J unabhingig von ni

Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung in einem offe-
nen Teil des IR™. Es ist linear in den gesuchten Funktionen n; mit Anfangsbedingungen

in p fiir n* und 7%, i = 1,...,n. Nach bekannten Sitzen existiert folglich eine eindeutige
Losung n'(t),...,n"(t) (bzw. Y (t)) lings der ganzen Kurve ¢, genau wie wir das in 4.10
auch verwendet haben. |
K<0
1
K=0
K>0
0o 1

X

Bild 7.3: Liange von Jacobi-Feldern in Rdumen konstanter Kriimmung K

7.19. Folgerung Die Dimension von J, in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist
2n. Dabei ist die Zuordnung Y —— (Y, V7Y|,) € (T,M)? ein linearer Isomorphismus.
Die Dimension von J+ = {Y € J.. | (Y,¢) = 0} ist dann nach 7.17 gleich 2(n — 1).
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7.20. Folgerung (Jacobi-Felder in Rédumen konstanter Kriimmung)
Falls M ein Raum konstanter Schnittkriimmung K ist, dann gilt:

R(Y,T)T = K - R\(Y,T)T = K ((T,T)Y — (Y, T)T)
——
=1

[ KY, falls(Y,T)=0
N 0 falls Y = k- T+ X - (¢t - T') mit Konstanten x, A.

Fiir parallele orthonormierte Vektorfelder T, Y7, ...,Y,—1 ldngs einer Geodétischen ¢
transformiert sich die Jacobi-Gleichung nach 7.18 also in das System

i ==Y "0 (R(Y;, T)T,Y;) = if' =K.y fir i=1,...,n— 1
- —_———
J =K5;;
Mit den Anfangsbedingungen n*(0) = 0 ergibt sich die Losung

asin(VKt), falls K >0
n'(t) = at, falls K =0
asinh(v/—Kt), falls K <0,

jeweils mit beliebigen Konstanten e € IR. Alle Jacobi-Felder mit Y'(0) = 0 erhélt man
also als Linearkombinationen von

t-T\m-Yi,....,n-Yn_1,

wobei 7 eine Losung von 4 + Kn = 0 mit n(0) = 0 sei.

BEMERKUNG: Falls die Schnittkriimmung nicht konstant ist, aber zwischen zwei Schran-
ken gut kontrolliert werden kann, so kann man Vergleichsargumente fiir die Losungen der
Differentialgleichung verwenden. Fiir solche und andere sogenannte Vergleichssdtze siehe
D.GromoLL, W.KLINGENBERG, W.MEYER, Riemannsche Geometrie im Grofien, Lec-
ture Notes in Mathematics 55, Springer 1968 oder J.CHEEGER, D.G.EBIN, Comparison
theorems in Riemannian geometry, North Holland 1975.

7.21. Folgerung (Lokale Isometrie der Rdume konstanter Kriimmung)
In geoditischen Polarkoordinaten um einen beliebigen (aber festen) Punkt hat das
Linienelement der Metrik eines Raumes konstanter Kriimmung K stets die folgende
Gestalt:
dr? + L sin®(VKr)ds?, falls K > 0
ds* = dr? + r?ds?, falls K =0

dr? + L sinh®(vV=Kr)ds}, falls K < 0.

Dabei bezeichnet ds? das Linienelement der Standard-Sphére vom Radius 1 und r den
geoditischen Abstand von dem festen Punkt.

Insbesondere sind je zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit der gleichen konstanten
Krimmung K (und der gleichen Dimension) lokal isometrisch zueinander.
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BEWEIS: Wir fixieren zunéchst einen Punkt p einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit
konstanter Kriitmmung K. Tangential an die radialen Geodétischen hat die Exponential-
abbildung ja keine Langenverzerrung, wie wir schon in der Definition 7.10 bemerkt hat-
ten. Das Gauf-Lemma 7.13 garantiert, dafl die Exponentialabbildung die Orthogonalitét
eines Vektors zu einer radialen Geoditischen bewahrt. Also brauchen wir nur noch die
Léngenverzerrung von exp,, in orthogonalen Richtungen zu berechnen. Nach 7.15 entste-
hen die orthogonalen Jacobi-Felder durch Transport von linearen Feldern im Tangential-
raum T}, M vermoge der Exponentialabbildung exp,,. Wenn r den Bogenldngenparameter
auf einer radialen Geoditischen durch p bezeichnet (mit » > 0), dann ist die Linge eines
linearen Vektorfeldes r — rX im Tangentialraum gerade gleich r|| X||. Nach 7.20 ist nun
die Linge des zugehorigen Jacobi-Feldes Y (r) = D exp,, }TV(TX) eine Konstante o mal

sin(vK7r)|| X, falls K >0
|| X|| falls K =0
sinh(v/—Kr)|[ X[, falls K <0,

wobei « unabhéngig von X ist. Man kann « berechnen durch Vergleich der Taylor-
Entwicklung von |[Y]| in 7.16 mit der Taylor-Entwicklung der Funktionen sin(v/Kr)
und sinh(y/[Kr). Es folgt @ = 1 fir K = 0 und o = 1//|K]| fir K # 0. Wenn
wir dies flir jeden Einheitsvektor X € T, M durchfithren, der senkrecht auf der be-
trachteten Geodétischen steht, dann erhalten wir eine vollstdndige Information iiber
die Léngenverzerrung der Exponentialabbildung in allen Richtungen senkrecht zu der
Geodétischen. Diese Langenverzerrung ist nun nach den obigen Formeln offensichtlich
unabhéngig von der Richtung X und von der betrachteten Geodétischen, weil sie nur
vom geodétischen Abstand r und von der Konstanten K abhéingt. Die euklidische Me-
trik in Polarkoordinaten in T),M, die wir mit

dr® +rds?
bezeichnen konnen, geht also durch die Exponentialabbildung iiber in
dr? + & sin?(VKr)ds? bzw. dr? +r?ds; baw. dr®+ L sinh?(v/—Kr)ds?,

je nach Vorzeichen von K. O

7C Das Raumformen—Problem

Lokal gibt es nach 7.21 nur eine Metrik von gegebener konstanter Kriimmung, aber da-
mit ist noch nichts dariiber gesagt, welche Moglichkeiten es fiir eine Mannigfaltigkeit
konstanter Kriimmung im GroBen gibt. Unter dem Clifford-Kleinschen Raumproblem?*
oder Raumformen—Problem versteht man die Frage nach der globalen Struktur aller Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten, die einerseits von konstanter Schnittkriimmung sind und
andererseits eine gewisse Vollstdndigkeitseigenschaft erfiillen. Ohne die Voraussetzung
einer solchen Vollstdndigkeit wére z.B. jede offene Teilmenge des euklidischen Raumes
gesondert zu betrachten, also eine sehr uniibersichtliche Klasse von topologisch verschie-
denen Mannigfaltigkeiten.

4H.HopF, Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. Annalen 95, 313-339 (1926)
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7.22. Definition (Vollstéindigkeit)

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heiit (geodditisch) vollstindig, wenn jede
Geodétische, nach Bogenldnge parametrisiert, iiber ganz IR definierbar (oder verlin-
gerbar) ist als eine Abbildung v: IR — M. Als eine Raumform bezeichnet man dann
eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung.

Wir sollten uns daran erinnern, dafl die Existenz einer Geodatischen durch einen ge-
gebenen Punkt in einer gegebenen Richtung nur fiir ein kleines, i.a. nicht vorgebbares,
Intervall gesichert ist, vgl. 4.12 und 5.18. Fiir M = IR?\ {(0,0)} mit der euklidischen
Metrik hort zum Beispiel die Geodéitische durch den Punkt p = (—1,0) in Richtung des
Vektors V' = (1,0) auf zu existieren, weil sie notwendig durch den Nullpunkt hindurch-
laufen miiffite. Das maximale Definitionsintervall fiir den Bogenlingenparameter wére
dann nur das Intervall [0,1). Die Vollstindigkeit besagt also ganz grob, dafi die Man-
nigfaltigkeit nicht Teil einer anderen sein kann, die durch Hinzunahme solcher fehlenden
Punkte entstehen wiirde. Eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist stets auch
vollsténdig, weil jeder Haufungspunkt auf einer Geodétischen wieder zur Mannigfaltig-
keit gehoren mufl und weil man um diesen Punkt herum dann die Geodétische weiter
verldngern kann. Sie kann also nie nach einem endlichen Intervall authéren zu existieren.

7.23. Satz
(i) Die drei Standardriume IE™,S™, H™ sind geodétisch vollstdndig.

(ii) Jede n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriitmmung K =
0,41, —1 ist lokal isometrisch zu einem offenen Teil von IE™, S™, H™.

(iii) Jede vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit konstanter Kriim-
mung 0, +1, —1 ist isometrisch zu einem Quotienten von IE™,S™, H™ nach einer
diskreten und fixpunktfreien Untergruppe von E(n), O(n+1), 0 (n,1). Das gilt
insbesondere fiir jede kompakte Raumform.

Zum Beweis von (i) geniigt es nach dem obigen Satz 7.6, jeweils eine Geodétische durch
einen festen Punkt zu betrachten, da alle Richtungen, also auch alle Geodétischen un-
ter der jeweiligen Bewegungsgruppe dquivalent sind. Es ist klar, dafl alle Geraden in
IE™ nach beiden Seiten beliebig lang sind, also nach Bogenlidnge {iber ganz IR definiert
werden konnen. Desgleichen ist klar, dafl die Grolkreise auf der Sphére S™ die gleiche Ei-
genschaft haben. Fiir den hyperbolischen Raum betrachten wir die Geodétische v durch
den Punkt py = (1,0,...,0) in Richtung (0,1,0,...,0). Wenn sie parametrisiert wird
durch v(s) = (cosh s,sinhs,0,...,0), so ist % ein Einheitsvektor, und ~ ist iiber ganz
IR parametrisiert.

Den Beweis von (ii) haben wir bereits in 7.21 unter Verwendung von geodétischen
Polarkoordinaten und Jacobi-Feldern gefithrt. Einen anderen Beweis findet man bei
D.LAuGwITZ, Differentialgeometrie, IV.12.4.

Der Beweis von (iii) verwendet einige Begriffe aus der Topologie und der Theorie der
Gruppen-Operationen und Uberlagerungen. Wir kénnen ihn hier nur andeuten. Eine
Untergruppe G von E(n) oder O(n + 1) oder Oy (n,1) heifit diskret, wenn fiir jeden
Punkt z die Bahn Gz = {y | y = g(z) fiir ein g € G} von z stets eine diskrete Menge
ist, also keinen Haufungspunkt hat. G heifit fizpunktfrei oder auch einfach frei, wenn kein
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Element g € G (das von der Identitét verschieden ist) irgendeinen Punkt des Raumes
fest 1a8t, d.h. wenn stets g(z) # x gilt.

Den Quotientenraum von IE™,S™, H"™ nach einer solchen diskreten und fixpunktfreien
Untergruppe kann man stets als Menge der Nebenklassen bilden und mit einer Riemann-
schen Metrik so versehen, dafl die Quotientenabbildung eine lokale Isometrie wird. Fiir
die Konstruktion von Karten mufl man nur sicherstellen, dafl innerhalb der Karten die
Quotientenabbildung injektiv ist. Das geht im Prinzip genauso wie bei dem Fall des
flachen Torus IR?/Z?, vgl. die Beispiele in 5.1.

Umgekehrt konstruiert man fiir gegebenes (M, g) zunéichst die sogenannte universelle
Uberlagerung und zeigt, daB sie (global) isometrisch zu IE™, S, H" ist. Dazu verwendet
man noch einmal 7.21. Dann entsteht M wiederum aus IE™, S™, H™ als Quotient nach der
Decktransformationsgruppe, und diese operiert diskret und fixpunktfrei. Wir verzichten
hier auf die topologischen Details, die der Leser in E.OssA, Topologie, Abschnitt 3.6
finden kann.

Durch Satz 7.23 ist das Klassifikationsproblem fiir Raumformen in gewisser Weise auf
das Problem zuriickgefiihrt, alle diskreten und fixpunktfreien Untergruppen von E(n),
O(n+1) und O4(n, 1) zu finden. Wir wollen dieses algebraische Problem hier nicht weiter
vertiefen®, sondern einige wichtige und typische Beispiele in den Dimensionen 2 und 3
vorstellen. Die Raumformen sind auch gut lesbar dargestellt in F.KLEIN, Vorlesungen
iber nicht-euklidische Geometrie, Springer 1928 (Nachdruck 1968), S. 254 ff.

7.24. Beispiele (2-dimensionale Raumformen)

(i) Die einzigen vollstindigen 2-Mannigfaltigkeiten mit K = 0 sind die folgenden: Die
Ebene IE?, der Zylinder, das Mébiusband, der Torus und die Kleinsche Flasche. Diese tre-
ten gemiB 7.23 auf als Quotienten IR2/T" von IR? nach den folgenden fiinf Untergruppen
Ig,T'1,T5,T'3, 'y der euklidischen Gruppe:

1. T ist die triviale (einelementige) Gruppe.

2. T’y ist erzeugt von einer reinen Translation ¢t um einen festen Vektor X, zum Beispiel
t(z,y) = (z +1,y). Der Quotient IE?/T'; ist dann ein (abstrakter) Zylinder.

3. I'y ist erzeugt von I'y zusammen mit einer Gleitspiegelung «, wobei a? = ¢. Im
obigen Spezialfall ist oz, y) = (z+ %, —y). Der Quotient JE?/T'; ist ein (abstraktes)
Mébiusband, das wir auch als Quotienten des Zylinders IE?/T'; nach « auffassen
konnen. Die Projektionsabbildung vom Zylinder auf das Mobiusband wird dann
eine 2-fache Uberlagerung.

4. T'3 ist erzeugt von zwei reinen Translationen t1,t; um zwei linear unabhingige
Vektoren X1, Xy, zum Beispiel t1(z,y) = (z+1,y), t2(z,y) = (z+a,y+b) mit b # 0.
Der Quotient ist ein sogenannter flacher Torus. Der Standardfall ist (a,b) = (0, 1)
(der quadratische Torus), ein anderer wichtiger Spezialfall ist (a,b) = (%,1V/3),
der hexagonale Torus, siehe Bild 7.4. Hierbei sind jeweils Paare gegeniiberliegender
Punkte auf den parallelen Kanten des Sechsecks zu identifizieren.

5vgl. dazu J.WOLF, Spaces of constant curvature, Publish or Perish, Boston 1974
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Bild 7.4: flacher Torus, quadratisch und hexagonal

5. Ty ist erzeugt von t1,ts, o mit den gleichen Eigenschaften wie oben, also o = 1,
z. B ti(z,y) = (z + L,y), ta(z,y) = (x,y + 1), a(z,y) = (z + 3, —y). Der Quo-
tient IE2/T'; heifit eine flache Kleinsche Flasche. Diese kann als Quotient des zu
t1,ts gehorenden flachen Torus nach a aufgefafit werden, die Projektionsabbildung
wird dann eine 2-fache Uberlagerung, s. Bild 7.5. Alternativ kann man die Klein-
sche Flasche auch als Quotient vom Mébiusband auffassen. Dies sieht man an den
verschiedenen Inklusionen der Gruppen I'y C 'y C Ty, 'y C '3 C I'y.

Bild 7.5: flache Kleinsche Flasche

(ii) Die einzigen vollstindigen 2-Mannigfaltigkeiten mit K = 1 sind die Sphire S? selbst
und IRP? als Quotient von S? nach der 2-elementigen Gruppe, die erzeugt wird von der
Antipoden-Abbildung o(z,y, z) = (—z, —y, —z). Wir erhalten ein Modell von IRP?, wenn
wir uns die obere abgeschlossene Hemisphére vorstellen und dann alle Paare antipodaler
Punkte auf dem Aquator jeweils identifizieren, vgl. 5.1.

(iii) Kompakte Flachen mit K = —1 gibt es unendlich viele. Man gewinnt orientierbare
Beispiele aus reguldren hyperbolischen 4g-Ecken in H?, die so gewihlt werden, daf8 die
Kanten jeweils gleichlange Stiicke von Geodétischen sind und dafl jeder Innenwinkel
genau gleich 27 /4¢g wird, siehe Bild 7.6 fiir den Fall g = 2. An der Identifikation auf dem
Rand erkennt man, daf die Fliche die Verklebung zweier Tori mit Loch ist.

Dies ist moglich durch die Wahl einer geeigneten Grofle des 4g-Ecks, vgl. die Gauf-
Bonnet-Formel 4.39 und 4.40. Fiir sehr kleine regulére Polygone stimmen die Winkel
ungefihr mit denen der euklidischen reguldren Polygone iiberein; je grofier es wird, de-
sto kleiner werden die Winkel. Dabei ist das Geschlecht g eine beliebige ganze Zahl
g > 2. Durch geeignete Identifikation der Seiten erhilt man eine geschlossene Fléche
vom Geschlecht g (vgl. E.Ossa, Topologie, Abschnitt 3.8), die lokal immer noch eine
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Bild 7.6: geoditisches Achteck in H? mit Identifikationen

hyperbolische Metrik hat, und zwar auch entlang der Identifikationen. Diese Identifi-
kation mufl man so vornehmen, dafl eine Verklebung von g Tori entsteht, jeweils nach
Aufschneiden. Fiir nichtorientierbare Flichen vom Geschlecht g kann man analog ein re-
gelméBiges geoditisches 2g-Eck verwenden und jeweils zwei aufeinanderfolgende Kanten
am Rand in gleicher Richtung identifizieren. Es entsteht dann eine analoge Verklebung
von g projektiven Ebenen, jeweils nach Aufschneiden. Fiir mehr Details vergleiche man
R.BENEDETTI, C.PETRONIO, Lectures on hyperbolic geometry, Springer 1992, Abschnit-
te B.1, B.2, B.3. Dort findet man auch zahlreiche weitere Informationen zur Geometrie
der hyperbolischen Ebene.

Zusammen mit dem Fliachenklassifikationssatz am Schlufl von Abschnitt 4F liefert dies
eine Beweisstrategie fiir den folgenden Satz:

7.25. Satz Auf jeder kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit M existiert eine
Riemannsche Metrik mit konstanter Kriimmung K. Dabei ist das Vorzeichen von K
nach dem Satz von Gaul-Bonnet notwendig gleich dem Vorzeichen der Euler-Charak-
teristik x(M).

7D Dreidimensionale euklidische und sphérische Raum-
formen

Ein 3-dimensionales Analogon von Satz 7.25 kann nicht wahr sein, da es 3-dimensionale
Mannigfaltigkeiten gibt, die keine Riemannsche Metrik mit konstanter Schnittkriimmung
tragen, z.B. S' x 52, vgl. dazu den Anfang von Kapitel 8. Zusitzlich ist es aber so, daf es
sehr viel mehr Beispiele von topologisch verschiedenen Mannigfaltigkeiten mit konstanter
Schnittkriitmmung gibt. Dies wird bereits fiir K = 0 und K = 1 recht interessant. Einige
Beispiele wollen wir im folgenden vorstellen.
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7.26. Beispiele (kompakte 3-dimensionale euklidische Raumformen):

Es gibt 10 kompakte Raumformen als Quotienten IE3/T" gem#fl 7.23 (iii), und zwar 6
orientierbare und 4 nichtorientierbare.® Die orientierbaren sind die folgenden, beschrieben
durch ihre Gruppen I'y, ..., I's:

1. T'; ist erzeugt von drei Translationen t1,t2, 3 in Richtung von drei linear unabhén-
gigen Vektoren X7, Xo, X5. Als wichtigsten Spezialfall haben wir die Standard-
Basis des IR3. In diesem Fall ist I'; genau die Translationengruppe des Gitters aller
Punkte von Z3:

tl(wﬂ y? z) = (‘ll + 17yiz)7 t2(w7 y7 Z) = (I’y+ 17Z)7 tg(x7 y7 Z) = (‘/L‘Jyﬂz + 1)

In jedem Fall heifit der Quotient IE3 /Ty ein flacher 3-dimensionaler Torus. Der ge-

nannte Spezialfall ist der wiirfelférmige, analog zum quadratischen 2-dimensionalen
Torus in 7.24.

J
1
At At ]/2‘ 7777777777777777777777777777777777777 "
,////
,/
12 12
L. L. |
Y .
s s
/s 4
//
O "t
Bild 7.7: Die Gruppen I'; und I's
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Bild 7.8: Die Gruppen I'y und 'y

2. Ty ist erzeugt von I'; und einer Schraubung a mit a? = t3. Dabei miissen wir
annehmen, dafl die X7, Xo-Ebene senkrecht auf X3 steht. Im einfachsten Fall haben

SW.HANTZSCHE, H-WENDT, Dreidimensionale euklidische Raumformen, Math. Annalen 110, 593-611
(1935)
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'3 ist erzeugt von I'; und einer Schraubung o mit o3

t3. Dabei miissen wir

annehmen, dafl die X7, Xo-Ebene senkrecht auf X3 steht und dafl ¢; und to mit
einer Drehung um 27/3 vertriglich sind, also etwa

tl(xa Y,
t2(1'7 Y,
t3(l‘, Y,
a(z,y,

z)
z)
2)
2)

m_%vy—i_% 3vz)a
m7y7z+1)’

(z,y,z + 1) zusammen mit einer Schraubung « mit «

(y7 —x,Z+ i)

. Ty ist erzeugt von t1(x,y,2) = (x + 1,y,2),t2(x,9,2) = (z,y + 1,2),t3(x, y,2)

= t3, also a(x,y,2)



212 7 Réaume konstanter Kriimmung

Bild 7.11: Die Schraubung « in I's und T’
5. I's ist genauso definiert wie I's, nur daf jetzt a® = t3 gilt, also die Schraubung eine
Drehung um den Winkel 7/3 statt 27/3 enthélt:
alz,y,z) = (32— 3V3y, 3vV3a+ Sy, 2+ %)
6. I'g entsteht aus I's durch Hinzunahme zweier weiterer Schraubungen mit dem Win-

kel 7, also insgesamt dreier Schraubungen um die (z, 0, 0)-Achse, die (0, y, %)—Achse
sowie die (%, %7 z)-Achse:

tl(xvyvz = Z‘+1,y,2),

tg(x,y,z = $7y+1»2’)7

t3(5177y»7«’ = x7yvz+1)
1 —

15(1‘7?;1/7%_'—2
Yi+z5+y,2
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Fiir die Konstruktion von sphdrischen Raumformen, d.h. Quotienten von S nach endli-
chen Gruppen, kénnen wir die Tatsache gut verwenden, daf3 S selbst auf ganz natiirliche
Weise eine Gruppe ist. Dazu erinnern wir an die Quaternionen-Algebra auf dem IR*:

H:={a+bi+cj+dk|a,b,cde R},
wobei die Symbole i, j, k drei unabhéngige ,imaginéire Einheiten* darstellen. Durch
PP=j=k=-1,ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik

wird eine (nicht kommutative, aber assoziative) Multiplikation auf IH definiert, die eine
eindeutige Division durch jedes von null verschiedene Element zuldft. Die Konjugation
ist — analog zu der von komplexen Zahlen — definiert als z = a — bi — ¢j — dk fiir
2 =a+bi+cj+ dk. Es ist dann zZ rein reell, und zwar 2z = a® + b% + ¢ + d°.
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Zur Beschreibung der 3-dimensionalen Rdume konstanter positiver Kriimmung ist es nun
niitzlich, die Einheits-Sphére als Teilmenge der Quaternionen aufzufassen, weil sie dann
durch die Quaternionen-Multiplikation zu einer Gruppe wird:

S3={2cH|z2z=1}.

Die endlichen Untergruppen davon kann man in iibersichtlicher Weise klassifizieren. Zu-
dem gibt es einen interessanten Zusammenhang zu der 3-dimensionalen Drehgruppe, den
wir in dem folgenden Lemma vorstellen.

7.27. Lemma Es gibt einen Gruppenhomomorphismus $% — SO(3), wobei jeweils
genau die Antipodenpaare identifiziert werden. Insbesondere folgt daraus, dafl die
Drehgruppe SO(3) und der projektive Raum IRP? diffeomorph sind, also insbesondere
topologisch die gleiche Mannigfaltigkeit sind.

BEWEIS: Sei ¢ € S? gegeben (d.h. ¢ sei ein Quaternion mit Linge 1), dann definiert die
Konjugation mit g eine Abbildung IH — IH durch

T—q-zq
die wir mit ¢ bezeichnen wollen, also g(z) = gzq~!. Die reelle Achse bleibt dabei of-
fensichtlich punktweise fix, also kénnen wir ¢ auch als eine lineare Abbildung des 3-
dimensionalen Imaginirteils E? in sich auffassen (setze H = IR @ E®). Da die Norm
unter diese Abbildung offensichtlich erhalten bleibt, gilt

{qrg ", qyq™") = (z,y)

fir alle z, y. Damit wird §: E> — E® zu einer orthogonalen Abbildung, also kénnen wir
die Zuordnung g — ¢ als eine Abbildung

7:58% = 80(3), 7(q) =q

auffassen. Die Gleichung

NPe=q - ¢
zeigt, dafl es sich bei 7 um einen Gruppenhomomorphismus handelt. Offensichtlich gilt
7m(q) = m(—q), und es gilt sogar

(@) =7(g) = ¢ ==*¢.

Dies siecht man wie folgt: Nehmen wir an, ¢, ¢» seien gegebene Elemente von S mit
7(q1) = 7(qa), also mit der Eigenschaft, daB ¢ zq; ' = quqgl fiir alle z gilt. Dann folgt
auch zq; Lo = qa; Lgox fiir alle z, also kommutiert qa; Lgo mit beliebigen Quaternionen.
Daher muf ¢; Lo reell sein, also q Y42 = +1 wegen des Betrages. Folglich identifizert
die Abbildung 7 jeweils genau die Paare {¢q, —¢} von antipodalen Punkten in der 3-
Sphiire. In der Sprache der Topologie ist 7 : S3 — SO(3) eine 2-blittrige Uberlagerunyg,
vgl. E.OssA, Topologie, Abschnitt 3.6. Insbesondere folgt die Diffeomorphie der beiden
Mannigfaltigkeiten SO(3) = IRP3.

Speziell kann man nun die endlichen Untergruppen H von S und ihre Quotienten $3 / H
bestimmen. Im Hinblick auf die obige 2-blittrige Uberlagerung

7 5% — SO(3)
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setzen wir speziell G := 7~ (@) fiir eine endliche Untergruppe G C SO(3). Die letz-
teren werden in dem folgenden Satz klassifiziert. Fiir einen Beweis vgl. H. KNORRER,
Geometrie, Vieweg 1996, Abschnitt 1.3.

7.28. Satz Die endlichen Untergruppen von SO(3) sind die folgenden:

die zyklische Gruppe Cj, der Ordnung k,
die Diédergruppe Dy, der Ordnung 2k,
die Tetraedergruppe T der Ordnung 12,
die Oktaedergruppe O der Ordnung 24,

die Ikosaedergruppe I der Ordnung 60.

Dabei ist

— C}, die Drehgruppe des reguliiren k-Ecks im IR?

— Dy, die Drehgruppe des reguliiren k~FEcks im IR? (einschliellich einer Umklappung
im Raum)

— T die Drehgruppe des reguléiren Tetraeders
— O die Drehgruppe des regulidren Oktaeders (oder des Wiirfels)
— I die Drehgruppe des reguliiren Tkosaeders (oder des Dodekaeders)

Es ist das Tetraeder definiert als die konvexe Hiille der 4 Punkte
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)

in der 3-dimensionalen Hyperebene z; + 9 + 23 + 4 = 1 des IR*. Das Oktaeder ist
definiert als die konvexe Hiille der 6 Punkte

(£1,0,0),(0,£1,0),(0,0,£1)
im IR und das Ikosaeder als die konvexe Hiille der 12 Punkte
(0, £7,£1),(£1,0,+7), (+7,£1,0),

wobei die Zahl 7 = 1(1+/5) = 2cos Z ~ 1,618 die Gleichung 7> — 7 — 1 = 0 erfiillt.
Diese Zahl 7 spielt als die Zahl des Goldenen Schnitts eine groBe Rolle in der Asthetik
von Bildender Kunst und Architektur, und zwar hinsichtlich des optimalen Verhiltnisses
von Hohe und Breite.

Die Schreibweise fiir die drei letztgenannten Gruppen ist nach COXETER die folgende:

T = (2,334 = (AB|A’=B3=(AB)?=1)
O = [2,3,4, = (AB|A*=B*=(4B)?*=1
I = [2,3,5], = (A,B|A3=DB°=(AB)?=1).

Rechts steht dabei jeweils eine Darstellung durch zwei erzeugende Elemente A, B und
gewisse Relationen zwischen ihnen, durch welche die jeweilige Gruppe definiert wird, vgl.
H.S.M.COXETER, W.O.J.MOSER, Generators and Relations for Discrete Groups, 4"
ed., Springer 1980.
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7.29. Satz Die endlichen Untergruppen von S° sind die folgenden:

. die zyklische Gruppe Cj (k ungerade) der Ordnung £,

. die zyklische Gruppe Coj, = Cr = 7 Y (Ch),

. die dizyklische Gruppe (bindre Diédergruppe) Dy = 7~Y(Dy) der Ordnung 4k,
. die bindre Tetraedergruppe T = 7~ (T der Ordnung 24,

. die bindre Oktaedergruppe O = 771(0) der Ordnung 48,

S Ot s W N

. die bindre Ikosaedergruppe I= 7~ 1(I) der Ordnung 120.

Fiir einen Beweis vgl. H.KNORRER, Geometrie, Vieweg, 6.8. Dort ist allerdings die Grup-
pe der Einheits-Quaternionen mit SU(2) identifiziert, wird also als Gruppe von komple-
xen Matrizen interpretiert. Der Name bindre Gruppe kommt natiirlich von der 2-fachen
Uberlagerung 7. Jedes Gruppenelement wird dabei in der Uberlagerung quasi_verdop-
pelt in eine (4)-Version und eine (—)-Version. Tatséchlich ist dann stets G = G/{£1}.
Wieder haben wir eine Darstellung durch zwei Erzeugende und Relationen wie folgt:

T = (2,3,3) = (A,B|A®=DB3=(AB)?
O = (2,3,4) = (A B|A®=DB*=(AB)?)
I = (2,3,5) = (A,B|A%=DB°=(AB)?).

Der Unterschied zur obigen Darstellung ist der, daf nicht mehr die Gleichheit zur 1
verlangt wird. Tatséichlich werden diese Terme dann gleich —1 (das ist aber nicht Teil
der Relation).

BEMERKUNG: Die binére Ikosaedergruppe I kann auch als Punktmenge in $3 C IR*
angesehen werden. Diese 120 Punkte bilden dann die Eckenmenge des 600—Zells {3, 3,5},
vgl. H.S.M.COXETER, Regular Polytopes, Dover 1948.

Analog kann T als die Eckenmenge des 24-Zells {3,4, 3} aufgefafit werden und O als
die Eckenmenge eines 24—Zells zusammen mit seinem Dualen (Dualitit bedeutet dabei:

Seiten als Ecken auffassen und umgekehrt; in diesem Verh#ltnis zueinander stehen z.B.
das Oktaeder und der Wiirfel sowie das Ikosaeder und das Dodekaeder).

7.30. Folgerung (3-dimensionale sphirische Raumformen)
Der Quotient der 3-Sphéire nach_jeder der Untergruppen G geméf 7.29 ist eine
sphérische Raumform, weil jedes G als Untergruppe fixpunktfrei auf S3 operiert. Die
so resultierenden Réume S3/G heifien traditionell wie folgt:”

S3/Cy  Linsenraum (speziell fiir k = 2: projektiver Raum)
S3/Dy, Prismenraum (fiir k = 2 auch: Wiirfelraum)
S3/T  Oktaederraum

S3/ 9] abgestumpfter Wiirfelraum

S3/T (sphdrischer) Dodekaederraum.

"nach W.THRELFALL, H.SEIFERT, Topologische Untersuchung der Diskontinuitéiitsbereiche endlicher
Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphérischen Raumes, Math. Annalen 104, 1-70 (1931), §11.
Dort findet sich die obige Liste nebst einer Erlduterung der Topologie dieser Rdume. Die Klassifikation
ist enthalten in Teil II der Arbeit in ibid. 107, 543-586 (1932), §8. Hier treten noch Erweiterungen der
obigen Gruppen als Untergruppen von SO(4) auf.
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Bild 7.12: Wiirfelraum und Oktaederraum

Beim sphirischen Dodekaederraum teilt man die Sphire S in 120 Teile auf (wie durch das
120-Zell gegeben) und identifiziert diese dann geméf der Wirkung der binéren Ikosaeder-
gruppe. Jedes Teil ist ein 3-dimensionales (volles) Dodekaeder. Das kann man sich auch
so vorstellen, dafl man ein einziges Dodekaeder nimmt und lings seines Randes geeignet
zusammenklebt, siehe Bild 7.13 8. Die Bilder von sphérischen Raumformen sind eigentlich
in der 3-Sphére zu interpretieren, also als sphérische Polyeder mit Identifikationen am
Rand. Die Winkel an den Kanten sind dann eigentlich wesentlich grofer als sie erscheinen.
Lediglich aus technischen Griinden sehen die Bilder hier wie euklidische Polyeder aus.
Dieser Unterschied ist der gleiche wie der zwischen einem sphérischen Dreieck und einem
euklidischen Dreieck, vgl. Bild 4.4. Ein Spezialfall ist der Quaternionenraum, némlich
der Prismenraum fiir & = 2, auch Wiirfelraum genannt. Die betreffende Gruppe D> kann
man am besten schreiben als Teilmenge der Quaternionen Dy = {£1, +i,+j, £k} C H,
die sogenannte Quaternionengruppe der Ordnung 8. Der Wiirfelraum entsteht aus einem
(sphérischen) 3-dimensionalen Wiirfel durch Identifikation lings seines Randes. Dies gilt
entsprechend auch fiir den Oktaederraum, siche Bild 7.12.

Bild 7.13: sphérischer Dodekaederraum

8man vergleiche auch H.SEIFERT, W.THRELFALL, Lehrbuch der Topologie, Teubner 1934 (reprint Chel-
sea 1980), S. 216
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Ubungsaufgaben

1.

10.

Man zeige, daf fiir n > 3 eine Metrik konstanter negativer Kriimmung auf ei-
ner n-Mannigfaltigkeit auch lokal nicht als erste Fundamentalform eines Hyper-
flichenstiicks im euklidischen IR™*! realisiert werden kann. Insofern kann es kein
hoherdimensionales Analogon der 2-dimensionalen Pseudosphire in 3.17 geben.
Hinweis: Gauf3-Gleichung 4.21.

Man berechne die Metrik, die sich aus der Standard-Metrik der Sphére durch ste-
reographische Projektion in den IR™ ergibt. D.h.: Man berechne diejenige Metrik
im IR™, fir die die stereographische Projektion eine Isometrie wird, vgl. 7.7.

Man zeige, daf} die auf S. 192 definierte Abbildung ® zwischen den beiden Modellen
des hyperbolischen Raumes tatséchlich eine global definierte Isometrie ist.

. Man zeige, dafl die komplexe Abbildung

1—=2

142
eine Bijektion zwischen der offenen Einheits-Kreisscheibe und der oberen Halbebene
definiert und daf} sie dariiber hinaus eine Isometrie zwischen dem Kreisscheiben-

Mod“ell der hyperbolischen Ebene (vgl. 7.7) und der Poincaré-Halbebene liefert (vgl.
die Ubungsaufgaben am Ende von Kapitel 4).

flz) =i

Es bezeichne ds? eine (n — 1)-dimensionale Metrik konstanter Kriimmung k. Man
iiberlege, welche Schnittkriitmmung die folgenden n-dimensionalen Metriken haben:

dt? + cos®(t)ds?, dt* + e*dsk, dt? + cosh®(t)ds?
Hinweis: Ubungsaufgaben 10-12 am Ende von Kapitel 6.

Man definiere geoditische Polarkoordinaten fiir die Standard-Metrik des reellen
projektiven Raumes, die als (lokal isometrischer) Quotient der Standard-Metrik
auf der Sphéire entsteht.

Zwei Punkte p, q auf einer Geodétischen ¢ heilen konjugiert lings ¢, wenn es ein
Jacobi-Feld ldangs ¢ gibt, das in p und ¢ verschwindet, ohne aber identisch zu
verschwinden. Die Dimension des Raumes aller solchen Jacobi-Felder nennt man
die Vielfachheit von q bzgl. p. Man zeige: Die Vielfachheit ist héchstens n— 1, wenn
n die Dimension der Mannigfaltigkeit ist.

Man zeige: Die Punkte p und ¢ sind genau dann konjugiert langs irgendeiner Geo-
détischen ¢, wenn ein V' € T),M existiert, so daB8 D exp,, |v: Ty (T, M) — Ty M nicht
maximalen Rang hat. Die Vielfachheit ist gerade der Defekt von Dexp,,. Hinweis:
D exp,, iiberfithrt lineare Felder in Jacobi-Felder und umgekehrt nach 7.15.

Die Kurve ¢: [a,b] — M sei eine Geoditische, ¢(a) und ¢(b) seien nicht konjugiert
lings c¢. Man zeige: Ein Jacobi—Feld Y lings c ist eindeutig durch Y (a) und Y (b)
festgelegt. Hinweis: Differenz zweier Jacobi-Felder mit den gleichen , Randwerten*.

Man zeige, dafl jede der kompakten euklidischen Raumformen aus 7.26 durch einen
3-dimensionalen Torus iiberlagert werden, und zwar so, daf die Fundamentalgruppe
des 3-Torus ein Normalteiler in der Fundamentalgruppe der Raumform ist.
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11

12.

13.

14.

15.

Man zeige, dafl die Holonomiegruppe einer 2- oder 3-dimensionalen euklidischen
Raumform IE3 /T isomorph ist zu dem Quotienten von I' nach der groBten reinen
Translations-Untergruppe von I' (einem Normalteiler). Die Ordnung der Holonomie-
gruppe wird also 1,1,2,1,2 fiir die fiinf Beispiele in 7.24 und 1,2, 3,4, 6,4 fiir die
sechs Beispiele in 7.26.

Man zeige: Das Tangentialbiindel der 3-Sphére ist global diffeomorph zur Produkt-
Mannigfaltigkeit S3 x IR®. Hinweis: Man verwende die Gruppenstruktur von S3 in
7.27, um drei {iberall linear unabhingige Vektorfelder zu erhalten. Gilt das gleiche
fiir die Drehgruppe SO(3) ?

Es sei M eine Raumform und o: M — M eine fixpunktfreie Involution, d.h. eine
isometrische Abbildung ¢ mit o(o(z)) = x und o(x) # z fiir alle z € M. Man zeige:
Der Quotient von M nach ¢ ist wieder eine Raumform. Vgl. auch Ubungsaufgabe
7 in Kapitel 5.

Man zeige: Die kompakte 3-Mannigfaltigkeit S' x IRP? trigt keine Riemannsche
Metrik konstanter Kriimmung. Das gleiche gilt fiir S x F};, wobei F}, die orientier-
bare Fliche vom Geschlecht g > 2 bezeichnet. Hinweis: 7.23 (ii).

Man fasse die 3-Sphire S2 auf als Teilmenge des C?
S ={(z,w) € C* [ |2| = |w| = 1}

und definiere fiir feste natiirliche teilerfremde Zahlen p, ¢ eine Gruppenoperation
durch
(k, (Z, w)) N (62m‘k/pz, eQTriqk/pw)

mit £k =0,1,...,p — 1. Man bestimme die Gruppe und zeige, dafl diese Gruppen-
operation diskret und fixpunktfrei ist und in der orthogonalen Gruppe SO(4) ent-
halten ist. Wie sieht die Bahn eines festen Punktes aus? Der Quotient heiflt Linsen-
raum L(p, q). Er spielt eine wichtige Rolle in der Topologie, vgl. dazu R.STOCKER,
H.Z1ESCHANG, Algebraische Topologie, Teubner 1994 oder den Klassiker H.SEIFERT,
W.THRELFALL, Lehrbuch der Topologie, Teubner 1934 (reprint Chelsea 1980), p.
210.



Kapitel 8

Einstein—Raume

Fiir eine gegebene differenzierbare Mannigfaltigkeit M (zunéchst ohne Riemannsche Me-
trik) ergibt sich in ganz natiirlicher Weise die folgende Frage:

Gibt es eine ausgezeichnete Metrik g mit besonders ,guten® Krimmungseigenschaften,
etwa in dem Sinne, daf$ die Krimmung mdglichst gleichmajig verteilt ist?

Man vergleiche dazu die Flidchen konstanter Gauf-Kriimmung in 7.25 sowie die Mi-
nimalflichen in Abschnitt 3D, bei denen die Kriimmung derart verteilt ist, dafi die
mittlere Kriimmung iiberall verschwindet. Die mittlere Kriimmung ergab sich dabei als
Gradient des Oberflichenfunktionals, vgl. 3.28. Dieses ,, Variationsprinzip“ ist ein sehr
natiirliches und oft angewandtes Prinzip in der Naturwissenschaft. In dhnlicher Wei-
se gibt es physikalische Griinde, auf einer 4-dimensionalen Raumzeit eine Metrik mit
speziellen Kriimmungseigenschaften zu betrachten bzw. nach einer solchen Metrik mit
optimaler Kriimmungsverteilung zu suchen, wobei die Masseverteilung und die daraus
resultierende Gravitation eine entscheidende Rolle spielen. Auf diesem Wege kann man
zu den Einsteinschen Feldgleichungen gelangen, wobei der Einstein-Tensor als Gradient
eines gewissen Funktionals auftritt. In jedem Fall wird man auf die heute so genannten
Einstein-Metriken gefithrt, die ein wichtiges und interessantes Kapitel der Riemannschen
Geometrie darstellen. Nach 6.13 sind Einstein-Metriken gerade solche mit konstanter
Ricci-Kriimmung. Eine umfassende Literatur-Quelle zu Einstein-Rdumen ist das Buch:
A.BESSE, Finstein manifolds, Springer 1987.

8.1. Vorbemerkung (ausgezeichnete Metriken in den Dimensionen 2, 3,4)

In der Dimension 2 haben wir den folgenden Satz 7.25:

Auf jeder kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit gibt es eine Riemannsche Metrik
konstanter Krimmung K.

Die Konstruktion ist nach 7.24 vorgezeichnet: Man sucht

F?, falls K=0
Quotienten von 5?2, falls K =1
H?, falls K =-1

und stellt dabei jeden topologischen Typ einer kompakten 2-Mannigfaltigkeit als einen
solchen Quotienten dar. Dabei ist das Vorzeichen von K notwendig gleich dem Vorzei-
chen der Euler-Charakteristik y. Die Antwort auf die obige Frage ist also ,,Ja* fiir die
Dimension n = 2.
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Bereits fiir n = 3 und erst recht in héheren Dimensionen ist dies jedoch grundsétzlich
anders. Speziell fiir die Dimension n = 3 gilt das folgende, was wir ohne Beweis zitieren
und was in den weiteren Ausfithrungen in diesem Kapitel nicht direkt verwendet werden
wird. Es soll nur die vorkommenden Phénomene illustrieren.

(1) Nicht jede kompakte Mannigfaltigkeit trigt eine Riemannsche Metrik konstanter
Kriimmung. Z.B. triigt die Produktmannigfaltigkeit S* x 52 keine Metrik konstanter
Kriimmung, weil keine Uberlagerung (Quotientenabbildung) von IE3, 5%, H3 auf
St x §? existiert. Die universelle Uberlagerung von S x $? ist néimlich IR x S? mit
der Projektionsabbildung (t,x) — (e, z).

(2) Nach W.THURSTON! erlaubt jede 3-Mannigfaltigkeit eine kanonische Zerlegung
in einzelne Teile, wobei jeder Teil eine von 8 Standard—Metriken triagt. Darunter
finden sich IE3, 53, H3, IR x S2, IR x H? und die sogenannte Heisenberg-Gruppe.

(3) Speziell die Klasse aller 3-Mannigfaltigkeiten, die eine Metrik konstanter negativer
Kriimmung tragen, ist besonders reichhaltig.

In der Dimension n = 4 ist das insofern #hnlich, als zum Beispiel die beiden Mannigfal-
tigkeiten S* x S3 und S? x §? keine Metrik konstanter Kriitmmung tragen, und zwar aus
dem gleichen Grunde wie oben S' x S2: Die universelle Uberlagerung von S' x S% ist
IR x S — S x 83, und das Produkt S? x S? ist bereits einfach zusammenhégend, also
seine eigene universelle Uberlagerung.

Wenn S? die Einheits-Sphire bezeichnet, dann ist die Produktmetrik S? x S? zwar nicht
von konstanter Kriimmung, aber immerhin eine Einstein-Metrik. Das sieht man wie folgt:
Man wihlt eine ON-Basis E1, Es, F3, E4, wobei F;, E5 tangential an den ersten Faktor
und Fs, F4 an den zweiten Faktor sind, und berechnet die zugehorigen Schnittkriim-
mungen als Ko = K34 = 1 (Kriitmmung von S?) und K3 = Kjy = Koz = Koy = 0
(Kriitmmung von IR?). Daraus folgt

RiC(El,El) = Kpo+Kiz+Kyy = 1
Ric(Es, Fy) = Koi+Koz+ Koy = 1
Ric(Fs,E3) = K31+ K+ Ky = 1
Ric(Ey, By) = Kg+Kpp+Kis = 1

und Ric(F;, E;) = 0 fiir ¢ # j. Man erhilt Ric = g, also ist g eine Einstein-Metrik.

Daher ist nach 6.13 die Dimension 4 die kleinste, in der es nicht-triviale Einstein-Metriken
gibt, also solche, die nicht von konstanter Kriimmung sind. Eine lokale Klassifikation von
Einstein-Metriken gibt es nicht, wohl aber in der Dimension 4 eine Klassifikation von
homogenen Einstein-Riumen.? Gleichzeitig ist diese Dimension besonders interessant,
weil sie einerseits der komplexen Dimension 2 entspricht und weil sie andererseits eine
Dualitét zulidfit (vgl. dazu Abschnitt 8F), und schliellich, weil sie der Dimension einer
klassischen Raumzeit in der Relativitdtstheorie entspricht. Diesen Aspekten wollen wir
uns im folgenden widmen, u.a. auch durch Diskussion der sogenannten Einsteinschen
Feldgleichungen, die sowohl physikalisch als auch mathematisch motiviert sind.

I Three-dimensional manifolds, Kleinian groups and hyperbolic geometry, Bulletin of the American
Math. Society 6, 357-381 (1982)

2@G.R.JENSEN, Homogeneous Einstein spaces of dimension four, Journal of Differential Geometry 3,
309-349 (1969)
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8 A Die Variation des Hilbert-Einstein-Funktionals

Aus der Sicht der Mathematik kann man die Bedeutung von Einstein-Metriken motivie-
ren durch die optimale Verteilung der Skalarkiimmung bzw. eine Art von Minimierung
derselben. Was das genau heiflen soll, wird im folgenden erklért durch Variationsrech-
nung fiir gewisse Kriimmungs-Funktionale auf dem Raum aller Riemannschen Metriken.
Dabei denken wir uns die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit M stets als fest vorgegeben.

8.2. Definition Es sei (M, g) sei eine kompakte und orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit (oder pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit) mit dem Volumenelement
dVy (in Koordinaten dVy = /Detg;;dz A...Adz™ bzw. dV, = \/|Detg;j|dz* A. .. Ndz™
im pseudo-Riemannschen Fall). Dann werden die folgenden Funktionale definiert bei
festgehaltenem M, aber variierender Metrik g:

Vol (g) = [, dV, (Volumen von g)
S(9)

Das Funktional S hei3t auch Hilbert-Einstein-Funktional nach A.EINSTEIN und
D.HILBERT, vgl. 8.6.

Jas SgdVy  (totale Skalarkriimmung von g).

Speziell fiir die Dimension n = 2 gilt nach dem Satz von Gauf3i-Bonnet 4.43
S(g) = 2/ KdV = 47x (M),
M

also ist das Funktional S(g) konstant bei festgehaltenem M.

Unser Ziel ist es im folgenden, die ,Ableitung® von S zwecks Behandlung des Varia-
tionsproblems §S = 0 zu berechnen. Diejenigen Metriken g, fiir die sich §S = 0 ergibt,
sind dann in natiirlicher Weise durch eine geometrische Bedingung ausgezeichnet. Die
Methode ist ganz &hnlich wie bei der Variation der Lénge von Kurven in 4.13 sowie dem
Studium von Minimalflichen in Abschnitt 3D.

8.3. Definition (Variation der Metrik)

Zur Erinnerung verweisen wir noch einmal auf das Verfahren beim Studium von Flidchen
minimaler Oberfléiche in 3D. Dabei gingen wir von einem gegebenen Flichenstiick f(u!, u?)
sowie einer beliebigen, aber festen Funktion ¢(u!, u?) aus. Die Variation der Fliche wurde
einfach beschrieben durch

fe(ut, uz) = f(u, u2) +e-p(ut, u2) v(ut, u2).
Es ergab sich die erste Fundamentalform I. = g, als
ge=g—2c-p-IT+£(...),

wobei II die zweite Fundamentalform von f ist. Das Oberfidchenfunktional A berechnete

sich zu
A(ge) = / V/Det(g:)du' A du® = /dVgE.
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Dessen ,,Ableitung in Richtung ¢ “ ergab sich als

4
de

A = [y = (—2tg),

wobei wir < , >g als ein Skalarprodukt auf dem Raum aller skalaren Funktionen ¢ auf-
fassen konnen. Die Grofie —2H = —Spur Il kann dabei als ,,Gradient* des Funktionals
A aufgefafit werden, und f ist eine Minimalfliche genau dann, wenn A stationér ist (mit
der Kurzschreibweise A = 0), was dann dquivalent zur Gleichung H = 0 ist.

Ganz analog gehen wir nun fiir das Funktional S(g) vor:

Gegeben seien eine Mannigfaltigkeit M und eine Metrik g darauf. Die Variation der
Metrik g in Richtung h mit dem reellen Parameter ¢ erkldren wir als

gt::g+t'h7

wobei h ein beliebiger, aber fester symmetrischer (0,2)-Tensor sei.

Da die gegebene Metrik g nichtdegeneriert ist, so ist auch g; nichtdegeneriert fiir hinrei-
chend kleines ¢t € (—¢,¢), falls h beschrinkt ist, was zum Beispiel aus der Stetigkeit der
Determinante von g; in lokalen Koordinaten folgt. Das gilt stets lokal sowie auch global,
sofern entweder M kompakt ist oder h = 0 auflerhalb eines kompakten Bereiches gilt.

Die Ableitung der reellen Funktion ¢ — S(g;) an der Stelle ¢ = 0 kénnen wir dann
als eine Richtungsableitung von S in Richtung h an der Stelle g auffassen und das
Variationsproblem §S(g) = 0 studieren, d.h. die Bedingung

d
58(g) =0 <= ES(gt) =0 fiir alle h.

t=0

Wir konnen diese Bedingung auch dadurch ausdriicken, dal S stationdr ist fiir diese
Metrik g. Desgleichen kénnen wir versuchen, den ,Gradienten“ von S beziiglich eines
geeigneten Skalarprodukts auf dem Raum der symmetrischen (0, 2)-Tensoren zu erkléren.

Um diese Ableitung von S in Richtung h aber auswerten zu kénnen, miissen wir zunéchst
in 8.4 und 8.5 die Ableitungen der einzelnen Bestandteile davon ausrechnen, also

— die Ableitung von S, = Spur(Ric,) nach ¢
— die Ableitung des Kriimmungstensors nach ¢

— die Ableitung des Volumenelements nach t.

8.4. Lemma (Variation der Volumenform)
dV; sei das Volumenelement von gy = g 4+t - h mit dVy = dV;. Dann gilt

d 1
&‘t:o(dm — 3 Spur,h - dv,.

BEWwEIS: In lokalen Koordinaten rechnen wir aus

dV; = \/Det(gY) dx' A ... A dz"
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hm (th = hm (\/Det gl(;) — \/Det(gij)> det AL A dx™
1
— lim — ( Det(g? Det 2)7 de' A ... AN dz™
ly ( (6)) = Detlon) ) - s
= hm — (Det( Zg(t) Ik ) — 1>\/Det(gij) det A ... A dx"
< v,

S hijgit

1 1
=3 }Hn (1 +t Spur,h + t2(- ) + - -+ t"Det(hF) — 1)dVg =3 Spur,h - dV,.

Analoges gilt im Fall einer indefiniten Metrik, wenn man jeweils den Ausdruck y/Det(g;;)

durch /|Det(g;;)| ersetzt. O

Insbesondere ist dann dV stationér genau dann, wenn Spur,h = 0, was wir bereits von
Minimalflichen her kennen. In gewisser Weise ist sogar der Bewels von 3.28 im obigen
Beweis von 8.4 als Spezialfall bereits enthalten. Dort ist h = —2II, und die Oberfliche
ist als 2-dimensionales Volumen aufzufassen. Kurz und knapp kann man sagen: ,,Die
Ableitung des Volumens ist die Spur.“

8.5. Lemma (Variation des Kriimmungstensors)

Es sei g; = g +t - h eine Variation der Metrik g, V! sei der Riemannsche Zusammen-
hang von g; und R! sei der Kriimmungstensor von g¢;, wobei wir die naheliegenden
Bezeichnungen V° = V und R° = R verwenden. Dann gilt:

() (%] _ V&Y.2) = $((Vx)(Y, 2) + (V¥ h)(Z X) — (Vzh)(X.Y)).

(i) Die Zuordnung X,Y — V}(X,Y) := 4| VLV ist ein (1,2)-Tensorfeld, das
=0

symmetrisch in X und Y ist.

(i) 4| _ (R{(X,Y)2) = (VxV3)(Y, 2) = (V¥ V3)(X. 2).

BEWEIS: Wir verwenden die Formel aus 4.15 fiir den Riemannschen Zusammenhang V*:
9 (VY. 2) = }(X (0¥, 2)) + Y (042, X)) = Z(0u( X, Y)) -

—~gu(X. [, Z)) = gu(Y, [X, Z)) — gu(Z, [V, X)) ).
Mit g — g = th erhalten wir

a(VYY, Z) — g(VxY, Z) = %t(X(h(Y, Z) +Y(Z, X)) - Z(W(X,Y))—

WX, VyZ—=V3Y) = h(Y,VxZ —VzX)—h(Z,VyX — VXY))

— th(VxY, Z) + %t(X(h(Y, Z2)) — (Y, VxZ) — h(Z,VxY)+
Y(h(Z, X)) — h(Z,Vy X) — h(X,Vy Z)—
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~Z(h(X,Y)) + h(X,V,Y) + h(Y, VZX)).
Mit der Definition von VA aus 6.2 erhalten wir den einfacheren Ausdruck

g(V&Y —VxY, Z) +th(VLY, Z)

= th(Z,VxY) + %t(vxh(Y, Z) + Vyh(X, Z) — Vzh(X, Y)))

und folglich im Grenzwert fiir t — 0
1 " 1
lim —g(ViY = VxY.2) = 5[ (Vxh) (Y. 2) + (Vv h)(X. 2) = (Vzh)(X,Y))]

und damit die Behauptung in (i).

(ii) folgt einfach daraus, daf die rechte Seite der Gleichung (i) offensichtlich tensoriell in
X,Y und Z ist (im Sinne von 6.1). Damit kénnen wir V), als Tensor einfithren, was im
folgenden die Bezeichnungen abkiirzen wird. Die Symmetrie von V}, ist offensichtlich.

Zum Beweis von (iii) rechnen wir aus:
R'(X,Y)Z - R(X,Y)Z
= V&VYZ = VYV Z = Vixy1Z = VxVyZ +VyVxZ + Vixy|Z
=VY% (VY Z -VyZ) -V (Vi Z - VxZ)
+(Vk = Vx)(VyZ) = (Vy = Vy)(Vx2)
~Vixy1Z + Vixy)Z.
Im Grenzwert fiir ¢t — 0 erhalten wir also

1
lim + (R (X,Y)Z - R(X, Y)Z)

= VX(VIFL(K Z)) - VY(V;L(X7 Z)) + V;L(X7 VYZ) - ;L(Y7 VXZ) - V;L([X’ Y]7 Z)
= (VXV;I,)(Y7 Z) - (va/h)(X7 Z)'

8.6. Theorem (Variation der totalen Skalarkriimmung?)
Es sei M sei eine kompakte, orientierbare Mannigfaltigkeit, g; = g + t - h sei eine
Variation der Metrik g, und S; bezeichne die Skalarkriimmung von g; mit So = S.
Dann gilt

d

d
dt‘t:os(gt) T dt

S .
dt‘t:o . SdVy = <§g—Rlc,h> .

g

Dabei sei fiir zwei symmetrische (0, 2)-Tensoren A, B

<A, B>g = /M Zz]: A(E;, E;)B(E;, E;)dVy

3D.HILBERT, Die Grundlagen der Physik, Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften Géttingen,
Math.-Phys. Klasse, 395-407 (1915). Diese Arbeit erschien nahezu gleichzeitig mit den fundamentalen
Arbeiten von A.EINSTEIN ,, Zur allgemeinen Relativitéitstheorie® in den Sitzungsberichten der Preuflischen
Akademie der Wissenschaften.
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gesetzt, wobei Fi, ..., E, eine ON-Basis beziiglich g bezeichnet. Punktweise ist der In-
tegrand gerade die Spur der Matrix A - B, ausgewertet fiir diese Basis E;.

BEWEIS: Um die Skalarkriimmung S; als Spur ausdriicken zu kénnen, miissen wir eine
Orthonormalbasis EY, ..., E! beziiglich der Metrik g; wihlen. Dann wird

Sy =Y Ric'(El, E}) = th R'E!,E)E!L EY).

Um dies abzuleiten nach ¢, machen wir zwei Voriiberlegungen als Nebenrechnung;:
L. gi(E}, E}) = d;; impliziert

ddgtt (Et Et) +gt(dd—EtfvE;') +gt(Ef,d_E;) =0,

_h

also nach Summierung tiber ¢ und j und an der Stelle t =0
dE!
h(EE) — 9 (—‘ E)
izj / ;g dt =0’

2. Mit VxE; = >, wi(X)E; (vgl. die Zusammenhangsformen in 4.33) folgt fiir jeden

J
symmetrischen Tensor A

ZA(VXEj7Ej) = ZW;‘(X)A(E%EJ) =0,
J %7

weil A(E;, E;) symmetrisch in ¢ und j ist und w;- schiefsymmetrisch in ¢ und j ist.

Damit rechnen wir weiter aus

dSt d st t t
el Ric'(Et, Et)
U PR P 27: e
_ Rt Et Et Et Et

g > gl i)

t=0";;

{ (th tzo((Ei,Ej)E) E) +2- Rm(df tZO,Ej>]

dE!

+Z [ o(REENEL
0,5

=0 nach Nebenrechnung 1

:42 { ( (V. V})(E, Ej),E,-,> 7g<(VEjV;l)(E,;,Ej)7Ei>}

i
dE?
2 E —Z E
+ ZRIC ks Ej) - <dt 0’ k>

Jik

) 4 h(R(EmEj)Ej:Ei)}

t=0
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Nebepr 1y [g (VEi(v;L(Ej’Ej))aEi> -2 ((VZ(VEZ'EJ’EJ'))’E)

2

—g<(VEjV§L)(E1,E )} ZRlcEk, -h(Ej, Ey)

Nebenr. 2 Zdiv(V%(Ejy E;)) — Zg((VEjV;l)(Equ),Ei)

i,
— "Ric(Ex, E;) - h(E;, Ey).
7,k

Den ersten dieser drei Terme erkennt man als die Divergenz des Vektorfeldes V3, (Ej, Ej),
summiert iiber j. Der zweite der drei Terme ist ebenfalls eine Divergenz, und zwar von
demjenigen Vektorfeld (C'V})#, das dem (0, 1)-Tensor C'V), zugeordnet ist, vermoge der
Gleichung
9((CV)*, X) = (CV},)(X)

fur alle Tangentialvektoren X . Dabei ist (C'V})(X) = >, 9(V},(E;, X), E;) die Kontrak-
tion von Vj, (wegen der Symmetrie gibt es nur eine Kontraktion). Dies sieht man wie
folgt ein:

Zg((VE_, vlh)(Eiij)aEi) => {VEJ > AVi(EBi By), Bi) = > (Vi(Bi, Vi, Ej), Ei)

.3 J i i

=CV!, (E;) =CV},(Vi, E;)

> (Vi(Ei,E;}), Vi, E) =Y (Vi(Vi, B, E)), E)

= div(CV})* = 3 [(Vh(E:, By) wh(B))Ev) + (Vi(wh(E)) By, Ey), i)
0,5,k
= div(CV))*

wegen wi + wF = 0 (man vertausche i und k in dem letzten Summanden).

Damit verschwindet das Integral der ersten beiden Summanden iiber die kompakte Man-
nigfaltigkeit M (ohne Rand) nach dem Satz von Gaufl-Stokes (siche 8.7), und wir erhalten

/dst /ZR]C Ej, By)h(E;, Ey,)
M

und folglich nach 8.4 sowie der Produktregel

d
dt t=0/MStht B /M ( dt

1 , s
- /M (S- 5 Spuryh— jZlec(Ej,Ek)h(Ej,Ek))dV - <§g — Ric, h> .

g

ds
v+ —t

dv)

Die gleiche Aussage ergibt sich, wenn M nicht kompakt ohne Rand, sondern kompakt
mit Rand ist und A in einer Umgebung des Randes verschwindet. O
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Fiir einen Beweis von 8.6 im Ricci-Kalkiil vergleiche man entweder die originale Arbeit
von D.HILBERT (loc.cit.) oder R. OLOFF, Geometrie der Raumzeit, Vieweg, 13.6 oder
F. pE FELICE AND C.J.S.CLARKE, Relativity on curved manifolds, Cambridge Univer-
sity Press 1990, p. 192. Ein anderer Beweis findet sich in A.BESSE, Finstein manifolds,
Springer 1987, Proposition 4.17 in Verbindung mit Theorem 1.174.

In den Beweis von 8.6 ging ganz wesentlich der Satz von GauB-Stokes ein, den wir im
folgenden ohne Beweis angeben. Es geniigt hier die folgende klassische Version fiir das
Integral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes (auch Divergenzsatz genannt).

8.7. Satz von Gauf3—Stokes Es sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit
mit oder ohne Rand. v bezeichne das Einheits-Normalenvektorfeld lings des Randes
OM (falls dieser nicht leer ist), das zur induzierten Orientierung von M passend
gewihlt ist. Das bedeutet, v steht senkrecht auf OM, ist aber tangential an M. X sei
ein beliebiges Vektorfeld auf M mit Divergenz div(X). Dann gilt der Integralsatz

/ diV(X)dV]uZ/ <X,l/>dVaM.
M oM

Insbesondere ist die linke Seite gleich null, falls 9M = ().

Fiir den klassischen Fall von Kompakta im IR™ findet sich dieser Satz z.B. bei O.FORSTER,
Analysis 3, §21. Er gilt aber analog auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten, vgl. K.JANICH,
Vektoranalysis, Springer 1992, Kap. 9. In der oft verwendeten Differentialformen-
Schreibweise nimmt die Gleichung in dem Satz die bekannte Gestalt |’  dw = /. o W Al
vgl. 4.36 sowie W.LUCK, Algebraische Topologie, Vieweg, Abschnitt 13.3. Es ist dann
w(Xo, ..., X)) =dVy (X, Xo, ..., Xp) mit dw = div(X)dVyy und w|gy = (X, v)dVans.

8B Die Einsteinschen Feldgleichungen

Eine der Folgerungen aus Theorem 8.6 ist noch einmal die globale Version des Satzes von
Gaufl-Bonnet, und zwar unabhéngig von dem in Abschnitt 4F gegebenen Beweis.

8.8. Folgerung (Satz von Gaufi—Bonnet)

Fir n = 2 ist stets %g — Ric = 0, folglich ist das Funktional S(g) lokal konstant.
Bei festgehaltener Mannigfaltigkeit M und positiv definiter variabler Metrik g ist S(g)
sogar global konstant, weil je zwei Riemannsche Metriken durch eine stetige Schar von
solchen ineinander transformiert werden kénnen: Ag; + (1 — \)g2 ist positiv definit fir
0 < X <1, falls g1, g2 beide positiv definit sind.

Den tatsichlichen Wert der Konstanten S(g) ermittelt man am besten an Beispielen,
z.B. an konvexen Fldchen mit angesetzten Henkeln rein nichtpositiver Kriimmung, vgl.
die straffen Flachen in Abschnitt 4G. Es ergibt sich fiir die orientierbare Fliche vom
Geschlecht gg der Wert S(g) = 2(2 — 2gp) - 27 = 4wx (M) (Euler-Charakteristik von M).
Wegen S = 2K ist die totale Skalarkriimmung genau das Doppelte der Totalkriimmung

in der Gauf}-Bonnet-Formel 4.43.

BEMERKUNG: Die Gauf}-Bonnet-Formel gilt auch im Fall von indefiniten Metriken auf
2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. In der Tat zeigt das gleiche Argument wie in 8.8,
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dafl das Funktional S(g) lokal konstant ist. Aber man kann nicht so leicht auf die globale
Konstanz schliefien, weil Ag; + (1 — \)g2 degenerieren kann, wenn g1, g2 indefinit sind.

Auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit n > 3 ist das Funktional S aber keines-
wegs konstant. Vielmehr ergeben sich im stationdren Fall nichttriviale Euler-Lagrange-
Gleichungen.

8.9. Folgerung (Euler-Lagrange—Gleichungen fiir das Funktional S)

M sei eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, und g sei eine feste Metrik
auf M mit einer Variation g; = g+th, wobei der symmetrische (0, 2)-Tensor h beliebig
sei. Dann folgt

d
(1) %‘ S(g:) = 0 fir alle h gilt genau dann, wenn Ricy = 0.
t=0

d
(i) p 0S(g,g) = 0 fiir alle h mit der Nebenbedingung Vol(M) = [, dV; =
t=
konstant gilt genau dann, wenn (M, g) ein Einstein-Raum ist, also wenn

Ricy — %g =0.

S(gt)

d
(iii) E‘ =0 tiir alle A gilt genau dann, wenn (M, g) ein Einstein-
=0 (VOl(gt))

Raum ist.

BEWEIS: Zu (i): Hier haben wir nach 8.6 die Bedingung
S . .
<—g — Ric, h> — 0 fiir alle &
2 g

zu untersuchen. Wegen der Nichtdegeneriertheit des Skalarprodukts ( , ), ist dies gleich-
bedeutend mit dem Verschwinden des Einstein-Tensors (vgl. 6.15)
S
G =Ric— —g.
ic— 249
Aus dessen Verschwinden folgt durch Spurbildung
n
S—=5=0
2
und damit S = 0 wegen n > 3 und folglich
0 = G = Ric.
Umgekehrt impliziert Ric = 0 natiirlich auch S = 0 und damit Ric — % g=0.

Zu (ii): Nach der Regel der Lagrangeschen Multiplikatoren haben wir die lineare Abhén-
gigkeit der beiden Gradienten von S und Vol zu untersuchen. Nun ist

8.4 1

d
i ‘tZOVOI(Qt) = §<97 h>g7

also gilt <Ric — %g, h> = 0 fiir alle A mit <g, h>g = 0 genau dann, wenn Ric — %g und g

linear abhingig sind als Tensorfelder. Dies ist genau dann der Fall, wenn Ric = A - g mit
irgendeiner Funktion A, also genau dann, wenn ¢ eine Einstein-Metrik ist.
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Zu (iii): Dies folgt aus der Quotientenregel fiir die Variation

S Vol 2/"§(8) — 2=285(Vol) Vol /"
<V01("’2)/”) - Vol2(n—2)/n :

Wenn der Zidhler verschwindet, dann ist wegen §S = %g — Ric, h>g und éVol = %<g, h>g
der Ricci-Tensor ein skalares Vielfaches von g. Umgekehrt, falls g eine Einstein-Metrik
mit n > 3 ist, dann konnen wir g so skalieren durch ag, da das Volumen von ag
gleich 1 wird. Wegen S,, = a~2S, und dV,, = a"dV, ist das Funktional S/Vol"~2/"
skalierungsinvariant. Also liefert dann nach (ii) jede Einstein-Metrik eine verschwindende
Variation. ]

8.10. Bemerkung (Der Fall einer indefiniten Metrik g)

Alle Betrachtungen von Abschnitt 8A sowie 8.9 bleiben auch fiir indefinite Metriken g
giiltig. Im Ricci-Kalkiil d&ndert sich gar nichts, hier gilt Spur,(A) = Al = A%, vel. 6.9.
Bei Verwendung einer ON-Basis Ei, ..., E, mufl man lediglich beachten, daf} jetzt die
Komponenten eines Vektors X durch die Gleichung

X =Y e(X,E)E;
%

gegeben sind, wobei g(E;, Ej) = d;; - €; gilt mit einem Vorzeichen ¢; € {+1, —1}. Dies hat
zur Folge, dafl die Spur eines (0, 2)-Tensors zu ersetzen ist durch den Ausdruck

Spur, (A) := Z €.9(AE;, E;).

Insbesondere gilt dann Spur,(g9) = ), €i g(Ei, Ei) = n.
——
=€;

Entsprechende Anderungen muB man bei der in 8.6 eingefithrten Spur der Matrix A - B
beachten. Hier muf ein Vorzeichen €;; = ¢;¢; eingefiithrt werden:

> €i;A(Ei, B;)B(E;, E;).
%)

Ferner ist zu beachten, daf§ das Volumenelement in lokalen Koordinaten durch

dV = \/|Det(g;)|dz" A ... Ada"

gegeben ist, vgl. dazu B.O’NEILL, Semi-Riemannian Geometry, S. 195.

Das Funktional S kann auch in dem Fall von nicht kompakten Mannigfaltigkeiten M
betrachtet werden, was fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie von Belang ist. Dann muf3
man annehmen, daf§ S(g) als uneigentliches Integral existiert. Fiir die Variationsrechnung
in 8.6 ist es dann zweckméfig, anzunehmen, da h = 0 und damit g; = g auflerhalb eines
Kompaktums gilt. Dann verschwinden die Randterme beim Anwenden des Satzes von
GauB-Stokes genau wie im kompakten Fall.
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8.11. Einsteinsche Feldgleichungen Aus 8.6 und 8.9 ergibt sich ein gewichtiger
mathematischer Grund, den Tensor

Ric — g g
als den ,,Gradienten®“ des Funktionals S niher zu betrachten. Unabhéingig davon spielt
dieser Tensor eine besondere Rolle in der Allgemeinen Relativitidtstheorie. Er heifit dort
der FEinstein-Tensor. Die Divergenzfreiheit des Einstein-Tensors hatten wir schon in 6.15
gesehen. Seine physikalische Bedeutung ergibt sich aus den Einsteinschen Feldgleichun-
gen fiir 4-dimensionale Raumzeiten, d.h. 4-dimensionale Lorentz—Mannigfaltigkeiten mit
einer Metrik vom Typ (—+ ++). Wie man dazu kommt, lassen wir am besten A.Einstein
selbst erkldren (Vorlesung, gehalten an der Universitidt Princeton 1921):

Wenn es ein Analogon der POIsSSONschen Gleichung in der allgemeinen Relativititstheorie gibt,
so mufS dies eine Tensorgleichung fiir den Tensor g, des Gravitationspotentials sein, auf deren
rechter Seite der Energietensor der Materie figuriert. Auf der linken Seite der Gleichung mufl
ein Differentialtensor aus den g, stehen. Diesen Differentialtensor gilt es zu finden. Er ist vollig
bestimmt durch folgende drei Bedingungen.:

1. Er soll keine héheren als zweite Differentialquotienten der g,. enthalten.

2. Er soll in diesen zweiten Differentialquotienten linear sein.

3. Seine Divergenz soll identisch verschwinden.

(A.EINSTEIN, Grundziige der Relativititstheorie, Vieweg, 6. Aufl. 1990, S. 83)

Der Einstein-Tensor erfiillt alle drei Bedingungen und ist dadurch in gewissem Sinne
sogar eindeutig bestimmt. Die EINSTEINschen Feldgleichungen lesen sich dann wir folgt:

Ric — g g=T

oder im Ricci-Kalkiil Gj; := R;j — %gij = T;j, wobei die rechte Seite der Energie-Impuls-
Tensor der Materie (engl.: stress-energy tensor) ist, der aus physikalischen Griinden di-
vergenzfrei sein muf. Man findet oft noch eine physikalische Konstante vor 7', deren
GroBe fiir uns hier aber nicht von Bedeutung ist. Der Tensor g;; ist das Gravitations-
potential der Materie. Man kann insbesondere die Feldgleichungen auch so lesen, dafl
gi; nicht gegeben, sondern gesucht ist, und stattdessen 7T;; gegeben ist. Speziell ist im
Vakuum keine Materie vorhanden, also T' = 0 und damit

. S
Ric — 3 g=0.
Man nennt solche Réume auch spezielle Einstein-Rdume. Nach 8.9 sind sie notwendig
Ricci-flach: Ric = 0.

Es wird aber auch von Einstein? selbst (und anderen) eine Variante dieser Feldgleichungen
diskutiert, namlich die nach Einfithrung eines sogenannten kosmologischen Gliedes Ag;;
mit einer sogenannten kosmologischen Konstanten A.:

S
R;j — 59+ Agi; = Ti;

4 A.EINSTEIN, Uber die formale Beziehung des Riemannschen Kriimmungstensors zu den Feldgleichun-
gen der Gravitation, Math. Annalen 97, 99-103 (1927)
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Dies hat zur Konsequenz, dafl diese Gleichung fiir das Vakuum genau dann erfiillt ist,
wenn die Metrik ¢ eine Einstein-Metrik ist. Dies siecht man wieder durch Berechnung
der Spur auf auf linken Seite. Offenbar impliziert diese Gleichung R;; = (% - N)gi;.
Andererseits ist die Spur der linken Seite S(1 — %) +4A. Wenn nun R;; = Ag;; mit einer
gewissen Funktion A gilt, dann folgt A = % = A. Die kosmologische Konstante ist somit
an den Wert von S gekoppelt.

8C Homogene Einstein—Raume

Neben den Réumen konstanter Kriimmung sind speziell die homogenen Rdume eine wich-
tige Klasse von Rdumen. Hier sehen geeignete Umgebungen aller Punkte jeweils gleich
aus, d.h. sie sind isometrisch. Die Homogenitét bezieht sich also darauf, dafl es hinsicht-
lich innergeometrisch definierter geometrischer Gréien nur einen Typ von Punkten gibt.
Daher braucht man dann auch nur einen Punkt zu betrachten, was zu einer gewissen
Ubersichtlichkeit fiihrt. Insbesondere resultiert daraus relativ leicht ein hinreichendes
Kriterium dafiir, daf§ ein solcher homogener Raum ein Einstein-Raum ist. Dieses Kri-
terium stellen wir in diesem Abschnitt vor. Es besagt zusétzlich zur Homogenitét auf
Punkten noch eine Homogenitéit auf Einheits-Tangentialvektoren (vgl. auch 7.6). Es lie-
fert viele interessante Beispiele, und zwar auf relativ einfache und iiberschaubare Weise,
s. 8.16. Am elegantesten formuliert man dies unter Benutzung von Isometriegruppen und
Untergruppen davon. Ben6tigt wird dazu die Tatsache, dafl die Gruppe aller Isometrien
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wieder eine Mannigfaltigkeit ist.

8.12. Satz (Isometriegruppe)
Fiir jede Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist die Menge aller Isometrien f: M — M
wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (Lie-Gruppe), und zwar ist ihre Dimension
hochstens gleich (";rl), wenn n die Dimension von M ist. Falls M kompakt ist, ist die
Isometriegruppe auch kompakt.

Fiir einen Beweis vgl. man S.KOBAYASHI, Transformation groups in differential geometry,
Springer 1972, Chapter II, Theorem 1.2.

Standard-Beispiele sind natiirlich die Rdume [E™,S™, H™ konstanter Kriimmung mit
ihren Isometriegruppen E(n), O(n + 1),04(n,1). Diese sind im wesentlichen auch die
einzigen, wo die obere Schranke ("'QH) fiir die Dimension tatséchlich erreicht wird. Die
Isometriegruppe des flachen quadratischen Torus (vgl. 7.24) wird erzeugt von allen Trans-
lationen (modulo ganzer Zahlen) sowie von einer Drehung um 7/2 und einer Spiegelung

(#,y) = (=2,y).

8.13. Definition und Lemma (Homogene Mannigfaltigkeit)

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit homogen, wenn fiir je zwei Punkte
z,y € M eine Isometrie f: M — M existiert, die z in y abbildet, also f(z) = y. Dabei
heifit (M, g) G-homogen, falls ein solches f stets als f € G gewi#hlt werden kann,
wobei G eine abgeschlossene Untergruppe der Isometriegruppe ist. Fiir x € M heifit
K, :={f € G| f(x) =z} die Isotropie-Untergruppe oder Standgruppe von z. Es ist
dann K, ~ K, fiir ,y € M, und M ist diffeomorph zum Raum der Nebenklassen
G/K,.
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Dabei ist die Bijektion zwischen M und G/K, einfach so gegeben: Jeder Punkt y € M
wird mit der K,-Nebenklasse einer Isometrie aus G identifiziert, die x in y abbildet. Die
Differenzierbarkeit braucht man wegen der Homogenitéat nur in einem Punkt zu testen.
Die Differenzierbarkeit im Punkt x selbst ist aber leicht zu sehen.

Sowohl 8.12 als auch 8.13 werden nicht wirklich zum Beweis des folgenden Satzes 8.15
benotigt, jedenfalls dann nicht, wenn man als homogenen Raum einfach den Quotienten
G/K mit einer gegebenen Gruppe G ansieht, die zusétzlich eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit ist (Lie-Gruppe). Deswegen sind 8.12 und 8.13 oben nur skizziert.

BEISPIEL: Die Standard-Sphire S™ ist G-homogen, wenn wir als G die spezielle ortho-
gonale Gruppe SO(n + 1) withlen. Es wird dann die Standgruppe in z isomorph zu der
Untergruppe SO(n), die aus denjenigen Drehungen besteht, die eine Gerade (ndmlich
die durch z und den Ursprung) festliBt. Es ist dann S™ diffeomorph zum Quotienten
SO(n + 1)/SO(n). Allerdings ist es dabei nicht ausgeschlossen, zu einer Untergruppe
von SO(n + 1) iiberzugehen. Dann wird auch die Standgruppe entsprechend kleiner.

Im Falle des quadratischen flachen Torus (vgl. 7.24) ist die Standgruppe eine endliche
Gruppe der Ordnung 8, nimlich gerade die Diédergruppe Dy, die das Quadrat in sich
iiberfiihrt.

8.14. Definition (irreduzibel)
Eine Darstellung einer Gruppe G auf einem Vektorraum V ist ein injektiver Gruppen-
homomorphismus

G — Aut(V, V),

wobei Aut(V, V') die Gruppe der linearen Automorphismen von V' bezeichnet. Eine
Darstellung heifit irreduzibel, falls ein invarianter Unterraum U C V (d.h. ein solcher
mit f € G,u € U = f(u) € U) notwendig gleich U = {0} oder U = V ist. Eine
homogene Mannigfaltigkeit M = G/K heifit isotropie-irreduzibel, falls die zugehorige
Isotropiedarstellung x: X' — GL(n, R)

K=K,>f—Df|z:T:M — T, M

von K fiir ein (und damit jedes) x € M irreduzibel ist.

Der flache Standard-Torus S! x S! = IR%/Z? ist natiirlich auch G-homogen, wenn man
als G die Gruppe der reinen Translationen modulo Z? nimmt, aber nicht irreduzibel.
Offensichtlich bilden die Translationen den Torus isometrisch auf sich ab. Die Stand-
gruppe ist dann trivial, und die x-Achse und die y-Achse definieren folglich invariante
Unterrdume in der Tangentialebene.

8.15. Satz (J.WoLF 1968 °)
Die Riemannsche Mannigfaltigkeit M = G/K sei G-homogen und isotropie-irredu-
zibel. Dann ist M ein Einstein-Raum.

BEWEIS: Wir verwenden die obige Isotropiedarstellung x: K — GL(n, IR), die nach Vor-
aussetzung irreduzibel ist. Ferner ist die Metrik ¢ invariant unter G, also gilt in jedem

5The geometry and structure of isotropy irreducible homogeneous spaces, Acta Math. 120, 59-148
(1968)



8C Homogene Einstein—-Raume 233

Punkt z € M

9@ (DF(X), Df(Y)) = go(X,Y)
fiir jedes f € G und jedes X,Y € T, M. Wenn die Metrik bewahrt wird, dann auch der
Ricci-Tensor, also gilt

Ricf(m)(Df(X)va(Y)) = Ricz(Xv Y)

fiir jedes f und jedes X, Y. Ric, ist also eine K -invariante symmetrische Bilinearform
auf T, M, folglich sind die Eigenrdume von Ric, beziiglich g, invariante Unterrdume.
Wegen der Irreduzibilitat kann das aber nur sein, wenn jeder Eigenraum mit dem ganzen
Raum iibereinstimmt, also wenn in jedem Punkt x die Gleichung Ric, = A(z) - g, gilt
mit einer gewissen Zahl A(x). Das ist aber gerade die Einstein-Bedingung an die Metrik
g. Natiirlich muf} schon wegen der Homogenitit A(xz) konstant in x sein. Fiir n > 3 folgt
das auch aus 6.13. (]

8.16. Beispiele (projektive Riume)

Bei vielen Standard-R#éumen ist es leicht zu sehen, dafl die Voraussetzungen von 8.15
erfiillt sind, zum Beispiel bei den projektiven Riéumen iiber den reellen und komple-
xen Zahlen sowie iiber den Quaternionen. Es geniigt dabei im wesentlichen, dafl die
Isometrie-Gruppe nicht nur jeden Punkt in jeden anderen, sondern zusétzlich bei fest-
gehaltenem Punkt jede Richtung im Tangentialraum in jede andere iiberfithren kann,
d.h. jeden Einheits-Tangentialvektor in jeden anderen (vgl. auch 7.6). Dies ist zum Bei-
spiel bei der orthogonalen Gruppe O(n) offensichtlich, wenn sie in der Standardweise
auf dem IR™ wirkt. Aulerdem mufi man beachten, dafl auf jeder Lie-Gruppe G eine
G-invariante Metrik existiert, indem man ein fest gewéhltes Skalarprodukt im Tangenti-
alraum eines Punktes durch die Links-Translationen x — ¢ - x in jeden anderen Punkt
transportiert, wobei g die ganze Gruppe G durchlduft. Fiir die klassischen Gruppen von
Matrizen kann man alternativ als Riemannsche Metrik die erste Fundamentalform ihrer
Standardeinbettung in den euklidischen Raum nehmen, also etwa SO(3) als Teilmenge
(und Untermannigfaltigkeit) des IR® auffassen.

1. Die Sphdre
S" =80(n+1)/SO(n)

ist ein solches Beispiel, weil SO(n) irreduzibel auf allen Richtungen wirkt. Auch
der hyperbolische Raum gehért als Quotient H™ = O, (n,1)/O(n) mit in diese
Reihe, vgl. 7.6.

2. Der reelle projektive Raum
RP"=0(n+1)/O(n) x O(1) = 5" /+,

der auch als die Menge aller Geraden in IR" ! durch den Ursprung aufgefait werden
kann.

3. Der komplexe projektive Raum
CP"=Un+ 1)/U(n) x U(1),

der auch als die Menge aller komplexen Geraden in C"*! durch den Ursprung
aufgefait werden kann. Dabei ist die unitire Gruppe definiert als

U(n) == {A:C" —C" | A- A" = E}.
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Auch hier ist die Wirkung der Isotropiegruppe U(n) transitiv auf den (reellen)
Richtungsvektoren, weil sie transitiv auf den komplexen Einheitsvektoren wirkt,
und weil jeder reelle Einheitsvektor in einer komplexen Geraden enthalten ist. Da-
her mufl die Ricci-Kriimmung in jeder Richtung die gleiche sein, vgl. 8.15. Man
beachte, dafy die Mannigfaltigkeit CP™ keine Metrik konstanter Kriimmung tragen
kann, weil sie kompakt und einfach zusammenhéngend ist, vgl. 7.23. In der Tat
ist die Isotropiegruppe nicht transitiv auf den 2-dimensionalen Ebenen (von denen
die Schnittkriimmung ja abhéngt), weil eine 2-dimensionale reelle Ebene, die einer
komplexen Geraden entspricht (also invariant unter der Multiplikation mit ¢ ist)
niemals durch eine komplexe Matrix in eine 2-dimensionale reelle Ebene gedreht
werden kann, die diese Eigenschaft nicht hat. Die Schnittkritmmung der Standard-
metrik auf CP" schwankt dann auch zwischen 1 und 4, bei geeigneter Normierung.

4. Der quaternionale projektive Raum
HP" = Sp(n+1)/Sp(n) x Sp(1),

der auch als die Menge aller quaternionalen Geraden in JH"*! durch den Ursprung
aufgefafit werden kann. Hierbei bezeichnet

Sp(n) ::{ ( “ ZE) EU(2n)}

die Gruppe der quaternionalen Matrizen. Dabei wird verwendet, dafl man die Qua-
ternionen auch als komplexe Zahlen iiber den komplexen Zahlen auffassen kann:
a+ib+ je+ dk = (a+ib) + j(c —id).

5. Andere Beispiele sind die hoheren Grafimann—Mannigfaltigkeiten der k—Ebenen
durch den Ursprung in IR",C™ IH" sowie die Cayley-Ebene als Quotient zweier
exzeptioneller Gruppen.

6. Es gibt auch eine Klassifikation aller kompakten und einfach zusammenhéingenden
homogenen Einstein-Riume.® Diese ist aber wesentlich komplizierter. Hier treten
auch die exzeptionellen Lie-Gruppen sowie andere Ausnahmefille auf, z.B. Einstein-
Metriken auf der 15-Sphére, die nicht isometrisch zur Standard-Metrik sind.

8D Die Zerlegung des Kriimmungstensors

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine andere Motivation zur Betrachtung von Einstein-
Metriken, und zwar {iber die Menge aller moglichen Kriimmungstensoren. Dies ist ein
komplizierter Vektorraum, und man kann versuchen, ihn in einfachere Bestandteile zu
zerlegen. Einer dieser Bestandteile wird nun durch den spurlosen Anteil des Ricci-Tensors
Ric— % g gegeben, der genau fiir Einstein-Metriken verschwindet. Dabei tréigt die Spur des
Ricci-Tensors (also die Skalarkriimmung) zu einem anderen Bestandteil bei. Eine Zer-
legung eines Vektorraumes geschieht naturgemif als direkte Summe von Unterrdumen,
und zwar am besten orthogonal beziiglich eines geeigneten Skalarprodukts. Diesem wer-
den wir uns zunichst zuwenden.

. SMcKENzIE WANG, W.ZILLER, On normal homogeneous Einstein manifolds, Annales scientifiques de
I’Ecole normale supérieure 18, 563-633 (1985)



8D Die Zerlegung des Kriimmungstensors 235

Um das Prinzip zu erldutern, betrachten wir zunéichst den folgenden ,,trivialen“ Fall von
symmetrischen (2,2)-Matrizen. Diese kann man zerlegen in einen Spur-Anteil und einen
spurlosen Anteil wie folgt:

(5 0)=( ko )+ (7 1)

Diese Zerlegung ist nun orthogonal beziiglich des ,,Skalarprodukts“ (A4, B) := Spur(A4-B),
das auf dem Raum aller quadratischen Matrizen erklért ist. Falls A ein skalares Vielfaches
der Einheits-Matrix ist, dann ist (A4, B) = 0 fiir jede Matrix B mit Spur(B) = 0. Dies
gilt in gleicher Weise fiir (0,2)-Tensoren auf Mannigfaltigkeiten, also z.B.

Ric = Eg + (Ric — Eg)
n n
Spur=0
Falls man es also nur mit (0, 2)-Tensoren zu tun hitte, wiirde gar kein Problem entstehen.
Aber der Kriimmungs-Tensor ist ja ein (0,4)-Tensor, den man auch als (1, 3)-Tensor
oder vielleicht auch als (2,2)-Tensor interpretieren kann, je nach Kontext. Hierfiir ist
nun auch die Lineare Algebra etwas komplizierter, was wir bereits beim Studium der

biquadratischen Form in 6.5 gesehen haben. Daher benttigen wir dazu ein algebraisches
Hilfsmittel in Gestalt der sogenannten Bivektoren.

8.17. Definition (Bivektoren)
Gegeben sei ein reeller Vektorraum V' mit Basis by, ..., b,. Die Vektoren darin kann man
also als Linearkombinationen

X = Zaib,—7 a; € IR

darstellen. Die Bivektoren kann man nun analog als (formale) Linearkombinationen
> aijbi Abj, aij € R
i<j
auffassen, wenn man sich einfach auf den Standpunkt stellt, die Elemente
b1 Aba, by Abs, ..., by Aby, ba ANbs, ba Abg, ..., by_1 Aby,
seien eine Basis. Das ist ganz dhnlich wie beim Tensorprodukt V' ® V' mit Basis
bi®b;, i,j=1,---,n.

Fiir die Bivektoren treffen wir die Vereinbarung b; Ab; = —b; Ab;, genau wie bei alternie-
renden 2-Formen in Abschnitt 4F. Veranschaulichen kann man sich den Bivektor b; A b;
als ein , Flachenelement® in der von b;, b; aufgespannten Ebene. Formal ist ein Bivektor
allerdings das Duale davon. Wir definieren dann /\2 V als den Raum aller Bivektoren
iiber V', seine Dimension ist nach der obigen Basis

dim(A\2V) = (Z) = ”(”T_l)



236 8 Einstein—R&ume

Fiir zwei Vektoren X,Y € V ist dann ein duleres Produkt X AY € /\2 V' erkldrt durch
X A Y = (ZO&,IL) A (Zﬁ]b]) = Zazﬁj(bz A b])
i J 2]

= Z(aiﬁj - OéJﬁz)bz A bj.
i<j
Dies erinnert formal an die Definition des Vektorprodukts im IR3. Es sind X,Y linear
abhéngig genau dann, wenn X A'Y = 0. Die algebraischen Eigenschaften dieses Raumes
der Bivektoren sind ganz analog denen des Raumes aller alternierenden 2-Formen, vgl.
Abschnitt 4F. Es gilt dabei die folgende Dualitét:

(/\2(‘/))* ={w: /\2(V) — IR | w ist linear}
={w:V®V — R | w ist linear und schiefsymmetrisch }

={w:V xV — R | w ist bilinear und schiefsymmetrisch }

Fiir weitere Details vergleiche man W.GREUB, Multilinear Algebra, Springer 1967, spe-
ziell Ch. 5. Der Grund fiir unsere Betrachtung an dieser Stelle liegt darin, dafl der
Kriimmungstensor <R(X IV, Z > ja in XY sowie in Z,V schiefsymmetrisch ist. Da-
her kann man fiir festes X und Y den Kriimmungsoperator R(X,Y’) auch als eine lineare
Abbildung

R(X,Y): N (T,M) — IR

auffassen. Die verbleibenden beiden Argumente X,Y konnen dann ebenfalls als ein Bi-
vektor aufgefait werden. Unser Ziel ist es, R als einen symmetrischen (d.h. selbstadjun-
gierten) Endomorphismus von /\Q(TPM )= /\127 zu interpretieren.

8.18. Lemma Es sei /\i der Raum der Bivektoren iiber T, M, und ( , ) bezeichne
eine Riemannsche Metrik (oder auch eine indefinite Metrik).

1. Dann wird ein Skalarprodukt auf /\i definiert durch

(XANY,ZAV) = (Ri(X,Y)V,Z) =(X,Z)Y,V) = (Y, Z}{X,V).

2. Eine ON-Basis F1, ..., E, in T, M induziert eine ON-Basis I; A E;,4 < j in /\i

3. Auf dem Raum aller beziiglich (( , )) symmetrischen (selbstadjungierten) Endo-
morphismen von /\127 wird ein Skalarprodukt definiert durch

(A, BY) := Spur(A o B).

BEwEIS: 1. Die Bilinearitdt und die Symmetrie von (( , )) sind trivialerweise erfiillt.
Die Nichtdegeneriertheit beruht auf der Nichtdegeneriertheit der biquadratischen Form
E(X,)Y) = (Ri(X, Y)Y, X) = (X, X){V)Y) — (Y, X)(X,Y). Fiir gegebenes X # 0
ist ndmlich der Nullraum aller ¥ mit k;(X,Y) = 0 trivial. Dies gilt auch, falls X ein
Nullvektor (isotroper Vektor) ist, denn dann gibt es wenigstens ein Y mit (X,Y) = 1. Im
Fall einer positiv definiten Metrik ( , ) ist auch {(, )) positiv definit wegen k;(X,Y) > 0
fiir je zwei linear unabhéngige X, Y, also jedes X AY # 0.
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2. Dies folgt direkt aus 1., denn es gilt einerseits (R (E;, E;)E;, E;) = 1 fiir i < j sowie
andererseits (R1(E;, E;)Ey, E;) = 0, wenn es drei oder vier verschiedene Indizes unter
i,J, k, 1 gibt.

3. Die Spur eines Endomorphismus A beziiglich der ON-Basis E; A E;,4 < j ist nach 6.9

Spurd := » (A(E; A E)), E; A Ej).

1<J

Daraus folgt die Bilinearitdt von {( , )). Die Symmetrie Spur(A o B) = Spur(B o A),
gilt ja ganz allgemein fiir Endomorphismen bzw. Matrizen. Ebenso folgt die Nichtdege-
neriertheit. Falls die gegebene Metrik ( , ) positiv definit ist, {ibertréigt sich dies wegen

(A, A) = Spur(A®) = Y (A(E: A E;), A(Ei A Ej))) > 0. O

2%

8.19. Definition Den Riemannschen Kriimmungstensor
R(X,Y,Z, V) := <R(X, Y)V, Z>
kann man in jedem Punkt p auch als symmetrischen Endomorphismus
Rip,— A

interpretieren durch die Gleichung

(RIXAY),ZAVY) :=R(X,Y,Z,V).

Man beachte, daf§ die Schiefsymmetrien des Krummungstensors in 6.3 fiir den Endomor-
phismus R bereits in der Definition von /\ enthalten sind. Die Symmetrie in 6.3.5 ist

nichts anderes als die Selbstadjungiertheit von R. Bei variierendem Punkt lassen wir den
Index p weg und schreiben einfach /\2.

Die (rein algebraische) 1. Bianchi-Identitédt 6.3.2 mufl man aber zusétzlich fordern, wenn
man von dem Raum aller moglichen Kandidaten fiir Kriitmmungstensoren sprechen will.
Daher die folgende Definition:

R bzw. R sei die Menge aller (0,4)-Tensoren (bzw. Endomorphismen von /\2), die
die algebraischen Symmetrien des Kriimmungstensors erfiillen, einschlieffilich der 1.
Bianchi-Identitédt. Damit haben wir die folgenden Entsprechungen:

R «—— R
R «— R

R «— Ri=1d

Dabei steht auf der linken Seite der Riemannsche Krimmungstensor im Sinne von
Definition 8.19, mit der dort beschriebenen Reihenfolge der Argumente. Dies begriindet
die Gleichung R; = Id.
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8.20. Definition und Lemma (Produkt von (0, 2)-Tensoren)
Es seien A, B symmetrische (0,2)-Tensoren. Wir definieren ein Produkt A ¢ B durch

(Ae B)(X,Y,Z,T) = A(X,Z)B(Y,T)+ A(Y,T)B(X,Z)—
—A(X,T)B(Y, Z) — A(Y, Z)B(X,T).

Dann ist stets A e B € R, und es gilt die Symmetric A ¢ B = B e A sowie die
Produktregel Vx(Ae B) = (VxA) e B+ Ae (VxB) fiir die kovariante Ableitung.

BEWEIS: Die algebraischen Symmetrien von A e B sind nach Definition klar. Die Pro-
duktregel erhélt man leicht durch Auswerten aller Terme auf der linken bzw. rechten
Seite. Die 1. Bianchi—Identitit kann man ebenso direkt verifizieren wie folgt:

AeB(X,) Y, Z,T)+ AeB(Y,Z, X, T)+ Ae B(Z,X,Y,T)
=AX,Z)B(Y,T)+ AY,T)B(X,Z) — A(X,T)B(Y,Z) — A(Y, Z)B(X,T)
+A(Y,X)B(Z,T)+ A(Z,T)B(Y,X) - A(Y,T)B(Z,X) - A(Z,X)B(Y,T)
+A(Z,)Y)B(X,T)+ AX,T)B(Z,Y) - A(Z,T)B(X,Y) — A(X,Y)B(Z,T)

=0.
Speziell gilt:
geg(X,Y,Z,T)=2(X,Z)(Y,T) = 2(X,T)(Y, Z) = 2(Ry\(X,Y)T, Z) = 2R (X, Y, Z,T)

und damit geg = 2R; = 2-Id. Aus der Produktregel folgt noch einmal die Gleichung
VxR; =0 aus Abschnitt 6B, und zwar unter Verwendung von Vxg = 0. O

In der neueren Literatur heifit dieses Produkt auch Kulkarni-Nomizu-Produkt, so zum
Beispiel in A.BESSE, Finstein manifolds, Springer 1987, Definition 1.110. Im Ricci-Kalkiil
wird dieses Produkt traditionell als , doppelte Uberschiebung® bezeichnet und wie folgt
geschrieben:

(Ao B)ixji = 4A[; By := Aij B + A Bij — AuBjr — AjiBa,
vgl. J.A.SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Kap.I, §8.

8.21. Satz Es gibt fiir R eine bzgl. {( , )) orthogonale Zerlegung in drei Teilrdume
R UsZo W wobei U erzeugt wird von der Identitdt und zZ erzeugt wird von allen
Aeyg g mit symmetrischem A, wobei Spur,4 = 0.

Alternativ hat man die Zerlegung R = U $ Z & W, wobei U erzeugt ist von Ry bzw. geg
und Z erzeugt ist von allen Aeg, wobei A symmetrisch ist mit Spur,A = 0. Insbesondere
ist (M, g) von konstanter Kriimmung genau dann, wenn der Z-Anteil und der W-Anteil
beide verschwinden.

BEWEIS: Zu zeigen ist nur: U ist orthogonal zu zZ , dann wird W definiert als orthogonales
Komplement. Es sei wieder Ey, ..., E, eine ON-Basis in T, M und folglich E; AEj,i < j
eine ON-Basis in A?. Dann gilt

((1d, Ao g)) = Spur(A e g)
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=N (Ao g(EB:NE;) B NE) = Aeg(E;, Ej, E;, E))
1<J i<j

= Z [A(Ez, Ez) -1 + A(Ej, EJ) 1= A(Ez, E])(SU - A(Ej, El)éu
i<j
= (n—1)Spurd = 0.
Also stehen I/ und Z orthogonal aufeinander. O
Das nichste Ziel ist das Ausrechnen der Anteile von R = U+Z+W oder R= ﬁ+2+ﬁ in

der orthogonalen Zerlegung U © Z@®WW. Dies ist im wesentlichen nur noch ein Problem der
Normlerung, denn die Identitit Id ist kein Einheitsvektor in R. Weil ( ) die Dimension

von /\ ist, gilt
(aa, 10 = spuria) = ()

Ferner haben wir

((R.10)) = SpwrR = > (R(E; NEj), E; NE;) = > (R(E;, Bj)E;, E;) =

1<j 1<j

Damit wird

U= <\I}Ld> \/17 nS—l Id. O

8.22. Lemma Die Abbildungen

AL Aeg (U@ 2) und R CrieR (= Ric)
sind (formal) adjungiert zueinander, d.h. es gilt
(YA, R)) = (A, V"R).
Dabei bezeichnet Cg;. die Ricci-Kontraktion, die aus dem Kriimmungstensor den

Ricci-Tensor bildet, also CriR(X,Y) := 3, R(E;, X, E;,Y), und das Skalarprodukt
zwischen zwei symmetrischen (0, 2)-Tensoren A, B ist definiert durch

(A,B) := Y A(E:, E;)B(E;, Ey),

2%

vgl. auch 8.6 (dort in integrierter Form).

BEWEIS: Es sei E1, ..., F, eine ON-Eigenbasis von A mit Eigenwerten A1, ..., A,. Dann
rechnet man leicht nach, dal E; A Ej,¢ < j eine ON-Eigenbasis von A e g ist, und zwar
mit den jeweiligen Eigenwerten A; + A;. Damit folgt

((Aeg,R)) =Spur(RoAeg) = ((R(Aeg(E; AEy)),Ei A E;))

i<j
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=Y (\i+ N)(R(E:, Ej)E;, Ei) = Y \Ric(E;, E;)

i<j
= A(E;, Ej) Ric(E;, E;) = (A, Ric). 0
i Aid

8.23. Folgerung

1. W ist der Kern der Abbildung ¥*, also erfiillt der W-Anteil von R die Gleichung
CricW = 0.

2. Der U & Z—Anteil von R ist gleich C e g mit

C:niz(f‘i‘:‘ﬁg)

Dieser Tensor C heifit der Schouten-Tensor.

BEwEIs: Teil 1 folgt direkt aus der Adjungiertheit in 8.22, weil das Bild von ¥ stets in
U & Z liegt. Fiir Teil 2 beachten wir, daf jedes Element von U @& Z als A e g geschrieben
werden kann, wobei A irgendein geeigneter symmetrischer (0,2)-Tensor ist. Also haben

wir den Ansatz
R=Aeg+ W
cupz €W
mit unbestimmtem A. Durch Spurbildung folgt
Ric = CRicR = CRic(A L4 g) + CR'L'CW == CRiC(A L4 9)7
~—

=0

also
Ric(X,Y) =) Aeg(E; X,E;Y)

=3 [ABLENXY) + A Y) 1= AL Y)(X, ) — A(X, B (Ei, )
= (Spurd) - (X,Y) + A(X,Y) -n — 24(X,Y).
Damit folgt
Ric = (Spurd) - g+ (n—2)- A
oder, dquivalent dazu,
A= ﬁ(Ric — Spur4 - g).

Um A vollsténdig zu bestimmen, miissen wir noch die Spur von A ausrechnen:

S

1
Spurd = m(S — SpurA - n), also Spurd = m

Dies zeigt dann die Gleichung A = C. |



8E Die Konformkriimmung 241

8.24. Satz Die Komponenten von R in der Zerlegung R = U + Z + W sind die

folgenden:

S
U= n(n — l)R1

niz(Ric—gg)og
S

1 .
W:R—U—Z:R—Cog:R—m(RIC—mg)'g

7 =

Im Ricci-Kalkiil entspricht das der Zerlegung Rapca = Uabed + Zaved + Wabea mit den
folgenden Komponenten:

DU S
abed — n(n — 1) GacGbd GadGbe

1 25

Zabcd = 5 (Racgbd + Rbdgac - Radgbc - Rbcgad) T oy (gacgbd - gadgbc)
n—2 n(n — 2)
1
Wabcd == Rabcd - m (Racgbd + Rbdgac - Radgbc - Rbcgad)
. —
(n — 1)(71 — 2) GacYbd GadGbe

Man beachte dabei, daf3 der Koeffizient ﬁ in dem ersten Term gerade die normierte
Skalarkrimmung ist, die gleich 1 wird fiir die Einheits-Sphére. Der in Z auftretende Term
Ric — 7—SL g ist der spurlose Anteil des Ricci-Tensors. Es tritt also die zweifache Spur (die
Skalarkriimmung) in der Komponente U auf und die verbleibende einfache Spur (die
Ricci-Kontraktion) in der Komponente Z. Die dann noch verbleibende Komponente W
hat eine verschwindende Spur. Die Zerlegung von R in die drei Unterrdume U, Z, W ist
iiberdies irreduzibel beziiglich der (simultanen) Wirkung der orthogonalen Gruppe O(n)
auf den vier Argumenten des Tensors.

BEWEIS: Wir hatten schon oben ausgerechnet

S ~ S
== ——— b . = 7Id.
u n(n — I)R1 o U n(n —1)

Nach 8.23 gilt

1 S S 1
7 = —U = ic — - .
Ceg-U n—Q(RIC 2(n—1)g).g nn—1) 2

- ni2 (Ric* [zn(in— nt zi(&i21))}9) *9= ni2(Ricf %g) *9

sowie
W=R—-Coeg. a
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8E Die Konformkriimmung

Der Anteil W des Kriimmungstensors R ergibt sich nach 8.24 einfach aus der Differenz
von R und den Anteilen U und Z. Insofern scheint gar keine besonders interessante
Geometrie in diesem W zu stecken. Dennoch ist es so, dal gerade W von besonderer
Wichtigkeit ist, und zwar als die sogenannte Konformkrimmung. Zunichst wollen wir
folgende einfache Folgerungen aus 8.24 ziehen:

8.25. Folgerung Fiir jede n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit
n > 3 gilt

(i) g ist von konstanter Kriimmung <— Z =W =0.
(ii) g ist eine Einstein-Metrik <= Z =0.
(iii) g hat verschwindende Skalarkriimmung <= U = 0.
(iv) Ricy =0 <= U =2 =0.

v) n=3 = W=0.

Des weiteren werden wir unten sehen, daf} die Aussage
(vi) g ist lokal konform flach — W =0

gilt sowie fiir n > 4 auch die Umkehrung davon (Satz von Schouten, 8.31). Insbesondere
haben wir als direkte Folgerung von (i), (ii) und (vi):

Jede lokal konform flache Einstein-Metrik ist notwendig von konstanter Krimmung.”

BeweEis: Die Teile (i) bis (iv) folgen unmittelbar aus 8.24. Der Fall der Dimension 2 ist
ja bereits seit 6.6 bekannt: Der Kriimmungstensor ist stets ein Vielfaches des Standard-
Kriimmungstensors Ry, also gilt R = U. Zum Beweis von (v) denken wir daran, daf} in
der Dimension 3 der Kriimmungstensor allein durch den Ricci-Tensor bestimmt wird. In
einer ON-Basis F1, Es, E3 haben wir

FﬁC(fDl7 El) = Ko+ K13
RiC(EQ,EQ) = Ko+ K23
RiC(Eg,Eg) = Kgl =+ Kgg.

Dies sind bei gegebenem Ricci-Tensor auf der linken Seite 3 Gleichungen fiir 3 Unbekann-
te, namlich K9, K13, Ko3. Diese sind eindeutig losbar, weil der Rang der betreffenden
Matrix maximal ist. Daher bestimmt der Ricci—Tensor die Schnittkriimmungen eindeutig,
diese wiederum bestimmen den Kriimmungstensor eindeutig nach 6.5. Also bestimmt der
Ricci-Tensor den Kriimmungstensor eindeutig. In 6.13 haben wir auf die gleiche Weise
gesehen, daf} ein 3-dimensionaler Einstein-Raum von konstanter Kriimmung sein muf.
Der Ricci-Tensor seinerseits wird aber allein durch U und Z bestimmt. Also folgt, dafl
in diesem Fall W stets verschwinden muf}, denn sonst géibe es einen solchen Tensor, der
nicht schon rein algebraisch durch U und Z bestimmt wird. ]

“dies geht zuriick auf J.A.SCHOUTEN, D.STRUIK, On some properties of general manifolds relating to
Einstein’s theory of gravitation, American Journal of Math. 43, 213-216 (1921)
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Man beachte, dal in der Dimension 4 die analoge Betrachtung auf 4 Gleichungen fiir
6 Unbekannte K;j,7 < j fiihrt, weshalb dort eben zwei Freiheitsgrade iibrig bleiben
und folglich nichttriviale Losungen existieren. Fiir die Zerlegung des Kriimmungstensors
R=U+4 Z+ W in den Komponenten

R=UDSZDW

sind natiirlich auch die Dimensionen dieser Unterrdume U, Z, )V interessant. Sie sind die
folgenden:

dim R u Z w
2 1 1 0 0
3 6 1 5 0
4 20 1 9 10
n || Hn*n?—1)| 1 |in(n+1)—1| 5n(n®—Tn—6)

8.26. Definition Der W-Anteil W des Kriimmungstensors heifit der Weyl-Tensor
oder der konforme Kriimmungstensor. Die letztere Bezeichnung kommt daher, daf in
der Tat W konform invariant ist, vgl. Lemma 8.30.

Die konforme Aquivalenz zweier Metriken g, g auf derselben Mannigfaltigkeit (vgl. 3.29
und 5.11) ist ja dadurch definiert, dafl die Winkelmessung in beiden Metriken iiberein-
stimmt, also dal § = e~2%g gilt fiir eine skalare Funktion ¢. Dies induziert jeweils die
entsprechenden Groflen:

V,V,R,R,S,S,Ric,Ric,U,U, W, W, Z, Z, etc.

8.27. Lemma Fiir § = ¢~2%g gelten die folgenden Gleichungen zwischen den jewei-
ligen Groflen fiir beide Metriken:
(i) B
VxY =VxY — (Xp)Y — (Yo)X + (X,Y)grade
(ii) N
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — (Vxgradp, Z2)Y + (Vygrady, Z) X —
—(X, Z)Vygradp + (Y, Z)Vxgradp + (Y)(Z9) X — (X¢)(Zp)Y -
~(grade, grady) - Ri(X,Y)Z + ((X)(Y. 2) = (Y¢)(X, 2) ) - grady
(iii)
Ric = Ric + (Ap — (n— 2)||grade||*)g + (n — 2)e"?V?(e?).

BeweEis: Teil (i) folgt einfach durch Anwendung der Koszul-Formel 5.16 auf die beiden
Metriken. Fiir g = (.,.) haben wir

2<VXY72> = X<KZ> +Y<sz> - Z<X7Y> - <Yv [XvZD - <X7 [KZD - <Z7 [YvXD
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und fiir § = e~2%{(.,.) analog
2e72(VxY, Z) = X (e72°(Y, 2)) + Y (e72°(X, Z)) — Z(e"%(X,Y))

—e (Y, [X, Z]) — e (X, [V, Z]) — e *9(Z, [V, X]).
Die Differenz 2¢2¢((Vx Y, Z) — (VxY, Z)) der beiden linken Seiten ergibt

X )Y, 2) + Y (e ? )X, Z) = Z(e *)(X,Y)

= —2¢72((X)(Y, 2) + (Y9)(X, Z) ~ (Z,grad) (X, Y) ).
Dies impliziert die Behauptung (i).

Teil (ii) folgt aus (i) durch zweifaches Anwenden auf die Terme vom Typ VxVy Z bzw.
VxVyZ. Es entstehen dann neben ersten Ableitungen von ¢ auch zweite Ableitungen
in Gestalt des Hesse-Tensors V x grady, vgl. dazu 6.2 und Ubungsaufgabe 8 mit Losung,
auch fiir Teil (iii), der durch Spurbildung folgt. d

Die etwas unhandlich erscheinende Formel aus Teil (ii) kann man fiir die zugehérigen
(0,4)-Tensoren kiirzer schreiben als

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — &{gradyp, grady)(g # 9)(X,Y, T, Z)
+(V2peg)(X,Y,T,Z) + (Vp-Vp) e g(X,Y,T, Z)
und folglich

e2¥R=1R— %<gradcp,gradgp>g og+(Vip)eg+ (Vy)2eyg.

Hierbei ist V2o = V(Vy) die Hesse-Form als (0, 2)-Tensor, und R bezeichnet den Rie-
mannschen Kriimmungstensor als (0, 4)-Tensor (Definition 8.19).

8.28. Folgerung In jeder Dimension n > 3 gilt:

1. Eine Metrik g ist konform dquivalent zu einer Einstein—Metrik genau dann, wenn
e?Ric + (n — 2)V?3(e¥)
ein skalares Vielfaches von g ist fiir eine geeignete Funktion ¢.

2. Falls g eine Einstein-Metrik ist, dann ist § = e~2?g eine Einstein-Metrik genau
dann, wenn V?2(e®) = \g gilt fiir eine gewisse skalare Funktion M.

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Gleichung (iii) in 8.27. Man beachte den Faktor
(n — 2) vor V2(e?), der natiirlich zur Folge hat, da 8.28 in der Dimension n = 2 nicht
mehr richtig ist. Die Differentialgleichung in Teil (2) von 8.28 kann man ganz explizit
16sen, und zwar durch Zuriickfiithren auf die gewthnliche Differentialgleichung 3" +cy = 0
entlang der Integralkurven des Gradienten von ¢, wobei ¢ ein Konstante ist, die nur von
der Skalarkriimmung und der Dimension abhéingt. Das gleiche gilt fiir die konformen
Transformationen zwischen Metriken konstanter Schnittkriimmung.
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8.29. Folgerung Fiir 2-dimensionale Riemannsche Metriken ¢ und § = e=2%g gilt:
(1) R=K-R =1Kgey, ﬁi:%l}gogzée*wl}gog.

(ii) g ist konform dquivalent zu einer euklidischen (flachen) Metrik genau dann, wenn es
eine Funktion ¢ gibt mit Ag¢ = —K. Dabei bezeichnet A, den Laplace-Beltrami-
Operator beziiglich g, vgl. die Beispiele in 6.9.

BEWEIS: (i) folgt einfach aus der schon bekannten Tatsache, dafi R und R jeweils skalare
Vielfache des Standard-Kriimmungstensors sind. Fiir (ii) verwenden wir 8.27:

e Kgeg=Kgeg+ (2V70+2(Ve)® — (gradp, gradg)g) e g,
also berechnen wir die beiden GauB-Kriimmungen K, K in einer ON-Basis X ,Y zu
K =(R(X,Y)Y,X),K = **(R(X,Y)Y, X),

K = K + SpwrV%p + (X¢)? + (Yo)? — (X¢)* — (Yo)? = K + Ay

Die Gleichung K = 0 ist damit fquivalent zu K + Agp = 0. O

Folgerung Jede 2-dimensionale Riemannsche Metrik ist lokal konform euklidisch
(oder lokal konform flach). Es existieren also stets isotherme Parameter, vgl. 3.29.

Dies folgt durch (lokales) Lésen der partiellen Differentialgleichung (der Potentialglei-
chung)
Agp=—-K

fiir die gegebene Funktion K als GauB-Kriimmung von g. Im Fall der euklidischen Metrik
ist diese Potentialgleichung (oder Poisson-Gleichung) in O.FORSTER, Analysis 3, §15

studiert, im allgemeinen Fall nimmt sie in Koordinaten die Gestalt Ay = V' = —K
bzw. % (gpjgji) +T%p,¢7' = —K an. Dann folgt K = 0 und damit R = 0, also ist e 2% g

flach (euklidisch). Der Ausdruck ,konform flach® wird in der Literatur meist im Sinne
von ,lokal konform flach® gebraucht. Es stellt sich dabei das folgende

Problem: Welche Riemannschen Metriken sind (lokal) konform flach, falls n > 3 ?

8.30. Lemma (H.WEYL®)

Der W-Anteil des Kriimmungstensors ist konform invariant, d.h. bei konformer
Anderung § = e=%?g der Metrik g gilt W = W fiir die betreffenden (1,3)-Tensoren
und W = e~2°W fiir die betreffenden (0,4)-Tensoren. Insbesondere gilt W = 0 stets
dann, wenn g (lokal) konform flach ist.

BEWEIS: Dazu mufl man einfach die Gleichungen von 8.27 in den Ausdruck fiir W nach
8.24 einsetzen und die Terme auswerten (sieche Ubungsaufgabe 9 mit Losung; beachte
V3(e?) = e? (Ve + (V)?)).

8Reine Infinitesimalgeometrie, Math. Zeitschrift 2, 384-411 (1918)
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Frage: Ist die notwendige Bedingung W = 0 auch hinreichend fiir die konforme Flachheit
einer Metrik? Die Antwort lautet: ,Nein“ fiir n = 3, ,ja“ fiir n > 4.

8.31. Satz (J.A.SCHOUTEN?)
Fiir n > 4 ist g konform flach genau dann, wenn W = 0.
Fiir n = 3 ist g konform flach genau dann, wenn

(VxO)Y, Z) = (VyC)(X, Z) fir alle X,Y, Z.

Dabei ist C' der Schouten-Tensor mit R = C e g + W, und W ist der Weyl-Tensor.

BewEIS: Alle folgenden Rechnungen sind lokal. Zunéchst ist g konform flach genau dann,
wenn R = 0 fiir eine geeignete Funktion ¢, also genau dann, wenn

1
R+ ( — §<grad<p, gradyp)g + V2 + (Vap)Q) eg=0

fiir eine geeignete Funktion . Wegen der orthogonalen Zerlegung R = C' e g+ W ist dies
dquivalent dazu, dafl

C - %(gradg&, gradp)g + V2o + (V)? = 0 fiir ein ¢ und zusitzlich W = 0.
Dies wiederum gilt genau dann, wenn
Cf% | o ||? g+ Va+ a-a =0 fir eine 1-Form a = dp und W = 0.
Die Integrabilitdtsbedingung fiir die letzte Gleichung o = dy lautet:

do = 0 <= Va ist symmetrisch <= C' ist symmetrisch.

Diese Symmetrie ist aber nach Definition von C stets erfiillt, vgl. 8.23. Also verbleibt nur
noch die Integrabilitdtsbedingung fiir die Gleichung

1
C - 3 | H2 -g+ Va+ a-a =0 sowie die Bedingung W = 0.

Integrabilitdtsbedingungen sind aber Symmetrien der néchsthoheren Ableitungen. Mit-
tels der ,,duBeren Ableitung”

dVA(X,Y,Z) = (VxA)(Y,Z) — (Vy A)(X, Z)

fiir symmetrische (0,2)-Tensoren A miissen wir untersuchen, wann die Ableitung d¥ von
der linken Seite der zu losenden Gleichung verschwindet. Zum Beispiel gilt

dVV2p(X,Y,Z) = (R(X,Y)grady,Z)
) Y (Vo -Vo)(X,Y,Z) = (Yo)V2p(X,Z)— (Xe)V3p(Y, Z)
dV (5llgrade|? - 9)(X,Y, Z) = V2p(X,gradp)(Y, Z) — V2p(Y, grade)(X, Z).

9Uber die konforme Abbildung n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten mit quadratischer MaBbestim-
mung auf eine Mannigfaltigkeit mit euklidischer Mafibestimmung, Math. Zeitschrift 11, 58-88 (1921),
vgl. auch: Der Ricci-Kalkiil, Kap.V, §2.
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Analog gilt

dVVa(X,Y,Z) = -a(R(X,Y)Z)
dV(a-a)(X,Y,Z) = da(X,Y)a(Z)+ a(Y)Va(X, Z) — a(X)Va(Y, Z)
dv(%”O‘HQ'Q)(XvY?Z) = (Vxa,a)(Y,Z) — (Vya,a)(X, Z).

Es folgt fiir die Ableitung dV mit Einsetzen der urspriinglichen Gleichung sowie R = C'eg

d¥(C + V¢ + (V)? - 3llgrade|*g) (X, Y, Z)

=dVC(X,Y,Z) + R(X,Y, Z,gradp) + (Yp)V2p(X, Z) — (X¢)V3p(Y, Z)
—V2p(X, gradp){(Y, Z) + V2p(Y, gradp)(X, Z)

=dVC(X,Y,Z)+ Ceg(X,Y, Z, grady)
+Yo[3llgrade||*(X, Z) — (Ve)* (X, Z) — C(X, Z)]
—Xo[5llgrade| (Y, Z) — (V) (Y, Z) — C(Y, Z)]
—(Y, Z) [3lgrade| > (X, gradp) — (Ve)* (X, gradyp) — C(X, grady)]
+(X, Z)[5]lgradg||*(Y. gradyp) — (V)* (Y, grady) — C(Y, grady)]

=dvVO(X,Y,Z) = (VxO)Y,Z) — (VyO)(X, Z),

analog fiir o statt V. Also ist d¥ C = 0 die Integrabilitéitsbedingung fiir diese Gleichung,
wie bei Differentialformen, vgl. 4.33. Also gilt R = 0 genau dann, wenn

dVC =0und W = 0.

Fiir n = 3 ist damit die Behauptung gezeigt, weil in diesem Fall W = 0 allgemein gilt nach
8.25. Fiir n > 4 kann man zeigen, dafl die eine Gleichung W = 0 die andere Gleichung
dV C = 0 impliziert. Dies geht wie folgt: Aus W = 0 folgt die Gleichung R = C e g, also
nach der Produktregel 8.20 VxR = Vx(C e g) = (VxC) e g. Dies setzen wir ein in die
zweite Bianchi-Identitat (VxR(Y, 2)T,V) + (VyR(Z, X)T,V) + (VZzR(X,Y)T,V) =0
und bilden die Spur iiber Y und V', d.h. wir setzen Y = V = E; fiir eine ON-Basis FE;
und summieren auf:

0 = >, VxC(E;,E)g(Z,T)+ >, VxC(Z,T)g(E;, E;)

=2 VxC(E, T)g(Z, Ei) = 32, VxC(Z, Ei)g(E;, T)
+>, Ve C(Z, E)g(X,T)+ >, Ve, C(X,T)9(Z, E;)
=2 Ve C(2,T)g(X, Ei) = >, Ve,C(X, Ei)g(Z,T)
+>,VzC(X, E; )g(EZ,T) +>,VzC(E;, T)9(X, E;)
=22 V2C(X, T)g(Ei, Bi) = 5., V2C(Es, Ei)g(X, T)

= (n-3)(VxC(Z,T)-VzC(X,T))
+(divC(Z) = SpwrVzC)g(X,T) — (divC(X) — SpurVxC)g(Z,T)

= (n-3)dVC(X,ZT).

Fiir n > 4 folgt also d¥C = 0. Die Ausdriicke divC(Z) — SpurVzC und divC(X) —

SpurV x C verschwinden dabei wegen div(Ric)(X) = @ und folglich

divC(X) — SpurVxC = -1 (@ - % — SpurVxRic+ mSpurvx(Sg)) =0.0
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Zu weiteren Aspekten der konformen Geometrie im Verbindung mit der Riemannschen
Geometrie vergleiche man den Band Conformal Geometry, herausgeg. von R.S. KULKARNI
und U.PINKALL, Vieweg 1988.

8F Dualitét fiir 4-Mannigfaltigkeiten, Petrov—Typen

Die Dimension 4 ist in verschiedener Hinsicht ausgezeichnet. Einerseits ist sie die kleinste
Dimension, in der nicht-triviale Einstein-Metriken auftreten, andererseits ist sie die Di-
mension von klassischen Raumzeiten (in 3+1 Dimensionen). Schlieflich gibt es dort (und
nur dort) noch eine Dualitéit fiir 2-dimensionale Unterrdume, die stets in zueinander or-
thogonalen Paaren auftreten. Man hat also einen Dualitéts-Operator fiir 2-dimensionale
Unterrdume (oder bei fester Orientierung auch fiir Bivektoren), die jedem Element das
orthogonale Komplement zuordnet. Dies fiihrt zu der folgenden Zusatzstruktur, der so-
genannten Hodge-Dualitt.

8.32. Definition (Dualitiit in Dimension 4)

Wir betrachten einen orientierten 4-dimensionalen Vektorraum V mit einem inneren
Produkt und bezeichnen mit A> = A?(V) den Raum der Bivektoren iiber V. In einer
festen ON-Basis E1, Es, 3, E4 definieren wir den Hodge-Operator

*:/\2_>/\2

durch *(E; A Ej) = Eji A Ey, wobei E;, Ej, Ey, E; positiv orientiert sind in dem Sinne,
da3 E; NEj ANEy NEp = Ey NEy AN E3 A\ Ey gelten soll. Es ist dann %2 = xox die Identitit.
Genauer haben wir

*(El /\Eg) = Eg/\E4
*(El AEg) = E4AE2
*(El VAN E4) = E2 A E3
*(E2 AEg) = E1 AE4
*(Eg N E4) = Eg VAN E1
*(Eg A E4) = E1 N E2.

Wegen
(x(Ei NEj), Ex N Ey) = (Ei A Ej,*(Ex A Ey)))

ist der Hodge-Operator * selbstadjungiert, und damit kommen wegen *2 = Id als Eigen-
werte von * nur +1 und —1 vor. Wir definieren die zugehorigen Eigenrdume als

Ao = (VeN[*V =V}
A = (Ve |«V ==V}

Sie bilden eine orthogonale Zerlegung A = /\3_ & A> mit dim /\3_ = dimA> = 3. Im
Falle von orientierten 4-Mannigfaltigkeiten wird es nun sehr interessant, den selbstadjun-
gierten Endomorphismus * mit dem ebenfalls selbstadjungierten Endomorphismus

R: /\2 (TpM) — /\2 (T, M)

zu vergleichen.
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8.33. Satz (A.EINSTEIN 1927 19 wiederentdeckt von I.M.SINGER und J.THORPE
1969 1)

Fiir eine orientierte Riemannsche 4-Mannigfaltigkeit (M, ¢) sind die folgenden Bedin-
gungen aquivalent:

1. (M, g) ist ein Einstein-Raum.
2. xoR=Rox

3. Die Schnittkriimmungen in je zwei zueinander orthogonalen Ebenen sind gleich,

also K, = K,..
BEWEIS: )
Zunichst zeigen wir die Aquivalenz von 1. und 3. In einer ON-Basis Fj,..., E, mit
zugehorigen Schnittkriimmungen Kj; in den FE;, Ej-Ebenen haben wir
Ric(Ey, BE1) = Ko+ Kiz+ Ky
Ric(Eq, B2) = Ko+ Koz + Koy
Ric(E3, E3) = K31+ K3+ K3y
Ric(Ey, Ey) = Ku + Kio + Kys.

Fiir eine Einstein-Metrik sind die linken Seiten untereinander gleich, also miissen die
rechten Seiten auch gleich sein. Daher folgt aus den ersten beiden Gleichungen Ki3 +
K14 = Ko3 + Ko4, aus den letzten beiden K13 + Ko3 = K14 + Ko4. Dies impliziert

K4 — Koz = Kog — K3

K4 — Ka3 = K13 — Kag,
also miissen beide Seiten verschwinden. Dies gilt in einer beliebigen ON-Basis, also fiir
jedes Paar orthogonaler Ebenen.
Umgekehrt folgt aus Ky92 = K34, K13 = Ka4, K14 = Ko3 die Einstein-Bedingung

RiC(El, El) = RiC(EQ, EQ) = RiC(Eg, E3) B RiC(E47 E4)

sowie fiir ¢ # j die Gleichung Ric(E;, E;) = 0, das letztere aufgrund der Polarisierung
und der Gleichung Ric(E; + E;, E; + E;) = Ric(E; — E;, E; — Ej).

Fiir die Aquivalenz zu 2. stellen wir den Kriimmungs-Endomorphismus R sowie * in einer
geeigneten Basis dar, und zwar in 1 A Ey, Es AFEy, Ey ANEs, E4 AN FEs, E1 ANFEy, Es A E3, in
dieser Reihenfolge. Die zugehorige Matrix von R bezeichnen wir im Moment mit Awp,1 <
a,b < 6. Wegen der Selbstadjungiertheit gilt A,, = Ape. Die Matrix des Dualitéits-
Operators * ist offenbar

01 00 0O
1000 0O
0 001 0O
B= 0 01 000
0 00 001
0 00010

00Uber die formale Beziehung des Riemannschen Kriimmungstensors zu den Feldgleichungen der Gra-
vitation, Math. Annalen 97, 99-103 (1927)

HThe curvature of 4-dimensional Einstein spaces, Global Analysis, Papers in honour of K.Kodaira,
355-365, Princeton Univ. Press 1969
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Durch Ausrechnen der Produkte AB und BA sieht man, dafl AB = BA genau dann gilt,
wenn

A = Az, Azz = Aya, Ass = Ass,
A1z = Agy, Agz = A, A5 = Ass, Ags = A, Ass = Aus, Ass = Asg.

Im Vergleich mit den Schnittkrimmungen K;; ist aber
Al = Kia, Ago = K34, Asz = Ki3, Agy = Koy, Ass = K14, Ags = Ko3.

Ferner gilt
RiC(El, E4) = R2142 + R3143 = *A14 + A23

und so weiter. Die obigen Gleichungen sind also dquivalent zur Einstein-Bedingung. Da-
mit sind 1. und 2. dquivalent. Man beachte noch die erste Bianchi-Identitét, die hier in
der Form Aqs + Asq + Asg = 0 auftritt. Die Skalarkriimmung S ist natiirlich einfach die
Spur ), Aj der Matrix A. O

Im Hinblick auf die Dimensionen der einzelnen Teilrdume der Zerlegung R =U G Z dW
kann man beobachten, dafl die obigen 9 Gleichungen den Raum U & W definieren, wobei
U der Einheitsmatrix entspricht. Insgesamt gibt es fiir die Matrix A 21 Freiheitsgrade,
die durch die erste Bianchi-Identitdt auf 20 vermindert werden. Diese 20 Dimensionen
spalten sich damit in 1+ 9+ 10 auf, vgl. 8.25. Dabei spaltet sich W = W, & W_ in zwei
5-dimensionale Radume auf.

Im folgenden wollen wir uns mit den nétigen Modifizerungen beschéftigen, die erforder-
lich sind, wenn man anstelle einer 4-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit eine
Raumzeit , also eine 4-dimensionale Lorentz—Mannigfaltigkeit (M, g) betrachtet, wobei g
die Signatur (— 4 ++) hat.

8.34. Definition (Dualitéit in einer 4-dimensionalen Raumzeit)

Wie {iblich bezeichne E1, Es, E3, E; eine ON-Basis und ¢; := (E;, E;) mit &1 = —1
und g9 = €3 = g4 = +1. Dementsprechend erhalten wir /\2 als einen 6-dimensionalen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt der Signatur (—+ —+ —+). Genauer gilt fiir ¢ # j:

<<Ez AEj,Ei A E]» =€;-Ej =&

Wir wollen die Definition des Hodge-Operators : /\2 — /\2 wieder so einrichten, dafl
* beziiglich (( , )) selbstadjungiert wird. Wir sind wegen eventuell auftretender Vorzei-
chen jedoch etwas vorsichtiger. Es sei #(E; A E;) = £Ej A E;, wobei (ijkl) eine gerade
Permutation sein soll. Dann folgt mit der gewiinschten Selbstadjungiertheit

e = (*(Ei A E;), %(Bi A Ej)) = (i A Ej, +*(E; A Ey))) = +eij.
—_———

+ELAE, +ELAE, +ENE;

Obige Gleichung kann aber wegen e;-¢;-c5-¢; = —1 nur erfiillt werden, wenn *2(E;AE;) =
—E; A Ej gilt. Damit erzwingt die Selbstadjungiertheit von * diesmal *? = —Id.
Der Hodge-Operator : /\Z(TpM) — /\Z(TpM) einer Raumzeit ist dann definiert durch:

*(El N Eg) = E3 N E4, *(Eg N E4) = *El A EQ,
*(El N Eg) = E4 N EQ, *(E4 N EQ) = *El A E3,
*(El N E4) = E2 N Eg, *(E2 N Eg) = *El A E4.
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Entsprechend fassen wir wieder den Kriimmungstensor R als Endomorphismus R des
Raumes A\*(T,M) der Bivektoren auf. Um den obigen Satz 8.33 fiir Raumzeiten formu-
lieren zu konnen, miissen wir bedenken, daf die Schnittkriimmung

(R(X,Y)Y, X)

Ko = R XV)Y.X)

nicht fiir alle Ebenen erklart ist, sondern nur fiir nicht-entartete Ebenen, d.h. solche, in
denen (R (X,Y)Y, X) # 0 fiir wenigstens eine Basis X, Y € o gilt.

8.35. Satz (Variante von Satz 8.33 fiir Raumazeiten)
Fiir eine orientierte 4-Mannigfaltigkeit (M, g) der Signatur (—+++) sind die folgenden
Bedingungen #quivalent:

1. (M, g) ist ein Einstein-Raum.
2. xoR=Rox.

3. Die Schnittkriimmungen in je zwei zueinander orthogonalen, nicht-entarteten
Ebenen sind gleich, also K, = K.

4. R 1aBt sich als C-linearer Endomorphismus auf der Komplexifizierung /\f:(TpM )
interpretieren, wobei die darstellende Matrix (induziert duch eine ON-Basis in
A’ (T,M)) symmetrisch ist.

BewEss: Um die Aquivalenz von 2. und 4. zu sehen, machen wir uns klar, da8 in der
Basis E1 A FEa, Es A Eq, E1 A E3, B4 N\ Eo, E1 A Ey, E2 A E3 (in dieser Reihenfolge) der
Dualitéats-Operator * durch die Matrix

0 -1 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
0 0 0 -1 0 O
B= 0 01 0 0 O
0 0 0 0 0 -1
60 0 0 0 1 O

gegeben ist. Den Endomorphismus R stellen wir wieder durch eine Matrix A;; dar. Durch
Ausrechnen der Produkte AB und BA sieht man, da} AB = BA genau dann gilt, wenn

A A Az A Ais Ass
A A —Au Az —Ais Ass

Az Ay Asz Azy Azs Ase
—Aw Az —Azy Azz —Aszxs Asgs |

Ais As  Azs  Azg  Ass  Ase
—As Ais —Aze Az —Asg Ass

A=

also wenn die Matrix A in symmetrischer Weise in 3 x 3-Késtchen der Form

(52)
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zerfallt, die je eine komplexe Zahl Cj; darstellen. Also ist AB = BA, &quivalent dazu,
dafl A sich als komplexe symmetrische 3 x 3-Matrix darstellen 148t:

Ci1 Ci2 Ci3
Cia Co (a3 |,
Ciz Caz Cs3

wobei ) ) _
Ci1 = Ay — i, Ci2 = A1z —iA4, Ciz = A5 — iAsg,
Coo = Azz — 1Az, Co3 = Azs — i As3g, Cs3 = Ass — i456.

Wir zeigen nun die Aquivalenz von 1. und 2. Ist (M, g) ein Einstein-Raum, so gilt wegen
Ric= Ag in unserer ON-Basis notwendig Ric(E;, E;) = 0 fiir ¢ # j sowie
7RiC(E1, El) = RiC(EQ, EQ) = RiC(Eg, Eg) = RiC(E4, E4)

Bei Rechnungen mit ON-Basen ist hier zu beachten, da das Uberschieben (also der
Ubergang von Vektoren zu Kovektoren) beim ,zeitartigen Index 1 die Anderung des
Vorzeichens nach sich zieht, wihrend das bei den ,raumartigen“ Indizes 2,3,4 nicht der
Fall ist.

Berechnen wir die Diagonalelemente von Ric, so erhalten wir z.B.

Ric(En, En) erz (Ei, Er)En, E;) = Raio1 + Rs131 + Raian = —A11 — Asz — Ass.

Fiir die restlichen Diagonalelemente des Ricci-Tensors erhélt man analog

Ric(Ea, E2) = A+ Ass + Ass
Ric(E3, E3) = Ag+ Asz+ Ags
Ric(Ey, By) = Ago+ Ay + Ags.

Daraus ergeben sich die Gleichungen A7 = Ago, Aszs = Agq und Ass = Agg. Fiir die
Nebendiagonalelemente berechnet man wie in folgendem Beispiel:

0 = Ric(E3, Ey) = ZSZ (Ei, E3)Eq, E;) = —Riz1a + Rasos = Ass — Aga

und erhélt die folgenden Bedingungen an A:
Az = Ags, A = Azz, Asi = Ae2, Ae1 = Aas, Ass = Aus, Aez = Aus.

Zusammen mit der Selbstadjungiertheit (bzw den Symmetrien von R) mufl A die Form
des obigen Lemmas haben, also folgt *R = R«. Die Richtung 2. = 1. erhélt man durch
Riickwirtslesen der oben stehenden Rechnungen.

Die Implikation 1. = 3. folgt genau wie in 8.33: Die Einstein-Bedingung impliziert K2 =
K3y, K13 = Koy, K14 = Koz. Fiir die Umkehrung 3. = 1. berechnen wir zuerst die
Diagonale des Ricci-Tensors. Es gilt ndmlich

RIC E1,E Zc‘:] R( EZ,E]> = 512515]<R(E]3E2)E1>E]> =£&; ZK”
J J#i
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Damit ergibt sich

—Ric(E1,E1) = Ko+ Kiz+ K
Ric(E2,Ey) = Ko+ Koz + Kog
Ric(Es, F3) = Kiz+ Kas+ K3
Ric(Ey, Ey) = Kig+ Koy + K3y

Die rechten Seiten der vier Gleichungen sind dabei nach Voraussetzung untereinander
gleich, also gilt Ric(E;, E;) = Ae;. Durch Spurbildung folgt A = % Fiir die Nebendiago-
nalelemente hilft ein Polarisationsargument weiter. Fiir 4,5 # 1 kénnen wir wie iiblich
polarisieren, weil dann E; + E; raumartig ist. Aber fiir £y 4+ E; konnen wir nicht so
vorgehen, weil F7 + F; lichtartig ist und wir es daher nicht durch Normieren als Element
einer ON-Basis auffassen konnen. Wir betrachten E; +tE;, das fiir jedes ¢t > 1 raumartig
ist. Dann gilt mit Ric(E;, E;) = slg die Gleichung

S

S
-1+ t?) = Ric(E; + tE;, By + tE;) = -1+ t?) 4 2tRic(Ey, E;).

Diese Gleichung ist fiir ¢ > 1 jedoch nur durch Ric(F1, E;) = 0 erfiillbar. O

Nimmt man anstelle des vollen Kriimmungstensors R lediglich den Weyl-Anteil W, so
erfiillt dieser sicherlich Wx = W, weil W keinen Z-Anteil triagt, was nach Folgerung
8.25 (ii) genau der (formalen) Einstein-Bedingung entspricht. Somit kénnen wir jedem
Kriimmungstensor iiber den Weyl-Tensor in eindeutiger Weise eine komplexe (3, 3)-
Matrix zuordnen. Diese Matrix hat nach obiger Uberlegung verschwindende Spur, weil
bei der Zerlegung des Kriimmungstensors R = U + Z + W der Anteil U die gesamte
Skalarkrimmung trigt. Das bedeutet fiir die Eigenwerte dieser komplexen Matrix, dafl
ihre Summe verschwinden muf3.

8.36. Folgerung (Petrov-Typen'?)

Fiir jede Raumzeit (M, g) ordnen wir deren Weyl-Tensor W nach Satz 8.35 eine kom-
plexe Matrix Cy mit Spur(Cw ) = 0 zu. Als Jordansche Normalformen von Cy, kom-
men nur folgende sechs Moglichkeiten vor, wobei A # 0 und g # A komplexe Zahlen
bezeichnen:

A0 0 A0 0 0 0 0
I 0 w 0 D 0 A 0 O 0 0 0
0 0 —A—p 0 0 —2X 0 0 0
Al 0 0 1 0
II: 0 A 0 N : 0 0 O
0 0 —2X 0 0 O
0 1 0
1T 0 0 1
0 0 O

Den jeweiligen Typ I, II,III, D,O, N nennt man den Petrov-Typ der Metrik g.

12nach A.PETROV, Einstein-Rdume, Verlag Harri Deutsch 1985
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Zur Jordanschen Normalform vgl. man G.FISCHER, Lineare Algebra, Abschnitt 4.6. Die
Hierarchie der Petrov-Typen ist so zu verstehen, dafl die Typen I, II, III die Haupttypen
darstellen. Haupttyp I bedeutet, dafl Cy diagonalisierbar ist, also dafl es eine Basis
aus Eigenvektoren gibt bzw. dafl die Summe der geometrischen Vielfachheiten gleich 3
ist. Bei Typ II ist die Summe der geometrischen Vielfachheiten gleich 2, wéihrend sie
beim Typ III nur 1 betréigt. Die Typen D bzw. O sind dann ,, Untertypen®“ von I, wobei
zwei bzw. alle drei Eigenwerte zusammenfallen. Ahnliches gilt fiir Typ N, bei dem die
beiden Eigenwerte des Typs II zusammenfallen mit geometrischer Vielfachheit 2. Typ
1T kann keinen Untertyp aufweisen, weil hier ein dreifacher Eigenwert mit geometrischer
Vielfachheit 1 auftritt. Die Petrov-Typen spielen eine wichtige Rolle in der Literatur zur
Allgemeinen Relativitéitstheorie.

Ubungsaufgaben

1. Man zeige, daf} die Produktmetrik der beiden Standard-Metriken mit Kriimmung
1 bzw. —1 auf S? x H? eine Metrik verschwindender Skalarkriimmung ist. Kann
man daraus eine Einstein-Metrik gewinnen?

2. Man berechne den Weyl-Tensor fiir die Produktmetrik auf $2 x 2, also das Produkt
zweier Einheits-Sphéren.

3. (83, ds?) bezeichne die Standard-Metrik auf der 3-Sphiire mit Radius 1. Man zeige:
Die Produktmannigfaltigkeit S! x S® mit der Riemannschen Metrik ds? = dt? +
(2 +sint)ds? hat konstante Skalarkriimmung und erlaubt ferner eine 1-Parameter-
Gruppe von (global definierten) konformen Diffeomorphismen auf sich selbst.

Hinweis: Die konformen Diffeomorphismen ®, bewahren die 3-Sphiren {t} x $°
und variieren nur den Parameter ¢. Dabei gilt % 0

CI)S — 1 R
7o ls=0 = V2 +sint - 5.

4. Man zeige, dafl die Gauf}-Gleichung einer Hyperfliche in 4.15 und 4.18 auch als
1
R= 5(1] o [])

geschrieben werden kann mit der zweiten Fundamentalform I7. Vergleiche dazu die
Gleichung R; = %(g e g) aus 8.20 sowie Ubungsaufgabe 23 am Ende von Kapitel 4.

5. Man verifiziere die Formeln im Ricci-Kalkil fiir die drei Komponenten des Kriim-
mungstensors geméif 8.24.

6. Man gebe eine Basis fiir die Unterrdume /\i und A” in 8.32 an.

7. Ein Bivektor § € /\2 heifit zerlegbar, wenn § = v A x mit zwei Tangentialvektoren
v,z € T,M gilt. Man zeige:

(a) Ein Bivektor § ist zerlegbar genau dann, wenn ¢ senkrecht auf %4 steht im
Sinne des induzierten Skalarprodukts (( , )) aus 8.18.

(b) Ein zerlegbarer Bivektor ¢ ist isotrop beziiglich dieses Skalarproduktes (man
sagt dazu auch: ¢ ist null und zerlegbar) genau dann, wenn v € T, M als ein
Nullvektor (isotroper Vektor) und 0 # x € T, M als ein raumartiger Vektor so
gewdhlt werden konnen, dafl beide senkrecht aufeinander stehen. Dabei ist v
durch ¢ eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit einem Skalar.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Man verifiziere die Details von (ii) und (iii) in 8.27.
Man verifiziere Lemma 8.30 durch Auswerten der Formeln in 8.27 und 8.24.

Weil die 3-Sphiére drei in jedem Punkt linear unabhiingige Vektorfelder zulét (vgl.
die Ubungsaufgabe 12 am Ende von Kapitel 7), 1t sie auch eine Lorentz-Metrik g
zu. Durch stereographische Projektion erhilt man eine Lorentz—Metrik g auf dem
IR3. Man iiberlege, ob g konform dquivalent zum Minkowski-Raum IR3 ist.

Man zeige, daf in einer Raumzeit (4-dimensionale Lorentz—Mannigfaltigkeit) eine
Ebene ¢ genau dann nicht-entartet ist, wenn es eine darauf senkrechte und ebenfalls
nicht-entartete Ebene o gibt.

Man bestimme den Petrov-Typ des Standard-Kriimmungs-Tensors Ry sowie den
der Produktmetrik zweier Metriken konstanter Kriimmung, wobei die eine positiv
definit und die andere eine Lorentz—Metrik ist.

Man zeige: Die Schwarzschild-Metrik aus Kapitel 5 (Ubungsaufgabe 23) ist Ricci-
flach, d.h. es gilt Ric = 0. Welcher Petrov-Typ ergibt sich?

Man bestimme den Weyl-Tensor W der folgenden Metriken:
(a) ds? = —dudv + "V (dz? + dy?), (b) ds* = —dudv + " (dz* + dy*)
Hinweis: Man verwende die ON-Basis
By = 1V3(0, +9,), B2 = 120, 0,). Ba= rir0a Br = rino,
Man zeige ferner: Der Petrov-Typ ist im ersten Fall D, im zweiten III.
Eine sogenannte pp-wave ist erklirt als eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
einer Metrik der Form ds? = H(u, z,y)du? + 2dudv + dz?* + dy>.
Man zeige: Eine pp-wave hat Petrov-Typ N oder O.
Man zeige: Eine pp-wave mit Metrik ds? = H(u,z,y)du? + 2dudv + dz? + dy?

ist Ricci-flach (d.h. die Metrik erfiillt die Einsteinschen Feldgleichungen fiir das
Vakuum) genau dann, wenn fiir den rdumlichen Laplace-Operator

AgyH = Hyy + Hy,
die Gleichung A,,H = 0 gilt. Beispiele sind die Funktionen H = h(u)(z? — y?),
H = h(u)(2* + 2%y — 62%y% — zy® +9*) und H = h(u)log(z? + y?), wobei jeweils
h eine beliebige Funktion nur von u ist.

Der Spezialfall H = 0 einer pp-wave ist gerade der flache Lorentz-Minkowski-Raum
IR} in rdaumlichen Koordinaten z,y und isotropen Koordinaten u, v.

(a) Man beschreibe explizit die Isometrie zwischen den Metriken 2dudv+dx? +dy?
und —dx3 + dx? + da3 + dz?.

(b) Man zeige, daB der ,boost* aus 7.6 (vgl. Bild 7.1) im IR} sich auch durch die
Transformation (u,v,x,y) — (e®u,e v, z,y) beschreiben lafit.

(¢) Man zeige, daB durch ®;(u,v,,y) = 15 (u, v(1 — 2tu) + t(z* + y?), 2, y)
eine 1-Parametergruppe von konformen Abbildungen ®; definiert wird mit ®q
als Identitdt und &4 = &, 0 @,.

(d) Das zugehorige (konforme) Vektorfeld ist %|t:0®t = (u?, 3(2* + y?), uz, uy).
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Lésungen ausgewihlter Ubungsaufgaben

Zu Kapitel 2

1. Wir verwenden die Gleichung ¢ = ||¢[|¢ aus 2.2. Damit erhalten wir é = (||¢[|¢') =
(e + [ell(e) = (el + 12" sowie & = (lellje’ + (el Ielle” + [[él[Pe.
Fiir eine ebene Kurve ergibt sich daraus Det(¢,&) = ||¢||*Det(c’, ). Es ist aber
Det(c’, ") = Det(e1, ke2) = £ nach den Frenet-Gleichungen.

Fiir eine Raumkurve gilt entsprechend
llex &l = [I(lelle’) x (el = lellPlle” x el = [1é]P]lex x real| = [¢]*x.

Zur Bestimmung der Torsion rechnen wir aus

Det (¢, &,¢) = Det(||¢]|c!, [|é]]2c”, [|¢]]2¢) = ||é]|®Det(eq, kea, k'ea — k2e1 + kTeg) =
[|¢]|®x27. Dabei haben wir die Gleichung fiir ¢’ aus 2.9 verwendet. Nun gilt aber
nach dem oben Gezeigten ||¢[|>k = ||¢ x ¢||. Durch Einsetzen ergibt sich die be-
hauptete Gleichung ||¢ x & |27 = ||¢||%2T = Det(¢, &,¢).

3. Wir kénnen annehmen, daf} die urspriingliche Kurve ¢ nach der Bogenldnge parame-
trisiert ist, weil das Verschwinden der Ableitung nicht von der Wahl des Parameters
abhingt.. Der Tangentenvektor an v ist dann +' = ¢’ — :—;62 + %(fmel) = *:—;62.
Damit gilt v/ = 0 < £’ = 0. Die Tangente T" an v im Punkt v(¢o) ist dann durch

T(u) = (to) +uy'(to) = c(to) + meg(to) — U,fziif)% ea(to) gegeben. Fiir den Para-
meter u = (tg)/k (to) trifft sie die Kurve ¢ in ¢(tg). Vom Punkt c(to) betrachtet,

zeigt diese Gerade in es-Richtung, steht also senkrecht auf ¢ bzw. auf ¢/ = e;.

6. Ein Kreis vom Radius r, der die xz-Achse im Nullpunkt beriihrt, ist durch die
Parametrisierung (—rsing, (1 — cos)) beschrieben. Dabei geht der Parameter
@ = 0 in den Ursprung (0,0) iiber, und ¢ gibt den Winkel mit der vertikalen
Achse beim Durchlaufen im Uhrzeigersinn an. Wenn wir diesen Kreis nun nach
rechts auf der z-Achse abrollen lassen, so erhoht sich der Wert der z-Koordinate
jeweils um re, wihrend die y-Koordinate ungeéindert bleibt. Also erhalten wir
fiir die Zykloide die Parametrisierung c¢(p) = (r(¢ — sing), r(1 — cosp)). Wegen
cd = (r(1 —cosp),rsinp) ist die Kurve fiir alle ¢ = 27k mit ganzzahligem k& nicht
reguldr und hat dort tatséchlich eine Spitze. Diese sieht man in Bild 2.11, das die
Zykloide fiir den Fall » = 1 zeigt.

7. Wir verwenden die Formeln aus Bemerkung 2 in 2.7. Mit x(s) = 1/y/s wird
fo(r k(t)dt = 2/o. Dieses uneigentliche Integral konvergiert, wenngleich x fiir s = 0
keinen endlichen Wert hat. Man konnte hier analog bei einem positiven Wert
sp des Bogenldngenparameters s beginnen. Es verbleibt dann nur, die Integrale
Jy cos(2y/0) do und [ sin(2,/0) do auszurechnen. Diese kann man leicht mit der
Methode der Substitution sowie der partiellen Integration auswerten, zum Beispiel
J cos(2y/a)do = % [ucosu du mit u = 2\/o. Fiir die Wahl von x(s) = 1/,/s kann
die zugehorige Kurve also mit elementaren Funktionen hingeschrieben werden.

8. Wir fassen die Frenet-Matrix als eine matrixwertige Funktion K(s) auf. Es gilt
dabei die Vertauschungsregel K (s1)K(s2) = —5(51)5(32)((1) N = K(s2)K(s1).
Das Integral K(s) = [J K(t)dt erfilllt dann die Gleichung LK(s) = K(s) so-
wie die Vertauschungsregel K(s1)K(s2) = K(s2)K(s1). Wie die bekannte Regel
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10.

11.

14.

((f"(x)) = nf"="(2)f (x) folgt die Gleichung 7 (K(s))’ = j- (K(s ))jf1 - K (s) aus
der Teleskopsumme (a/ —b7) = (a —b)(a? ™' +a?2b+- - -+ abl =2 + 1/~ 1) wie folgt:

a5 (K0)" = 5 (<o)’ - ac00))

j—1 . .
j—i—1 . j—1
7g%h/ K(t)dt - Z;@q&+m)(K(» :K@yj(K@» :
Damit liefert die Exponentialreihe F(s) := Z;’oo L(K(s))! die summandenweise

gebildete Ableitung F'(s) := K(s)->72, (j—l)I(K(S))J ! = K(s)F(s) und erfiillt
somit die Differentialgleichung F' = K F des Frenet-Beins. Beide Lésungen miissen
iibereinstimmen, wenn sie dieselbe Anfangsbedingung erfiillen. Wie bei Taylorrei-
hen z° = 1 gilt, so ist hier (K(s))? = ((1) (f) zu setzen und folglich F(0) = ((1) (f)
Die matrixwertige Funktion F(s) ist also das Frenet-Bein der betreffenden Kurve
mit e1(0) = (1 0) und e2(0) = (0 1) sowie mit der gegebenen Kriimmung r(s).

In kartesischen Koordinaten haben wir c¢(¢) = (r(p)cos g, r(p)sing) mit ¢ =
(r' cosp—rsing, ' singp+rcos ) und ¢’ = (1" cos o — 21’ sinp —r cos p, " sinp+
2r' cos p — rsin ). Hier bezeichnet 7’ und ¢’ einfach die Ableitung nach ¢, obgleich
der Parameter nicht die Bogenléange ist. Nach dem Ergebnis von Aufgabe 1 gilt dann
k = Det(c/,¢")/||¢'||?. Nun gilt [|/||? = 7"? + r? und Det(c’, ) = 2r"? — rr" + 12,
woraus die Behauptung direkt folgt.

Durch Einsetzen der Funktion r(¢) = ap in das Ergebnis von Aufgabe 9 ergibt sich
direkt £ = (2a° + a®¢?)/(a® + a®¢*)*/? = (2+ ¢?)/|al (1 + ?)*/2.

In kartesischen Koordinaten ist diese Kurve durch c(t) = (e’ cos(at), €' sin(at))
beschrieben. Mit ¢(t) = (e(cos(at) — asin(at)), e’ (sin(at) 4+ acos(at))) berechnen
wir die Lénge L im Intervall ( 00, t) durch L = ft V1+a2eTdr = V1 + a2et =
V1 +a2r(t). Mit (c,c’) = €* ergibt sich fiir den Winkel 9 zwischen ¢ und ¢’ die
Konstante cos ) = €2 /(||c(t)|| || (#®)|]) = 1/v1 + a2.

Es sei ¢ nach Bogenlidnge s parametrisiert. Wir bezeichnen die kubische Schmieg-
parabel mit (s) und miissen beachten, daf s fiir v nicht mehr der Bogenlédngen-
parameter ist. Dennoch haben beide Kurven offensichtlich fiir s = 0 das gleiche
Frenet-3-Bein e1(0), e2(0), e3(0). Wir berechnen dann Kriimmung x~ und Torsion
7, von v im Punkt s = 0 durch die Formeln aus Aufgabe 1. Es ergibt sich dort

//H

1y x4l _ [Ic x e llex x K(O)eaf| _

ky(0) = —— = = %(0) und
! 1311° el lleal]?
Det(7,9,%) _ Det(e1, £(0)ez, £(0)7(0)es) _ #*(0)7(0)
0=~ = 5 = 5 = 7(0).
17 > 41l llex x K (0)ez]] k2(0)
Ferner gilt d”” — = d‘is o 0H|"Y’;<H1H = 0. Dies wiederum hat zur Folge, daf} im
Punkte s = 0 fiir die Ableitung nach dem Bogenléingenparameter (den wir hier
nicht ndher berechnen miissen) gilt 7' = e1(0) = ¢,7” = £(0)e1(0) = ¢’ und

schliefllich (nach dem Anfang von 2.9) 7" = k(0)(—#(0)e1(0) + 7(0)e3(0)) = ",
das letztere aber nur, sofern fiir die gegebene Kurve ¢ ebenfalls x/(0) = 0 gilt. Also
liegt dann in diesem Punkt eine Beriithrung von dritter Ordnung vor. Ohne diese
Bedingung £’ = 0 stimmen die dritten Ableitungen 7" und ¢’ i.a. nicht iiberein.
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15.

16.

18.

19.

20.

Wir betrachten die Kurve ¢(s) = (cos@(s) cosd(s),sin¢(s) cosd(s),sind(s)) mit
dem Bogenlingenparameter s. Wir berechnen die Gréfie J = Det(c, ¢/, ¢’) aus 2.10
(iii) im Punkte s = 0 mit 9¥(0) = 0, ¥'(0) = 0 und ¢’(0) = 1 wie folgt:

cos sin ¢ 0 cosp  sing 0
J(0)=Det | —¢'(0)sinp ¢'(0)cosp ¥ (0) | =Det | —sing cosep 0 ,

* * 9"(0) * * 9"(0)

also J(0) = 9”(0), wobei die durch * bezeichneten Grofen fiir die Berechnung der
Determinante unerheblich sind. Es folgt x(0) = /1 + (¢"(0))? nach 2.10 (iii).

Wir gehen aus von einer Boschungslinie mit 7 = Ak, wobei A konstant ist. Dann
suchen wir nach Losungen der Differentialgleichung aus 2.10 (ii), die sich jetzt als
(k' /AK®)) = A schreiben lafit. Damit ist &’/Ax® eine lineare Funktion As + B.
Nun ist #’/x% die Ableitung von 7%,{—2’ also ist K72 eine quadratische Funktion
—A?5%2 — 2ABs + C. Durch Umbenennung der Konstanten B erhilt man die Form

in der Aufgabe.

Man rechnet leicht aus D X e; = kea, D X eg = Tez — key, D X e3 = —Tes. Damit
gilt , ,

e1=Dxe1 < e =rey,

eh=Dxey <= ¢h=—kKel +Tes,

es =D xe3 < eh=—Tea.

Die erste Behauptung ergibt sich direkt aus dem Ergebnis von Aufgabe 18 wegen
(D,e}) = (D,D x ¢;) = Det(D, D, e;) = 0. Dies kann man auch so interpretieren,
daB D von der Frenet-Matrix annulliert wird. Fiir die Normalform berechnen wir
das charakteristische Polynom der Frenet-Matrix:

-2 & 0
PA)=Det| —k =X 71 = AN+ (k2 +17)
0 -7 =X

mit den komplexen Nullstellen A = 0 und A = +iv/k2 + 72. Ein Eigenvektor zum
Eigenwert A = 0 ist der Darboux-Vektor D, wie wir schon oben gesehen haben. Die
Eigenvektoren zu den anderen Eigenwerten sind komplex. Komplex betrachtet ist
die Normalform eine Diagonalmatrix zur zugehorigen Eigenbasis, reell betrachtet ist
es dagegen so, dafi die zu D orthogonale Ebene einen 2-dimensionalen invarianten
Unterraum bildet. Dies fithrt zu der reellen Normalform

0 VE24+T12 0
—VK2Z + 72 0 0
0 0 0

D ist konstant genau dann, wenn D’ = 7'e; + 7€} + K'es + kel = 7'e1 + K'es =0
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn x und 7 konstant sind, was wiederum die
Schraubenlinien charakterisiert, vgl. 2.12. Die Konstanz von D/||D|| ist dquivalent
dazu, da3 D und D’ linear abhingig sind, was nach der obigen Gleichung fiir D’
wiederum genau bedeutet, da§ 7//7 = k’/k gilt oder (log7)" = (logk)’. Dies ist
dquivalent zur Konstanz von 7/, was nach 2.11 die Béschungslinien charakterisiert.
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23.

26.

28.

Im Beweis von 2.15 haben wir gesehen

D = (Linearkombination von ey, ...,e;—1) + K1Ka - Ki—1€;.
Also folgt
Det(c, ¢, ¢",...,c™) = Det(er, kieo, K1K€3, ..., K1k - Fn_1€n)
= Iy = IO

Wir kénnen ¢4 (t) und c(t) durch eine Schar von Kurven ¢, (t) = acy (t)+(1—a)ea(t)
verbinden, wobei 0 < a < 1. Nach Annahme trifft ¢, (¢) niemals den Nullpunkt,
also ist die Windungszahl von ¢, wohldefiniert. Diese Windungszahl éndert sich
offensichtlich stetig mit dem Parameter «, kann also nur konstant bleiben.

Fiir Raumkurven erfiillt die Frenet-Matrix K(s) im allgemeinen nicht die Ver-
tauschungsregel K (s1)K (s2) = K(s2)K (s1), aber bei Boschungslinien mit 7(s) =
¢ k(s) gilt sie wegen k(s1)7(s2) = ck(s1)k(s2) = K(s2)7(s1). Also konnen wir die-
selbe Argumentation wie in der Losung von Aufgabe 8 anwenden mit demselben
Resultat. Wie in 2.16 kénnen wir dann die Frenet-Matrix durch die Exponential-
reihe ausdriicken, jeweils mit dem Term K(s) = [ K(t)dt anstelle von sK. Im
Spezialfall von einer konstanten Matrix K haben wir K(s) = sK.

Zu Kapitel 3

2.

Die zweite Fundamentalform von f berechnet sich aus den Groéflen fu., fuv, fou-
Wegen f,, = 0 gilt Det(II) = — (v, N)2, wobei N = f, x fo/llfu X fol| die
Einheitsnormale von f bezeichnet. Also gilt K = 0 < Det(II) = 0 < (v, N) =
0 (Vu, fu X fo) =0 & (v, ( +v1y) x V) =0 & Det(vy,d,v) = 0. Es steht
aber v senkrecht auf v, und auf ¢’. Die letzte Gleichheit ist also dann und nur dann
erfiillt, wenn v, und ¢’ linear abhéingig sind, was wiederum genau dann der Fall ist,
wenn ¢’ ein Eigenvektor der Weingartenabbildung ist. Also gilt K = 0 fiir jedes u
genau dann, wenn ¢ eine Kriimmungslinie ist.

Zunichst ist die Matrix, die diese Ableitungsgleichungen beschreibt, notwendig
schiefsymmetrisch wegen (E;, E;)’ = 0 (das ist wie in 2.13). Also brauchen wir nur
(E1, E2), (E1, E3) und (F}, E3) zu bestimmen. Es ist aber (E{, Es) der Anteil von
E{ = (", der tangential an die gegebene Fliche ist. Dies ist nichts anderes als die
geodiitische Kriimmung x4 der Kurve ¢, vgl. 3.11 oder 4.37. Ferner ist (F1, E3) der
Normalanteil von ¢”, also die Normalkriimmung x,. Der verbleibende Koeffizient
(F%, E5) kann in Analogie zu den Frenet-Gleichungen in 2.8 als eine Art von Torsion
interpretiert werden. Er ist verantwortlich fiir die Anderung der (E4, E2)-Ebene
beim Durchlaufen der Kurve.

Wir kénnen zur Vereinfachung hier r = ¢ annehmen, also eine Fliche von der
Form f(r,¢) = (rcosg,rsing, h(r)). Dann ist das Bogenelement gleich ds® =
(14 h2)dr? +r2dp?. Fiihren wir eine neue Variable ¥ = ¥(r) ein, dann wird d¥? =
U2dr? und folglich ds? = 1\};—2‘2(1\1/2 +72dp?. Isotherme Parameter haben wir genau

dann7 wenn 1 —|—h2 — \i12r2 oder @(’r) = f;) %\/ 1+ h2 (p)dp Es glbt dann auch eine
Umkehrfunktion r = r(¥), und das Bogenelement wird ds® = (r(¥))?(d¥? + dy?).
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7.

11.

13.

15.

Zunéchst gibt es in jedem festen Punkt zwei linear unabhéngige Asymptotenrich-
tungen, die wir mit X und Y bezeichnen wollen, wobei (X, X) = (Y,Y) = 1 und
II(X,X) = II(Y,Y) = 0. Es gilt dann notwendig II(X,Y) # 0, denn anderen-
falls wére IT = 0. Wir berechnen nun die Spur der zweiten Fundamentalform in Be-
zug auf die erste Fundamentalform in der Orthonormalbasis X,
Y - (X, )X)/||Y — (X, Y)X|| (nach Gram-Schmidt, vgl. 2.4). Dann ist die Spur
durch den Ausdruck IT(X, X)+II(Y — (X, Y)X,Y — (X, V) X)/||Y — (X, V) X||? =
—2(X,Y)I(Y,X)/||---||*> gegeben. Dieser verschwindet genau fiir (X,Y) = 0.

Fiir das einschalige Hyperboloid setzen wir ¢(u) = (cosu,sinu,0) und X;(u) =
(sinu, — cosu, 1) sowie Xo(u) = (—sinu,cosu,1). Offenbar sind X;, Xo stets li-
near unabhingig. Dann gilt fiir jeden Punkt (z,y,z) auf einer der Regelflichen
fi(u,v) = c(u) + vX1(u) und fo(u,v) = c(u) + vXa(u), daB 22 + y? — 2% =
(cosu £ vsinu)? + (sinu F vcosu)? — v? = cos? u + sin®u = 1. Damit liegen die
Bilder von f; und f> beide in dem einschaligen Hyperboloid. Dieses ist also eine
Regelfliche auf zwei verschiedene Arten, d.h. mit zwei linear unabhéngigen Rich-
tungsfeldern von Regelgeraden. Wegen || X/|| = 1,(X/,¢) = 0 haben wir bereits
Standardparameter, bis auf die falsche Normierung || X;|| = v/2. Stattdessen haben
wir hier ||/|| = 1. Man erhilt Standardparameter durch Ubergang von u zu v/2u
und durch Ersetzen von X;(u) durch %Xz(ﬁu), jeweils fiir ¢ = 1, 2. Damit ergibt

sich |F| =1 sowie J =1 und |A| = 1, wobei jeweils A = —F.

Fiir das hyperbolische Paraboloid mit der Gleichung z? — y? — z = 0 setzen wir
c(u) = (u,u,0) sowie X (u) = ﬁ(l7 —1, 4u). Dann gilt fiir jeden Punkt (z,y, 2)

_ : : 2 _ 2 _ _ v
= c(u) + vX (u) die Gleichung 2° —y* —z = (z + y)(z —y) — 2 = 2u - 2 e

\/1462—12‘4_2 =0, es gilt auBerdem || X|| = 1 und (¢, X) = 0. Es liegen keine Standard-
parameter vor, aber wir kénnen die betreffenden Grofien ¢’, X/, X" dennoch wie
folgt berechnen ohne explizite Umparametrisierung: Zunchst gilt X’ = X /|| X|| =
ﬁ(—Qu,Qu, 1), wobei || X|| = 4/v/16u2 + 2. Weil die erste Komponente von
X gleich der negativen zweiten ist, gilt dies nicht nur fiir X’, sondern auch fiir
X"”. Damit wird J = Det(X, X', X"”) = 0 wegen der linearen Abhingigkeiten.
Auflerdem stehen ¢ und X senkrecht aufeinander, also F' = 0. Schlie8lich wird
¢ =¢/||X|| = 1v/16uZ +2-(1,1,0) und folglich A = Det(¢/, X, X') = —1/8u? + 1.
Man beachte, dal wegen J = 0 die sphérische Kurve X einen Teil eines Grokreises
beschreibt, auch wenn man dies nicht auf den ersten Blick sieht. Auch das hyper-
bolische Paraboloid ist eine Regelfliche auf zwei verschiedene Arten. Wir haben
hier aber die eine Gerade durch den Ursprung als Leitkurve ¢ benutzt.

Es sei u der Bogenlingenparameter der Kurve ¢. Wir berechnen f,, = D’ und
fux fo = (¢ +vD")x D. Damit folgt Det(fuu, fu, fo) = Det(D’, ', D) = Det(r'e1 +
Tel + Kk'es + keh,e1,Ter + keg) = Det(Thes — kTea, e1,ke3) = 0. Fiir v = 0 gilt
fu=¢ =eyund f, = D und folglich {f,,e2) = 0 und (f,, ea) = (Te1+kres, ea) = 0.
Also steht fiir v = 0 die Tangentialebene senkrecht auf es.

Wir beschreiben die gesuchte Profilkurve der Drehfliche durch c(y) = (z(y),v).
Die Drehachse ist dabei die (senkrechte) y-Achse. In den Formeln von 3.16 wird
jetzt r(t) = x sowie h(t) = t = y. Folglich ergibt sich fiir die Hauptkriimmungen
k1 =—a"/(z? +1)*? und Ky = L /(2’? + 1)"/2. Damit gilt —k; = ky genau dann,
wenn " = (22 + 1)% bzw. "z — 2'> = 1. Fiir die gegebene Anfangsbedingung
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16.

17.

21.

z(0) = a > 0 liefert dies die (eindeutige) Lésung z(y) = acosh (£). Damit ist die
Profilkurve die Kettenlinie (vgl. 2.3) und die Fliche das Katenoid.

Man berechnet die erste Fundamentalform als g11 = {fu, fu) = b2, g12 = (fu, fo) =
0,922 = (fv, fo) = (a+bcosu)? mit Determinante g = g11g22— g% = b*(a+bcosu)?.
Als Einheitsnormale konnen wir wiihlen v = (— cosu cosv, — cos usin v, — sinu) mit
der zweiten Fundamentalform hy11 = — (v, fu) = b, h12 = 0, haa = (a+bcosu) cosu.
Dies sind Kriimmungslinienparameter, folglich gilt fiir die Hauptkriimmungen x; =
hi1/g11 = 1/b und k2 = haa/gaa = cosu/(a + bcosu). Die mittlere Kritmmung ist
also H = (k1 +k2) = (a+2bcosu)/2b(a+bcosu). Das gesuchte Integral ist somit

2m 2m 2
/H2dA / a+chosu))2\/_ udv— 1 / (a + 2bcosu) (a+2bcosw)® ,

4b%(a + beosu a+becosu

2 27 gy w2a? w2

T /2”( a? b )d Ta /
= S cosu |du = — = =
2h o \a-+bcosu 2b Jo a+bcosu  byaZ—b2 a1 — 22

mit z = b/a, wobei 0 < z < 1. Das optimale Radienverhéltnis ist dann jenes, bei
dem die Funktion ®(z) = 2v/1 — 22 maximal wird, also insbesondere ®'(x) = 0. Es
ist aber ®(z) = (1 — 22?)/v/1 — 22, und es wird ® = 0 genau fiir 22 = 1/2, also
a = v/2b. In diesem Fall ist der minimale Wert von j H?dA gleich 272,

Falls die gegebene Fliche nur aus Nabelpunkten besteht und folglich nach 3.14
entweder in einer Sphére oder in einer Ebene enthalten ist, so gilt dies auch fiir die
Parallelfliche, und die Behauptung ist leicht zu verifizieren, weil alle Kriimmungen
konstant sind. Wir kénnen uns also auf den Fall beschrinken, dafl wir in einer
Umgebung eines Nicht-Nabelpunktes Krummungshnienparameter u1, ug haben mit

gu”L = L(gj )= mdf Wegen 8ff = du, +€3u =(1—ceri) g5 AL stimmt einerseits
die Einheitsnormale v von f mit der Einheitsnormalen von fe ubereln (verschoben
in den entsprechenden Punkt), und andererseits sind af < af linear abhéngig. Also

gilt L(E)(%) = - = n,guf = 55) gf:? = K(E)(l - z—:m)% und folglich die

()

Gleichung k; = (1 —ek;)k; ', wie in (a) behauptet.

Um (b) zu verifizieren, berechnen wir mit konstantem ¢ = ﬁ =1/(k1 + K2)

K — K(e) (6) k1k2 K1K2 (K14 K2)K1k2
 (I—er)(1— 552) (1-

)(1 - Kl’f@) R2K1

Kl+l€2

was konstant gleich 2H ist.

Die Kurve c(r) = (coshr,sinhr,0) verlduft ganz in H?2. Sie ist nach Bogenlinge
parametrisiert wegen ¢ = (sinhr, coshr,0) und folglich (¢/,c¢’); = 1. Wegen der
Rotationssymmetrie um den Punkt (1,0,0) gilt das gleiche fiir alle gedrehten Kur-
ven, die radial aus diesem Punkt herauslaufen. In Polarkoordinaten kénnen wir
also schreiben f(r,¢) = (coshr,sinhr cos g, sinhrsin¢). Fiir festes r > 0 erhalten
wir als ¢-Kurve den Kreis k(p) = (coshr,sinhr cos p,sinhrsin ), der senkrecht
auf allen diesen radialen r-Kurven steht (euklidisch gesehen sind die r-Kurven Hy-
perbeln). Mit &’ = (0, — sinh r sin ¢, sinh  cos ¢) berechnen wir die Linge L(r) des
Kreises zu L(r) = fo% sinhr dy = 2msinhr. Die erste Fundamentalform kann in
Polarkoordinaten also durch ds? = dr? + sinh?r dg? beschrieben werden. Dies
berechnet man auch leicht aus der obigen Parametrisierung mit
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23.

24.

fr = (sinhr, coshr cos ¢, coshrsin ), also (f,, fr)1 =1,
fo = (0, —sinhrsin ¢, sinhr cos @), also (f, fo)1 = 0 und (fy, fo)1 = sinh?r.
Man vergleiche die analoge Formel f(r, ¢) = (cosr,sinr cos ¢, sinr sin ) mit ds? =

dr? + sin? r dy? fiir die Einheitssphiire im IR3.

Es gilt offenbar

1 0 0
filu,v)=v(0 1 0)| 0 cosu sinu | +(au 0 0)
0 —sinu cosu

coshu sinhu 0
fo(u,v) =v(0 1 0) | sinhu coshu 0 | +(0 0 au)
0 0 1

coshu sinhu 0
f3(u,v) =v(1 0 0) | sinhu coshu 0| +(0 0 au)
1

0 0
u2 u2
=v(0 01 1+u27 e uw’ v 2
f4(u7U)—'U( ) -5 1—? —Uu +a ?+U 77u U .
U U 1

Wir erkennen die drei Typen von Drehmatrizen aus 3.42 in transponierter Form,
weil f1, fa, f3, f1 als Zeilen-Vektoren geschrieben sind.

Fiir eine Regelfldche f(u,v) = ¢(u) + vX (u) mit || X|| = 0 erhalten wir

S (dH X X ) (X (X" vy (X )
I= ( (), X)1 0 und IT = (X', ) 0

und folglich K = DetIl /Detl = (X', v)2/{c/, X)? sowie nach der gleichen Formel
wie in 3.13 2H = (0 —2(c, X)1{(X",v)1 +0) = 2(X', v)1/(c, X)1, also
H? =K.

_r
(/. X7

Zu Kapitel 4

1.

Die Geodétischen einer abwickelbaren Fléche bleiben unter der Abwicklungsabbil-
dung erhalten, weil sie nur von der ersten Fundamentalform abhingen. Somit sind
die Geodétischen einer jeden Torse stets euklidische Geraden nach dieser Abwick-
lung. Man mufl dann nur die Umkehrabbildung betrachten und die Geraden wieder
in die Fldche zuriick ,,aufwickeln®.

. Wenn man das Resultat von Aufgabe 5 verwendet, dann braucht man nur zu wissen,

daf} die Hauptnormale eines Grofikreises der negative Ortsvektor ist und somit mit
einer der Einheitsnormalen iibereinstimmt. Auflerdem gibt es durch jeden Punkt
in jeder Richtung genau einen Grofikreis.

Ohne die Verwendung von Aufgabe 5 kann man die Differentialgleichung der Geo-
détischen in 4.12 in Kugelkoordinaten wie folgt fiir einen Grofikreis (0.B.d.A. den
Aquator) verifizieren. Es ist dann f(u,v) = (cosu cos v, sinu cos v, sinv) und c(u) =
(cosu,sinu, 0), d.h. die Komponentenfunktionen der Kurve in den Bezeichnungen
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11.

12.

13.

von 4.12 sind ' = u und ©? = 0. Damit verschwinden alle @?, und von der Summe
bleibt als einziger evtl. nichtverschwindender Summand iibrig @'%!T¥,. Die Glei-
chung gilt also, falls I';3 1g't = T}, = 0 und T'11,2¢%? = T3, = 0. Dies folgt aber
direkt aus gi; = cos?v und g2 = 0. Somit verschwinden alle Ableitungen von 9ij
die in diese beiden Christoffelsymbole eingehen.

Wenn ¢ die nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve bezeichnet, dann verschwin-
det die geoditische Kriimmung x4 genau dann, wenn der Anteil des Vektors ¢”
verschwindet, der tangential an die Fldche ist, vgl. 4.37. Das ist genau dann der
Fall, wenn ¢” und die Einheitsnormale v linear abhiingig sind. ¢” zeigt aber stets
in Richtung der Hauptnormalen der Kurve.

In den Koordinaten x, y sind die Halbgeraden mit konstantem x Geodétische, weil
deren Einheitstangentialvektor ya% parallel ist:

o) _ 0 9 _ 0 1 0 2 0\
V%(ya—y) = 8—y+yva%a—y = 8—y+y(F226—z+F228—y) =0.
Die letzte Gleichung gilt dabei wegen I'}, = 0 und I'Z, = —1/y.
In gewohnlichen Polarkoordinaten x = rcosp,y = rsing wird das Bogenelement

ds? = - = (dr? +12dp?). Die Halbkreise mit konstantem r sind Geodétische,

weil analog deren Einheitstangentialvektor sin @% parallel ist:

V%(sing@%) = cosga% + sinng%% = cosgo% + singo(F%Z% + F%z%) =0.
Die letzte Gleichung gilt dabei wegen I'}, = 0 und '3, = — cos ¢/ sin . SchlieBlich
ist es so, daf} die waagerechten Translationen (z,y) — (2 4 xo,y) Isometrien sind,
da die Metrik nicht von x abhéingt. Somit sind auch alle anderen Halbkreise mit
Zentrum auf der xz-Achse Geodétische.

Wir werten einfach die Formel in 4.26 (ii) fiir A = 1/y? aus:

— 1y _ _y>#? _ 201 _ 2 1y
K——J?A(logy?) ——%W(—2logy)—y Sgy =Y (—y—Q) =-1.

Weil diese Transformationen hier als komplex-analytische Funktionen gegeben sind,
empfiehlt sich auch eine komplexe Schreibweise fiir das Bogenelement ds?. Wir
verwenden hier 2z = (x +iy)(z — iy) = 22 + 42 sowie dz = dx +idy, dz = dx — idy.
Dies impliziert dz? 4+ dy? = dzdz und somit ds? = y%dzdz. Wir setzen nun w =
(az+b)/(cz + d) mit w = £ + in und betrachten w (bzw. £ und 7) als eine neue
Parametrisierung der Poincaré-Halbebene. Zunéchst gilt w = (az+0b)(cz+d)/(cz+
d)(cz 4+ d) = (aczz + bd + adz + bcz) [(cz + d)(czZ + d), woraus n = %y
folgt wegen Im(adz + bez) = (ad — be)y. Wenn also y > 0 gilt und ad — be > 0,
dann gilt auch n > 0. Man beachte, dafl im Fall ad — bc < 0 hier die obere und die
untere Halbebene vertauscht werden. Die Transformation z — w ist also wirklich
eine Transformation der Poincaré-Halbebene in sich. Sie ist bijektiv, weil es eine
Umkehrabbildung gibt: Die Gleichung w(cz +d) = az + b kann man eindeutig nach
z auflésen. Wir berechnen nun das Bogenelement mittels der komplexen Ableitung

dv daz+b (cz+d)a—(az+bc  ad—bc
dz  dzecz+d (cz+d)? ez +d)?’

Es gilt analog
do daz+b (cz+d)a—(aZ+b)c  ad—bc

dz  dzci+d (cz + d)2 T (cz+d)?
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16.

17.

18.

20.

Damit erhalten wir

(ad — bc)? 2

_ _ _n
dwdd = dzd — deds”
waw = az Z(cz+d)2(cé+d)2 N Zy27

und fiir das Bogenelement ergibt sich jeweils der gleiche Ausdruck y%dzdf = 77—12dwdzf)7
was gerade bedeutet, dal die Transformation z — w eine Isometrie ist.

Zusatzbemerkung: Man beachte, dal man jeden Punkt z durch eine solche Trans-
formation in jeden anderen Punkt w {iberfithren kann, und dafl die Matrizen vom

Typ
a b\ [ cosp —sing
c d )  \ sing cosy

den Punkt z = w = i fixieren. Sie definieren somit (isometrische) Drehungen in
der Poincaré-Halbebene um diesen Punkt. Wenn man a, b, ¢, d jeweils mit der glei-
chen Konstanten multipliziert, dndert sich die Transformation nicht. Die Gruppe
aller hyperbolischen Bewegungen wird somit isomorph zur 3-dimensionalen Gruppe
SL(2, R).

Weil alle g;; konstant sind, verschwinden alle Christoffelsymbole und folglich auch
die linke Seite der GauB3-Gleichung. Wegen Det(h;;) = 0 ist die Gau-Gleichung in
4.15 (i) daher erfiillt. Dagegen ist die Codazzi-Mainardi-Gleichung in 4.15 (ii) nicht
erfiillt mit ¢ = j = 2 und k = 1, denn (h22)y — (h21)y, = 1 # 0. Es gibt also kein
solches Flachenstiick.

Wenn wir die Gauf3-Kriimmung K eines solchen (hypothetischen) Flidchenstiicks be-
trachten, so gilt einerseits notwendig K = Det(h;;)/Det(g;;) = tan? u, andererseits
aber ist die erste Fundamentalform in geodétischen Parallelkoordinaten gegeben,
also gilt nach 4.28 notwendig K = 1. Es gibt ein solches Fléchenstiick also nicht.

Der Rotationstorus ist eine kompakte Untermannigfaltigkeit M des IR3, vgl. das
Beispiel nach 3.1. Mit den Formeln aus Ubungsaufgabe 16 in Kapitel 3 haben wir
K = K1ko = cosu/b(a + bcosu) sowie dA = b(a + bcosu)dudv. Es ergibt sich also
das Integral

2w 27 27 /2
/ \K\dA:/ / |cosu\dudv:2ﬂ'/ |cosu|du:27r~4/ cosudu = 8.
M o Jo 0 0

Der Rotationstorus ist somit straff nach 4.47 wegen x(M) = 0. Man sieht auch
direkt, dal der positive Anteil fM+ KdA gleich 47 ist, vgl. 4.46 (ii).

Fiir k1 # 0, ko # 0 ist die Gleichung a(k1+kK2)+fr1k2 = 2aH+ K = 0 dquivalent
7u oz(ﬁl1 + %2) = —f. Nehmen wir an, es gibe einen Punkt mit x; = 0, k2 # 0,
der als Grenzwert von elliptischen Punkten auftritt. Dann liefert die Auswertung

der obigen Gleichung im Grenzwert einen Widerspruch, weil % gegen unendlich
geht. Analoges gilt, falls es einen solchen Punkt mit k1 = ko = 0 gibt, weil ;%1
und 13—2 beide das gleiche (positive) Vorzeichen haben. Daher kann eine zusam-
menhéngende kompakte Untermannigfaltigkeit keinen Punkt mit K = 0 haben. Es
gilt also iiberall K > 0. Damit ist Lemma 4.52 anwendbar, weil ja in der obigen Glei-
chung die Summe von %1 und ﬁ—12 konstant ist. Deswegen hat jede Hauptkrimmung
dort ein Maximum, wo die andere ein Minimum hat.
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22.

23.

Der entscheidende Unterschied zwischen den beiden Formeln K = —r”/r und
H = (rv/1—172)/(r?) ist, daB im ersten Fall dieser Ausdruck invariant unter
Isometrien ist, im zweiten Fall nicht. Man mufl beachten, dafl die Funktion r selbst
keine unter Isometrien invariante Bedeutung hat, wie man z.B. an den Drehflichen
konstanter Kriimmung in 3.17 sieht. Ein davon abgeleiteter Ausdruck hat dann -
zunéchst jedenfalls - auch keine invariante Bedeutung. Mit anderen Worten: Wenn
wir die gleiche erste Fundamentalform durch verschiedene Drehflichen realisie-
ren (mit verschiedenen Funktionen r(t)), dann kénnen wir verschiedene mittlere
Kriimmungen erhalten. Bei der Formel fiir die Gaufl-Kriimmung ist das anders,
weil sie nach dem Theorema Egregium 4.16 und 4.20 aus dem Kriimmungstensor
berechnet werden kann, und dieser ist invariant unter Isometrien. Dann gilt das
entsprechende zwangslédufig auch fiir den Ausdruck —r” /7.

Fiir Teil (a) folgt die Aquivalenz direkt aus der GauB-Gleichung 4.15 (i) mittels

P gij g% = 6}“. Fiir Teil (b) folgt die Aquivalenz aus 4.18 (ii) in Verbindung mit
der ,,Produktregel“ Vx (LY) = (VxL)(Y) + L(VxY).

Zu Kapitel 5

2.

Fiir beliebige Karten ¢1:U; — R* und p2: U — R' mit U; ¢ My,Us C My erhal-
ten wir eine Karte im Produkt M; x My durch das kartesische Produkt von Abbil-
dungen ¢ X @o: Uy x Uy — IR* x IR! = IR*+!. Dabei ist einfach (@1 x @2)(p1,p2) =
(p1(p1), p2(p2)) gesetzt. Die Vereinigung aller solchen U; x Us iiberdeckt ganz
My x My, alle p1 X o sind injektiv, und Kartentransformationen werden kom-
ponentenweise berechnet, etwa (1 X 1h2) 0 (01 X p2) " = (b1 0 o7 1) X (g 0 05 1).

Wir bezeichnen wie iiblich das Tangentialbiindel einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M mit TM. Fiir einen Atlas aus Karten o;: M; — IR™ gilt nicht nur
U; M; = M, sondern in gleicher Weise auch J; TM; = TM, weil jeder Tangential-
vektor in einem Punkt p zu dem T'M; gehort, dessen zugehorige Teilmenge M; den
Punkt p enthilt. Die zugehorigen assoziierten Biindelkarten ®; sind in der Auf-
gabenstellung definiert. Dabei ist offensichtlich ®;(T'M;) = ¢;(M;) x JR" offen in
IR?", und alle ®; sind mJekth Fiir eine Kartentransformation ®; o @ ! schreiben

wir i(p) = (' (p), .., 2" (p)) und ¢;(p) = (&' (p), ..., 2"(p))- Damit wird
D00 (0i(p), € (), -, E"(p (anka =] ) (i)' (), 0" ()

mit X = 3. &%) = S @|p).~l\7\/egen der Basistransformation 2|, =
. dxk am r|p gilt dann nl(p) = 3, §k%\p. Daher hingen die Grélen n',...,n
differenzierbar von &1, ..., £" ab, und wjop; ! ist ja ohnehin differenzierbar.

Im IR™ geniigt eine Karte (die identische Abbildung), und jeder Tangentialvektor X
wird mittels dieser Karte mit dem n-Tupel seiner Kom.ponenten7 also einem Vektor
des IR" identifiziert. Somit gilt TIR™ = IR"™ x IR", in Ubereinstimmung mit 1.6.

Der Tangentialraum an die Produktmannigfaltigkeit M7 x My im Punkt (p1, p2)
ist offenbar T{,, p,)(M1 x My) = T, My x Ty, Mo = T, My & T, M. Fiir gegebene
Riemannsche Metriken g1, g2 auf M7, Ms kann man eine Produktmetrik wie folgt
definieren: Jeder Tangentialvektor X an M; x My erlaubt eine eindeutige Zerlegung
X = X1+ X, mit X; € T, M;. Wir setzen dann g(X,Y) = g1(X1, Y1)+ g2(X2, Y2).
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10.

11.

12.

13.

Dies so definierte g hat dann alle Eigenschaften, die fiir eine Riemannsche Metrik

gefordert sind. In lokalen Koordinaten sei g; durch gfjl ) und g2 durch g,(j) gegeben.
Dann ergibt sich fiir die Komponenten g, von g die Gestalt der folgenden Block-

Matrix:
(1)
g, 0
(97’5) = Y 2
0 gl(cl)

Wir betrachten ein geodétisches Dreieck A mit Ecken A, B, C' und zugehorigen Au-
Benwinkeln «, 3, . Wir verschieben dann einen Tangentialvektor X der einen Seite
in einem Punkt (es spielt keine Rolle, welcher) entlang der drei Seiten. X hat also
zunéchst einen Winkel ¢ = 0 mit der ersten Seite. An jeder Ecke erhoht sich dieser
Winkel um den jeweiligen Auflenwinkel. Nach einem Umlauf (im positiven Dreh-
sinn) hat folglich der parallel verschobene Vektor Y einen Winkel ¢ = a + 3 + v
mit der Tangente X an die erste Seite. Das Vorzeichen ist dabei so, dafi man Y
um ¢ (mit Vorzeichen) drehen muf}, um diese Ausgangstangente zu erreichen. Der
Drehwinkel von dieser Tangente X nach Y ist folglich der komplementire Win-
kel 2r — o — 3 — v (mit Vorzeichen). Nach dem Theorema Elegantissimum (vgl.
4.40) gilt aber 2r —a— 3 —v = fA KdA. Der Drehwinkel der Parallelverschiebung
ist also nichts anderes als die Totalkriimmung des Dreiecks. Im euklidischen Fall
verschwinden beide Groflen, und im Fall positiver Kriitmmung ergibt sich ein posi-
tiver Drehwinkel (Drehung nach links), im Fall negativer Kriimmung ein negativer
(Drehung nach rechts).

Wegen der Rotationssymmetrie der Sphére geniigt es, den Nordpol N zu betrachten.
Zu vorgegebenem Winkel ¢ seien k1 und kg zwei Groflkreise durch N, die sich in
N unter dem Winkel ¢ schneiden. Der GroBkreis ks sei der zugehérige Aquator.
Es seien P und @ die Schnittpunkte k1 N k3 und k2 N k3, so daB ¢ gleich dem
Winkel PNQ ist. Die Parallelverschiebung lings des geoditischen Dreiecks mit
Ecken P, N, Q@ realisiert dann eine Drehung um ¢: Es sei X ein Tangentialvektor
an k1 in N, dann ist die Parallelverschiebung auch tangential an k; in P und folglich
senkrecht auf k3. Die Parallelverschiebung langs k3 nach @ steht wieder senkrecht
auf ks und ist folglich tangential an k3. Deren Parallelverschiebung langs ke nach
N hat dann mit X einen Winkel von ¢.

Unter Verwendung des Ergebnisses von Aufgabe 10 kann man auch wie folgt schlie-
Ben: Weil die Gesamtfliche der Sphére gleich 4 ist, gibt es zu jedem Wert ¢ zwi-
schen 0 und 47 ein geodétisches Dreieck, dessen Flécheninhalt gleich v ist. Nach
Aufgabe 10 ist aber 1 gleich dem Drehwinkel der Parallelverschiebung léngs des
Randes des Dreiecks.

Man kann hier unter Verwendung des Ergebnisses von Aufgabe 10 analog wie
in Aufgabe 11 schlieBen: Fiir ein kleines geodétisches Dreieck A ist die Paral-
lelverschiebung ldngs des Randes eine Drehung um den (negativen) Winkel ¢ =
S KdA = — i) A @A, was nichts anderes als der negative Flidcheninhalt von A ist.
Damit enthélt die Holonomiegruppe alle Drehungen um kleine Winkel und folglich
alle Drehungen, weil man diese zusammensetzen kann. (Tatséchlich kann die Fliche
eines geodétischen Dreiecks jeden Wert zwischen 0 und 7 annehmen, vgl. 4.41.)

Wenn wir ¢t = 20 setzen, dann gilt fiir die Komponenten z*(t) der t-Linien jeweils
i% = 1,4 = 0 fir ¢ > 1. Es folgt &' = 0 fiir alle i sowie Ifly = >, Too,j9’" =
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14.

19.

20.

L0.09%° = 0. Damit gilt &% + Z T LL‘JFk = 0 fiir alle k, also ist jede ¢-Linie eine
Geoditische.

Es sei nun eine Geodétische in M, gegeben mit Komponenten 2% (wobei t konstant
ist), dann gilt insbesondere 4% = 0. Wenn die Kurve eine Geoditische in M, ist,
dann muB gelten &* + Zi,jzl i?iifjl“;‘k = 0 fiir k > 1. Es gilt aber T';; , = f°I'; ik
und Ffj = F;"f fir alle 4,5,k > 1, weil ¢t als konstant betrachtet werden kann.
Oben haben wir schon 1“’50 = 0 gesehen, es gilt auch I'jo 0 = 0. Aber es ist I';; 0 =
—%%gij = 26t(f2glj) = —ff'g;; und somit I‘?j = —ff'g;; wegen g% =1 und
g™ = 0. Die Gleichung i* + Zi,j>0 xzle“fj = 0 fiir eine Geodatische in M ist also
zusitzlich dann und nur dann erfiillt, wenn f’ = 0 fiir den betreffenden ¢-Wert gilt,
wenn also f dort stationdr wird.

Man vergleiche dies mit dem analogen Resultat fiir Drehflichen (Beispiele nach
4.12), wo nur die g-Linien (d.h. die durch Drehung entstehenden Kreise) mit sta-
tiondrem Radius r Geodétische sind.

sowie 15. und 16. Diese Aufgaben sind gelost in B.O’NEILL, Semi-Riemannian
Geometry, und zwar am Ende von Kapitel 1 (S. 30 ff.).

Unter stillschweigender Verwendung der Konvergenz aller betrachteten Reihen gilt

(ART = (AT)* = (= A)* und folglich

(exp A)T (ZAk/k') = Z(—A)k/k! = exp(—A4).

k

Fiir das Produkt ergibt sich somit nach dem Exponentialgesetz (exp A)(exp(—A)) =
exp(A—A) = exp0 = E (vgl. Beispiel 3 nach 5.19). Dieses Exponentialgesetz selbst
verifiziert man leicht wie die Formel 1 = ™% = e®e™” mittels Taylor-Reihen.

Die  Taylor-Reihe fiir die gewdhnliche reelle Logarithmus-Funktion
log(1+z) = anl(—l)”+1m”/n fithrt auf den analogen Ansatz

log(E+B) => (~1)""'B"/n

n>1

fiir eine Matrix B derart, da E+ B orthogonal ist, d.h. (E+ B)(E + B7T) = E. Die
reelle Taylor-Reihe konvergiert fiir alle || < 1, also konvergiert die entsprechende
Reihe fiir Matrizen zumindest fiir solche B mit hinreichend kleinen Eintrégen. Es
gilt dann Det(E + B) = 1. Genau wie die Gleichung log(zy) = logx + log y verifi-
ziert man die Gleichung 0 = log((E + B)(E + BT)) = log(E + B) +log(E + BT) =
log(E+ B)+(log(E+B))T, was gerade bedeutet, daf log(E+ B) stets schiefsymme-
trisch ist. Dafl beide Abbildungen invers zueinander sind, siecht man wieder an den
Taylor-Reihen, denn es gilt exp(logy) = y und log(expz) = . Analog gilt dann
exp(log B) = B und log(exp A) = A. Das Einsetzen von Potenzreihen in andere
Potenzreihen ist ein rein formaler Vorgang und fiihrt folglich immer zum gleichen
Ergebnis, sofern nur die entsprechenden Rechengesetze gelten. Man kann aber im
einzelnen dieses Einsetzen auch konkret durchfithren und dann einen Koeffizienten-
vergleich mit vollstéandiger Induktion herstellen.
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22. Die Gleichung fiir eine Geodétische ist nach 4.12 und 5.18

B T =0 firk=1,...,n

Wegen der Diagonalgestalt der Metrik sind die einzigen nicht identisch verschwin-
denden Christoffelsymbole die folgenden:

Ui = 3(9i)i/gins Tk = —5(gi)x/grr fir i # k,
Uy = 5(gkk)/gun fiir § # K, Tf = 5(grn)i/grr fiiw i # k.

Von der Summe Z _, & I‘kj verbleiben also nur die Summanden mit i = j =
kyi=j#ki=k ;é ] j =k # 1. Die linke Seite dieser Gleichung ist daher gleich

fk-i—%( guz Z( gu 4+ ijgkkj-i- szgkk

Z;ék ];ﬁk

wobei die letzten beiden Summen untereinander gleich sind. Daher kénnen wir die
linke Seite auch wie folgt schreiben

ik 4 (g8 gn)z Z ok z(gkk _%i(msz

Gii 7k 9kk = 9kk

Die Gleichung der Geodiitischen wird also dquivalent zu

n

i‘k—}—Zi‘kz ki_%z:: 2)2(921

i=1 gkk

fir k = 1,...,n, was nach der Kettenregel grx = >.,(grx)i®" dquivalent zu der
behaupteten Gleichung ist.

Zu Kapitel 6
4. Fiir zwei gegebene Zusmmenhénge V und v gilt VyxhY — 6fX hY = f(hVXY +

X(h)Y) - f(h%XY +X(h)Y) = fh(VxY — exY). Nach dem Ergebnis von Auf-
gabe 1 ist also A(X,Y) = VxY — VY ein (1,2)-Tensorfeld.

. Wir gehen aus von der Gleichung G = Ric—2 5 ¢ fiir den Einstein-Tensor und nehmen

n > 3 an, weil sonst G = 0. Fiir gegebenes G ist dann Spur,G' = 52 ™ und somit
S = TnSpurgG Es gilt dann Ric = G + 2EnSpurgG g.

. Esist Df(T,M) eine Hyperebene in T,y M. Diese bestimmt in jedem Punkt ei-

ne bis aufs Vorzeichen eindeutige Einheitsnormale v. Lokal kénnen wir stets ei-
ne Gaufische Normalenabbildung v: M — TM als ein normales Vektorfeld an M
wihlen, global geht das, wenn M und M orientierbar sind. Mit V,V bezeichnen
wir die Riemannschen Zusammenhénge von M, M. Wie in 3.9 ist dann fiir tan-
gentiales Df(X) die Ableitung Vp¢(x)v wieder tangential, und wir kénnen eine

Weingartenabbildung erkldren durch L(Df(X)) = —ﬁDf(X)I/ sowie eine zweite
Fundamentalform durch II(X,Y) = g(L(Df(X)),Df(Y)). Die erste Fundamen-
talform stimmt ja nach Voraussetzung mit der Metrik g {iberein, d.h. I(X,Y) =
J(Df(X),Df(Y)) =g(X,Y). Fiir die beiden Riemannschen Zusammenhénge gibt
es dann die folgende Zerlegung in Tangential- und Normalanteil, in Analogie zu 4.3
im Fall M = R"*1:
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10.

14.

16.

21.

Vorx)Df(Y) = Df(VxY) +I(X,Y) v oder kurz VxY = VxY + II(X,Y) v
Wie im Beweis von 4.18 folgt dann durch Zerlegung in Tangential- und Normalanteil
VxVyZ =Vx(VyZ+ (Y, Z)v)

=VxVyZ+I(X,VyZ)v+ (%XH(Y, Z))w+ II(Y,Z)Vxv sowic
VixyiZ =VixyZ+I(X,Y],Z)v.
Falls nun V ein weiterer Tangentialvektor ist, so folgt mit (V,v) =0
JR(X,Y)Z,V)=3(VxVyZ — VyVxZ —Vixy|Z,V)
=g(VxVyZ ~VyVxZ —Vixy|Z, V) + (Y, Z2)§(Vxv, V) - (X, 2)§(Vyv,V)
=g(R(X,Y)Z,V)-L(Y,Z)[I(X,V)+ II(X, Z2)II[(Y,V),
also die behauptete Gleichung. Im Interesse einer kurzen Schreibweise haben wir
J(R(X,Y)Z,V) geschrieben statt §(R(Pf(X), Df(Y)Df(Z),Df(V)), was eigent-
lich korrekt wére (ebenso Vv statt Vyxyv). Fiir eine eingebettete Hyperfliche

M C M entfallt die Bezeichnung f ohnehin, vgl. dazu B.O’NEILL, Semi-Riemannian
Geometry, Kap. 4 (S. 97 - 102).

Falls M die Einheitssphire S3(1) mit der Standard-Metrik (., .) ist, so erhalten wir
R(X,Y)Z = Ri(X,Y)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y und

also K =1+ k162 = 14 Det(L), wenn K die innere GauB-Kriimmung der Fliche
bezeichnet sowie 1, ko die beiden Hauptkriimmungen (Eigenwerte von L).

Beispiel: Fiir den Aquator S%(1) ¢ S3(1) gilt K = 1 und x; = kg = 0, fiir den
Clifford-Torus S*(J5 5) X Sl(\[) C S3(1) gilt K =0und r1 = 1,ky = —1.

und 11. Diese Aufgaben sind gelost in B.O’NEILL, Semi-Riemannian Geometry,
Kap. 7 (S. 209 - 211).

Mit den Hauptkriimmungen x1, ..., k, und zugehorigen Hauptkriimmungsrichtun-
gen Xi,..., X, gilt Ric(X;, X;) = Z (R(X;, X)X, X;) = Z] Ky = Z#l KiK;
sowie Ric(X;, X;) = 0 fir ¢ # j, Vgl 6.16. Dies bedeutet aber daB fiir den zu-
gehorigen (1,1)-Tensor 7 mit (r(X),Y) = Ric(X,Y) gilt 7(X;) = >_,4; kirs; X; fiir
festes 4. Damit ist X; ein Eigenvektor des Ricci-Tensors zum Eigenwert > ot Wik

Die Hauptkriimmungen dieser Hyperfliche sind k1 und ko = k3 = k4 = —k1. In
einem festen Punkt kénnen wir eine orthonormierte Eigenbasis F1, Es, F3, E4 der
Weingartenabbildung wahlen, also LE; = /@1E1,LE = —k1 E; fir i = 2,3,4. Die
Schnittkriimmung in der (i,]) Ebene ist dann —x? fiir 4 = 1 und w7 fiir 4,5 > 2.
Also gilt nach Aufgabe 14 Ric(FE1, E1) = —3k?, Ric(E;, E;) = k3 fiir i = 2,3,4
sowie Ric(E;, E;) = 0 fiir ¢ # j. Der Ricci-Tensor ergibt sich in dieser Basis also als
Diagonalmatrix mit den Eintrigen —3x2, k2, k2, 5% in der Hauptdiagonalen. Man
beachte, daf} die Spur gleich null ist.

Die duflere Ableitung df eine skalaren Funktion ist von der Riemannschen Metrik
unabhéingig, es git df (X) = Vx f = X(f) fiir jeden Riemannschen Zusammenhang.
Die &uflere Ableitung dw ist durch dw(X,Y) = Vw(X,Y) — Vw(Y, X) erklart, vgl.
die Spezialfille nach 6.2. Damit ergibt sich dw(X,Y) = Vx(w(Y)) —w(VxY) —
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22.

23.

Vy(w(X)) +w(VyX) = X(w(Y)) - Y(w(X)) — w([X,Y]), und dieser letzte Aus-
druck ist von der Riemannschen Metrik unbhéngig. Daher kénnen wir die Gleichung
dw = 0 uns auch in einer Karte vorstellen (also im IR™), und dort besagt sie die
Integrabilitéitsbedingung (Symmetrie der Ableitungen) der Gleichung w = df fiir
eine skalare Funktion, vgl. die Beispiele nach 4.33.

Die Hesse-Form V?2f ist erklért durch V2f(X,Y) = VxVy f — (VxY)(f). Daraus
folgt VZf(X,Y) = V?f(Y,X) = VxVy f — (VxY)(f) = VyVx [+ (VyX)(f) =
XY[f)-Y(Xf)—[X,Y](f) = 0 nach Definition der Lie-Klammer.

Die Selbstadjungiertheit des Hesse-Tensors ist dquivalent zur Symmetrie der Hesse-
Form wegen g(Vxgradf,Y) = V2f(X,Y), und diese gilt nach Aufgabe 22. Fiir
einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor X haben wir V xgradf = AX. Es
sei ¢(t) eine Geodétische mit ¢/(0) = X, dann folgt in einem Maximum ¢(0) von f
die Bedingung (f o ¢)'(0) = 0 sowie A = g(V (g gradf, ' (0)) = V2f(<'(0), ¢ (0)) =
(foc)"(0)=Veuc = (foc)’(0) <0, analog A = (foc)’(0) > 0 in einem Minimum.

Zu Kapitel 7

1.

. Zunichst schlieBen wir aus der Gleichung i1

Es sei f:U — IR"! ein Hyperflichenstiick mit » > 3. Dann gibt es n Haupt-
kriimmungen ki, ..., K, mit Hauptkriimmungsrichtungen Xi,...,X,. Aus der
GauB-Gleichung folgt, da88 die Schnittkriimmung in der (X;, X;)-Ebene gleich K;; =
(R(Xi, X;)X;, Xi) = K;kj ist, siehe 4.21. Wenn die Schnittkriimmung aber stets
negativ sein soll, dann muf} gelten k1ks < 0,k163 < 0,...,Kn_16, < 0. Also
miissen alle x; von null verschieden sein und paarweise verschiedene Vorzeichen ha-
ben. Es gibt aber nur zwei Vorzeichen (+) und (—). Dies ist also unméglich, wenn
n > 3 ist. Insbesondere gilt das fiir den Fall konstanter negativer Schnittkriimmung.

. Zunéchst gilt (®(z), ®(z))1 = —(A — 1)% + A2[|z||? = =X2(1 — [|z]|*) +2A — 1 =

—17@“2 + 4Iimc|ﬁ92 = —1, also ist ® tatséichlich eine Abbildung in H", d.h.

D(x) = (£0,&) mit & = A —1 > 1,§ = Xz € R”,—{O + ||€]|*? = —1. Ferner
ist ® bijektiv, weil es eine Umkehrabbildung gibt: ®~1(&, &) = 5/(&) + 1) WObel

A=E& +1und x = £/ gilt. Fiir jedes £ > 1 wird A > 2 und ||5 Jrl||2 £O+1 <1.

Wir berechnen die partiellen Ableitungen

g—i = W(%i’ 41y, .. Az my, 2(1 — ||2] ) + 422, daip @, - AT a)

und Verglelchen (a‘; , 821) W mit ( ;I) , %) Das Resultat ist { df , gﬁ ) =

(I H2)4( 16$ +16$ 2+ +161’Z+ +16$n 2+4( ||1‘|| ) +16CL’Z( *HQEH ))
DN ) (0D DD ey .

= W Analog gilt (61 ) B ) =0= <azivﬁj>1 fiir ¢ # j. Daran sehen wir,

daB ® eine isometrische Abblldung ist.

(=2)(A+z) _  1—zz2—2+%
s () = ‘irags) dab
ist, also eine positive reelle Zahl fiir jedes z mit

=1

der Imaginérteil gleich m

zz < 1. Daher wird die Einheitskreisscheibe durch die Transformation

1—2z2
1+z2

Z—w =1
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in die Poincaré-Halbebene abgebildet. Diese Zuordnung ist invertierbar, weil man

fir gegebenes w die Gleichung w = i } +- eindeutig nach z = ;g
folgt dann tatsichlich auch 2z = le” . :;er) = 115$+EEZ Z; < 1, weil i(w u7)

eine negative reelle Zahl ist, wenn Im(w) > 0. Nach den obigen Ausfithrungen gilt

fiir w = z%;j die Gleichung
1—2z
Im w)=-——"F—"""-.
(w) (14+2)(1+2)
Wir rechnen nun das hyperbolische Bogenelement ds? = = T2 Z2)2 dzdZz des konfor-

men Kreisscheiben-Modells in die neue Variable w der Pomcare Halbebene um, wie

in der Losung von Ubungsaufgabe 13 in Kapitel 4. Dabei gllt (1+2)2’ analog
de (1+2)2 Der Vergleich liefert dwdw = mdzdz = (1_22)2 (Im(w))%dzdz.

Damit stimmen beide Bogenelemente iiberein:

4 1
2_ _ % - _
ds (1 — dzdz = (Im(w))zdwdw,

was gerade bedeutet, dafl die Transformation z — w eine Isometrie ist.

Nach 7.19 ist die Dimension des Raumes aller Jacobi-Felder lings c gleich 2n.
Diejenigen, die in einem festen Punkt p verschwinden, bilden einen Unterraum
der Dimension n. Eines dieser Felder ist tangential, ndmlich ¢ - T (vgl. 7.17.(ii)),
und es gibt n — 1 linear unabhéngige und zu ¢ orthogonale Jacobi-Felder, die in p
verschwinden. Die Vielfachheit ist also hochstens n — 1.

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in 7.15, also Y (0) = 0 = X (0) und
X (t) =t-W sowie p = ¢(0). Es gilt dann nach 7.15 Y (t) = D exp,, |+v (X ()). Falls
also g = c(to) konjugiert zu p ist, dann gibt es solch ein Y mit Y (¢9) = 0. Also liegt
dann X (o) im Kern von D exp, |;,v. Die Umkehrung gilt ebenso.

Es seien Y7,Ys Jacobi-Felder lings ¢ mit Y3(a) = Y2(a) und Y7(b) = Ya2(b). Dann
verschwindet Y7 — Y5 in p und in ¢. Wenn p und ¢ nicht konjugiert sind, dann ist
dies nur dann moglich, wenn Y; — Yo = 0.

Wenn man die 3-Sphire S® als {a+bi+cj+dk | a®> +b2+c2 +d?> =1} C H, also
als die Menge der Einheitsquaternionen interpretiert, dann ist der Tangentialraum
in jedem Punkt p € S3 diejenige Hyperebene, die senkrecht auf p als Ortsvektor
steht. Insbesondere ist das im Falle p = 1 die von 4, j, k aufgespannte Hyperebene,
also 7153 = {1} x {zi + yj + zk | z,y,2 € R}. Die Quaternionen-Multiplikation
mit einem festen p tiberfithrt dann 4, j, k in drei linear unabhéngige (sogar ortho-
normale) Tangentialvektoren in p, denn die Multiplikation mit p ist eine Isometrie
der Sphire. Es gilt also analog T,5% = {p} x {p(zi + yj + zk) | z,y,2 € R}. Das
heiBt nichts anderes, als daB jeder Tangentialvektor (p, X) € T,S° in einer basis-
unabhéngigen Weise eindeutig als (p, X) = (p, p(zi + yj + zk)) geschrieben werden
kann. Die Abbildung ®:7'S® — S3 x IR? mit ®(p, X) = (p,z,y,2) ist also eine
global definierte, bijektive und differenzierbare Abbildung. Ihre Umkehrabbildung
ist ebenfalls differenzierbar wegen ®~*(p, z,y, z) = (p, p(xi +yj + zk)). Damit sind
TS3 und $3 x IR3 (global) diffeomorph zueinander. Man sagt dazu auch: T'S® ist
parallelisierbar.
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Dieses Prinzip gilt viel allgemeiner, nicht nur fiir die Drehgruppe SO(3), sondern
auch fiir jede andere Liegruppe: Man wahlt eine Basis im Tangentialraum an das
Einselement der Gruppe und transportiert diese durch Links-Multiplikation mit
Gruppenelementen in die anderen Tangentialrdume. Im Falle der 3-Sphére haben
wir S3 als die Liegruppe Spin(3) = Sp(1) der Einheitsquaternionen interpretiert.

Zu Kapitel 8

4.

Nach 8.20 gilt (Il o II)(X,Y, Z,T) = 21I(X, Z)II(Y,T) — 2II(X,T)II(Y, Z). Die
GauB-Gleichung in 4.18 besagt (R(X, YT, Z) = II(Y, T)II(X, Z)-II(X,T)II(Y, Z).
Daraus folgt R = $II @ II (beachte R(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)T, Z)). Im Ricci-
Kalkiil kénnen wir das gleiche auch direkt an Ubungsaufgabe 24 in Kapitel 4 sehen:
Rijri = hirhji — hahje = 2hjpihpy-

Die drei Bivektoren By = F4y AN Es + E3 N Ey, By = E1 AN E3s + E4 AN Ey, By =
FEy N Ey+ Es N Es liegen offenbar in /\3_ Sie sind auflerdem linear unabhéngig, weil
nach 8.18 alle 4 A E; mit ¢ < j eine Basis von /\2 bilden. Ferner liegen die drei
Bivektoren B4 = El AEQ —E3 /\E4, B5 = E1 /\E3 —E4 /\E’g7 B6 = E1 /\E4 - E2 /\E3
in A2 und sind ebenso linear unabhiingig, Aus Dimensionsgriinden bilden dann
By, Bs, B3 eine Basis von /\i sowie By, Bs, Bg eine Basis von /\3

(a) Zunichst stellen wir fest, dafl ein Bivektor in einem 3-dimensionalen Raum stets
zerlegbar ist. In naheliegender Weise ist das A-Produkt auch zwischen Bivektoren
erklart sowie zwischen solchen und gewdhnlichen Vektoren. Aus Dimensionsgriinden
hat dann die Zuordnung « — x A0 mit © € T, M einen nichttrivialen Kern. Wir
konnen also eine ON-Basis e1, e, €3 wihlen mit e; A § = 0. Es folgt § = ag2e1 A
e2 + aizer A ez = e1 A (ar2ea + agses). In einem 4-dimensionalen Raum gilt fiir je
zwei Bivektoren §, 6 die Gleichung (9, #0)) - e1 A e2 Az Aeg = +0 A 6 mit einer ON-
Basis e, e2, e3, e4, wie man leicht durch Einsetzen von Bivektoren e; Ae; verifiziert.
Das Vorzeichen hingt davon ab, ob es sich um eine positiv definite oder um eine
Lorentz-Metrik handelt, vgl. 8.32 und 8.34. Falls also § zerlegbar ist, dann folgt
0 A6 =0, was dquivalent zu ({9, *d)) = 0 ist. Umgekehrt sei d ein solcher Bivektor.
Wir wollen zeigen, dafl ¢ zerlegbar ist. Zunéchst kénnen wir ¢ schreiben als § =
e1 A x + n mit einem Bivektor n in dem von eg, e3, e4 aufgespannten Unterraum.
Dieser ist zerlegbar als 7 = v A w nach der Vorbemerkung. Wegen § A 6 = 0 gilt
(e1 ANz)An=-e1 Az AvAw =0, womit diese vier Vektoren linear abhéingig sind.
Dabher liegt auch § in einem 3-dimensionalen Unterraum und ist somit zerlegbar.

(b) Falls 6 = vAz gilt und v, z die beschriebenen Eigenschaften haben, gilt (4, 0)) =
(vAz,vAZ) = (v,v){z,2) — (v,2)? = 0. Umgekehrt, falls § zerlegbar als § = a A b
und zusitzlich isotrop ist, dann gilt (a,a){(b,b) — (a,b)?> = 0, also ist die davon
aufgespannte Ebene degeneriert. Daher enthélt sie einen Nullvektor v und ferner
einen raumartigen Vektor x. Es sind dann § und vAz linear abhéngig als Bivektoren,
also ist 6 = Av A z mit einem skalaren Faktor A. Es hat aber Av die gleichen
Eigenschaften wie v. Dies macht auch klar, dal v bis auf einen Faktor eindeutig ist.

Zuniichst gilt VxVy Z = Vx(Vy Z — (Y@)Z — (Z)Y + (Y, Z)grady)
=VxVyZ = (Xe)VyZ = (Vy 2)p)X + (X, Vy Z)gradp — X(Y¢)Z
~(ve)(VxZ ~ (X9)Z - (Z)X + (X, Z)grady) — X (Z)Y
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~(2¢)(VxY = (X@)Y = (Y)X + (X,Y)gradg) +X(V, Z)gradg
+(Y, Z) (ngradgo — (X p)grady — ||gradyp|]? X + (X, gradgo)grad(p) sowie

VixyZ = VixyZ = (X.Y9)Z - (Z9)[X, Y] + (X, Y], Z)grady

Nach Schiefsymmetrisierung in X und Y erhalten wir

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (Y, Z)V xgrady — (X, Z)Vygradp

+llgrade|[* (X, 2)Y — (Y, 2)X) + (Y9)(Z)X — (X¢)(Zp)Y

Y (Zp)X ~((Vy 2)p) X =X (Z)Y +((Vx Z2)¢) Y +(X (Y, Z)~Y p(X, Z)) gradp.
Dies stimmt mit der Behauptung in 8.27 (ii) iiberein, wenn man die Gleichung
Y(Zp) — (VyZ)p = Vy(Z,gradp) — (Vy Z,gradp) = (Z,Vygrady) beachtet,
analog X (Zy) — (VxZ)p = Vx(Z,grady) — (Vx Z, grady) = (Z,V xgradyp).

Fiir die Gleichung in 8.27 (iii) haben wir die Spur der Gleichung in (ii) auszuwer-
ten. Hier ist zu beachten, daf} fiir eine ON-Basis E; gilt >, (Vg,grade, Z)(Y, E;)
= (Vygradp, Z) = V2p(Y, Z) und Y ,(E;, Z)(Vygrady, E;) = V2p(Y, Z) sowie
> i(Vegrade, E;) = Y, V2p(E;, E;) = SpurV?p = Ay. Die Spur von ||grade|[* R,
liefert den Term ||gradey]||?(n — 1)g (vgl. Beispiel (i) nach 6.12). Schlielich miissen
wir noch die Gleichung V2(e?)(Y, Z) = e?(V2p(Y, Z) + (Y¢)(Zp)) beachten. Da-
mit ergibt sich die Behauptung.

9. Wir verifizieren die behauptete Gleichung fiir die (0,4)-Tensoren R und R von g
und § = e~ ??g. Fiir die zugehorigen Weyl-Tensoren W und W gilt nach 8.24

W =R - 5 (Ric — 52550) g sowie W =R — L5 (Ric — 3:2557) o 5.
Fiir R und R gilt nach 8.27 die Beziehung (eingerahmte Formel auf Seite 242)
R = R — }|lgradg||*g e g+ (V2¢) e g + (V)2 @ g,

fiir die zugehorigen Ricci-Tensoren haben wir nach 8.27

Ric = Ric + (Ap — (n — 2)||gradep]|[?)g + (n — 2)e~?V2(e#),

wobei e "¥V2(e?) = V2p + (Vi)2. Daraus schlieft man fiir die Skalarkriimmungen
S, S mit einer ON-Basis F1,..., E, von g und E; = e F; auf die Gleichung

S = SpurRic = ¥, Ric(E;, E;) = 2 3, Ric(E;, E;)
=225 + ne?? (Ap — (n — 2)|lgradel|?) + (n — 2)e¥ A(e?),
wobei e?A(e?) = e2? Ap + e2?||grady||?.
Diese Gleichungen setzen wir nun in die obige fiir W ein und erhalten
e -~ = F o~
e2PW = e?*R — €2¢$ (Ric — mg) Oy
= R — sllgrady|[’g e g + (V?p) o g+ (Vip)* o g
b3 (Ric + (&g — (n = 2)[lgrady][2)g + (n = Ve + (n = 2)(Vi)? ) o g
+ iz (5 (8¢ — (n - 2)llgradgl?) + (n - 2) (A + llgradel?) )g o g
=R - LRiceg+ o nmmge 9+ 5llsrade|P(—1+2 - 2+ y)g ey
ety (— (=D + 5+ 252 )geg=R— L (Ric— riyg) e g = W.
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Verzeichnis mathematischer Symbole

Z, IR ganze Zahlen, reelle Zahlen

IR™ reeller Zahlenraum, auch euklidischer Raum mit fest gewahltem Ursprung
IE™ euklidischer Raum ohne gew&hlten Ursprung

S™ n-dimensionale Einheits-Sphére im IR"+!

IR} Minkowski-Raum oder Lorentz-Raum

H™ hyperbolischer Raum

C, H komplexe Zahlen, Quaternionen

(, ) euklidisches Skalarprodukt, in Kap. 5-8 auch Riemannsche Metrik

(, )1 Lorentz—Metrik im Minkowski-Raum IR}, in Kap. 5-8 auch im R}t

1, II, IIT erste, zweite, dritte Fundamentalform

9ij, hij, ei; erste, zweite, dritte Fundamentalform in lokalen Koordinaten

g% inverse Matrix zu Gij

Rk =" j P 7% Weingartenabbildung in lokalen Koordinaten

E, F,G Gaufische Symbole fiir die erste Fundamentalform E = g11, F = g12,G = gao
g Riemannsche Metrik

x Kriitmmung einer ebenen Kurve oder Raumkurve

7 Torsion einer Raumkurve

e1,...,e, Frenet-n-Bein einer Frenet—Kurve
Kly.-.,kn—1 Frenet—Kriimmungen einer Frenet—-Kurve im IR" (in Kapitel 2)
¢= % Tangentenvektor einer Kurve mit Parameter ¢

d = % Tangentenvektor einer Kurve mit Bogenléngenparameter s

U. Windungszahl einer geschlossenen ebenen Kurve ¢
K, Normalkriimmung einer Kurve in einer Fliche

kg geoditische Kriilmmung einer Kurve in einer Fléche
v Gaufische Normalenabbildung

L Weingartenabbildung

K1, ko Hauptkriimmungen eines Flichenstiicks im IR>
K1, ...k, Hauptkriitmmungen eines Hyperflichenstiicks im IR™*! (in Kapitel 3)
A Drall einer Regelfliche

dA Fliachenelement eines 2-dimensionalen Flachenstiicks
dV Volumenelement in héheren Dimensionen

H mittlere Kriimmung

K Gauf-Kriimmung

K; i-te mittlere Kriimmung (bei Hyperfldchenstiicken)
D Richtungsableitung im IR™

V kovariante Ableitung oder Riemannscher Zusammenhang
[X, Y] Lie-Klammer zweier Vektorfelder X,Y

Ffj, I';j,m Christoffelsymbole

R(X,Y)Z Kriimmungstensor

Rfjk, R;ji Kriimmungstensor in lokalen Koordinaten
Ric(X,Y) Ricci-Tensor

ric(X) Ricci-Kriimmung in Richtung X

R;; Ricci-Tensor in lokalen Koordinaten

S Skalarkriimmung

W, C' Weyl-Tensor und Schouten-Tensor

exp,, Exponentialabbildung vom Punkt p aus
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