
Kapitola 1

Tenzorový sou£in vektorových prostor·

1.1 Konstrukce tenzorového sou£inu, v¥ta o univerzalit¥

Zna£ení 1.1.1. Bu¤te V , W vektorové prostory nad stejným t¥lesem. Symbol L (V,W )

zna£í vektorový prostor v²ech lineárních zobrazení V do W .

De�nice 1.1.2. Bu¤te V vektorový prostor, M ⊂ V podmnoºina (obecn¥ i nekone£ná).

�ekneme, ºe mnoºinaM je lineárn¥ nezávislá (LN), jestliºe kaºdá její kone£ná podmnoºina

je LN.

De�nice 1.1.3. Bu¤te V vektorový prostor, M ⊂ V podmnoºina. �ekneme, ºe mnoºina

M je Hamelova báze prostoru V , jestliºe

(1) M je lineárn¥ nezávislá,

(2) V = spanM (= mnoºina v²ech kone£ných lineárních kombinací prvk· z M).

Ekvivalentn¥ bychom mohli °íci, ºe M je maximální (ve smyslu inkluze) lineárn¥

nezávislá podmnoºina ve V (rozmyslete si samostatn¥).

V¥ta 1.1.4. Kaºdá lineárn¥ nezávislá podmnoºina vektorového prostoru V je obsaºena

v n¥jaké Hamelov¥ bázi.

D·kaz. K d·kazu je pot°eba axiom výb¥ru. Pom¥rn¥ snadno lze v¥tu dokázat nap°íklad

pomocí Zornova lemmatu. To je ponecháno na £tená°i jako cvi£ení.

Poznámka 1.1.5. Ve skute£nosti je v¥ta 1.1.4 ekvivalentní s axiomem výb¥ru.

Úmluva 1.1.6. Pokud nebude °e£eno jinak, tak v této kapitole se v²echny vektorové

prostory uvaºují nad stejným, ale jinak libovolným t¥lesem F.

De�nice 1.1.7. Bu¤ M mnoºina. Ozna£me symbolem

Fun(M,F) := {f ; f : M → F}
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vektorový prostor funkcí na M s hodnotami v F. Pro funkci f ∈ Fun(M,F) ozna£me její

nosi£ symbolem

supp f := {x ∈M ; f(x) 6= 0}.

Volný vektorový prostor generovaný M je podprostor F (M) ⊂ Fun(M,F) tvo°ený

v²emi funkcemi s kone£ným nosi£em, to jest

F (M) := {f ∈ Fun(M,F); | supp f | <∞}.

Zna£ení 1.1.8. P°i stejném zna£ení jako v de�nici 1.1.7 de�nujeme funkci δx ∈ F (M)

vztahem

∀y ∈M, δx(y) :=

1 pro y = x

0 pro y 6= x
.

Poznámka 1.1.9. M je stále n¥jaká daná mnoºina. Z°ejm¥ {δx; x ∈M} je Hamelova báze

v F (M). Ur£it¥ je tato mnoºina lineárn¥ nezávislá a kaºdou funkci f ∈ F (M) m·ºeme

vyjád°it jako

f =
∑

x∈ supp f

f(x) δx . (1.1)

Tvrzení 1.1.10. Bu¤teM mnoºina, U vektorový prostor a F : M → U libovolné zobrazení.

Potom existuje práv¥ jedno lineární zobrazení F̂ ∈ L (F (M), U) takové, ºe

∀x ∈M, F̂ (δx) = F (x). (1.2)

D·kaz. Libovolnou funkci f ∈ F (M) m·ºeme jednozna£n¥ vyjád°it jako lineární kombi-

naci Hamelovy báze {δx; x ∈M} vztahem (1.1). Vzhledem k (1.2) musí být F̂ de�nováno

vztahem

∀f ∈ F (M), F̂ (f) :=
∑

x∈ supp f

f(x)F (x). (1.3)

Naopak takto de�nované zobrazení zobrazení F̂ : F (M) → U je lineární. K ov¥°ení sta£í

uváºit, ºe je-li S ⊂M kone£ná podmnoºina spl¬ující supp f ⊂ S, potom ve vztazích (1.1)

a (1.3) m·ºeme supp f nahradit v²ude mnoºinou S.

P°ipomenutí 1.1.11. Bu¤te Z vektorový prostor, Z ⊂ Z jeho podprostor. Relace

∀u, v ∈ Z, u ∼ v
DEF⇐=⇒ u− v ∈ Z,

je ekvivalence na Z. Faktorizací podle této ekvivalence dostáváme vektorový prostor Z/Z.

Jeho prvky jsou t°ídy ekvivalence, coº jsou vlastn¥ a�nní podprostory u+ Z ⊂ Z, u ∈ Z.
Faktorprostor Z/Z je také vektorovým prostorem s operacemi

λ · (u+ Z) := λu+ Z, (u+ Z) + (v + Z) := (u+ v) + Z pro v²echna λ ∈ F, u, v ∈ Z.
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Projekce

π : Z → Z/Z : u 7→ u+ Z

je lineární zobrazení, π ∈ L (Z,Z/Z).

De�nice 1.1.12. Bu¤te V , W vektorové prostory. Ozna£me Z ⊂ F (V ×W ) podprostor

generovaný v²emi funkcemi tvaru

δ(λv1+v2,w) − λδ(v1,w) − δ(v2,w), kde λ ∈ F, v1, v2 ∈ V, w ∈ W,

δ(v,λw1+w2) − λδ(v,w1) − δ(v,w2), kde λ ∈ F, v ∈ V, w1, w2 ∈ W.

Tenzorový sou£in vektorových prostor· V , W de�nujeme jako faktorprostor

V ⊗W := F (V ×W )/Z.

P°íslu²nou projekci (faktor zobrazení) ozna£íme

π : F (V ×W )→ V ⊗W.

Dále de�nujeme zobrazení

τ : V ×W → V ⊗W : (v, w) 7→ π(δ(v,w))

a pí²eme

∀v ∈ W, ∀w ∈ W, v ⊗ w := τ(v, w) = π(δ(v,w)).

�íkáme, ºe v ⊗ w je tenzorový sou£in vektor· v a w.

Tvrzení 1.1.13. Pro libovolné vektorové prostory V , W platí

(1) zobrazení τ : V ×W → V ⊗W : (v, w) 7→ v ⊗ w je bilineární,

(2) V ⊗W = span{v ⊗ w; v ∈ V, w ∈ W}.

D·kaz. (1) Aplikujeme-li projekci π (viz de�nice 1.1.12) na vektory

δ(λv1+v2,w) − λδ(v1,w) − δ(v2,w) ∈ Z, kde λ ∈ F, v1, v2 ∈ V, w ∈ W,

dostaneme rovnost

(λv1 + v2)⊗ w − λ(v1 ⊗ w)− v2 ⊗ w = 0 ∈ V ⊗W.

To dokazuje linearitu v prvním argumentu tenzorového sou£inu. Linearitu ve druhém ar-

gumentu lze ov¥°it obdobn¥.

(2) Víme, ºe

F (V ×W ) = span{δ(v,w); v ∈ V, w ∈ W}. (1.4)
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Dále víme, ºe projekce π je surjektivní. Sta£í tedy aplikovat π na ob¥ strany rovnosti

(1.4).

Poznámka 1.1.14. Z°ejm¥ platí:

jsou-li U , V , W vektorové prostory a φ̃ ∈ L (V ⊗W,U), pak zobrazení φ : V ×W → U

de�nované vztahem

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, φ(v, w) := φ̃(v ⊗ w)

je bilineární.

Následující v¥ta v podstat¥ tvrdí, ºe vztah mezi φ̃ a φ z poznámky 1.1.14 lze obrátit.

V¥ta 1.1.15 (Univerzalita tenzorového sou£inu). Bu¤te V , W vektorové prostory

a τ : V × W → V ⊗ W zobrazení tenzorového sou£inu (podle de�nice 1.1.12). Potom

ke kaºdému bilineárnímu zobrazení φ : V ×W → U do n¥jakého vektorového prostoru U

existuje práv¥ jedno lineární zobrazení φ̃ ∈ L (V ⊗W,U) takové, ºe následující diagram je

komutativní

V ×W τ //

φ

��

V ⊗W

φ̃

yy
U

Jinak °e£eno, pro v²echny vektory v ∈ V , w ∈ W platí φ(v, w) = φ̃(v ⊗ w).

D·kaz. Existence. Podle tvrzení 1.1.10 k zobrazení φ : V ×W → U existuje práv¥ jedno

lineární zobrazení φ̂ ∈ L (F (V ×W ), U) takové, ºe

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, φ̂(δ(v,w)) = φ(v, w).

Díky bilinearit¥ zobrazení φ je snadno vid¥t, ºe φ̂ nabývá hodnotu 0 na v²ech generátorech

podprostoru Z ⊂ F (V ×W ) (viz de�nice 1.1.12), tedy φ̂
∣∣
Z = 0. Proto m·ºeme de�novat

(p°ipome¬me si, ºe pro f ∈ F (V ×W ) je π(f) = f + Z ⊂ F (V ×W ))

∀f ∈ F (V ×W ), φ̃
(
π(f)

)
:= φ̂(f).

Jelikoº ob¥ zobrazení π, φ̂ jsou lineární, není t¥ºké nahlédnout, ºe i φ̃ je lineární. P°itom

je spln¥no

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, φ(v, w) = φ̂(δ(v,w)) = φ̃
(
π(δ(v,w))

)
= φ̃(v ⊗ w).

Jednozna£nost je z°ejmá, nebo´ φ̃ je lineární a je p°edepsáno na vektorech v ⊗ w, kde
v probíhá V , w probíhá W , a tyto vektory generují V ⊗W .
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1.2 D·sledky v¥ty o univerzalit¥, základní vlastnosti

D·sledek 1.2.1. Bu¤te V , W vektorové prostory. Potom existuje práv¥ jeden lineární

izomor�smus

T : V ⊗W → W ⊗ V

takový, ºe

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, T v ⊗ w = w ⊗ v. (1.5)

Máme tedy V ⊗W ' W ⊗ V (vektorové prostory jsou izomorfní).

D·kaz. Zobrazení

V ×W → W ⊗ V : (v, w) 7→ w ⊗ v

je bilineární. Podle v¥ty o universalit¥ tenzorového sou£inu (v¥ta 1.1.15) existuje práv¥

jedno T ∈ L (V ⊗W,W ⊗ V ) spl¬ující (1.5). Zam¥níme-li V a W , zjistíme, ºe existuje

práv¥ jedno S ∈ L (W ⊗ V, V ⊗W ) spl¬ující analogický vztah. Potom platí

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, ST v ⊗ w = v ⊗ w.

Z tvrzení 1.1.13 ad (2) plyne, ºe nutn¥ ST = IV⊗W (identické zobrazení). Obdobn¥

TS = IW⊗V . Zobrazení T a S jsou tedy navzájem inverzní a T je izomor�smus.

Zna£ení 1.2.2. Bu¤ V vektorový prostor. Vektorový prostor v²ech lineárních funkcionál·

na V ozna£íme

V # := L (V,F)

a nazveme ho algebraickým duálním prostorem k V .

D·sledek 1.2.3. Bu¤te V , W vektorové prostory, ϕ ∈ V #, ψ ∈ W#. Potom existuje

jednozna£n¥ ur£ený lineární funkcionál φ̃ ∈ (V ⊗W )# takový, ºe

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, φ̃(v ⊗ w) = ϕ(v)ψ(w). (1.6)

D·kaz. Zobrazení

φ : V ×W → F : (v, w) 7→ ϕ(v)ψ(w)

je bilineární. Existence a jednozna£nost lineárního funkcionálu φ̃ plyne okamºit¥ z v¥ty

1.1.15.

Poznámka 1.2.4. Stejn¥ jako v kone£norozm¥rném p°ípad¥ platí následující tvrzení, jak

si £tená° sám snadno rozmyslí.

Bu¤te V vektorový prostor, H ⊂ V Hamelova báze ve V , x ∈ H. Potom existuje práv¥
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jeden lineární funkcionál ϕx ∈ V # takový, ºe

∀y ∈ H, ϕx(y) =

1 pro y = x

0 pro y 6= x
.

V¥ta 1.2.5. Bu¤te V , W vektorové prostory, M ⊂ V , N ⊂ W lineárn¥ nezávislé podm-

noºiny. Potom podmnoºina

{v ⊗ w; v ∈M, w ∈ N} ⊂ V ⊗W

je také lineárn¥ nezávislá.

D·kaz. Vzhledem de�nici 1.1.2 z°ejm¥ sta£í dokázat, ºe pro kaºdá m,n ∈ N a lineárn¥

nezávislé podmnoºiny

{v1, v2, . . . , vm} ⊂M, {w1, w2, . . . , wn} ⊂ N

je

{vj ⊗ wk; 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n} ⊂ V ⊗W

také lineárn¥ nezávislá podmnoºina. Podle v¥ty 1.1.4 m·ºeme zvolit Hamelovy báze M̃ ve

V a Ñ ve W tak, aby M ⊂ M̃ , N ⊂ Ñ . Potom také

{v1, v2, . . . , vm} ⊂ M̃, {w1, w2, . . . , wn} ⊂ Ñ .

Jak bylo zmín¥no v poznámce 1.2.4, existují lineární funkcionály ϕj ∈ V #, 1 ≤ j ≤ m,

a ψk ∈ W#, 1 ≤ k ≤ n, takové, ºe

ϕj′(vj) = δj′,j, ψk′(wk) = δk′,k pro 1 ≤ j, j′ ≤ m, 1 ≤ k, k′ ≤ n.

Dále podle d·sledku 1.2.3 existují φ̃j,k ∈ (V ⊗W )# tak, ºe

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, φ̃j,k(v ⊗ w) = ϕj(v)ψk(w).

Nech´ nyní

m∑
j=1

n∑
k=1

αj,k vj ⊗ wk = 0 pro n¥jaké koe�cienty αj,k ∈ F.

Potom

0 = φ̃j′,k′

( m∑
j=1

n∑
k=1

αj,k vj ⊗ wk
)

=
m∑
j=1

n∑
k=1

αj,k ϕj′(vj)ψk′(wk) = αj′,k′
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pro v²echny indexy j′ = 1, 2, . . . , n, k′ = 1, 2, . . . , n.

Poznámka 1.2.6. Abychom si v dal²ím textu zjednodu²ili zápis, v²imn¥me si, ºe pro

vektorové prostory V , W lze kaºdý prvek x ∈ V ⊗W zapsat ve tvaru

x =
n∑
j=1

fj ⊗ gj pro jisté n ∈ N, fj ∈ V, gj ∈ W.

M·ºeme uvaºovat i n = 0, p°i£emº prázdnou sumu v tomto p°ípad¥ chápeme podle kon-

vence jako nulový vektor. Poznamenejme, ºe i x = 0 m·ºeme psát nap°íklad jako x = 0⊗0.

Skute£n¥, je-li 0 6= x ∈ V ⊗ W , pak podle tvrzení 1.1.13 existují n ∈ N a αj ∈ F,
vj ∈ V , wj ∈ W pro j = 1, 2, . . . , n takové, ºe

x =
n∑
j=1

αj vj ⊗ wj =
n∑
j=1

(αjvj)⊗ wj.

Sta£í tedy poloºit fj := αjvj, gj := wj. Toto vyjád°ení samoz°ejm¥ není jednozna£né.

Poznámka 1.2.7. Pro vektorový prostor V máme izomor�smy vektorových prostor·

V ' F⊗ V ' V ⊗ F.

Abychom ukázali první izomor�smus, sta£í ov¥°it, ºe lineární zobrazení

V → F⊗ V : v 7→ 1⊗ v

je vzájemn¥ jednozna£né. Skute£n¥ je prosté, nebo´ pro v 6= 0 je podle v¥ty 1.2.5 rovn¥º

1 ⊗ v 6= 0. Toto zobrazení je i surjektivní, nebo´ vzhledem k poznámce 1.2.6 lze kaºdé

x ∈ F⊗ V psát ve tvaru

x =
n∑
j=1

αj ⊗ vj =
n∑
j=1

αj 1⊗ vj = 1⊗
( n∑

j=1

αjvj

)

pro jistá n ∈ N, αj ∈ F, vj ∈ V .
Izomor�smus V ' V ⊗ F lze ov¥°it obdobn¥.

V¥ta 1.2.8. Bu¤te V , W vektorové prostory a M ⊂ V , N ⊂ W podmnoºiny. Jestliºe

V = spanM , W = spanN , pak

V ⊗W = span{v ⊗ w; v ∈M, w ∈ N}.

D·kaz. Vzhledem k p°edpokladu a tvrzení 1.1.13 dostáváme (v druhé inkluzi je vyuºita
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bilinearita)

V ⊗W = span{v ⊗ w; v ∈ V, w ∈ W} ⊃ span{v ⊗ w; v ∈M, w ∈ N}

⊃ span{v ⊗ w; v ∈ spanM, w ∈ spanN}

= span{v ⊗ w; v ∈ V, w ∈ W} = V ⊗W.

Odtud plyne dokazovaná rovnost.

V¥ta 1.2.9. Bu¤te po °ad¥M , N Hamelovy báze ve vektorových prostorech V aW . Potom

{v ⊗ w; v ∈M, w ∈ N}

je Hamelova báze ve V ⊗W .

D·kaz. V¥ta je bezprost°edním d·sledkem v¥t 1.2.5 a 1.2.8.

Z této v¥ty okamºit¥ plyne následující tvrzení.

D·sledek 1.2.10. Jsou-li V a W kone£norozm¥rné vektorové prostory, potom

dimV ⊗W = dimV · dimW.

Poznámka 1.2.11. Pro kone£norozm¥rné vektorové prostory V a W existuje �p°irozený�

izomor�smus vektorových prostor·

V # ⊗W ' L (V,W ).

Tento izomor�smu se zkonstruuje následovn¥. Uvaºme bilineární zobrazení

T : V # ×W → L (V,W ) : (ϕ,w) 7→ Tϕ,w := ϕ(·)w,

kde de�nice Tϕ,w ∈ L (V,W ) je mín¥na takto

∀v ∈ V, Tϕ,wv = ϕ(v)w.

Pro w 6= 0 je z°ejm¥ hodnost Tϕ,w rovna 1 (a Tϕ,0 = 0 pro jakékoliv ϕ). Naopak je snadno

vid¥t, ºe v²echna lineární zobrazení z L (V,W ) s hodností 1 jsou tohoto tvaru.

Podle v¥ty 1.1.15 existuje práv¥ jedno T̃ ∈ L
(
V # ⊗W,L (V,W )

)
takové, ºe

∀ϕ ∈ V #, ∀w ∈ W, T̃ (ϕ⊗ w) = ϕ(·)w.

T̃ je surjektivní, nebo´ v kone£norozm¥rném p°ípad¥ lineární zobrazení hodnosti 1 generují
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celý prostor L (V,W ). P°itom platí

dim L (V,W ) = dimV · dimW = dimV # · dimW = dimV # ⊗W,

a tedy T̃ je nutn¥ i prosté.

Argument o surjektivit¥ m·ºeme rozvést je²t¥ trochu podrobn¥ji. Zvolme bázi

{w1, . . . wn} ve W a bu¤ {w#
1 , . . . w

#
n } odpovídající báze ze sou°adnicových funkcionál· ve

W#. Pro libovolné A ∈ L (V,W ) máme

Av =
n∑
j=1

w#
j (Av)wj =

n∑
j=1

ϕj(v)wj =

( n∑
j=1

Tϕj ,wj

)
v, kde ϕj := w#

j ◦ A ∈ V #.
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Poznámka 1.2.12. Op¥t se omezíme na kone£norozm¥rné vektorové prostory V , W .

Víme, ºe V ⊗W = span{v ⊗ w; v ∈ V, w ∈ W}. Na druhé stran¥ z poznámky 1.2.11 lze

usoudit, ºe

V ⊗W 6= {v ⊗ w; v ∈ V, w ∈ W}, pokud dimV > 1 a dimW > 1.

Nap°íklad p°i izomor�smu V #⊗W ' L (V,W ) prvky tvaru ϕ⊗w v tenzorovém sou£inu

V #⊗W odpovídají lineárním zobrazením v L (V,W ), která mají hodnost 1. Tato lineární

zobrazení ov²em nevy£erpávají celý prostor L (V,W ).

V dal²ím vztahu vyuºijeme toho, ºe V lze p°irozen¥ ztotoºnit s druhým duálem (V #)#,

£ili máme k dispozici izomor�smus V ' (V #)#. Na základ¥ poznámky 1.2.11 pak dostáváme

izomor�smus

V ⊗W ' (V #)# ⊗W ' L (V #,W ).

Tento vztah v principu umoº¬uje alternativní zavedení tenzorového sou£inu V ⊗ W .

Zásadní nevýhodou takovéhoto zavedení (krom¥ toho, ºe se omezuje na kone£norozm¥rný

p°ípad) je asymetrie, s jakou vystupují prostory V a W ve výrazu L (V #,W ).

Poznámka 1.2.13. Krátce nazna£íme, jak souvisí zavedený tenzorový sou£in, op¥t v kone£norozm¥rném

p°ípad¥, s fyzikálním popisem tenzor·. Ve fyzikálním p°ístupu se tenzorem rozumí veli£ina

závisející na jistém po£tu horních a dolních index·, která má p°edepsané transforma£ní

vlastnosti p°i p°echodu od báze k bázi v daném vektorovém prostoru.

Bu¤ V vektorový prostor, dimV = n ∈ N. Vektory ve V , £i p°esn¥ji jejich sou°adnice

v dané bázi p°edstavují kontravariantní tenzory prvního °ádu. Abychom tento výrok up-

°esnili, uvaºme dv¥ báze (v1, . . . , vn) a (v′1, . . . , v
′
n) ve V , které jsou spolu svázány rovnicemi

v′k =
n∑
j=1

ajk vj, k = 1, . . . , n.

Zde A = (ajk) je matice p°echodu. Ozna£me jako Ã = (ãjk) matici inverzní k A. Jsou-li po

°ad¥ (ξj) a (ξ′ j) sou°adnice n¥jakého vektoru x ∈ V vzhledem k t¥mto dv¥ma bázím, pak

transformace mezi nimi má tvar

ξ′ j =
n∑
k=1

ãjk ξ
k.

Kontravariantní tenzory druhého °ádu odpovídají sou°adnicím vektor· z prostoru V⊗V
vzhledem k bázi {vj1 ⊗ vj2 ; 1 ≤ j1, j2 ≤ n}. Pro x ∈ V ⊗ V tedy pí²eme

x =
n∑

j1=1

n∑
j2=1

ξj1j2 vj1 ⊗ vj2
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a transforma£ní rovnice pro tenzor (ξj1j2) má tvar

ξ′ j1j2 =
n∑

k1=1

n∑
k2=1

ãj1k1 ã
j2
k2
ξk1k2 .

Tento postup lze snadno zobecnit na kontravariantní tenzory p-tého °ádu, které odpoví-

dají vektor·m, p°esn¥ji jejich sou°adnicím v odpovídající bázi, v p-násobném tenzorovém

sou£inu V ⊗ · · · ⊗ V .
Abychom získali také tenzory s dolními indexy, to jest kovariantní tenzory, do tohoto

postupu musíme zahrnout i duální prostor V #. Je-li ve V zvolena báze (v1, . . . , vn), pak ve

V # se volí duální báze (v#
1 , . . . , v

#
n ) tvo°ená sou°adnicovými funkcionály. Namísto v#

j pi²me

vj. Ozna£íme-li jako (ηj) sou°adnice vektoru y ∈ V # v bázi (v1, . . . , vn), pak transforma£ní

rovnice mají tvar

η′j =
n∑
k=1

akj ηk.

Popsaný postup lze z°ejm¥ zobecnit na tenzorové sou£iny tvaru V ⊗· · ·⊗V ⊗V #⊗· · ·⊗V #.

Dal²í podrobnosti jiº vynecháváme.

V¥tu o univerzalit¥ tenzorového sou£inu (v¥ta 1.1.15) lze s výhodou vyuºít i p°i zavedení

tenzorového sou£inu lineárních zobrazení.

De�nice 1.2.14. Bu¤te V1, V2,W1,W2 vektorové prostory,A ∈ L (V1, V2),B ∈ L (W1,W2).

Lineární zobrazení

A⊗B ∈ L (V1 ⊗W1, V2 ⊗W2) (1.7)

de�nujeme následovn¥. Zobrazení

V1 ×W1 → V2 ⊗W2 : (v, w) 7→ Av ⊗Bw

je bilineární. Podle v¥ty 1.1.15 existuje práv¥ jedno lineární zobrazení (1.7), které spl¬uje

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, (A⊗B) v ⊗ w = Av ⊗Bw.

Poznámka 1.2.15. Ov¥°ení následujících jednoduchých vlastností tenzorového sou£inu

lineárních zobrazení je p°enecháno £tená°i.

(1) Bu¤te V1, V2, V3, W1, W2, W3 vektorové prostory, A1 ∈ L (V1, V2), A2 ∈ L (V2, V3),

B1 ∈ L (W1,W2), B2 ∈ L (W2,W3). Potom

(A2 ⊗B2)(A1 ⊗B1) = A2A1 ⊗B2B1.

(2) Zobrazení

L (V1, V2)×L (W1,W2)→ L (V1 ⊗W1, V2 ⊗W2) : (A,B) 7→ A⊗B
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je bilineární.

Zna£ení 1.2.16. Bu¤te V , W vektorové prostory. Symbolem Mult(V,W ;F) ozna£íme

vektorový prostor v²ech bilineárních zobrazení V ×W → F.

V¥ta 1.2.17. Pro vektorové prostory V , W existuje �p°irozený� lineární izomor�smus

T : Mult(V,W ;F)→ (V ⊗W )#

jednozna£n¥ ur£ený vztahem

∀ω ∈ Mult(V,W ;F), ∀v ∈ V, ∀w ∈ W, Tω (v ⊗ w) = ω(v, w).

D·kaz. Kaºdé ω ∈ Mult(V,W ;F) p°edstavuje bilineární zobrazení, a proto podle v¥ty

1.1.15 existuje práv¥ jedno lineární zobrazení Tω ∈ L (V ⊗W,F) = (V ⊗W )# takové, ºe

∀v ∈ V, ∀w ∈ W, Tω (v ⊗ w) = ω(v, w).

Tím je de�nováno zobrazení T : Mult(V,W ;F) → (V ⊗W )#. Není t¥ºké vid¥t, ºe toto

zobrazení je lineární. Naopak de�nujeme zobrazení S : (V ⊗W )# → Mult(V,W ;F) takto:

∀ϕ ∈ (V ⊗W )#, ∀v ∈ V, ∀w ∈ W, Sϕ(v, w) := ϕ(v ⊗ w).

M¥jme v ∈ V , w ∈ W libovolné vektory. Pro dané ϕ ∈ (V ⊗W )# odvodíme

TSϕ (v ⊗ w) = Sϕ(v, w) = ϕ(v ⊗ w).

Vzhledem k tvrzení 1.1.13 ad (2) odtud m·ºeme usoudit, ºe

∀ϕ ∈ (V ⊗W )#, TSϕ = ϕ, tedy TS = I(V⊗W )# .

Naopak pro dané ω ∈ Mult(V,W ;F) odvodíme

STω (v, w) = Tω(v ⊗ w) = ω(v, w).

To znamená, ºe

∀ω ∈ Mult(V,W ;F), STω = ω, tedy ST = IMult(V,W ;F).

Dokázali jsme tak, ºe T a S jsou navzájem inverzní izomor�smy vektorových prostor·.

Poznámka 1.2.18. Jestliºe navíc dimV < ∞, dimW < ∞, pak z v¥ty 1.2.17 vyplývá

existence izomor�smu

V ⊗W ' Mult(V,W ;F)#.
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Tento vztah p°edstavuje dal²í mnoºnost, jak pom¥rn¥ jednodu²e zavést tenzorový sou£in

kone£norozm¥rných vektorových prostor·.

1.3 Tenzorový sou£in Hilbertových prostor·

V této podkapitole si jiº s £ist¥ algebraickým p°ístupem nevysta£íme. T¥leso F nebude

nadále libovolné, omezíme se pouze na t¥lesa R nebo C. Pro ur£itost ale budeme rovnou

p°edpokládat, ºe F = C.

V¥ta 1.3.1. Bu¤te (V, 〈·, ·〉V ), (W, 〈·, ·〉W ) vektorové prostory se skalárním sou£inem (neboli

unitární prostory). Potom na V ⊗W existuje skalární sou£in 〈·, ·〉 jednozna£n¥ ur£ený vz-

tahem

∀v1, v2 ∈ V, ∀w1, w2 ∈ W, 〈v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2〉 = 〈v1, v2〉V 〈w1, w2〉W . (1.8)

D·kaz. Jednozna£nost je z°ejmá, nebo´ skalární sou£in je p°edepsán na vektorech tvaru

v ⊗ w, kde v probíhá V , w probíhá W , a tyto vektory generují celý prostor V ⊗W .

Existence. Nejprve zavedeme hermitovskou (seskvilineární) formu s na volném vek-

torovém prostoru F (V ×W ),

s : F (V ×W )×F (V ×W )→ C,

tak, ºe ji p°edepí²eme na Hamelov¥ bázi {δ(x,y); x ∈ V, y ∈ W}:

∀x1, x2 ∈ V, ∀y1, y2 ∈ W, s(δ(x1,y1), δ(x2,y2)) := 〈x1, x2〉V 〈y1, y2〉W .

Neboli p°i podrobn¥j²ím popisu této formy máme

s
( ∑

j

αj δ(xj ,yj),
∑
k

α′k δ(x′k,y
′
k)

)
=
∑
j

∑
k

αj α
′
k 〈xj, x′k〉V 〈yj, y′k〉W ,

kde αj, α′k ∈ C jsou libovolné koe�cienty a v²echny sumy zde se vyskytující jsou kone£né.

P°ipome¬me si, ºe V ⊗W = F (V ×W )/Z, kde podprostor Z ⊂F (V ×W ) byl zaveden

v de�nici 1.1.12. Samostatným výpo£tem £tená° snadno ov¥°í, ºe

∀f ∈ F (V ×W ), ∀g ∈ Z, s(f, g) = 0 (1.9)

(odtud s(f, g) = 0, kdykoliv f ∈ Z nebo g ∈ Z). Odtud plyne, voln¥ °e£eno, ºe s

�p°eºije� faktorizaci podle podprostoru Z. Výslednou hermitovskou formu ozna£íme 〈·, ·〉.
Pro p°esnou formulaci op¥t vyuºijeme projekci

π : F (V ×W )→ V ⊗W = F (V ×W )/Z.

P°ipomeneme-li si, ºe π(f) = f+Z, a vezmeme-li v úvahu (1.9), pak se snadno p°esv¥d£íme,
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ºe následující de�nice je korektní:

∀f, g ∈ F (V ×W ), 〈π(f), π(g)〉 := s(f, g).

Vzhledem k tomu, ºe podle de�nice π(δ(v,w)) = v⊗w, je z této konstrukce p°ímo vid¥t, ºe

vztah (1.8) je spln¥n.

Zbývá ov¥°it, ºe hermitovská forma 〈·, ·〉 na V ⊗W je ve skute£nosti skalárním sou£inem.

Bu¤ x ∈ V ⊗W libovolný nenulový prvek. Chceme ukázat, ºe 〈x, x〉 > 0. Vektor x lze

zapsat ve tvaru

x =

p∑
j=1

f` ⊗ g`, kde p ∈ N a f` ∈ V, g` ∈ W pro ` = 1, 2, . . . , p

(nutn¥ existuje alespo¬ jeden index `0 takový, ºe f`0 6= 0 a g`0 6= 0). Zvolíme po °ad¥

ortonormální báze (v1, . . . , vm) a (w1, . . . , wn) v podprostorech span(f1, . . . , fp) ⊂ V

a span(g1, . . . , gp) ⊂ W . Vyjád°íme vektory f` v bázi (v1, . . . , vm) a vektory g` v bázi

(w1, . . . , wn) a x p°epí²eme ve tvaru

x =
m∑
j=1

n∑
k=1

αjk vj ⊗ wk, kde αjk ∈ C.

Podle v¥ty 1.2.5 je soubor vektor· {vj ⊗ wk; 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n} lineárn¥ nezávislý.

Protoºe x 6= 0, musí platit
m∑
j=1

n∑
k=1

|αjk| > 0.

Snadným výpo£tem s vyuºitím ortonormality bází a vlastnosti (1.8) zjistíme, ºe

〈x, x〉 =
m∑
j=1

n∑
k=1

|αjk|2 > 0.

Tím je d·kaz v¥ty úplný.

Poznámka 1.3.2. Jak se £tená° sám snadno p°esv¥d£í, tenzorový sou£in prostor· se

skalárním sou£inem V a W má následující vlastnosti.

(1) ∀v ∈ V, ∀w ∈ W, ‖v ⊗ w‖ = ‖v‖ ‖w‖.
(2) Jsou-li M ⊂ V , N ⊂ W ortonormální podmnoºiny, pak mnoºina

{v ⊗ w; v ∈M, w ∈ N}

je ortonormální v prostoru V ⊗W .

De�nice 1.3.3. Tenzorovým sou£inem Hilbertových prostor· H a K rozumíme zúpln¥ní

prostoru H⊗ K (H⊗ K je pre-Hilbert·v prostor). Toto zúpln¥ní ozna£íme H⊗̂K.
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Poznámka 1.3.4. V mnoha textech, ve kterých se pracuje s tenzorovým sou£inem Hilber-

tových prostor·, se implicitn¥ p°edpokládá zúpln¥ní a speciáln¥ se nevyzna£uje, to jest

st°í²ka nad ⊗ se nepí²e.

P°ipomenutí 1.3.5. P°ipome¬me si n¥které pojmy a vlastnosti týkající se Hilbertova

prostoru H.

(1) Podmnoºina M ⊂ H je totální, jestliºe spanM = H

(2) Podmnoºina U ⊂ H je ortonormální báze v H, práv¥ kdyº je ortonormální a totální.

V¥ta 1.3.6. Bu¤te H, K Hilbertovy prostory, M ⊂ H, N ⊂ K totální podmnoºiny. Potom

mnoºina

{x⊗ y; x ∈M, y ∈ N} (1.10)

je totální v Hilbertov¥ prostoru H⊗̂K.

D·kaz. Sta£í ukázat, ºe lineární obal mnoºiny (1.10) je hustý v H ⊗ K (nebo´

H⊗ K = H⊗̂K). Nech´ je dán vektor f ∈ H⊗ K, který zapí²eme ve tvaru

f =
n∑
j=1

xj ⊗ yj, kde n ∈ N, xj ∈ H a yj ∈ K pro j = 1, . . . , n.

Dále nech´ je dáno ε > 0. Zvolíme x̃j ∈ spanM , ỹj ∈ spanN takové, ºe

‖xj‖ ‖yj − ỹj‖ <
ε

2n
, ‖ỹj‖ ‖xj − x̃j‖ <

ε

2n
pro j = 1, . . . , n.

Potom

f̃ :=
n∑
j=1

x̃j ⊗ ỹj ∈ span{x⊗ y; x ∈M, y ∈ N}

a

‖f − f̃‖ =

∥∥∥∥ n∑
j=1

xj ⊗ (yj − ỹj) +
n∑
j=1

(xj − x̃j)⊗ ỹj
∥∥∥∥

≤
n∑
j=1

(
‖xj‖ ‖yj − ỹj‖+ ‖xj − x̃j‖ ‖ỹj‖

)
< ε.

Tím je v¥ta dokázána.

Okamºitým d·sledkem této v¥ty a poznámky 1.3.2 ad (2) je následující tvrzení.

D·sledek 1.3.7. Jsou-li po °ad¥ U a V ortonormální báze v Hilbertových prostorech H

a K, pak mnoºina {u⊗ v; u ∈ U, v ∈ V } je ortonormální báze v Hilbertov¥ prostoru H⊗̂K.
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Poznámka 1.3.8. (1) Jsou-li H, K separabilní Hilbertovy prostory, pak Hilbert·v prostor

H⊗̂K je separabilní.

(2) Jestliºe H, K jsou separabilní Hilbertovy prostory,A ∈ I2(H),B ∈ I2(K) (Hilbertovy-

Schmidtovy operátory), pak A ⊗ B ∈ I2(H ⊗ K) a ‖A ⊗ B‖2 = ‖A‖2‖B‖2 (Hilbertova-

Schmidtova norma).

Bude rozebráno na cvi£ení.

P°íklad 1.3.9. Bu¤te (M,µ), (N, ν) prostory s mírou. P°edpokládejme, ºe prostory

L2(M, dµ), L2(N, dν) jsou separabilní. Potom existuje izometrický izomor�smus

L2(M, dµ)⊗̂L2(N, dν) ' L2(M ×N, dµdν),

který je díky v¥t¥ o univerzalit¥ jednozna£n¥ ur£en p°edpisem

L2(M, dµ)⊗̂L2(N, dν) 3 (ϕ, ψ) 7→ η ∈ L2(M ×N, dµdν), kde η(x, y) := ϕ(x)ψ(y).

Snadným výpo£tem se lze p°esv¥d£it, ºe takto zadané lineární zobrazení zachovává

skalární sou£in. Jedná se tedy o izometrii a tedy také o prosté zobrazení. Zbývá ov¥°it

surjektivitu. Tu z°ejm¥ zaru£uje následující lemma.

Lemma 1.3.10. Bu¤te (M,µ), (N, ν) prostory s mírou. Nech´ {ϕj; j ∈ N} a {ψk; k ∈ N}
jsou po °ad¥ ortonormální báze v prostorech L2(M, dµ) a L2(N, dν). Potom

{ηjk; j ∈ N, k ∈ N}, kde ηjk(x, y) := ϕj(x)ψk(y), (1.11)

je ON báze v prostoru L2(M ×N, dµdν).

D·kaz. Snadným výpo£tem se ov¥°í, ºe (1.11) je ON mnoºina. Je t°eba ukázat, ºe orto-

gonální dopln¥k této mnoºiny je nulový. Nech´ ξ ∈ L2(M ×N, dµdν) spl¬uje

∀j, k ∈ N, 〈ηjk, ξ〉 =

∫
M

∫
N

ϕj(x)ψk(y) ξ(x, y) dµ(x)dν(y) = 0. (1.12)

Zvolme pevn¥, ale libovoln¥ k ∈ N a poloºme

fk(x) :=

∫
N

ψk(y) ξ(x, y) dν(y).

Pomocí Schwarzovy nerovnosti se snadno ov¥°í, ºe fk ∈ L2(M, dµ). Z p°edpokladu (1.12)

plyne

∀j ∈ N, 〈ϕj, fk〉 =

∫
N

ϕj(x) fk(x) dµ(x) = 0.

Jelikoº {ϕj} je ON báze, nutn¥ fk = 0 v prostoru L2(M, dµ), to jest fk(x) = 0 pro skoro
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v²echna (s.v.) x ∈M . Protoºe k ∈ N bylo libovolné, dostáváme

∀k ∈ N, pro s.v. x ∈M,

∫
N

ψk(y) ξ(x, y) dν(y) = 0.

Jelikoº sjednocení spo£etn¥ mnoha mnoºin míry 0 je mnoºina míry 0, platí také

pro s.v. x ∈M, ∀k ∈ N,
∫
N

ψk(y) ξ(x, y) dν(y) = 0.

Op¥t díky vlastnosti ON báze, v tomto p°ípad¥ {ψk}, dostáváme

pro s.v. x ∈M, pro s.v. y ∈ N, ξ(x, y) = 0.

Z Fubiniovy v¥ty pak plyne, ºe pro s.v. (x, y) ∈M ×N , ξ(x, y) = 0. To znamená, ºe ξ = 0

v prostoru L2(M ×N, dµdν).

V¥ta 1.3.11. Bu¤te H, K Hilbertovy prostory, A ∈ B(H), B ∈ B(K). Potom

A⊗B ∈ B(H⊗̂K),

‖A⊗B‖ = ‖A‖ ‖B‖.

D·kaz. Nejprve ukáºeme, ºe ‖A⊗B‖ ≥ ‖A‖ ‖B‖. Postupn¥ odvodíme

‖A⊗B‖ = sup
z∈H⊗̂K
z 6=0

‖(A⊗B)z‖
‖z‖

≥ sup
x∈H, y∈K
x 6=0, y 6=0

‖(A⊗B)x⊗ y‖
‖x⊗ y‖

= sup
x∈H, y∈K
x 6=0, y 6=0

‖Ax⊗By‖
‖x⊗ y‖

= sup
x∈H
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

sup
y∈K
y 6=0

‖By‖
‖y‖

= ‖A‖ ‖B‖.

Dále odhadneme

‖A⊗B‖ = ‖(A⊗ I)(I ⊗B)‖ ≤ ‖A⊗ I‖ ‖I ⊗B‖.

D·kaz bude ukon£en, jestliºe ukáºeme, ºe ‖A⊗ I‖ = ‖A‖. Jiº víme, ºe

‖A⊗ I‖ ≥ ‖A‖ ‖I‖ = ‖A‖.

Pot°ebujeme tedy dokázat opa£nou nerovnost, coº znamená dokázat, ºe

∀z ∈ H⊗̂K, ‖(A⊗ I)z‖ ≤ ‖A‖ ‖z‖.

P°itom se ale m·ºeme omezit na vektory z probíhající hustý podprostor H ⊗ K ⊂ H⊗̂K.
Nech´ z je tvaru

z =
n∑
j=1

fj ⊗ gj, kde n ∈ N, fj ∈ H, gj ∈ K. (1.13)
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V²imn¥me si, ºe bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe soubor vektor·

{g1, g2, . . . , gn} je ortonormální. Kdyby tomu tak totiº nebylo, mohli bychom v prostoru

span{g1, g2, . . . , gn} zvolit ON bázi, kaºdý vektor gj vyjád°it v této bázi a dosadit do (1.13)

a poté vyuºít bilinearity tenzorového sou£inu. P°i tomto p°edpokladu máme

∀j, k = 1, 2, . . . , n, 〈fj ⊗ gj, fk ⊗ gk〉 = ‖fj‖2 δjk.

Vypo£teme

‖z‖2 = 〈z, z〉 =
n∑
j=1

‖fj‖2

a

‖(A⊗ I)z‖2 =

∥∥∥∥ n∑
j=1

Afj ⊗ gj
∥∥∥∥2

=
n∑
j=1

‖Afj‖2 ≤
n∑
j=1

‖A‖2‖fj‖2 = ‖A‖2‖z‖2.

Tím jsme dokázali poºadovanou nerovnost.



Kapitola 2

Kompaktní operátory

2.1 Základní vlastnosti kompaktních operátor·

Úmluva 2.1.1. (1) Pro ur£itost budeme v²ude p°edpokládat, pokud nebude °e£ené jinak,

ºe Banachovy prostory X,Y, . . . nebo Hilbertovy prostory H,K, . . . jsou nad C. V¥t²ina
výsledk·, snad jen s výjimkou spektrálních vlastností, ale platí i pro reálné prostory.

(2) Mluvíme-li o konvergenci v Banachov¥ prostoru bez dal²ího p°ívlastku, myslí se tím

implicitn¥ silná konvergence, to jest konvergence vzhledem k norm¥.

Znovu uvádíme základní de�nice.

De�nice 2.1.2. Bu¤te X, Y Banachovy prostory. �íkáme, ºe lineární zobrazení

A ∈ B(X,Y) je úpln¥ (£i totáln¥) spojité, jestliºe zobrazuje slab¥ konvergentní posloup-

nosti na siln¥ konvergentní, a °íkáme, ºe je kompaktní, jestliºe zobrazuje omezené mnoºiny

na prekompaktní.

Podmnoºinu kompaktních lineárních zobrazení v B(X,Y) budeme zna£it K (X,Y),

p°ípadn¥ zkrácen¥ K (X), pokud Y = X.

Poznámka. O n¥co níºe zd·vodníme, ºe K (X,Y) ⊂ B(X,Y) je ve skute£nosti vektorový

podprostor.

Poznámka 2.1.3. (1) Vektorový sou£et kompaktních (resp. prekompaktních) mnoºin v T1

topologickém vektorovém prostoru je mnoºina kompaktní (resp. prekompaktní).

Nejprve si p°ipome¬me, ºe kaºdý topologický vektorový prostor V je regulární. Je-li

navíc T1, je i T3, a tedy i T2 neboli Hausdor�·v. Nyní je snadno vid¥t uvedené tvrzení.

(i) Nejprve p°edpokládejme, ºe K,L ⊂ V jsou kompaktní podmnoºiny. Potom

K + L ⊂ V je obrazem kompaktní mnoºiny K × L ⊂ V × V p°i spojitém zobrazení,

kterým je operace s£ítání + : V × V → V . P°itom spojitý obraz kompaktní mnoºiny je

zase kompaktní mnoºina.

(ii) Nyní p°edpokládejme, ºe M,N ⊂ V jsou prekompaktní podmnoºiny. Potom podle

bodu (i) je M + N ⊂ V kompaktní, a tedy i uzav°ená podmnoºina (nebo´ jsme v Haus-

19
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dor�ov¥ prostoru). Jist¥ M + N ⊂ M + N , a proto M +N ⊂ M + N . Tedy M +N je

uzav°ená podmnoºina kompaktní mnoºiny, a proto je sama také kompaktní.

(2) Nadále p°edpokládáme, ºe V je topologický vektorový prostor (pro ur£itost) nad

C, a nech´ λ ∈ C. Potom platí následující tvrzení.

(i) Je-li K ⊂ V kompaktní mnoºina, pak λK je kompaktní mnoºina.

(ii) Je-li M ⊂ V prekompaktní mnoºina, pak λM je prekompaktní mnoºina.

Skute£n¥, ob¥ tvrzení jsou z°ejmá pro λ = 0. Pro λ 6= 0 je zobrazení

V → V : x 7→ λx

spojité a invertovatelné a inverzní zobrazení je také spojité. �ili je to homeomor�smus

a ten zachovává v²echny topologické vlastnosti.

Poznámka 2.1.4. Bu¤te X, Y Banachovy prostory, A,B ∈ K (X,Y), λ ∈ C. Potom
A+B, λA ∈ K (X,Y). To znamená, ºe K (X,Y) je skute£n¥ vektorový prostor.

Pro ov¥°ení uvaºme S ⊂ X omezenou mnoºinu. Potom

(A+B)(S) ⊂ A(S) +B(S),

a tedy (A + B)(S) je prekompaktní mnoºina, nebo´ kaºdá podmnoºina prekompaktní

mnoºina je sama také prekompaktní. Rovn¥º (λA)(S) = λA(S) je prekompaktní mnoºina.

Zna£ení 2.1.5. Skute£nost, ºe n¥jaká posloupnost (xn) v Banachov¥ prostoru X konver-

guje slab¥ k x ∈ X, budeme £asto zapisovat takto: xn
w−→ x v X.

P°ipomenutí 2.1.6. Slab¥ konvergentní posloupnost v Banachov¥ prostoru je omezená

(d·sledek principu stejnom¥rné omezenosti). Kaºdá posloupnost v Banachov¥ prostoru

m·ºe mít nejvý²e jednu slabou limitu (d·sledek Hahnovy-Banachovy v¥ty).

V dal²ím budeme pot°ebovat následující lemma, které °íká, ºe spojité (omezené) lineární

zobrazení p°evádí slab¥ konvergentní posloupnosti na slab¥ konvergentní posloupnosti.

Lemma 2.1.7. Bu¤te X, Y Banachovy prostory, A ∈ K (X,Y), (xn) ⊂ X posloupnost,

x ∈ X. Jestliºe xn
w−→ x v X, potom Axn

w−→ Ax v Y.

D·kaz. Pro libovolné ψ ∈ Y∗ poloºme ϕ := ψ ◦ A ∈ X∗. Dostáváme

lim
n→∞

ψ(Axn) = lim
n→∞

ϕ(xn) = ϕ(x) = ψ(Ax).

To dokazuje lemma.

V¥ta 2.1.8. Bu¤te X, Y Banachovy prostory, A ∈ B(X,Y). Je-li A kompaktní, pak A je

úpln¥ spojité lineární zobrazení.
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D·kaz. D·kaz rozd¥líme na dv¥ £ásti.

(I) Bu¤ (xn) libovolná slab¥ konvergentní posloupnost v X, xn
w−→ x ∈ X. Ukáºeme, ºe

existuje posloupnost (x′n) vybraná z (xn) taková, ºeAx′n → Ax (myslí se silná konvergence).

Ze slabé konvergence plyne, ºe mnoºina {xn; n ∈ N} je omezená, a z p°edpokladu

kompaktnosti pak dále, ºe {Axn; n ∈ N} je prekompaktní mnoºina. Tudíº z posloupnosti

(Axn) lze vybrat konvergentní podposloupnost, to jest existuje posloupnost (x′n) vybraná

z (xn) taková, ºe Ax′n → y ∈ Y. Potom také Ax′n
w−→ y.

Na druhé stran¥ slabá konvergence posloupnosti (xn) implikuje Axn
w−→ Ax, a proto

také Ax′n
w−→ Ax. Po porovnání vidíme, ºe nutn¥ y = Ax. Tedy Ax′n → Ax v Y.

(II) V tomto kroku jiº dokáºeme úplnou spojitost. Bu¤ op¥t (xn) ⊂ X libovolná

posloupnost taková, ºe xn
w−→ x ∈ X. Chceme ukázat, ºe Axn → Ax v Y.

Budeme postupovat sporem. P°edpokládejme tady, ºe existuje ε > 0 s vlastností

‖Axn − Ax‖ ≥ ε pro nekone£n¥ mnoho n ∈ N.

V tom p°ípad¥ m·ºeme z (xn) vybrat posloupnost (x′n) takovou, ºe

∀n ∈ N, ‖Ax′n − Ax‖ ≥ ε. (2.1)

Ale sou£asn¥ jist¥ platí x′n
w−→ x v X. Podle £ásti (I) d·kazu z (x′n) lze vybrat podposloup-

nost (x′′n) takovou, ºe Ax′′n → Ax v Y. To je v²ak ve sporu s (2.1).
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V¥ta 2.1.9. Z kaºdé omezené posloupnosti v Hilbertov¥ prostoru (ne nutn¥ separabilním)

lze vybrat slab¥ konvergentní podposloupnost.

D·kaz. M¥jme dán Hilbert·v prostor H a v n¥m posloupnost (xn) omezenou konstantou

M ≥ 0, to jest (xn) spl¬uje

∀n ∈ N, ‖xn‖ ≤M.

Máme ukázat, ºe existuje posloupnost (yn) vybraná z (xn) a x0 ∈ H tak, ºe platí

∀z ∈ H, lim
n→∞
〈z, yn〉 = 〈z, x0〉. (2.2)

D·kaz provedeme v n¥kolika krocích.

(I) Nejprve budeme p°edpokládat, ºe H je separabilní Hilbert·v prostor (pro ur£itost

nad C). V H zvolíme ortonormální bázi {un; n ∈ N}. Tvrdíme, ºe existuje posloupnost

(yn) vybraná z (xn), která spl¬uje

∀k ∈ N, lim
n→∞
〈uk, yn〉 ∈ C existuje. (2.3)

Vybranou posloupnost (yn) nalezneme pomocí diagonálního výb¥ru. Nejprve rekurzivn¥

nalezneme posloupnost posloupností

(x(k)
n )n∈N, k = 0, 1, 2, . . . ,

takovou, ºe

(i) (x
(0)
n )n∈N je totoºná se zadanou posloupností (xn)n∈N,

(ii) pro v²echna k ≥ 0 je (x
(k+1)
n )n∈N vybraná z (x

(k)
n )n∈N,

(iii) pro v²echna k ≥ 1,

lim
n→∞
〈uj, x(k)

n 〉 ∈ C existuje pro j = 1, . . . , k.

První vybranou posloupnost (x
(1)
n ) m·ºeme nalézt, nebo´ £íselná posloupnost (〈u1, xn〉)

je omezená, |〈u1, xn〉| ≤ ‖u1‖‖xn‖ ≤ ‖u1‖M , a z omezené £íselné posloupnosti lze vºdy

vybrat konvergentní podposloupnost.

Nech´ posloupnost vektor· (x
(k)
n )n∈N spl¬ující podmínku (iii) byla jiº nalezena. Z ní vy-

branou posloupnost (x
(k+1)
n )n∈N nalezneme s odvoláním na stejný argument, a sice ºe £íselná

posloupnost (〈uk+1, x
(k)
n 〉)n∈N je omezená (obdobný odhad), a lze z ní proto vybrat konver-

gentní podposloupnost. Potom limn→∞〈uj, x(k+1)
n 〉 ∈ C existuje nejen pro j = 1, . . . , k, ale

rovn¥º pro j = k + 1.

Nakonec poloºíme

∀n ∈ N, yn := x(n)
n .

Potom posloupnost (yn) je vybraná z (xn) a spl¬uje nejen (2.3), ale díky linearit¥ i o n¥co
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obecn¥j²í podmínku

∀u ∈ span{uk; k ∈ N}, lim
n→∞
〈u, yn〉 ∈ C existuje.

(II) Tvrdíme, ºe posloupnost (yn) nalezená v £ásti (I) d·kazu spl¬uje

∀z ∈ H, (〈z, yn〉) je cauchyovská posloupnost.

M¥jme dáno z ∈ H a bu¤ ε > 0 libovolné. Zvolíme u ∈ span{uk; k ∈ N} (jedná se

o podprostor hustý v H) tak, aby

‖z − u‖ ≤ ε

4M
.

Pro m,n ∈ N odhadneme (posloupnost (yn) je samoz°ejm¥ také omezená konstantou M)

|〈z, yn〉 − 〈z, ym〉| ≤ |〈z − u, yn − ym〉|+ |〈u, yn〉 − 〈u, ym〉|

≤ ‖z − u‖(‖yn‖+ ‖ym‖) + |〈u, yn〉 − 〈u, ym〉|

≤ ε

2
+ |〈u, yn〉 − 〈u, ym〉|.

Posloupnost (〈u, yn〉) je konvergentní, a tudíº cauchyovská. Proto

∃n0 ∈ N, ∀m,n ≥ n0, |〈u, yn〉 − 〈u, ym〉| <
ε

2
.

Tyto odhady dohromady dávají

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀m,n ≥ n0, |〈z, yn〉 − 〈z, ym〉| < ε.

To znamená, ºe posloupnost (〈z, yn〉) je skute£n¥ cauchyovská.
(III) Abychom analýzu vybrané posloupnosti (yn) dokon£ili, ukáºeme, ºe slab¥ konver-

guje k n¥jakému vektoru x0 ∈ H.

Prostor C je úplný, kaºdá cauchyovská posloupnost v n¥m má limitu. Podle £ásti (II)

d·kazu m·ºeme de�novat lineární funkcionál ϕ na H vztahem

∀z ∈ H, ϕ(z) := lim
n→∞
〈yn, z〉.

P°itom pro v²echny indexy n máme |〈yn, z〉| ≤M‖z‖, a proto ∀z ∈ H, |ϕ(z)| ≤M‖z‖, £ili
funkcionál ϕ je omezený. Podle Rieszovy v¥ty o reprezentaci funkcionálu existuje práv¥

jedno x0 ∈ H takové, ºe ϕ(z) = 〈x0, z〉 pro v²echna z ∈ H. Dostáváme tak vztah (2.2).

Tím je v¥ta dokázána pro p°ípad separabilního Hilbertova prostoru.
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(IV) Nakonec ukáºeme, ºe v¥ta platí i pro obecný Hilbert·v prostor H. Poloºme

H1 := span{xn; n ∈ N} .

Potom H = H1 ⊕ H⊥1 , H1 je separabilní Hilbert·v prostor a (xn) ⊂ H1. Jak jiº bylo

dokázáno, existují posloupnost (yn) vybraná z (xn) a x0 ∈ H1 ⊂ H tak, ºe

lim
n→∞
〈z1, yn〉 = 〈z1, x0〉 pro v²echna z1 ∈ H1.

Pro libovolné z ∈ H m·ºeme psát z = z1 + z2, kde z1 ∈ H1 a z2 ∈ H⊥1 . P°itom 〈z2, yn〉 = 0

pro v²echna n, rovn¥º 〈z2, x0〉 = 0, a proto

∀z ∈ H, lim
n→∞
〈z,yn〉= lim

n→∞

(
〈z1,yn〉+ 〈z2, yn〉

)
= 〈z1, x0〉 = 〈z, x0〉.

To dokazuje, ºe posloupnost (yn) konverguje slab¥ k x0 i v obecném p°ípad¥.

V Hilbertových prostorech platí i implikace opa£ná vzhledem k implikaci z v¥ty 2.1.8.

V¥ta 2.1.10. Bu¤te H, K Hilbertovy prostory (ne nutn¥ separabilní), A ∈ B(H,K). Potom

A je kompaktní, práv¥ kdyº A je úpln¥ spojité lineární zobrazení.

D·kaz. Implikace (⇒) byla dokázána ve v¥t¥ 2.1.8 dokonce i pro p°ípad Banachových

prostor·. Dokáºeme implikaci (⇐). Bu¤te A úpln¥ spojité lineární zobrazení, S ⊂ H

libovolná omezená mnoºina. Máme ukázat, ºe A(S) je prekompaktní mnoºina.

Jelikoº jsme v metrickém prostoru, k tomu sta£í a je nutné, aby platilo, ºe z libo-

volné posloupnosti (yn) ⊂ A(S) lze vybrat konvergentní podposloupnost (limitní vektor

nemusí leºet v A(S)). K posloupnosti (yn) nalezneme posloupnost (xn) ⊂ S takovou, ºe

Axn = yn pro v²echna n. Podle v¥ty 2.1.9 z (xn) lze vybrat podposloupnost (x′n) takovou,

ºe x′n
w−→ x0 ∈ H. Z úplné spojitosti pak plyne, ºe y′n = Ax′n → Ax0 (siln¥), coº jsme m¥li

dokázat.

V¥ta 2.1.11. Bu¤te X, Y Banachovy prostory. Potom podprostor K (X,Y) ⊂ B(X,Y)

je uzav°ený.

D·kaz. Máme dokázat, ºe jestliºe libovolná posloupnost (An) ⊂ K (X,Y) konverguje

v B(X,Y), to jest An → A ∈ B(X,Y), ekvivalentn¥ limn→∞ ‖An − A‖ = 0, potom

limitní lineární zobrazení A leºí v K (X,Y).

Abychom dokázali, ºe A je kompaktní, uváºíme libovolnou posloupnost (xn) ⊂ X, která

je omezena konstantou M ≥ 0, to jest

∀n ∈ N, ‖xn‖ ≤M.

Pot°ebujeme ukázat, ºe existuje posloupnost (yn) vybraná z (xn) taková, ºe posloupnost
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(Ayn) konverguje v prostoruY. Vzhledem k úplnosti prostoruY, sta£í dokázat, ºe posloup-

nost (Ayn) je cauchyovská.

(I) Tvrdíme, ºe existuje posloupnost (yn) vybraná z (xn), která spl¬uje

∀k ∈ N, lim
n→∞

Akyn existuje v Y.

Vybranou posloupnost (yn) lze zkonstruovat pomocí diagonálního výb¥ru. Vzhledem k tomu,

ºe se nyní jedná o rutinní postup, který byl jiº demonstrován v d·kazech n¥kterých

p°ede²lých v¥t, jsou podrobnosti ponechány na £tená°i jako cvi£ení. Nap°íklad se lze in-

spirovat d·kazem v¥ty 2.1.9. Zde je jen stru£ný návod.

Rekurzivn¥ se nalezne posloupnost posloupností (x
(k)
n )n∈N, k = 0, 1, 2, . . ., taková, ºe

(x
(0)
n ) je totoºná s posloupností (xn), z kaºdé posloupnosti je vybrána ta následující tak,

aby pro v²echna k ≥ 1 platilo

lim
n→∞

Ajx
(k)
n existuje v Y pro j = 1, . . . , k.

Nap°íklad první vybranou posloupnost (x
(1)
n ) lze nalézt, nebo´ posloupnost (xn) je omezená,

A1 je kompaktní, a proto {A1xn; n ∈ N} je prekompaktní mnoºina. Obdobný argument

lze pouºít i v dal²ích krocích.

(II) Dokáºeme, ºe posloupnost (Ayn) je cauchyovská, kde (yn) je vybraná posloupnost

z kroku (I).

Bu¤ ε > 0 libovolné. Zvolíme k ∈ N tak, ºe

‖A− Ak‖ <
ε

3M
.

Posloupnost (Akyn)n∈N je konvergentní, tudíº cauchyovská, a proto

∃n0 ∈ N, ∀m,n ≥ n0, ‖Akym − Akyn‖ <
ε

3
.

Potom pro v²echna m,n ≥ n0 dostáváme

‖Aym − Ayn‖ ≤ ‖Aym − Akym‖+ ‖Akym − Akyn‖+ ‖Akyn − Ayn‖

≤ ‖A− Ak‖‖ym‖+ ‖Akym − Akyn‖+ ‖A− Ak‖‖yn‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Tím je d·kaz dokon£en.

Následují výsledky, a sice lemma 2.1.12, d·sledek 2.1.13, d·sledek 2.1.14, tvrzení 2.1.15,

v¥ta 2.1.16, tvrzení 2.1.17 a v¥ta 2.1.18, které byly jiº probrány i s d·kazy ve Funkcionální

analýze 2. Zde je op¥t p°ipomínáme, av²ak bez d·kaz·. D·kazy si ale p°ipome¬te! N¥které

jednodu²²í d·kazy byly uvedeny jako cvi£ení. Pokud zde z·staly nejasnosti, m·ºeme je
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probrat na cvi£ení letos.

Lemma 2.1.12. Bu¤te X normovaný vektorový prostor, V ⊂ X kone£norozm¥rný pod-

prostor a x ∈ X. Potom existuje v ∈ V takové, ºe

dist(x, V ) = ‖x− v‖.

D·sledek 2.1.13. Bu¤te X normovaný vektorový prostor a V ⊂ X kone£norozm¥rný

podprostor. Jestliºe V 6= X, potom existuje x ∈ X takový vektor, ºe

‖x‖ = 1 a dist(x, V ) = 1.

D·sledek 2.1.14. V kaºdém normovaném vektorovém prostoru X nekone£né dimenze

existuje spo£etná podmnoºina M , která spl¬uje

(1) ∀x ∈M , ‖x‖ = 1,

(2) ∀x, y ∈M , x 6= y =⇒ ‖x− y‖ ≥ 1.

Tvrzení 2.1.15. Jednotková koule B1 v normovaném vektorovém prostoru X je prekom-

paktní, práv¥ kdyº dimX <∞.

V¥ta 2.1.16. Bu¤te A ∈ K (X), B ∈ B(X). Potom AB,BA ∈ K (X).

V¥tu 2.1.16 m·ºeme zformulovat v algebraických pojmech. �íká nám, ºe podprostor

K (X) je ideálem (dvoustranným) v B(X).

Tvrzení 2.1.17. Jednotkový operátor I ∈ B(X) je kompaktní, práv¥ kdyº dimX <∞.

V¥ta 2.1.18. Bu¤ A ∈ K (X). Jestliºe dimX =∞, potom 0 ∈ σ(A).
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Zna£ení 2.1.19. Bu¤te X,Y Banachovy prostory,A ∈ B(X,Y). SymbolemA′ ∈ B(Y∗,X∗)

ozna£íme algebraicky sdruºený (adjungovaný) operátor, který je de�novaný

∀ψ ∈ Y∗, A′ψ := ψ ◦ A

Tvrzení 2.1.20. Bu¤te X, Y, Z Banachovy prostory. Potom platí

(1) Zobrazení B(X,Y) 3 A 7→ A′ ∈ B(Y∗,X∗) je lineární,

(2) ∀A ∈ B(X,Y), ‖A′‖ = ‖A‖,
(3) ∀A ∈ B(X,Y), ∀B ∈ B(Y,Z), (BA)′ = A′B′.

D·kaz. Body (1), (2) snadno plynou p°ímo z de�nice. D·kaz byl (2) bude proveden na

cvi£ení.

V¥ta 2.1.21. Bu¤te X, Y Banachovy prostory. Je-li A ∈ K (X,Y), potom A′ ∈ K (Y∗,X∗).

D·kaz. Ozna£me

B1 := {x ∈ X; ‖x‖ < 1}, B′1 := {ψ ∈ Y∗; ‖ψ‖ < 1}.

Chceme ukázat, ºe mnoºina A′(B′1) ⊂ X∗ je prekompaktní, coº je totéº jako totáln¥

omezená.

Poloºme

Ω := A(B1) ⊂ Y.

Podle p°edpokladu je Ω kompaktní metrický prostor (vzdálenost dvou bod· x1, x2 ∈ Ω je

rovna ‖x1 − x2‖). Dále poloºme

S := {ψ
∣∣
Ω; ψ ∈ B′1} ⊂ C(Ω).

Tedy S je podmnoºina Banachova prostoru spojitých funkcí na Ω.

(I) Tvrdíme, ºe S je totáln¥ omezená mnoºina.

Nejprve ukáºeme, ºe S je omezená mnoºina. Kaºdou funkci f ∈ S m·ºeme psát ve tvaru

f = ψ
∣∣
Ω pro jisté ψ ∈ B′1 (ψ ale nemusí být jednozna£n¥ ur£ené). M·ºeme odhadnout

normu v C(Ω),

‖f‖C(Ω) = max
x∈Ω
|f(x)| = sup

x∈A(B1)

|ψ(x)| = sup
x∈A(B1)

|ψ(x)| = sup
y∈B1

|ψ(Ay)|

≤ sup
y∈B1

‖ψ‖ ‖A‖ ‖y‖ ≤ ‖A‖.

Dále ukáºeme, ºe S je tvo°ena stejn¥ spojitými funkcemi. Op¥t f = ψ
∣∣
Ω, ψ ∈ B′1. Pro

x1, x2 ∈ Ω odhadneme

|f(x1)− f(x2)| = |ψ(x1)− ψ(x2)| = |ψ(x1 − x2)| ≤ ‖ψ‖ ‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − x2‖.
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Odhad nezávisí na f a odtud plyne tvrzení. Pomocí limitního p°echodu je okamºit¥ vid¥t,

ºe rovn¥º mnoºina S ⊂ C(Ω) je omezená a tvo°ena stejn¥ spojitými funkcemi.

Nyní se m·ºeme odvolat na v¥tu Arzelà�Ascoli, podle které je S kompaktní mnoºina,

a proto S je prekompaktní, a tudíº totáln¥ omezená mnoºina.

(II) Tvrdíme, ºe mnoºiny S a A′(B′1) uvaºované jako metrické prostory jsou izometrické.

Nejprve dokáºeme rovnost

‖f1 − f2‖C(Ω) = ‖A′ψ1 − A′ψ2‖, kde fj = ψj
∣∣
Ω, ψj ∈ B

′
1 pro j = 1, 2. (2.4)

Skute£n¥, postupn¥ upravíme

‖f1 − f2‖C(Ω) = max
x∈Ω
|f1(x)− f2(x)| = sup

x∈A(B1)

|ψ1(x)− ψ2(x)|

= sup
y∈B1

|ψ1(Ay)− ψ2(Ay)| = sup
y∈B1

|A′(ψ1 − ψ2)(y)|

= ‖A′(ψ1 − ψ2)‖ = ‖A′ψ1 − A′ψ2‖.

Nyní m·ºeme de�novat zobrazení

Φ: S → A′(B′1) : f 7→ A′ψ, kde f = ψ
∣∣
Ω, ψ ∈ B

′
1.

De�nice je korektní: jestliºe f = ψ1

∣∣
Ω = ψ2

∣∣
Ω, potom z (2.4) dostáváme A′ψ1 = A′ψ2.

Dále z (2.4) plyne, ºe zobrazení Φ je izometrické (zachovává metriku), a tudíº je i prosté.

Φ je z°ejm¥ také surjektivní, nebo´

Φ(S) = {A′ψ; ψ ∈ B′1} = A′(B′1).

(III) Nyní je snadné zd·vodnit, ºe metrický prostor A′(B′1) je totáln¥ omezený, a tedy

prekompaktní. Totální omezenost je metrická vlastnost (je vyjád°ena pomocí metriky),

a proto je invariantní vzhledem k izometrickým zobrazením. Prostor S je prekompaktní,

a tudíº totáln¥ omezený, a proto i prostor A′(B′1) je totáln¥ omezený.

Nyní jsme schopni dokázat n¥které základní spektrální vlastnosti kompaktních operá-

tor·. Nejd°íve jeden pomocný výsledek.

Lemma 2.1.22. Bu¤te X normovaný vektorový prostor a (xn)n∈N posloupnost v X taková,

ºe mnoºina {xn; n ∈ N} je lineárn¥ nezávislá. Poloºme Vn := span{x1, x2, . . . , xn} pro

n ∈ N. Potom v X existuje posloupnost (yn)n∈N s vlastnostmi

(1) ∀n ∈ N, ‖yn‖ = 1,

(2) ∀n ∈ N, Vn = span{y1, y2, . . . , yn},
(3) ∀n ∈ N, n ≥ 2, dist(yn, Vn−1) = 1.
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D·kaz. Posloupnost (yn)n∈N nalezneme rekurzivn¥. V prvním kroku poloºíme

y1 :=
1

‖x1‖
x1.

V n-tém kroku, n ≥ 2, pouºijeme d·sledek 2.1.13 pro X = Vn, V = Vn−1. Z tohoto

d·sledku plyne, ºe existuje vektor yn ∈ Vn s vlastnostmi (1) a (3). Navíc

dim(Vn−1 + Cyn) = n = dimVn,

a proto Vn−1+Cyn = Vn. Odtud jiº snadno pomocí matematické indukce plyne, ºe posloup-

nost (yn)n∈N spl¬uje i (2).

V¥ta 2.1.23. Bu¤ A ∈ K (X), kde X je Banach·v prostor. Potom platí

(1) pro v²echna λ ∈ σ(A) \ {0} je dim Ker(A− λI) <∞,

(2) pro v²echna δ > 0 je mnoºina {λ ∈ σp(A); |λ| ≥ δ} kone£ná.

D·kaz. (1) Ozna£me

B′1 := B1 ∩Ker(A− λI),

tedy B′1 je jednotková koule ve vlastním podprostoru operátoru A p°íslu²ném vlastnímu

£íslu λ. Ukáºeme, ºe B′1 je prekompaktní mnoºina. Ekvivalentní tvrzení je, ºe z libovolné

posloupnosti (xn) v B′1 lze vybrat konvergentní podposloupnost.

Protoºe A je kompaktní, A(B1) je prekompaktní mnoºina, a proto z posloupnosti (Axn)

lze vybrat konvergentní podposloupnost. Existuje tedy posloupnost (x′n) vybraná z (xn)

taková, ºe Ax′n → y ∈ X. Protoºe Ax′n = λx′n pro v²echna n, dostáváme x′n → (1/λ)y v X.

Tím jsme ukázali, ºe jednotková koule B′1 je prekompaktní, a odtud plyne, ºe vlastní

podprostor Ker(A− λI) má kone£nou dimenzi (viz tvrzení 2.1.15).

(2) Pro spor p°edpokládejme, ºe existují δ > 0 a spo£etn¥ mnoho navzájem r·zných

vlastních hodnot λn, n ∈ N, operátoru A takových, ºe |λn| ≥ δ pro v²echna n. Ke kaºdému

vlastnímu £íslu λn zvolíme vlastní vektor xn 6= 0,Axn = λnxn. Potom mnoºina {xn; n ∈ N}
je lineárn¥ nezávislá (zd·vodn¥te samostatn¥ tento známý fakt z lineární algebry!). Podle

lemmatu 2.1.22 v X existuje posloupnost (yn)n∈N s vlastnostmi

(i) ∀n ∈ N, ‖yn‖ = 1,

(ii) ∀n ∈ N, span{x1, x2, . . . , xn} = span{y1, y2, . . . , yn},
(iii) ∀n ∈ N, n ≥ 2, dist(yn, span{y1, y2, . . . , yn−1}) = 1.

Podle p°edpokladu máme

∀n ∈ N,
∥∥∥∥ 1

λn
yn

∥∥∥∥ ≤ 1

δ
.

a tedy mnoºina

M :=

{
1

λn
yn; n ∈ N

}
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je omezená. A je kompaktní, a proto mnoºina

A(M) =

{
1

λn
Ayn; n ∈ N

}
je prekompaktní.

Na druhé stran¥ tvrdíme, ºe platí

∀m,n ∈ N, m 6= n =⇒
∥∥∥∥ 1

λn
Ayn −

1

λm
Aym

∥∥∥∥ ≥ 1. (2.5)

Z nerovnosti (2.5) naopak plyne, ºe mnoºina A(M) nem·ºe být prekompaktní (zd·vod-

n¥te!), coº znamená spor.

Abychom dokázali (2.5), pro dané n ∈ N vyjád°íme

yn = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn

a upravíme

1

λn
Ayn− yn = α1

(
λ1

λn
− 1

)
x1 + · · ·+ αn−1

(
λn−1

λn
− 1

)
xn−1 + 0 · xn ∈ span{y1, . . . , yn−1}.

M·ºeme tedy pro kaºdý index n psát

1

λn
Ayn = yn + zn, kde zn ∈ span{y1, . . . , yn−1}

(pro n = 1 pokládáme z1 = 0). Pro dva r·zné indexy m,n ∈ N pro ur£itost p°edpoklá-

dejme, ºe n > m. Dostáváme odhad∥∥∥∥ 1

λn
Ayn −

1

λm
Aym

∥∥∥∥ = ‖yn + zn − ym − zm‖ ≥ dist(yn, span{y1, . . . , yn−1}) = 1,

nebo´ zn − ym − zm ∈ span{y1, . . . , yn−1}.

Poznámka 2.1.24. V¥ta 2.1.23 nám °íká a vyplývá z ní následující. Zna£ení a p°edpoklady

z·stávají stejné jako ve v¥t¥.

(1) V²echna nenulová vlastní £ísla operátoru A mají kone£nou (geometrickou) násob-

nost.

(2) Jediným hromadným bodem bodového spektra σp(A) m·ºe (ale nemusí) být 0.

(3) Mnoºina σp(A) \ {0} (a tedy i σp(A)) je nejvý²e spo£etná.

Tvrzení (1), (2) vyplývají okamºit¥ z v¥ty 2.1.23. K tvrzení (3) sta£í poznamenat, ºe

C \ {0} =
∞⋃
n=1

(
C \B

(
0,

1

n

))
,
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p°i£emº mnoºina
(
C \B(0, 1/n)

)
∩ σp(A) je kone£ná pro kaºdé n ∈ N.

Následující tvrzení jiº známe. P°ipome¬te si d·kaz!

Tvrzení 2.1.25. Bu¤te X, Y Banachovy prostory. Je-li A ∈ B(X,Y) kone£norozm¥rné

lineární zobrazení (to jest hodnost lineárního zobrazení A je kone£ná), potom A ∈ K (X,Y).

Tvrzení 2.1.26. Bu¤te X, Y Banachovy prostory. Je-li A ∈ K (X,Y), potom RanA je

separabilní.

D·kaz. Zapi²me

RanA =
∞⋃
n=1

A(BX
n )

(kde BX
r = BX(0, r) je koule v prostoru X). P°itom pro kaºdé n ∈ N je mnoºina

A(BX
n ) ⊂ Y prekompaktní, a tudíº totáln¥ omezená a separabilní (totáln¥ omezený

metrický prostor je vºdy separabilní). Spo£etné sjednocení je pak také separabilní.

Poznámka 2.1.27. Bu¤te X, Y Banachovy prostory, A ∈ B(X,Y). Potom Ran(A) má

kone£nou dimenzi, práv¥ kdyº bu¤ A = 0 nebo pro jisté n ∈ N lze A zapsat ve tvaru

A =
n∑
j=1

ϕj(·) yj, (2.6)

kde ϕj ∈ X∗, yj ∈ Y pro j = 1, . . . , n. Zde te£ka nazna£uje místo ve výrazu, kam se

dosazuje prom¥nná, to jest pro x ∈ X, Ax =
∑n

j=1 ϕj(x) yj.

V p°ípad¥ Hilbertových prostor· H, K namísto Banachových prostor· X, Y a pro

A ∈ B(H,K) lze vyuºít Rieszovu v¥tu o reprezentaci funkcionálu. Místo (2.6) pak m·ºeme

A zapsat ve tvaru

A =
n∑
j=1

〈xj, · 〉 yj,

kde xj ∈ H, yj ∈ K pro j = 1, . . . , n.

P°i této p°íleºitosti si pov²imn¥me, ºe pokud navíc K = H, to jest A ∈ B(H), potom

A∗ =
n∑
j=1

〈yj, · 〉xj.

Tedy hermitovsky sdruºený operátor ke kone£norozm¥rnému operátoru je také kone£norozm¥rný.

Podrobnosti budou probrány na cvi£ení.
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V¥ta 2.1.28. V Hilbertov¥ prostoru (ne nutn¥ separabilním) kone£norozm¥rné operátory

tvo°í hustý podprostor v prostoru kompaktních operátor· (vzhledem k operátorové norm¥).

D·kaz. Bu¤ A libovolný kompaktní operátor na Hilbertov¥ prostoru H. Chceme ukázat, ºe

A lze libovoln¥ p°esn¥ aproximovat kone£norozm¥rnými operátory ve smyslu operátorové

normy. Pokud dim Ran < ∞, je jiº operátor A sám kone£norozm¥rný. Uvaºujme tedy

p°ípad, kdy dim Ran =∞. Víme ale, ºe RanA ⊂ H je separabilní podprostor.

Zvolme ortonormální bázi {un; n ∈ N} v RanA a ozna£me jako Pn ortogonální projekci

v H na span{u1, . . . , un}, n ∈ N. Protoºe PnA je kone£norozm¥rný operátor, sta£í dokázat,

ºe limn→∞ ‖A− PnA‖ = 0. Jist¥ platí

∀z ∈ RanA, ‖(I − Pn)z‖2 =
∞∑

k=n+1

|〈uk, z〉|2 → 0 pro n→∞.

Dále je z°ejmé, ºe PnPn+1 = Pn+1Pn = Pn, a tedy (I − Pn+1)(I − Pn) = I − Pn+1.

Vezmeme v úvahu také fakt, ºe v²echny nenulové ortogonální projekce mají normu rovnou

1. Dostáváme nerovnost

‖A− Pn+1A‖ = ‖(I − Pn+1)A‖ = ‖(I − Pn+1)(I − Pn)A‖ ≤ ‖I − Pn+1‖ ‖(I − Pn)A‖

= ‖A− PnA‖.

Díky monotonii tak existuje

lim
n→∞

‖A− PnA‖ = ε ≥ 0.

Ukáºeme, ºe ε = 0.

Pro spor p°edpokládejme, ºe ε > 0. Potom pro kaºdé n ∈ N m·ºeme zvolit

xn ∈ H tak, ºe ‖xn‖ = 1 a ‖(I − Pn)Axn‖ >
ε

2
.

Protoºe A je kompaktní, existuje vybraná posloupnost (xnk
)k∈N, pro kterou existuje

lim
k→∞

Axnk
= y ∈ RanA .

Potom pro kaºdé k ∈ N máme odhad

ε

2
< ‖(I−Pnk

)Axnk
‖ ≤ ‖(I−Pnk

)(Axnk
−y)‖+‖(I−Pnk

)y‖ ≤ ‖Axnk
−y‖+‖(I−Pnk

)y‖.

P°itom pravá strana v této nerovnosti konverguje k 0 pro k → ∞, coº je zjevn¥ ve sporu

s levou stranou.

Poznámka 2.1.29. V Banachových prostorech vlastnost z v¥ty 2.1.28 obecn¥ být spln¥na

nemusí. Pokud spln¥na je, tak se n¥kdy °íká, ºe p°íslu²ný Banach·v prostor má vlastnost



KAPITOLA 2. KOMPAKTNÍ OPERÁTORY 33

aproximace (Approximation Property).

Poznámka 2.1.30. Bu¤ A omezený operátor na Hilbertov¥ prostoru H. Vyjasn¥me vztah

mezi hermitovsky sdruºeným operátorem A∗ ∈ B(H) a algebraicky sdruºeným operátorem

A′ ∈ B(H∗). Pro kaºdé x ∈ H ozna£me symbolem x̂ ∈ H∗ lineární funkcionál de�novaný

vztahem

∀y ∈ H, x̂(y) := 〈x, y〉.

Dále zavedeme zobrazení

U : H→ H∗ : x 7→ x̂.

Podle Rieszovy v¥ty o reprezentaci funkcionálu je zobrazení U anti-lineární izometrická

bijekce.

Tvrdíme, ºe platí

U−1A′ U = A∗. (2.7)

Ov¥°ení je p°ímo£aré. Rovnici (2.7) lze ekvivalentn¥ p°epsat

∀x, y ∈ H, 〈U−1A′ Ux, y〉 = 〈x,Ay〉.

P°itom pro libovolné ϕ ∈ H∗ a y ∈ H platí 〈U−1ϕ, y〉 = ϕ(y). Postupn¥ upravíme

〈U−1A′ Ux, y〉 = (A′ Ux)(y) = Ux(Ay) = x̂(Ay) = 〈x,Ay〉.

Poznamenejme je²t¥, ºe pro Hilbertovy prostory ze vztahu (2.7) op¥t plyne rovnost

‖A′‖ = ‖A∗‖ = ‖A‖. Obecn¥ji rovnost ‖A′‖ = ‖A‖ byla na cvi£ení dokázána i pro Bana-

chovy prostory.

Následující v¥tu m·ºeme dokázat dv¥ma r·znými zp·soby.

V¥ta 2.1.31. Bu¤ H Hilbert·v prostor. Je-li A ∈ K (H), potom rovn¥º A∗ ∈ K (H).

D·kaz £. 1. Z v¥ty 2.1.21 víme, ºe A′ ∈ B(H∗) je kompaktní. P°itom zobrazení U a U−1

zobrazují (jako kaºdá izometrická zobrazení) omezené mnoºiny na omezené a totáln¥

omezené na totáln¥ omezené. P°itom v úplném metrickém prostoru H je podmnoºina

prekompaktní, práv¥ kdyº je totáln¥ omezená. Z rovnosti (2.7) pak snadno plyne, ºe

operátor A∗ je také kompaktní. Dopln¥ní podrobností je ponecháno na £tená°i.

D·kaz £. 2. Podle v¥ty 2.1.28 existuje posloupnost (An) kone£norozm¥rných operátor· na

H, pro kterou limn→∞ ‖A−An‖ = 0. Potom pro kaºdé n ∈ N je rovn¥º A∗n kone£norozm¥rný

operátor, a tedy A∗n ∈ K (H). P°itom

lim
n→∞

‖A∗ − A∗n‖ = lim
n→∞

‖A− An‖ = 0.

Podle v¥ty 2.1.11 je A∗ ∈ K (H).
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V¥ta 2.1.32. Bu¤ X Banach·v prostor. Potom pro v²echny operátory A ∈ K (X) a pro

kaºdé λ ∈ C, λ 6= 0, je Ran(A− λI) uzav°ený podprostor v X.

Nejprve jeden pomocný výsledek.

Lemma 2.1.33. Bu¤te X Banach·v prostor, B ∈ B(X), y ∈ RanB. Nech´ y 6= 0. Potom

existuje x ∈ X tak, ºe

(1) y = Bx,

(2) ‖x‖ < 2 dist(x,KerB).

D·kaz. Zvolme z ∈ X, y = Bz. Nutn¥ z /∈ KerB. KerB je uzav°ený podprostor, a proto

dist(z,KerB) > 0. Existuje v ∈ KerB takové, ºe

‖z − v‖ < 2 dist(z,KerB) = 2 dist(z − v,KerB).

Vektor x := z − v má ob¥ poºadované vlastnosti.

D·kaz v¥ty 2.1.32. Pro λ 6= 0 z°ejm¥ platí

Ran(A− λI) = Ran

(
I − 1

λ
A

)
a dále Ker(A− λI) = Ker

(
I − 1

λ
A

)
.

Proto bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe λ = 1. Tvrdíme tedy, ºe pro

A ∈ K (X) je Ran(I − A) uzav°ený podprostor v X.

M¥jme dánu libovolnou konvergentní posloupnost (yn) ⊂ Ran(I − A), yn → y v X.

Máme ukázat, ºe y ∈ Ran(I − A). V p°ípad¥, kdy y = 0, je to ur£it¥ pravda. Uvaºujme

tedy p°ípad, kdy y 6= 0. Potom pro v²echny dostate£n¥ velké indexy n musí být yn 6= 0.

Nic neztratíme na obecnosti, kdyº budeme pro jednoduchost p°edpokládat, ºe yn 6= 0 pro

v²echna n ∈ N.
Podle lemmatu 2.1.33 existuje v X posloupnost (xn) taková, ºe

∀n ∈ N, yn = (I − A)xn a ‖xn‖ < 2 dist
(
xn,Ker(I − A)

)
.

Tvrdíme, ºe posloupnost (xn) je omezená.

Pro spor p°edpokládejme, ºe z (xn) lze vybrat posloupnost (x′n) takovou, ºe

lim
n→∞

‖x′n‖ =∞.

Posloupnost (
1

‖x′n‖
x′n

)
n∈N

je omezená, a proto vzhledem ke kompaktnosti operátoru A existuje posloupnost (x′′n)



KAPITOLA 2. KOMPAKTNÍ OPERÁTORY 35

vybraná z (x′n) taková, ºe

A

(
1

‖x′′n‖
x′′n

)
→ z ∈ X pro n→∞. (2.8)

Poloºme y′′n := (I − A)x′′n pro n ∈ N. Posloupnost (y′′n) je vybraná z (yn), a je tedy

konvergentní (a omezená). M·ºeme tak zd·vodnit existenci limity

1

‖x′′n‖
x′′n =

1

‖x′′n‖
Ax′′n +

1

‖x′′n‖
y′′n → z + 0 = z, n→∞. (2.9)

Ze spojitosti operátoru A pak plyne

A

(
1

‖x′′n‖
x′′n

)
→ Az v X. (2.10)

Porovnáním (2.8) a (2.10) vidíme, ºe z = Az, to jest z ∈ Ker(I−A). Dostáváme nerovnost

‖x′′n‖ < 2 dist
(
x′′n,Ker(I − A)

)
≤ 2

∥∥x′′n − ‖x′′n‖z∥∥,
a odtud ∥∥∥∥ 1

‖x′′n‖
x′′n − z

∥∥∥∥ > 1

2
pro v²echna n ∈ N.

To je z°ejm¥ ve sporu s (2.9).

Op¥t vzhledem ke kompaktnosti operátoru A m·ºeme z omezené posloupnosti (xn)

vybrat podposloupnost (x̃n) takovou, ºe

Ax̃n → u ∈ X pro n→∞. (2.11)

Poloºme ỹn := (I − A)x̃n pro n ∈ N. Posloupnost (ỹn) je vybraná z p·vodní posloupnosti

(yn), a proto ỹn → y v X. Zji²´ujeme, ºe existuje limita

x̃n = Ax̃n + ỹn → u+ y, n→∞,

a díky spojitosti A také Ax̃n → A(u + y). Porovnáním s (2.11) dostáváme u = A(u + y),

£ili

y = (I − A)(y + u) ∈ Ran(I − A).

Tím je d·kaz úplný.

D·sledek 2.1.34. Bu¤te H Hilbert·v prostor, A ∈ K (H), λ ∈ C, λ 6= 0. Potom

H = Ker(A− λI)⊕ Ran(A∗ − λI) = Ker(A∗ − λI)⊕ Ran(A− λI).

D·kaz. Jak víme, obecn¥ pro B ∈ B(H) platí H = KerB∗ ⊕ RanB. Podle v¥ty 2.1.32 je
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Ran(A− λI) = Ran(A− λI), Ran(A∗ − λI) = Ran(A∗ − λI).

2.2 Fredholmovy v¥ty

Poznámka 2.2.1. Bu¤te V vektorový prostor, T ∈ L (V ), to jest T je lineární v²ude

de�novaný operátor na V . Pro kaºdé n ∈ N0 tedy existují mocniny T n, T 0 := I. Obory

hodnot mocnin operátoru T tvo°í klesající posloupnost podprostor·

V = RanT 0 ⊃ RanT 1 ⊃ RanT 2 ⊃ RanT 3 ⊃ . . . ,

jádra mocnin operátoru T tvo°í rostoucí posloupnost podprostor·

{0} = KerT 0 ⊂ KerT 1 ⊂ KerT 2 ⊂ KerT 3 ⊂ . . . .

Zmi¬me základní vlastnosti t¥chto posloupností.

(1) Pro kaºdé n ∈ N0 operátor T zobrazuje RanT n na RanT n+1 (surjektivn¥).

Skute£n¥, T (RanT n) = T
(
T n(V )

)
= T n+1(V ) = RanT n+1.

(2) Pro kaºdé n ∈ N0 operátor T zobrazuje KerT n+1 do KerT n.

Skute£n¥, je-li x ∈ KerT n+1, pak T n(Tx) = T n+1x = 0, tedy Tx ∈ KerT n.

(3) Podle bodu (2) pro kaºdé n ≥ 1 dostáváme po faktorizaci lineární zobrazení

T̃ : KerT n+1/KerT n → KerT n/KerT n−1.

Toto zobrazení je prosté.

Ozna£íme [z] t°ídu ekvivalence v p°íslu²ném faktorprostoru. O jaký faktorprostor se

konkrétn¥ jedná, by m¥lo být z°ejmé z kontextu. Pro x ∈ KerT n+1 je

[x] = x+ KerT n ∈ KerT n+1/KerT n, T̃ [x] := [Tx] = Tx+ KerT n−1 ∈ KerT n/KerT n−1.

Je-li T̃ [x] = [Tx] = 0, £ili Tx ∈ KerT n−1, pak T n−1(Tx) = T nx = 0, tedy x ∈ KerT n

a [x] = 0.

Tvrzení 2.2.2. P°i stejných p°edpokladech a zna£ení jako v poznámce 2.2.1 platí:

(1) Jestliºe pro n¥jaké n ∈ N0 je RanT n+1 = RanT n, potom RanTm+1 = RanTm pro

v²echna m ≥ n, a tedy

RanT n = RanT n+1 = RanT n+2 = · · · .

(2) Jestliºe pro n¥jaké n ∈ N0 je KerT n+1 = KerT n, potom KerTm+1 = KerTm pro

v²echna m ≥ n, a tedy

KerT n = KerT n+1 = KerT n+2 = · · · .
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D·kaz. D·kaz bude rozebrán na cvi£ení.

Poznámka 2.2.3. P°i stále stejných p°edpokladech a zna£ení jako v poznámce 2.2.1

a v tvrzení 2.2.2 navíc p°edpokládejme, ºe existují n′, n′′ ∈ N0 takové, ºe

RanT n
′+1 = RanT n

′
a KerT n

′′+1 = KerT n
′′
.

Poloºme

nR := min{n ∈ N0; RanT n+1 = RanT n}, nK := min{n ∈ N0; KerT n+1 = KerT n}.

Lze ukázat, ºe potom nR = nK . Podrobnosti jsou uvedeny nap°íklad v [?, � 5.41] XXX[Taylor].

Lemma 2.2.4. Bu¤te X normovaný vektorový prostor, V ⊂ X uzav°ený podprostor. Je-li

V 6= X, potom platí

∀δ ∈ (0, 1), ∃x ∈ X, ‖x‖ = 1 a dist(x, V ) ≥ δ.

Poznámka. Jak jsme uvedli jiº d°íve v d·sledku 2.1.13, je-li dimV < ∞, potom lze volit

x dokonce tak, aby ‖x‖ = 1 a dist(x, V ) = 1.

D·kaz. D·kaz bude rozebrán na cvi£ení.
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Tvrzení 2.2.5. Bu¤te X Banach·v prostor, A ∈ K (X), λ ∈ C, λ 6= 0. Potom

(1) ∃n ∈ N0, Ran(A− λI)n+1 = Ran(A− λI)n,

(2) ∃n ∈ N0, Ker(A− λI)n+1 = Ker(A− λI)n.

D·kaz. (1) D·kaz provedeme sporem. Pro stru£nost ozna£me

Rn := Ran(A− λI)n, n = 0, 1, 2, . . . .

P°edpokládáme tedy, ºe

X = R0 ' R1 ' R2 ' R3 ' . . . .

V²imn¥me si, ºe v²echny Rn jsou uzav°ené podprostory. Skute£n¥, snadným výpo£tem

zjistíme, ºe pro n ≥ 1 je

Rn = Ran
(
An − λnI

)
, kde An =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
(−λ)kAn−k ∈ K (X), λn = (−λ)n+1 6= 0.

Uzav°enost plyne z v¥ty 2.1.32. Vzhledem k lemmatu 2.2.4 m·ºeme pro kaºdé n ∈ N0

zvolit

xn ∈ Rn, ‖xn‖ = 1 a dist(xn,Rn+1) ≥ 1

2
.

Pro dva r·zné indexy m,n ∈ N0 pro ur£itost p°edpokládáme, ºe n > m, a odhadneme

‖Axm − Axn‖ = ‖(A− λI)xm − (A− λI)xn + λ(xm − xn)‖

= |λ|
∥∥∥∥xm − xn +

1

λ
(A− λI)xm −

1

λ
(A− λI)xn

∥∥∥∥
≥ |λ| dist(xm,Rm+1)

≥ 1

2
|λ|,

nebo´

xn −
1

λ
(A− λI)xm +

1

λ
(A− λI)xn ∈ Rm+1.

Z tohoto odhadu je patrné, ºe z posloupnosti (Axn) nelze vybrat cauchyovskou, a tedy

rovn¥º ne konvergentní podposloupnost. Sou£asn¥ posloupnost (xn) je omezená, A je kom-

paktní operátor, a proto z posloupnosti (Axn) musí být moºné vybrat konvergentní pod-

posloupnost. Dostáváme spor.

(2) D·kaz provedeme op¥t sporem. Pro stru£nost ozna£me

Kn := Ker(A− λI)n, n = 0, 1, 2, . . . .
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P°edpokládáme tedy, ºe

{0} = K0 $ K1 $ K2 $ K3 $ . . . .

Ze spojitosti zobrazení A plyne, ºe v²echny Kn jsou uzav°ené podprostory. Vzhledem k lem-

matu 2.2.4 m·ºeme pro kaºdé n ∈ N zvolit

xn ∈ Kn, ‖xn‖ = 1 a dist(xn,Kn−1) ≥ 1

2
.

Pro dva r·zné indexy m,n ∈ N0 pro ur£itost p°edpokládáme, ºe m > n, a odhadneme

‖Axm − Axn‖ = ‖(A− λI)xm − (A− λI)xn + λ(xm − xn)‖

= |λ|
∥∥∥∥xm − xn +

1

λ
(A− λI)xm −

1

λ
(A− λI)xn

∥∥∥∥
≥ |λ| dist(xm,Km−1)

≥ 1

2
|λ|,

nebo´

xn −
1

λ
(A− λI)xm +

1

λ
(A− λI)xn ∈ Rm−1.

Z tohoto odhadu je patrné, ºe z posloupnosti (Axn) nelze vybrat cauchyovskou, a tedy

rovn¥º ne konvergentní podposloupnost. Dostáváme tak spor s kompaktností operátoru A

obdobn¥ jako v £ásti (1) d·kazu.

Fredholmovy v¥ty byly vysloveny jiº ve Funkcionální analýze 2. Zde je uvádíme znovu,

tentokrát s úplným d·kazem.

V¥ta 2.2.6 (Fredholmovy v¥ty). Bu¤te X Banach·v prostor, A ∈ K (X), λ ∈ C, λ 6= 0.

Potom platí:

1. v¥ta (Fredholmova alternativa). Bu¤ rovnice

Ax− λx = f

má °e²ení x ∈ X pro kaºdou pravou stranu f ∈ X, a potom °e²ení existuje práv¥ jedno,

nebo homogenní rovnice

Ax− λx = 0

má netriviální °e²ení x ∈ X, x 6= 0.

P°eformulováno: Operátor A− λI je surjektivní, práv¥ kdyº je prostý.

Je-li navíc X = H Hilbert·v prostor, potom platí:

2. v¥ta. �e²ení x ∈ H rovnice

Ax− λx = f
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existuje, práv¥ kdyº pravá strana f ∈ H je kolmá na v²echna °e²ení homogenní sdruºené

rovnice

A∗x− λ̄x = 0.

P°eformulováno: Ran(A− λI) = Ker(A∗ − λ̄I)⊥.

3. v¥ta. Homogenní rovnice

Ax− λx = 0, A∗x− λ̄x = 0

mají stejný a p°itom kone£ný po£et lineárn¥ nezávislých °e²ení.

P°eformulováno: dim Ker(A− λI) = dim Ker(A∗ − λ̄I) <∞.

D·kaz 1. Fredholmovy v¥ty. (I) P°edpokládejme, ºe operátor A − λI je prostý. Chceme

ukázat, ºe je také surjektivní.

Pro stru£nost ozna£me

Rn := Ran(A− λI)n, n = 0, 1, 2, . . . .

Pro spor p°edpokládejme, ºe R0 = X 6= R1 = Ran(A − λI). Matematickou indukcí lze

ukázat, ºe potom

Rn 6= Rn+1 pro v²echna n ∈ N0. (2.12)

Skute£n¥, v induk£ním kroku n → n + 1 vyuºijeme p°edpokladu, ºe operátor A − λI je

prostý, a dostáváme

Rn 6= Rn+1 =⇒ Rn+1 = (A− λI)(Rn) 6= (A− λI)(Rn+1) = Rn+2.

Vlastnost (2.12) je ale ve sporu s tvrzením 2.2.5 ad (1).

(II) P°edpokládejme nyní, ºe operátor A− λI není prostý. Chceme ukázat, ºe nem·ºe

být ani surjektivní.

Pro stru£nost ozna£me

T := A− λI, Kn := Ker(A− λI)n pro n = 0, 1, 2, . . . .

Pro spor p°edpokládejme, ºe operátor T je surjektivní. Jak bylo rozebráno v poznámce

2.2.1 ad (3), T zobrazuje Kn+1 do Kn a po faktorizaci dostáváme prosté zobrazení

T̃ : Kn+1/Kn → Kn/Kn−1 pro n ≥ 1. (2.13)

Tvrdíme, ºe T zobrazuje Kn+1 na Kn. Skute£n¥, bu¤ x ∈ Kn libovolný vektor. Podle

p°edpokladu je T surjektivní, a proto existuje y ∈ X, x = Ty. Potom ale 0 = T nx = T n+1y,

a tedy y ∈ Kn+1.
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Zji²´ujeme tak, ºe zobrazení T̃ v (2.13) je lineární izomor�smus. Proto

dim(Kn+1/Kn) = dim(Kn/Kn−1) pro n ≥ 1.

Odtud snadno plyne, ºe

∀n ∈ N, dim(Kn/Kn−1) = dim(K1/K0) = dim(Ker(A− λI)/{0}) = dim Ker(A− λI) > 0.

To znamená, ºe Kn 6= Kn−1 pro v²echna n ∈ N, coº je ve sporu s tvrzením 2.2.5 ad (2).

D·kaz 2. Fredholmovy v¥ty. Vzhledem k v¥t¥ 2.1.32 a d·sledku 2.1.34 máme

Ker(A∗ − λI)⊥ = Ran(A− λI) = Ran(A− λI).

To dokazuje v¥tu.

D·kaz 3. Fredholmovy v¥ty. Z v¥ty 2.1.23 jiº víme, ºe

m := dim Ker(A− λI) <∞, n := dim Ker(A∗ − λI) <∞.

Role operátor· A a A∗ lze zam¥nit, nebo´ (A∗)∗ = A, a tak A ∈ K (H), práv¥ kdyº

A∗ ∈ K (H). Proto pro ur£itost m·ºeme p°edpokládat, ºe m ≤ n.

Uvaºme nejprve p°ípad, kdy m = 0. Podle 1. Fredholmovy v¥ty je A− λI surjektivní.

Potom

Ker(A∗ − λI) = Ran(A− λI)⊥ = H⊥ = {0},

a tedy n = 0.

Nadále p°edpokládáme, ºe m ∈ N. Zvolme po °ad¥

(x1, x2, . . . , xm) a (y1, y2, . . . , yn)

báze v Ker(A− λI) a Ker(A∗ − λI). De�nujeme operátor P ∈ B(H) vztahem

∀z ∈ H, P z :=
m∑
j=1

〈xj, z〉 yj.

Operátor P je kone£norozm¥rný, a tedy P ∈ K (H). Dále je z de�nice z°ejmé, ºe

RanP ⊂ Ker(A∗ − λI), KerP = Ker(A− λI)⊥ = Ran(A∗ − λI).

Tvrdíme, ºe operátor A − P − λI je izomor�smus na H. Podle 1. Fredholmovy v¥ty

sta£í ukázat, ºe je prostý.
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Nech´ (A− P − λI)z = 0 pro jisté z ∈ H. Potom

(A− λI)z = Pz ∈ Ran(A− λI) ∩Ker(A∗ − λI) = {0},

nebo´ podprostory Ran(A − λI) a Ker(A∗ − λI) jsou na sebe kolmé. To znamená, ºe

sou£asn¥

z ∈ Ker(A− λI) a z ∈ KerP = Ker(A− λI)⊥,

a tedy z = 0.

Dále tvrdíme, ºe operátor A−P −λI zobrazuje podprostor Ker(A−λI) na podprostor

Ker(A∗ − λI), a tudíº tyto podprostory jsou izomorfní.

Je-li z ∈ Ker(A− λI), potom

(A− P − λI)z = −Pz ∈ Ker(A∗ − λI).

Na druhé stran¥ k danému u ∈ Ker(A∗ − λI) podle p°ede²lého existuje z ∈ H tak, ºe

(A− P − λI)z = u. Odtud dostáváme

(A− λI)z = Pz + u ∈ Ran(A− λI) ∩Ker(A∗ − λI) = {0},

£ili z ∈ Ker(A− λI).

Nyní m·ºeme d·kaz uzav°ít s tím, ºe z existence izomor�smu mezi podprostory

Ker(A− λI) a Ker(A∗ − λI) plyne m = n.

Jako okamºitý d·sledek 1. Fredholmovy v¥ty dostáváme následující informaci o charak-

teru spektra kompaktního operátoru.

V¥ta 2.2.7. Bu¤te X Banach·v prostor, A ∈ K (X). Potom pro kaºdé nenulové λ ∈ C je

bu¤ λ ∈ %(A), nebo λ ∈ σp(A). Ekvivalentn¥ zapsáno

σ(A) ∩
(
C \ {0}

)
⊂ σp(A).

D·kaz. M¥jme dáno λ ∈ C, λ 6= 0. Mohou nastat práv¥ dva p°ípady. Bu¤ operátor A−λI
není prostý. V tom p°ípad¥ je λ ∈ σp(A). Nebo operátor A − λI je prostý. Potom podle

1. Fredholmovy v¥ty je také surjektivní a λ ∈ %(A).
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Poznámka 2.2.8. Shr¬me získané poznatky o spektru kompaktních operátor· na Bana-

chových prostorech, jak byly uvedeny ve v¥tách 2.1.23 a 2.2.7. Bu¤ X Banach·v prostor,

dimX =∞. Potom pro kaºdý operátor A ∈ K (X) platí

(1) 0 ∈ σ(A),

(2) σ(A) je nejvý²e spo£etná mnoºina

(3) mnoºina σ(A) nemá hromadné body r·zné od 0,

(4) σ(A) \ {0} ⊂ σp(A),

(5) ∀λ ∈ σ(A) \ {0}, dim Ker(A− λI) <∞.

2.3 Kompaktní samosdruºené operátory

P°ipomenutí 2.3.1. Bu¤te H komplexní Hilbert·v prostor, A ∈ B(H). Je-li operátor A

normální, potom σr(A) = ∅. Je-li operátor A samosdruºený, potom rσ(A) = ‖A‖.

Úmluva 2.3.2. Symbol H v této kapitole zna£í v²ude komplexní separabilní Hilbert·v

prostor, dimH =∞. V²echny ortonormální báze v H jsou tedy spo£etné.

Následují výsledky, které byly dokázány v rámci cvi£ení. Zde jiº d·kazy z £ásti neu-

vádíme.

Lemma 2.3.3. Bu¤ A ∈ B(H), A = A∗. Potom σ(A) = {0}, práv¥ kdyº A = 0.

Lemma 2.3.4. Bu¤te A ∈ B(H), V ⊂ H podprostor. Jestliºe operátor A je samosdruºený

a podprostor V je A-invariantní, potom V ⊥ je také A-invariantní podprostor.

Tvrzení 2.3.5. Bu¤te A ∈ B(H), V ⊂ H podprostor. Nech´ operátor A je samosdruºený

a podprostor V je A-invariantní. Poloºme

H1 := V , H2 := V ⊥, A1 := A
∣∣
H1
, A2 := A

∣∣
H2
.

Potom

σ(A) = σ(A1) ∪ σ(A2).

De�nice 2.3.6. Bu¤ A ∈ B(H), A = A∗. �ekneme, ºe A má £ist¥ bodové spektrum,

jestliºe v H existuje ortonormální báze sestavená z vlastních vektor· operátoru A.

Tvrzení 2.3.7. Bu¤ A ∈ B(H), A = A∗. Jestliºe operátor A má £ist¥ bodové spektrum,

potom

σ(A) = σp(A)

(ale nemusí platit σ(A) = σp(A)).

D·kaz. Jist¥ σp(A) ⊂ σ(A). Nech´ λ ∈ C nepat°í do σp(A). Chceme ukázat, ºe λ ∈ %(A).

Poloºme

d := dist(λ, σp(A)) = dist(λ, σp(A)) > 0.
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Podle p°edpokladu je podprostor

V := span

 ⋃
µ∈σp(A)

Ker(A− µI)


hustý v H. Libovolný vektor x ∈ V , x 6= 0, m·ºeme zapsat ve tvaru

x = x1 + · · ·+ xn, kde n ∈ N

a x1, . . . , xn jsou vlastní vektory operátoru A p°íslu²né po °ad¥ navzájem r·zným vlastním

£ísl·m µ1, . . . , µn. Potom vektory x1, . . . , xn jsou navzájem kolmé a

‖x‖2 = ‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2.

Dále

‖(A− λI)x‖2 = ‖(µ1 − λ)x1 + · · ·+ (µn − λ)xn‖2

= |µ1 − λ|2‖x1‖2 + · · ·+ |µn − λ|2‖xn‖2

≥ d2(‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2) = d2‖x‖2.

Ze spojitosti operátoru A plyne, ºe ‖(A − λI)x‖ ≥ d‖x‖ pro v²echny vektory x ∈ H.

Weylovo kritérium nám pak °íká, ºe skute£n¥ λ ∈ %(A).

Lemma 2.3.8. Bu¤ A ∈ B(H), A = A∗. Poloºme

V := span

 ⋃
λ∈σp(A)

Ker(A− λI)


(podprostor V je z°ejm¥ A-invariantní) a dále

H1 := V , H2 := V ⊥, A1 := A
∣∣
H1
, A2 := A

∣∣
H2
.

Potom operátor A1 má £ist¥ bodové spektrum a

σ(A1) = σp(A), σp(A2) = ∅.

D·kaz. (I) V kaºdém vlastním podprostoru Ker(A − λI), λ ∈ σp(A), zvolíme ortonor-

mální bázi. Jejich sjednocením z°ejm¥ dostaneme ortonormální bázi v H1, nebo´ vlastní

podprostory odpovídající r·zným vlastním £ísl·m jsou na sebe kolmé.

(II) Pro zúºení A1 ur£it¥ platí σp(A1) ⊂ σp(A). Z konstrukce podprostoru V je naopak

patrné, ºe σp(A) ⊂ σp(A1). Platí tedy rovnost a podle tvrzení 2.3.7 a podle £ásti (I) d·kazu
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dostáváme

σ(A1) = σp(A1) = σp(A).

(III) Pro spor p°edpokládejme, ºe x ∈ H2, x 6= 0, je vlastním vektorem operátoru A2.

Potom samoz°ejm¥ je x rovn¥º vlastním vektorem operátoru A, a tedy x ∈ V ⊂ H1. To je

ov²em spor, nebo´ H1 ⊥ H2.

V¥ta 2.3.9 (Hilbertova-Schmidtova v¥ta). Bu¤ A ∈ K (H). Je-li operátor A samosdru-

ºený, potom má £ist¥ bodové spektrum.

D·kaz. Symboly V , H1, H2, A1, A2 mají stejný význam jako v lemmatu 2.3.8. Sta£í ukázat,

ºe H2 = {0}, a tedy A = A1.

ZúºeníA2 p°edstavuje rovn¥º kompaktní samosdruºený operátor. ProtoºeA2 má prázdné

bodové spektrum, nutn¥ σ(A2) = {0}. Podle lemmatu 2.3.3 je A2 = 0. Ale ani 0 nem·ºe

být vlastní hodnotou operátoru A2, a proto H2 = {0}.

Poznámka 2.3.10. Bu¤ A ∈ B(H), A = A∗. Nech´ A má £ist¥ bodové spektrum. Po-

tom spektrální rozklad operátoru A, který byl popsán ve Funkcionální analýze 2 a který

je zaloºen na pojmu rozkladu jedni£ky a je vyjád°en pomocí integrálu, lze zjednodu²it

a integrální vyjád°ení nahradit sumou.

M¥jme dánu ortonormální bázi (xn)n∈N v prostoru H, která je tvo°ena vlastními vektory

operátory A, Axn = λnxn pro n ∈ N. Ozna£me Pn ortogonální projekci na jednorozm¥rný

podprostor Cxn, tedy
∀y ∈ C, Pny = 〈xn, y〉xn.

Dále ozna£me

A := {n ∈ N; λn 6= 0}.

Potom

A =
∑
n∈N

λnPn =
∑
n∈A

λnPn,

kde °ada konverguje v silném smyslu a sou£et nezávisí na po°adí s£ítanc·.

Skute£n¥, silná konvergence znamená, ºe

∀y ∈ H, Ay =
∑
n∈N

λnPny =
∑
n∈N

λn〈xn, y〉xn.

Jak bylo dokázáno ve funkcionální analýze 1, nutnou a posta£ující podmínkou konvergence

je ∑
n∈N

|λn〈xn, y〉|2 <∞.

V kladném p°ípad¥ pak sou£et nezávisí na po°adí s£ítanc·. Tato podmínka je ale spln¥na

díky odhadu |λn| ≤ ‖A‖ pro v²echna n ∈ N a díky Parsevalov¥ identit¥ (nebo Besselov¥

nerovnosti).
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Pomocí uvedeného spektrálního rozkladu pak m·ºeme nap°íklad vyjád°it rezolventu

operátoru A. Pro λ ∈ %(A) = C \ σp(A), to jest pokud dist(λ, σp(A)) > 0, platí

(A− λI)−1 =
∑
n∈N

1

λn − λ
〈xn, ·〉xn.

�ada konverguje op¥t v silném smyslu. Dopln¥ní podrobností je ponecháno na £tená°i.

Poznámka 2.3.11. Speciálním p°ípadem p°edchozí poznámky 2.3.10 jsou kompaktní

samosdruºené operátory. Bu¤ A ∈ K (H), A = A∗. Z nenulových vlastních £ísel operátoru

A lze sestavit posloupnost (λn)Nn=1, která je nerostoucí v absolutní hodnot¥,

|λ1| ≥ |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . . ,

p°i£emº kaºdé vlastní £íslo se v posloupnosti opakuje tolikrát, kolik je jeho (geometrická)

násobnost. Obecn¥ N ∈ N0 ∪ {∞} (N = 0 znamená, ºe tato posloupnost je prázdná, a to

je, práv¥ kdyº A = 0). Poznamenejme, ºe pro N =∞ je limn→∞ λn = 0. K vlastním £ísl·m

λn lze p°i°adit vlastní vektory xn tak, ºe soubor (xn)Nn=1 je ortonormální; (xn)Nn=1 je pak

ortonormální bází podprostoru (KerA)⊥. O rovnosti

A =
∑
n∈N

λn 〈xn, ·〉xn

se v tomto p°ípad¥ mluví jako o kanonickém tvaru kompaktního samosdruºeného operátoru

A.

2.4 Ideály kompaktních operátor· v B(H)

H stále zna£í komplexní separabilní Hilbert·v prostor, dimH =∞. Zatím jsme se seznámili

s dv¥ma ideály v B(H) tvo°enými kompaktními operátory. Celý prostor kompaktních ope-

rátor· K (H) je ideálem v B(H). Dal²ím ideálem je prostor Hilbertových-Schmidtových

operátor· I2. Jak uvidíme níºe, dokonce lze zavést jednoparametrickou mnoºinu ideál·

kompaktních operátor·, která závisí na parametru p ≥ 1. Tato parametrizace p°ipomíná

Lp prostory, p ≥ 1, na dané mnoºin¥ s mírou.

P°ipomenutí 2.4.1. Pro A ∈ B(H) pokládáme

|A| := (A∗A)1/2.

Snadným výpo£tem se lze p°esv¥d£it, ºe

∀x ∈ H, ‖ |A|x‖ = ‖Ax‖. (2.14)
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Odtud plyne

‖ |A| ‖ = ‖A‖, Ker |A| = KerA.

Následující pomocné výsledky byly dokázány na cvi£ení.

Lemma 2.4.2. (1) Jestliºe pro A ∈ B(H) je A∗A ∈ K (H), potom rovn¥º A ∈ K (H).

(2) Jestliºe operátor A ∈ K (H) je pozitivní, potom A1/2 ∈ K (H).

(3) Pro kaºdý operátor A ∈ K (H) je |A| ∈ K (H).

Následující lemma je v podstat¥ z°ejmé a jeho d·kaz je ponechán na £tená°i.

Lemma 2.4.3. Bu¤te X, Y metrické prostory, U izometrické zobrazení X na Y . Potom

platí následující tvrzení.

(1) Je-li prostor X úplný, je rovn¥º prostor Y úplný.

(2) Je-li V ⊂ X hustá podmnoºina, potom rovn¥º U(V ) ⊂ Y je hustá podmnoºina.

De�nice 2.4.4. �ekneme, ºe U ∈ B(H) je £áste£ná izometrie, jestliºe existuje uzav°ený

podprostor V ⊂ H takový, ºe

(1) ∀x ∈ V , ‖Ux‖ = ‖x‖,
(2) ∀x ∈ V ⊥, Ux = 0.

Poznámka 2.4.5. P°i stejném zna£ení jako v de�nici 2.4.4 poloºme

W := U(V ) = RanU.

Potom W ⊂ H je uzav°ený podprostor a U∗ je £áste£ná izometrie na H, pro kterou platí

(1) ∀y ∈ W , ‖U∗y‖ = ‖y‖,
(2) ∀y ∈ W⊥, U∗y = 0.

Dále U∗U je ortogonální projekce na V , UU∗ je ortogonální projekce na W . Speciáln¥

odsud plyne, ºe pro danou £áste£nou izometrii U je podprostor V z de�nice 2.4.4 ur£en

jednozna£n¥.

Skute£n¥, podprostor W je podle lemmatu 2.4.3 úplný, a tedy uzav°ený, nebo´ V

je úplný prostor (podmnoºina úplného metrického prostoru je sama úplným metrickým

prostorem, práv¥ kdyº je uzav°ená).

Dále ukáºeme, ºe U∗U je ortogonální projekce na V , £ili U∗Ux = 0 pro kaºdé x ∈ V ⊥

a U∗Ux = x pro kaºdé x ∈ V . První rovnost je z°ejmá z de�nice £áste£né izometrie. Druhá

rovnost je ekvivalentní se vztahem

∀z ∈ H, 〈Uz, Ux〉 = 〈z, x〉.

Zde sta£í uváºit p°ípady z ∈ V a z ∈ V ⊥.
Víme-li, ºe U∗U je ortogonální projekce na V , potom

∀x ∈ V, ‖U∗Ux‖ = ‖x‖ = ‖Ux‖,
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a tedy ‖U∗y‖ = ‖y‖ pro kaºdé y ∈ W = U(V ). Sou£asn¥

KerU∗ = (RanU)⊥ = W⊥.

Zbývá ukázat, ºe UU∗ je ortogonální projekce na W . To ale plyne z p°ede²lého, jestliºe

zam¥níme U za U∗ a V za W .
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V¥ta 2.4.6. Bu¤ A ∈ B(H). Potom existuje práv¥ jedna £áste£ná izometrie U na H

taková, ºe

A = U |A|, KerU = KerA. (2.15)

P°itom U spl¬uje

(1) ∀x ∈ Ran |A|, ‖Ux‖ = ‖x‖,
(2) RanU = U(Ran |A|) = RanA.

D·kaz. (I) Jednozna£nost. Ze vztahu (2.15) je patrné, ºe operátor U je p°edepsán jednak

na Ran |A|, a díky spojitosti rovn¥º na Ran |A|, a dále na KerA = Ker |A| = (Ran |A|)⊥.
Je tedy p°edepsán na celém Hilbertov¥ prostoru H.

(II) Existence. Jelikoº Ker |A| = KerA, z rovnosti |A|x1 = |A|x2 pro x1, x2 ∈ H plyne

Ax1 = Ax2. M·ºeme proto de�novat

∀x ∈ H, U(|A|x) := Ax.

Dále pokládáme Ux = 0 pro x ∈ (Ran |A|)⊥ = KerA. Z (2.14) pak plyne, ºe U se

jednozna£n¥ prodluºuje jako spojité zobrazení na Ran |A| a p°itom U je £áste£ná izometrie.

Je z°ejmé, ºe rovnosti (2.15) jsou spln¥ny.

(III) Podle de�nice operátoru U máme RanU = U(Ran |A|) a U(Ran |A|) = RanA.

Podle lemmatu 2.4.3 je podprostor RanU ⊂ H uzav°ený a podprostor RanA je hustý

v RanU , tedy RanA = RanU .

De�nice 2.4.7. Bu¤ A ∈ B(H). Rovnost A = U |A|, kde U je £áste£ná izometrie z v¥ty

2.4.6, se nazývá polární rozklad operátoru A.

Poznámka 2.4.8. Uvaºme polární rozklad A = U |A| operátoru A ∈ B(H). Podle

poznámky 2.4.5 je U∗U ortogonální projekce na Ran |A|. Odtud plyne, ºe naopak

|A| = U∗A.

De�nice 2.4.9. Bu¤ A ∈ K (H). Ozna£me (sj(A))Nj=1, N ∈ N0 ∪ {∞}, posloupnost
kladných vlastních £ísel operátoru |A|, ve které se kaºdá vlastní hodnota opakuje tolikrát,

kolik je její násobnost (p°ípad N = 0 nastane, práv¥ kdyº A = 0). Je-li z°ejmé, o jaký

operátor se jedná, pí²eme stru£n¥ sj namísto sj(A). �ísla sj(A) se nazývají singulární £ísla

(nebo hodnoty) operátoru A.

De�nice 2.4.10. Pro 1 ≤ p <∞ poloºme

∀A ∈ K (H), ‖A‖p :=

(
N∑
j=1

sj(A)p

)1/p

,
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kde (sj(A))Nj=1 je posloupnost singulárních £ísel operátoru A. De�nujeme

Ip(H) := {A ∈ K (H); ‖A‖p <∞}.

Bude-li z°ejmé, o jaký Hilbert·v prostor se jedná, budeme psát stru£n¥ Ip namísto Ip(H).

Poznámka 2.4.11. (1) N¥kdy se pokládá I∞ := K (H).

(2) Z°ejm¥ ∀A ∈ K (H), ∀λ ∈ C, ‖λA‖p = |λ|‖A‖p (pokud poloºíme 0 · ∞ := 0).

(3) Pro 1 ≤ p ≤ q <∞ je Ip ⊂ Iq.

Skute£n¥, bu¤ (sj)
N
j=1 posloupnost singulárních £ísel pro daný operátor A ∈ K (H).

Bu¤ je N < ∞, a potom A ∈ Ip pro kaºdé p ∈ [ 1,∞). Nebo je N = ∞. V tom p°ípad¥

z podmínky ‖A‖p < ∞ plyne, ºe nutn¥ existuje j0 ∈ N0 takové, ºe sj < 1 pro v²echny

indexy j ≥ j0. Je-li p ≤ q, potom s qj ≤ s pj pro j ≥ j0, a tak rovn¥º ‖A‖q <∞.

(4) Platí A ∈ I2, práv¥ kdyº A je Hilbert·v-Schmidt·v operátor, a ‖ · ‖2 je norma

v prostoru Hilbertových-Schmidtových operátor·.

Skute£n¥, bu¤ op¥t (sj)
N
j=1 posloupnost singulárních £ísel pro daný operátor

A ∈ K (H). M·ºeme zvolit ortonormální soubor (xj)
N
j=1 tak, ºe |A|xj = sjxj pro kaºdý

index j. Dále zvolme ortonormální bázi (yk)
M
k=1 v KerA = Ker |A|. Zde takéM ∈ N0∪{∞}.

Sjednocení soubor· (xj)
N
j=1 a (yk)

M
k=1 p°edstavuje ortonormální bázi v celém Hilbertov¥

prostoru H. Dostáváme

‖A‖ 2
2 =

N∑
j=1

s 2
j =

N∑
j=1

‖|A|xj‖2 =
N∑
j=1

‖|A|xj‖2 +
M∑
k=1

‖|A|yk‖2

=
N∑
j=1

‖Axj‖2 +
M∑
k=1

‖Ayk‖2.

Odtud je jiº tvrzení z°ejmé.

(5) Pro A ∈ K (H) je ‖A‖1 = ‖|A|1/2‖ 2
2 . Platí tedy, ºe A ∈ I1, práv¥ kdyº |A|1/2 je

Hilbert·v-Schmidt·v operátor.

Zna£ení z·stává stejné jako v p°edcházejícím bod¥ (4). Vzhledem k bodu (4) dostáváme

‖A‖1 =
N∑
j=1

sj =
N∑
j=1

〈xj, |A|xj〉+
M∑
k=1

〈yk, |A|yk〉 =
N∑
j=1

‖|A|1/2xj‖2 +
M∑
k=1

‖|A|1/2yk‖2

= ‖|A|1/2‖ 2
2 .

Tedy ‖A‖1 <∞, práv¥ kdyº ‖|A|1/2‖2 <∞.

V¥ta 2.4.12. Bu¤ A ∈ K (H) a nech´ (sj)
N
j=1, N ∈ N0 ∪ {∞}, jsou singulární hodnoty

operátoru A. Potom v H existují ortonormální soubory (xj)
N
j=1, (yj)

N
j=1 takové, ºe pro kaºdý
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vektor v ∈ H platí

(1) Av =
N∑
j=1

sj 〈xj, v〉 yj,

(2) A∗v =
N∑
j=1

sj 〈yj, v〉xj,

(3) |A|v =
N∑
j=1

sj 〈xj, v〉xj,

(4) |A∗|v =
N∑
j=1

sj 〈yj, v〉 yj.

D·kaz. Ortonormální soubor (xj)
N
j=1 je tvo°en vlastními vektory operátoru |A|, které

odpovídají vlastním £ísl·m sj. Speciáln¥ (xj)
N
j=1 je ortonormální báze v podprostoru

Ran |A|. Rovnost (3) je pak kanonický tvar operátoru |A| ve smyslu poznámky 2.3.11.

Bu¤ A = U |A| polární rozklad operátoru A, viz v¥ta 2.4.6 a de�nice 2.4.7. Pro kaºdý

index j poloºme yj := Uxj. Potom (yj)
N
j=1 je ortonormální báze v podprostoru RanA.

P°i této volb¥ rovnost (1) vyplývá z rovnosti (3),

Av = U |A|v = U

(
N∑
j=1

sj 〈xj, v〉xj

)
=

N∑
j=1

sj 〈xj, v〉 yj.

Rovnost (2) okamºit¥ vyplývá z (1), nebo´

(
〈xj, · 〉 yj

)∗
= 〈yj, · 〉xj.

Abychom odvodili rovnost (4), vyjád°íme nejprve AA∗ s vyuºitím jiº dokázaných

rovností,

AA∗v = U |A|

(
N∑
j=1

sj 〈yj, v〉xj

)
= U

(
N∑
j=1

s 2
j 〈yj, v〉xj

)
=

N∑
j=1

s 2
j 〈yj, v〉 yj.

De�nujme B ∈ B(H) vztahem

∀v ∈ H,
N∑
j=1

sj 〈yj, v〉 yj.

Pro kaºdé z ∈ H, 〈z, Bz〉 =
∑N

j=1 sj |〈yj, z〉|2 ≥ 0, tedy B je pozitivní operátor. Snadným

výpo£tem zjistíme, ºe B2 = AA∗. Tedy B = (AA∗)1/2 = |A∗| (nebo´ A∗∗ = A). Rovnost

(4) je vlastn¥ kanonický tvar operátoru |A∗|.

V¥ta 2.4.12 má následující okamºitý d·sledek.
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D·sledek 2.4.13. Je-li A ∈ K (H), potom operátory A a A∗ mají stejné singulární hod-

noty, a tedy

∀p ∈ [ 1,∞), ‖A‖p = ‖A∗‖p.

V¥ta 2.4.14. Pro kaºdé p, 1 ≤ p < ∞, je Ip = Ip(H) vektorový prostor a ‖ · ‖p je

norma na Ip. P°itom normovaný vektorový prostor (Ip , ‖ · ‖p) je Banach·v. Navíc Ip je

(dvoustranným) ∗-ideálem v B(H).

Tuto v¥tu nebudeme dokazovat pro obecné p, omezíme se jen na dva speciální p°ípady.

P°ípad p = 2 se týká Hilbertových-Schmidtových operátor· a byl podrobn¥ rozebrán ve

Funkcionální analýze 2. P°ípadu p = 1 se budeme v¥novat v podkapitole 2.5.

Poznámka 2.4.15. V nekone£norozm¥rném p°ípad¥ a pro kone£né p podprostor

Ip ⊂ B(H) není uzav°ený. To je patrné z toho, ºe prostor kone£norozm¥rných operá-

tor· je obsaºen v Ip pro kaºdé p a jeho uzáv¥r je roven K (H). Tedy také Ip = K (H)

pro kaºdé p.

2.5 Prostor operátor· se stopou

Z ideál· kompaktních operátor· Ip(H), p ≥ 1, jsou pro aplikace patrn¥ nevýznamn¥j²í

ideály I2(H) a I1(H). Ideál I1(H) m·ºeme nazvat prostorem operátor· se stopou (an-

glicky trace class), nebo´ pro operátory z tohoto prostoru lze korektn¥ zavést pojem stopa,

jak uvidíme dále.

Poznámka 2.5.1. Bu¤te A ∈ B(H) pozitivní operátor, (zj) libovolná ortonormální báze

v H. Potom podle poznámky 2.4.11 ad (5) máme

∞∑
j=1

〈zj, Azj〉 =
∞∑
j=1

‖A1/2zj‖2 = ‖A1/2‖ 2
2 = ‖A‖1.

Tedy suma na levé stran¥ nezávisí na volb¥ ortonormální báze a pro A ≥ 0 máme

A ∈ I1 ⇐⇒ ‖A‖1 =
∞∑
j=1

〈zj, Azj〉 <∞.

P°ipomenutí 2.5.2. (1)
(
I2(H), 〈 ·, · 〉2

)
je Hilbert·v prostor, kde skalární sou£in je de�-

nován vztahem

∀B,C ∈ I2, 〈B,C〉2 :=
∞∑
j=1

〈Bxj, Cxj〉

pro libovolnou ortonormální bázi (xj) v H. P°itom °ada konverguje absolutn¥,

∞∑
j=1

|〈Bxj, Cxj〉| ≤
∞∑
j=1

‖Bxj‖ ‖Cxj‖ ≤ ‖B‖2‖C‖2.



KAPITOLA 2. KOMPAKTNÍ OPERÁTORY 53

(2) I2 je ideál v B(H) a platí

∀B ∈ B(H), ∀C ∈ I2, ‖BC‖2 ≤ ‖B‖ ‖C‖2, ‖CB‖2 ≤ ‖B‖ ‖C‖2.

Lemma 2.5.3. Bu¤te B,C ∈ I2(H). Potom A := BC ∈ I1(H) a pro kaºdou ortonor-

mální bázi (xj) v H platí

‖A‖1 =
∞∑
j=1

〈xj, |A|xj〉 ≤ ‖B‖2‖C‖2.

D·kaz. Pouºijeme polární rozklad podle v¥ty 2.4.6 a de�nice 2.4.7, A = BC = U |A|
a naopak |A| = U∗A = U∗BC. Pro £áste£nou izometrii U jist¥ platí ‖U‖ ≤ 1. Podle

poznámky 2.4.11 ad (5) máme

‖A‖1 = ‖ |A|1/2‖ 2
2 =

∞∑
j=1

〈xj, |A|xj〉 =
∞∑
j=1

〈xj, U∗BCxj〉 =
∞∑
j=1

〈B∗Uxj, Cxj〉.

Na základ¥ této rovnosti m·ºeme odhadnout

‖A‖1 ≤ ‖B∗U‖2‖C‖2 ≤ ‖B∗‖2‖U‖ ‖C‖2 ≤ ‖B‖2 ‖C‖2.

To dokazuje lemma.

V¥ta 2.5.4. Bu¤ A ∈ K (H). Potom následující výroky jsou ekvivalentní

(1) A ∈ I1,

(2) |A|1/2 ∈ I2,

(3) ∃B,C ∈ I2, A = BC.

D·kaz. Ekvivalence (1) ⇔ (2) plyne z rovnosti ‖A‖1 = ‖ |A| ‖ 2
2 , viz poznámka 2.4.11 ad

(5).

Pro d·kaz implikace (2) ⇒ (3) sta£í vyjít z polárního rozkladu A = U |A| a poloºit

B := U |A|1/2, C := |A|1/2. Potom B,C ∈ I2 a A = BC.

Implikace (3)⇒ (1) je obsaºena v lemmatu 2.5.3.

V¥ta 2.5.5. Pro v²echny operátory A ∈ I1, D ∈ B(H) je DA,AD ∈ I1. P°itom platí

nerovnosti

‖DA‖1 ≤ ‖D‖ ‖A‖1, ‖AD‖1 ≤ ‖D‖ ‖A‖1.

Poznámka 2.5.6. Vzhledm k v¥t¥ 2.4.14 m·ºeme také °íci, ºe I1 je (dvoustranným)

ideálem v B(H).

D·kaz. Z uvedených nerovností jiº plyne DA,AD ∈ I1. Pro d·kaz první nerovnosti op¥t

vyjdeme z polárního rozkladu A = U |A| a poloºíme B := U |A|1/2, C := |A|1/2. Potom
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A = BC, B,C ∈ I2, rovn¥º DB ∈ I2, a podle lemmatu 2.5.3 máme

‖DA‖1 = ‖(DB)C‖1 ≤ ‖DB‖2‖C‖2 ≤ ‖D‖ ‖B‖2‖C‖2 = ‖D‖ ‖U |A|1/2‖2‖ |A|1/2‖2.

Poslední výraz m·ºeme dále odhadnout a dostáváme

‖DA‖1 ≤ ‖D‖ ‖U‖ ‖ |A|1/2‖ 2
2 ≤ ‖D‖ ‖ |A|1/2‖ 2

2 = ‖D‖ ‖A‖1.

Z dokázané první nerovnosti lze snadno odvodit druhou nerovnost, jestliºe vyuºijeme

invariance norem ‖ · ‖p vzhledem k hermitovskému sdruºení. Upravíme

‖AD‖1 = ‖D∗A∗‖1 ≤ ‖D∗‖ ‖A∗‖1 = ‖D‖ ‖A‖1.

V¥ta je dokázána.
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V¥ta 2.5.7. Pro kaºdý operátor A ∈ I1(H) a libovolnou ortonormální bázi (xj) v H °ada

∞∑
j=1

〈xj, Axj〉

konverguje absolutn¥ a její sou£et nezávisí na volb¥ ortonormální báze.

D·kaz. Zapi²me A = BC, kde B,C ∈ I2. Potom

∞∑
j=1

〈xj, Axj〉 =
∞∑
j=1

〈B∗xj, Cxj〉 = 〈B∗, C〉2.

P°itom víme, ºe °ada de�nující skalární sou£in 〈B∗, C〉2 konverguje absolutn¥ a nezávisí

na volb¥ ortonormální báze.

Tato v¥ta nás oprav¬uje zavést následující de�nici.

De�nice 2.5.8. Pro operátor A ∈ I1(H) de�nujeme jeho stopu vztahem

TrA :=
∞∑
j=1

〈xj, Axj〉,

kde (xj) je libovolná ortonormální báze v H.

Poznámka 2.5.9. V d·kazu v¥ty 2.5.7 jsem zjistili, ºe

∀B,C ∈ I2, Tr(BC) = 〈B∗, C〉2.

P°ipomenutí 2.5.10. (1) Pro v²echny operátory T ∈ B(H) platí ‖T ∗T‖ = ‖T‖2. Je-li

speciáln¥ T ∗ = T , pak ‖T 2‖ = ‖T‖2.

(2) ∀T ∈ I2(H), ‖T‖ ≤ ‖T‖2.

V¥ta 2.5.11. Pro v²echny operátory A ∈ I1(H) platí

(1) |TrA| ≤ Tr |A| = ‖A‖1,

(2) ‖A‖ ≤ ‖A‖1.

D·kaz. Dokáºeme vztah (1). Uvaºme polární rozklad A = U |A| a poloºme B := U |A|1/2,
C := |A|1/2. Potom A = BC a B,C ∈ I2. Odhadneme

|TrA| = |〈|A|1/2U∗, |A|1/2〉2| ≤ ‖ |A|1/2U∗‖2 ‖ |A|1/2‖2 ≤ ‖U∗‖ ‖ |A|1/2‖ 2
2 ≤ ‖ |A|1/2‖ 2

2

= ‖A‖1.

P°itom

‖ |A|1/2‖ 2
2 = 〈|A|1/2, |A|1/2〉2 = Tr |A|.
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Dokáºeme vztah (2). Máme

‖A‖ = ‖ |A| ‖ = ‖ |A|1/2 ‖2 ≤ ‖ |A|1/2 ‖ 2
2 = ‖A‖1.

Tím je v¥ta dokázána.

Nyní jsme schopni postupn¥ dokázat v¥tu 2.4.14 pro p°ípad p = 1, viz téº v¥ta 2.5.5.

V¥ta 2.5.12. I1(H) je vektorový prostor a ‖ · ‖1 je norma na I1(H).

D·kaz. Pro A ∈ B(H) a λ ∈ C je z°ejm¥ |λA| = |λ||A|. Odtud je patrné, ºe pokud A ∈ I1,

potom λA ∈ I1 a ‖λA‖1 = |λ|‖A‖1. Rovn¥º není t¥ºké nahlédnout, ºe ‖A‖1 = 0, práv¥

kdyº |A| = 0, a tedy A = 0. Zbývá ukázat, ºe sou£et dvou operátor· z I1 op¥t pat°í do

I1 a ºe zobrazení ‖ · ‖1 spl¬uje trojúhelníkovou nerovnost. Tyto dv¥ vlastnosti lze dokázat

sou£asn¥.

M¥jme dány dva libovolné operátory B,C ∈ I1 a poloºme A := B + C. Zapi²me A

v polárním rozkladu, A = U |A|. Potom |A| = U∗B+U∗C, kde U∗B,U∗C ∈ I1 podle v¥ty

2.5.5. Vzhledem k v¥t¥ 2.5.11 dostáváme

‖A‖1 = Tr |A| = Tr(U∗B) + Tr(U∗C) ≤ ‖U∗B‖1 + ‖U∗C‖1 ≤ ‖U∗‖(‖B‖1 + ‖C‖1)

≤ ‖B‖1 + ‖C‖1.

Odtud plyne, ºe ‖A‖1 < ∞, a tedy A ∈ I1. Sou£asn¥ jsme dokázali i trojúhelníkovou

nerovnost.

Ukazuje se, ºe normovaný vektorový prostor
(
I1(H), ‖·‖1

)
m·ºeme ztotoºnit s duálním

prostorem k prostoru kompaktních operátor· na H.

V¥ta 2.5.13. Pro libovolný operátor A ∈ I1 de�nujme lineární funkcionál ΦA na K (H)

vztahem

∀K ∈ K (H), ΦA(K) := Tr(AK).

Potom ΦA ∈ K (H)∗ a lineární zobrazení

Φ: I1 → K (H)∗ : A 7→ ΦA

je izometrický izomor�smus.

D·kaz. (I) Tvrdíme, ºe pro kaºdé A ∈ I1 je ΦA ∈ K (H)∗ a ‖ΦA‖ ≤ ‖A‖1.

Toto tvrzení plyne p°ímo z odhadu

∀K ∈ K (H), |ΦA(K)| = |Tr(AK)| ≤ ‖AK‖1 ≤ ‖A‖1‖K‖.
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(II) Tvrdíme, ºe pro kaºdé A ∈ I1 je ‖ΦA‖ ≥ ‖A‖1. Vzhledem k £ásti (I) d·kazu pak

odsud plyne rovnost ‖ΦA‖ = ‖A‖1. To znamená, ºe zobrazení Φ je izometrické, a tudíº

prosté.

Toto tvrzení je z°ejmé pro A = 0, nebo´ Φ0 = 0. P°edpokládejme dále, ºe operátor A

je nenulový a zapi²me ho ve shod¥ s v¥tou 2.4.12 ve tvaru

A =
N∑
j=1

sj 〈xj, · 〉 yj,

kde N ∈ N ∪ {∞}, (sj)
N
j=1 jsou singulární hodnoty operátoru A a (xj)

N
j=1, (yj)

N
j=1 jsou

n¥jaké ortonormální soubory v H. Pro kaºdé n ∈ N, n ≤ N , poloºme

Kn :=
n∑
j=1

〈yj, · 〉xj ∈ K (H).

Upravíme

∀v ∈ H, AKn = A

(
n∑
k=1

〈yk, v〉xk

)
=

N∑
j=1

sj

(
n∑
k=1

〈yk, v〉 〈xj, xk〉

)
yj.

Jelikoº 〈xj, xk〉 = δj,k, dostáváme vyjád°ení

AKn =
n∑
j=1

sj 〈yj, · 〉 yj,

coº znamená, ºe AKn je pozitivní kone£norozm¥rný operátor zapsaný jiº v kanonickém

(tj. diagonálním) tvaru. Odtud

ΦA(Kn) = Tr(AKn) =
n∑
j=1

sj.

Obdobným výpo£tem snadno ov¥°íme, ºe

K∗n =
n∑
j=1

〈xj, · 〉 yj, K∗nKn =
n∑
j=1

〈yj, · 〉 yj.

To znamená, ºe K∗nKn je ortogonální projekce na podprostor span{y1, . . . , yn}, a proto

‖Kn‖2 = ‖K∗nKn‖ = 1.
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Nakonec m·ºeme odhadnout

‖A‖1 =
N∑
j=1

sj = sup
n∈N, n≤N

n∑
j=1

sj = sup
n∈N, n≤N

|ΦA(Kn)|
‖Kn‖

≤ ‖ΦA‖.

(III) Ukáºeme, ºe zobrazení Φ je surjektivní.

Nech´ je dán funkcionál ϕ ∈ K (H)∗. Z°ejm¥ sta£í vy²et°it p°ípad ϕ 6= 0. Na pod-

prostoru I2 ⊂ K (H) dostáváme

∀B ∈ I2, |ϕ(B)| ≤ ‖ϕ‖ ‖B‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖B‖2. (2.16)

Ozna£me zúºení

ϕ̃ := ϕ
∣∣
I2

.

Podle (2.16) je lineární funkcionál ϕ̃ na I2 omezený vzhledem k Hilbertov¥-Schmidtov¥

norm¥ ‖ · ‖2, to jest ϕ̃ ∈ I ∗
2 (a navíc ‖ϕ̃‖ ≤ ‖ϕ‖). Ale I2 se skalárním sou£inem 〈 ·, · 〉2 je

Hilbertúv prostor, a proto podle Rieszovy v¥ty existuje (práv¥ jedno) Ã ∈ I2 takové, ºe

∀B ∈ I2, ϕ̃(B) = 〈Ã, B〉2 = Tr(Ã∗B).

Poloºme A := Ã∗ ∈ I2. Op¥t podle v¥ty 2.4.12 m·ºeme zapsat A ve tvaru

A =
N∑
j=1

sj 〈xj, · 〉 yj,

kde (sj)
N
j=1 jsou singulární hodnoty operátoru A a (xj)

N
j=1, (yj)

N
j=1 jsou ortonormální

soubory. Stejn¥ jako v £ásti (II) d·kazu pro kaºdé n ∈ N, n ≤ N , a

Kn :=
n∑
j=1

〈yj, · 〉xj ∈ I2

platí

AKn =
n∑
j=1

sj 〈yj, · 〉 yj, ‖Kn‖ = 1.

Odhadneme

n∑
j=1

sj = Tr(AKn) = ϕ̃(Kn) = ϕ(Kn) ≤ ‖ϕ‖ ‖Kn‖ = ‖ϕ‖.

Odsud plyne
∑N

j=1 sj ≤ ‖ϕ‖, a tedy A ∈ I1. Porovnání s de�nicí lineárního funkcionálu

ΦA vede na rovnost

ΦA

∣∣
I2

= ϕ̃ = ϕ
∣∣
I2

.
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P°itom, jak bylo zmín¥no v poznámce 2.4.15, podprostor I2 je hustý v K (H), a tak ze

spojitosti obou funkcionál· plyne, ºe ΦA = ϕ.

Vzhledem k tomu, ºe duální prostor K (H)∗ je úplný, dostáváme okamºit¥ tento d·sledek.

D·sledek 2.5.14. Normovaný vektorový prostor
(
I1(H), ‖·‖1

)
je Banachovým prostorem.



Kapitola 3

Neomezené samosdruºené operátory

3.1 Sdruºený operátor k neomezenému operátoru

I nadále pracujeme se separabilními komplexními Hilbertovými prostory nekone£né di-

menze. V této podkapitole zavedeme pojem sdruºeného operátoru k obecn¥ neomezenému,

ale hust¥ de�novanému operátoru a vy²et°íme jeho základní vlastnosti.

De�nice 3.1.1. Bu¤ A operátor na H a nech´ DomA = H. Sdruºený operátor k operátoru

A, který ozna£íme A∗, je de�nován takto: DomA∗ je tvo°en práv¥ t¥mi vektory y ∈ H, pro

které existuje z ∈ H spl¬ující

∀x ∈ DomA, 〈y, Ax〉 = 〈z, x〉. (3.1)

Pokud takový vektor z existuje, tak je ur£en jednozna£n¥, a m·ºeme proto poloºit

A∗y := z.

Poznámka. Je ponecháno na £tená°i, aby zd·vodnil, ºe k danému y ∈ H existuje nejvý²e

jedno z ∈ H spl¬ující (3.1). Díky aditivit¥ skalárního sou£inu v prvním argumentu sta£í

uváºit p°ípad y = 0 spolu s p°edpokladem, ºe A je hust¥ de�novaný operátor.

Poznámka 3.1.2. (1) Podle de�nice sdruºeného operátoru máme

∀x ∈ DomA, ∀y ∈ DomA∗, 〈y, Ax〉 = 〈A∗y, x〉.

P°itom pro dané A je A∗ nejv¥t²í operátor (vzhledem k uspo°ádání ⊂) s touto vlastností.

Skute£n¥, jestliºe n¥jaký operátor D také spl¬uje

∀x ∈ DomA, ∀y ∈ DomD, 〈y, Ax〉 = 〈Dy, x〉,

potom pro y ∈ DomD je y ∈ DomA∗ a A∗y = Dy, tedy D ⊂ A∗.

(2) Je-li A ∈ B(H), potom de�nice operátoru A∗ se shoduje s p·vodní de�nicí hermi-

tovsky sdruºeného operátoru pro omezené operátory. Rovn¥º zd·vodn¥ní tohoto tvrzení

60
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je ponecháno na £tená°i.

Tvrzení 3.1.3. Pro hust¥ de�nované operátory A, B na H a pro λ ∈ H platí

(1) (λA)∗ = λA∗,

(2) je-li Dom(A+B) = H, pak (A+B)∗ ⊃ A∗ +B∗,

(3) je-li DomAB = H, pak (AB)∗ ⊃ B∗A∗,

(4) A ⊂ B =⇒ B∗ ⊂ A∗.

D·kaz. Dokáºeme pouze bod (2). D·kaz ostatních bod· je ponechán na £tená°i jako

cvi£ení.

Dostáváme, ºe

∀x ∈ Dom(A+B) = Dom(A) ∩Dom(B), ∀y ∈ Dom(A∗ +B∗) = Dom(A∗) ∩Dom(B∗)

platí

〈y, (A+B)x〉 = 〈y, Ax〉+ 〈y,Bx〉 = 〈A∗y, x〉+ 〈B∗y, x〉 = 〈(A∗ +B∗)y, x〉.

Tvrzení pak plyne z poznámky 3.1.2 ad (1), jestliºe zde v²ude napí²eme A+B namísto A

a A∗ +B∗ namísto D.

V¥ta 3.1.4. Bu¤ A hust¥ de�novaný operátor na H. Nech´ inverzní operátor A−1 existuje

a je hust¥ de�novaný. Potom (A∗)−1 existuje a platí

(A∗)−1 = (A−1)∗.

D·kaz. Nech´ y ∈ Dom(A−1)∗. Pro x ∈ DomA je Ax ∈ DomA−1, a proto

∀x ∈ DomA, 〈(A−1)∗y, Ax〉 = 〈y, A−1Ax〉 = 〈y, x〉.

To znamená, ºe (A−1)∗y ∈ DomA∗ a A∗(A−1)∗y = y. Role operátor· A a A−1 m·ºeme

zam¥nit a dostáváme, ºe pro kaºdé y ∈ DomA∗ je A∗y ∈ Dom(A−1)∗ a (A−1)∗A∗y = y.

Odvozené vztahy m·ºeme p°epsat

A∗(A−1)∗ = I
∣∣
Dom(A−1)∗ , (A−1)∗A∗ = I

∣∣
DomA∗ .

Odsud jiº plyne tvrzení v¥ty.

V¥ta 3.1.5. Bu¤ A hust¥ de�novaný operátor na H. Potom

KerA∗ = (RanA)⊥.

D·kaz. Podle de�nice sdruºeného operátoru je y ∈ KerA∗, práv¥ kdyº pro v²echna

x ∈ DomA platí 〈y, Ax〉 = 〈0, x〉 = 0. To ov²em p°esn¥ znamená, ºe y ∈ (RanA)⊥.
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P°ipomenutí 3.1.6. H× H je Hilbert·v prostor se skalárním sou£inem

∀x1, x2, y1, y2 ∈ H, 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 := 〈x1, y1〉+ 〈x2, y2〉.

Tento Hilbert·v prostor se také n¥kdy zapisuje jako ortogonální sou£et H⊕H, kdyº první

s£ítanec se ztotoº¬uje s podprostorem H × {0} a druhý s podprostorem {0} × H. Je-li

A operátor na H, potom jeho graf je podprostor v H × H, který i nadále budeme zna£it

symbolem Γ(A).

Reprezentování operátor· pomocí jejich graf· nám umoº¬uje uplatnit geometrický

p°ístup. Ten se ukazuje být velmi uºite£ným v p°ípad¥ sdruºených operátor·.

Tvrzení 3.1.7. De�nujme unitární operátor U ∈ B(H× H) vztahem

∀(x, y) ∈ H× H, U(x, y) := (y,−x).

Potom pro libovolný hust¥ de�novaný operátor A na H platí

Γ(A∗) :=
[
U
(
Γ(A)

)]⊥
. (3.2)

D·kaz. Podle de�nice sdruºeného operátoru (y, z) ∈ Γ(A∗), to jest y ∈ Dom(A∗)

a A∗y = z, práv¥ kdyº

∀x ∈ Dom(A), 〈y, Ax〉 − 〈z, x〉 = 0.

To m·ºeme ekvivalentn¥ p°epsat

∀x ∈ Dom(A), 〈(y, z), (Ax,−x)〉 = 〈(y, z), U(x,Ax)〉 = 0.

To je ov²em ekvivalentní se vztahem (y, z) ⊥ U
(
Γ(A)

)
.

D·sledek 3.1.8. Je-li A hust¥ de�novaný operátor na H, potom operátor A∗ je uzav°ený.

D·kaz. Graf Γ(A∗) je uzav°ený, nebo´ je roven ortogonálnímu dopl¬ku n¥jakého pod-

prostoru v H× H.

D·sledek 3.1.9. Jestliºe pro hust¥ de�novaný operátor A na H existuje A, to jest je-li A

uzavíratelný, potom (A)∗ = A∗.

D·kaz. Podle de�nice uzáv¥ru je Γ(A) := Γ(A), pokud pravá strana je grafem n¥jakého

operátoru. Dále unitární zobrazení je homeomor�smus, a tedy p°evádí uzáv¥r v uzáv¥r. Ze

vztahy (3.2) dostáváme

Γ
(
(A)∗

)
=
[
U
(
Γ(A)

)]⊥
=
[
U
(
Γ(A)

)]⊥
=
[
U
(
Γ(A)

)]⊥
=
[
U
(
Γ(A)

)]⊥
= Γ(A∗).

Tím je tvrzení dokázáno.
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V¥ta 3.1.10. Bu¤ A hust¥ de�novaný operátor na H. Potom operátor A je uzavíratelný,

práv¥ kdyº existuje A∗∗ := (A∗)∗. V kladném p°ípad¥ platí rovnost

A∗∗ = A.

D·kaz. Symbol U má stejný význam jako v tvrzení 3.1.7. V²imn¥me si, ºe zobrazení U

spl¬uje U∗ = U−1 = −U . Podle zmín¥ného tvrzení máme

H× H = Γ(A∗)⊕ U
(
Γ(A)

)
.

Aplikujeme-li zobrazení U na tuto rovnost (a zam¥níme po°adí s£ítanc·), dostáváme

H× H = Γ(A)⊕ U
(
Γ(A∗)

)
. (3.3)

Operátor A∗∗ existuje, práv¥ kdyº DomA∗ je hustý podprostor v H, neboli práv¥ kdyº

Dom(A∗)⊥ = {0}. Ukáºeme, ºe

z ∈ Dom(A∗)⊥ ⇐⇒ (0, z) ∈ Γ(A). (3.4)

To pak znamená, ºe Dom(A∗)⊥ = {0}, práv¥ kdyº Γ(A) je grafem n¥jakého operátoru,

a tedy práv¥ kdyº A je uzavíratelný.

Skute£n¥, z ∈ Dom(A∗)⊥, práv¥ kdyº pro v²echny vektory y ∈ DomA∗ je 〈y, z〉 = 0,

coº m·ºeme p°epsat

∀y ∈ DomA∗, 〈(A∗y,−y), (0, z)〉 = 〈U(y, A∗y), (0, z)〉 = 0.

To ale p°esn¥ znamená, ºe (0, z) ∈
[
U
(
Γ(A∗)

)]⊥
= Γ(A), viz (3.3).

Jak jsme objasnili, dokázaná ekvivalence (3.4) nám °íká, ºe A∗∗ existuje, práv¥ kdyº A

je uzavíratelný. V tom p°ípad¥ z (3.3) a (3.2) plyne

Γ(A) = Γ(A) =
[
U
(
Γ(A∗)

)]⊥
= Γ(A∗∗).

Tím je d·kaz v¥ty úplný.

D·sledek 3.1.11. Bu¤ A hust¥ de�novaný operátor na H. Je-li A uzav°ený operátor,

potom KerA ⊂ H je uzav°ený podprostor.

D·kaz. Máme A = A = A∗∗. Odtud plyne

KerA = KerA∗∗ = (RanA∗)⊥.

Podprostor KerA je tedy uzav°ený.

Poznámka 3.1.12. D·sledek 3.1.11 lze snadno dokázat také p°ímo i bez p°edpokladu
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o hustém de�ni£ním oboru. Je-li (xn) konvergentní posloupnost leºící celá v KerA,

xn → x ∈ H, potom (Axn) je konstantní posloupnost, a tedy Axn → 0 v H. Z uzav°enosti

operátoru A plyne, ºe x ∈ DomA a Ax = 0.

3.2 Symetrické a samosdruºené operátory

Pojem samosdruºeného operátoru m·ºeme nyní zobecnit i na neomezené operátory, u kte-

rých je ale nutné p°edpokládat, ºe jsou alespo¬ hust¥ de�novány. Do takto vybudované

teorie je pak moºné zahrnout i diferenciální operátory, které jsou typickými p°edstaviteli

neomezených operátor·. Význa£nou vlastností samosdruºených operátor· je, ºe i v p°í-

pad¥, kdy jsou neomezené, z·stává v platnosti v¥ta o spektrálním rozkladu. Tuto v¥tu

je v²ak t°eba oproti neomezenému p°ípadu mírn¥ modi�kovat. Zde ji uvádíme jen pro

informaci a jako motivaci pro studium samosdruºených operátor· a nebudeme se ji dále

podrobn¥ v¥novat. Je moºné ji odvodit ze známého výsledku pro omezený p°ípad.

De�nice 3.2.1. �ekneme, ºe jednoparametrická mnoºina {Pλ}λ∈R ortogonálních projekcí

v H je rozklad jedni£ky (anglicky resolution of unity nebo resolution of the identity), jestliºe

spl¬uje

(1) ∀λ, µ ∈ R, λ ≤ µ =⇒ Pλ ≤ Pµ (monotonie),

(2) ∀λ ∈ R, s- lim
µ→λ−

Pµ = Pλ (silná spojitost zleva),

(3) s- lim
λ→−∞

Pλ = 0, s- lim
λ→+∞

Pλ = I (limitní hodnoty v silném smyslu v −∞ a +∞).

V¥ta 3.2.2. Ke kaºdému samosdruºenému operátoru A na H existuje práv¥ jeden rozklad

jedni£ky {Pλ}λ∈R takový, ºe

A =

∫
λ dPλ.

De�nice 3.2.3. Bu¤ A hust¥ de�novaný operátor na H. �ekneme, ºe operátor A je

symetrický, jestliºe

∀x, y ∈ DomA, 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉.

�ekneme, ºe operátor A je samosdruºený, jestliºe A∗ = A.

Poznámka 3.2.4. (1) M·ºeme také °íci, ºe hust¥ de�novaný operátor A na H je symetric-

ký, práv¥ kdyº jeho kvadratická forma je reálná, to jest

∀x ∈ DomA, 〈x,Ax〉 ∈ R.

Odtud okamºit¥ plyne, ºe symetrický operátor m·ºe mít pouze reálné vlastní hodnoty.

(2) Bu¤te A symetrický operátor na H, λ ∈ C. Pi²me α := Reλ, β := Imλ. Potom

∀x ∈ DomA, ‖(A− λI)x‖2 = ‖(A− αI)x‖2 + β2‖x‖2.

Výpo£et je naprosto stejný jako pro omezené samosdruºené operátory.
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Tvrzení 3.2.5. Hust¥ de�novaný operátor A na H je symetrický, práv¥ kdyº A ⊂ A∗.

D·kaz. D·kaz spo£ívá pouze v porovnání de�nic a je odloºen na cvi£ení.

V¥ta 3.2.6. Kaºdý symetrický (hust¥ de�novaný) operátor na H je uzavíratelný.

D·kaz. Bu¤ A symetrický operátor na H. Podle tvrzení 3.2.5 je A ⊂ A∗ a podle d·sledku

3.1.8 je operátor A∗ uzav°ený. A má tedy uzav°ené roz²í°ení.

Poznámka 3.2.7. Uzáv¥r symetrického operátoru na H je také symetrický operátor.

Skute£n¥, z A ⊂ A∗ a z uzav°enosti operátoru A∗ plyne

A ⊂ A∗ = (A)∗,

viz téº d·sledek 3.1.9.

V¥ta 3.2.8. Je-li operátor A na H symetrický a sou£asn¥ DomA = H, potom A ∈ B(H)

a A∗ = A.

D·kaz. Podle p°edpokladu je A ⊂ A∗ a DomA = H. Nutn¥ A = A∗. Operátor A je tedy

uzav°ený a v²ude de�novaný. Podle v¥ty o uzav°eném grafu je A také omezený.

Obecn¥ i pro neomezené operátory lze zavést pojem �normální operátor�, coº je obec-

n¥j²í pojem neº �samosdruºený operátor�. Následující tvrzení o reziduálním spektru a také

Weylovo kritérium platí obecn¥ pro normální operátory. Normálními operátory se zde ale

zabývat nebudeme a spokojíme se s tím, ºe zmín¥né výsledky vyslovíme pro samosdruºené

operátory.

V¥ta 3.2.9. Kaºdý samosdruºený operátor na H má prázdné reziduální spektrum.

D·kaz. Bu¤ A samosdruºený operátor na H. Sta£í ukázat, ºe pro kaºdé λ ∈ C platí:

jestliºe Ran(A− λI) 6= H, potom λ ∈ σp(A). Odtud plyne, ºe pro v²echna λ ∈ C,
λ /∈ σr(A).

P°edpokládejme, ºe x ∈ Ran(A− λI)⊥, x 6= 0. To znamená, ºe

x ∈ Ker(A∗ − λI) = Ker(A− λI).

V²echna vlastní £ísla operátoru A jsou reálná, a proto λ = λ ∈ σp(A).

V¥ta 3.2.10 (Weylovo kritérium). Bu¤ A samosdruºený operátor na H. Potom platí:

(1) λ ∈ %(A), práv¥ kdyº existuje konstanta m > 0 taková, ºe

∀x ∈ DomA, ‖(A− λI)x‖ ≥ m‖x‖, (3.5)

(2) λ ∈ σ(A), práv¥ kdyº existuje posloupnost (xn) ⊂ DomA taková, ºe

∀n ∈ N, ‖xn‖ = 1 a lim
n→∞

‖(A− λI)xn‖ = 0.
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D·kaz. D·kaz je prakticky stejný jako pro omezené samosdruºené nebo normální operá-

tory. Výroky (1) a (2) jsou ekvivalentní. Sta£í tedy dokázat výrok (1).

(⇒) Pro λ ∈ %(A) poloºíme m := 1/‖(A− λI)−1‖. Potom

∀x ∈ DomA, ‖x‖ = ‖(A− λI)−1(A− λI)x‖ ≤ (1/m) ‖(A− λI)x‖.

(⇐) Z (3.5) plyne, ºe Ker(A − λI) = {0}. Tedy (A − λI)−1 existuje. Navíc se jedná

o uzav°ený operátor. Z (3.5) lze také usoudit, ºe (A−λI)−1 je omezený operátor. Z t¥chto

vlastností dále plyne, ºe Dom(A − λI)−1 = Ran(A − λI) je uzav°ený podprostor v H

(bylo rozebráno na cvi£ení). Navíc reziduální spektrum operátoru A je prázdné, a proto

Ran(A−λI) je hustý podprostor v H. Nutn¥ Ran(A−λI) = H a (A−λI)−1 ∈ B(H).

V¥ta 3.2.11. Spektrum kaºdého samosdruºeného operátoru na H je reálné.

D·kaz. Bu¤te A samosdruºený operátor na H a λ ∈ C. Máme ukázat, ºe pokud Imλ 6= 0,

potom λ ∈ %(A). To p°ímo vyplývá z poznámky 3.2.4 ad (2) a z Weylova kritéria. Postup

je prakticky stejný jako v p°ípad¥ omezených samosdruºených operátor·. Dopln¥ní po-

drobností je ponecháno na £tená°i.

3.3 Samosdruºená roz²í°ení symetrických operátor·

Cílem této podkapitoly je zodpov¥d¥t otázku, zda pro daný symetrický operátor existuje

n¥jaké jeho samosdruºené roz²í°ení, a pokud ano, jak popsat v²echna takováto roz²í°ení.

Je ú£elné tuto otázku je²t¥ trochu zobecnit a zkoumat symetrická roz²í°ení symetrického

operátoru. Základní výchozí pozorování je popsáno v následující poznámce.

Poznámka 3.3.1. M¥jme dán symetrický operátor A na H. Potom kaºdé symetrické

roz²í°ení B operátoru A spl¬uje

A ⊂ B ⊂ B∗ ⊂ A∗.

Kaºdé takové symetrické roz²í°ení je jednozna£n¥ ur£eno podprostorem V ⊂ H, který

vyhovuje podmínce

DomA ⊂ V ⊂ Θ(A), kde Θ(A) := {x ∈ Dom(A∗); 〈x,A∗x〉 ∈ R}, (3.6)

jestliºe poloºíme

B := A∗
∣∣
V .

Naopak V = DomB.

Poznamenejme, ºe Θ(A) není podprostor. Podle p°edpokladu máme A ⊂ A∗, B ⊂ B∗

a A ⊂ B. Z posledního vztahu ale plyne B∗ ⊂ A∗. To také znamená, ºe B je zúºením
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A∗ a V := DomB musí spl¬ovat DomA ⊂ V ⊂ DomA∗. P°itom kvadratická forma

symetrického operátoru je reálná, a proto pro kaºdé x ∈ V je 〈x,A∗x〉 = 〈x,Bx〉 ∈ R.
Tuto úvahu lze z°ejm¥ obrátit. Jestliºe podprostor V spl¬uje (3.6) a B je zúºením

operátoru A∗ na V , potom B je roz²í°ením operátoru A a kvadratická forma pro B je

reálná, tedy operátor B je symetrický.

P°edchozí úvaha nazna£uje, ºe pro °e²ení na²eho problému je d·leºité popsat de�ni£ní

obor DomA∗ pro daný symetrický operátor A. Nejprve jeden p°edb¥ºný výsledek.

Tvrzení 3.3.2. Bu¤te A symetrický operátor na H a λ ∈ C. Je-li Imλ 6= 0, potom operátor

A je uzav°ený, práv¥ kdyº podprostor Ran(A− λI) je uzav°ený. Pro uzav°ený symetrický

operátor tedy platí

H = Ran(A− λI)⊕Ker(A∗ − λI). (3.7)

D·kaz. Stejn¥ jako v poznámce 3.2.4 ad (2) máme

∀x ∈ DomA, ‖(A− λI)x‖2 ≥ | Imλ|2‖x‖2.

Odtud plyne, ºe pro Imλ 6= 0 existuje inverzní operátor (A− λI)−1 a je omezený. P°itom

operátor A je uzav°ený, práv¥ kdyº A− λI je uzav°ený, a to je, práv¥ kdyº (A− λI)−1 je

uzav°ený. Omezený operátor je ale uzav°ený, práv¥ kdyº jeho de�ni£ní obor je uzav°ený

(probráno na cvi£ení). To znamená, ºe (A−λI)−1 je uzav°ený, práv¥ kdyº Dom(A−λI)−1 =

Ran(A− λI) je uzav°ený podprostor.

V¥ta 3.3.3. Bu¤ A symetrický operátor na H. Potom

DomA∗ = DomA +̇ Ker(A∗ − iI) +̇ Ker(A∗ + iI).

Poznámka. Te£ka nad + znamená, ºe se jedná o direktní sou£et.

D·kaz. Vzhledem k rovnosti A∗ = (A)∗ sta£í, kdyº v¥tu dokáºeme za p°edpokladu, ºe A je

uzav°ený operátor. Bu¤ y ∈ DomA∗ libovolný vektor. Chceme ukázat, ºe y lze jednozna£n¥

zapsat ve tvaru

y = x+ z+ + z−, kde x ∈ DomA, z± ∈ Ker(A∗ ∓ iI). (3.8)

(I) Jednozna£nost. Nech´ platí (3.8). Podle tvrzení 3.3.2 máme

(A∗ − iI)y = (A− iI)x− 2iz− ∈ Ran(A− iI)⊕Ker(A∗ + iI) = H.

Odtud plyne, ºe s£ítanec z− v (3.8) je pro daný vektor y ur£en jednozna£n¥. Obdobn¥ lze

zd·vodnit, ºe i s£ítanec z+ ur£en jednozna£n¥. Potom je nutn¥ ur£en jednozna£n¥ také

prvek x.
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(I) Existence. P°edcházející postup lze obrátit. Podle (3.7) je

(A∗ − iI)y ∈ Ran(A− iI)⊕Ker(A∗ + iI) = H,

a proto m·ºeme psát

(A∗ − iI)y = (A− iI)x− 2iz−, pro jisté vektory x ∈ DomA, z− ∈ Ker(A∗ + iI).

Poloºme z+ := y − x − z−. K dokon£ení d·kazu sta£í ukázat, ºe z+ ∈ Ker(A∗ − iI).

Vypo£teme

(A∗ − iI)z+ = (A∗ − iI)y − (A− iI)x+ 2iz−

= (A− iI)x− 2iz− − (A− iI)x+ 2iz−

= 0.

Tím je v¥ta úpln¥ dokázána.

De�nice 3.3.4. Bu¤ A symetrický operátor na H. Podprostory Ker(A∗∓ iI), tedy vlastní

podprostory operátoru A∗ p°íslu²né vlastním £ísl·m ±i, nazveme defektními podprostory.

�ísla

δ±(A) := dim Ker(A∗ ∓ iI) ∈ N0 ∪ {∞}

nazveme indexy defektu symetrického operátoru A.

Poznámka 3.3.5. Lze ukázat, ºe v p°ípad¥ symetrického operátoru A na H zobrazení

C 3 z 7→ dim Ker(A∗ − zI) ∈ N0 ∪ {∞}

je konstantní na kaºdé z polorovin Im z > 0 a Im z < 0. D·kaz zde neuvádíme.

De�nice 3.3.6. Bu¤ A symetrický operátor na H. �ekneme, ºe operátor A je v podstat¥

samosdruºený, je-li operátor A samosdruºený.

Jako okamºitý d·sledek v¥ty 3.3.3 dostáváme následující kritérium.

D·sledek 3.3.7. Uzav°ený symetrický operátor je samosdruºený, práv¥ kdyº oba jeho

indexy defektu jsou nulové. Je-li A symetrický operátor na H, ale ne nutn¥ samosdruºený,

potom rovnosti δ+(A) = δ−(A) = 0 jsou ekvivalentní s tvrzením, ºe A je v podstat¥ samo-

sdruºený.

Lemma 3.3.8. Bu¤te A symetrický operátor na H, y ∈ DomA∗. Nech´ symbol Θ(A) má

stejný význam jako v (3.6). Ve shod¥ s v¥tou 3.3.3 zapi²me y ve tvaru

y = x+ z+ + z−, kde x ∈ DomA, z± ∈ Ker(A∗ ∓ iI).
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Potom y ∈ Θ(A), práv¥ kdyº ‖z+‖ = ‖z−‖.

D·kaz. D·kaz je zaloºen na p°ímém výpo£tu. Dostáváme

〈y, A∗y〉 = 〈x+ z+ + z−, Ax+ iz+ − iz−〉

= 〈x,Ax〉+ 〈z+ + z−, Ax〉+ i 〈x, z+ − z−〉+ i 〈z+ + z−, z+ − z−〉

= 〈x,Ax〉+ 〈A∗(z+ + z−), x〉+ i 〈x, z+ − z−〉+ i (〈z−, z+〉 − 〈z+, z−〉)

+ i (‖z+‖2 − ‖z−‖2)

= 〈x,Ax〉+ i (〈x, z+ − z−〉 − 〈z+ − z−, x〉) + i (〈z−, z+〉 − 〈z+, z−〉)

+ i (‖z+‖2 − ‖z−‖2).

Odtud je jiº z°ejmé, ºe 〈y, A∗y〉 ∈ R, práv¥ kdyº ‖z+‖ = ‖z−‖.

Lemma 3.3.9. Bu¤te A symetrický operátor na H a B jeho samosdruºené roz²í°ení.

Potom ke kaºdému z ∈ Ker(A∗ − iI) existuje práv¥ jedno z̃ ∈ Ker(A∗ + iI) takové, ºe

z + z̃ ∈ DomB.

D·kaz. Podle p°edpokladu máme A ⊂ B = B∗ ⊂ A∗. M¥jme dán vektor z ∈ Ker(A∗− iI).

(I) Existence. Podle v¥ty je −i ∈ %(B). Poloºme

z̃ := 2i (B + iI)−1z − z.

Potom

z + z̃ ∈ Ran(B + iI)−1 = DomB ⊂ DomA∗.

Ur£it¥ z̃ ∈ DomA∗. Jelikoº operátor B je zúºením A∗, dostáváme

(A∗ + iI)z̃ = 2i (A∗ + iI)(B + iI)−1z − 2iz = 2i (B + iI)(B + iI)−1z − 2iz = 0.

Tedy z̃ ∈ Ker(A∗ + iI).

(II) Jednozna£nost. Nech´ z̃1, z̃2 ∈ Ker(A∗ + iI) jsou vektory, pro které

z + z̃1, z + z̃2 ∈ DomB.

Potom z̃1− z̃2 ∈ Dom(B)∩Ker(A∗+iI). Protoºe podle poznámky 3.3.1 je DomB ⊂ Θ(A),

z lemmatu 3.3.8 plyne ‖z̃1 − z̃2‖ = 0.

Jednozna£nost m·ºeme také zd·vodnit následovn¥. Operátor B je zúºením A∗, a tak

z̃1− z̃2 ∈ Ker(B+ iI). Vzhledem k tomu, ºe samosdruºený operátor m·ºe mít pouze reálná

vlastní £ísla, je Ker(B + iI) = {0}.

Následující základní výsledek, který se týká samosdruºených roz²í°ení symetrických

operátor·, je p°ipisován J. von Neumannovi (1903-1957).
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V¥ta 3.3.10. Bu¤ A symetrický operátor na H. Potom samosdruºené roz²í°ení operátoru

A existuje, práv¥ kdyº indexy defektu δ+(A) a δ−(A) jsou si rovny, to jest

dim Ker(A∗ − iI) = dim Ker(A∗ + iI).

Jestliºe δ+(A) = δ−(A), potom samosdruºená roz²í°ení operátoru A jsou ve vzájemn¥

jednozna£ném vztahu s unitárními zobrazeními

U : Ker(A∗ − iI)→ Ker(A∗ + iI). (3.9)

Samosdruºené roz²í°ení B = BU operátoru A p°íslu²né unitárnímu zobrazení U (3.9) je

ur£eno takto:

DomB := DomA +̇ (I + U)
(

Ker(A∗ − iI)
)

(3.10)

a

∀x ∈ DomA, ∀z ∈ Ker(A∗ − iI), B(x+ z + Uz) := Ax+ iz − i Uz. (3.11)

D·kaz. Kaºdé samosdruºené roz²í°ení operátoru A je sou£asn¥ samosdruºeným roz²í°ením

operátory A. A tak op¥t bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe A je uzav°ený

operátor.

(I) Nejprve dokáºeme, ºe operátor B de�novaný vztahy (3.10), (3.11), kde U je n¥jaké

unitární zobrazení (3.9), je samosdruºený. P°itom je z°ejmé, ºe B je roz²í°ením operátoru

A a sou£asn¥ zúºením operátoru A∗.

Vzhledem k unitarit¥ zobrazení U je podle lemmatu 3.3.8 DomB ⊂ Θ(A), a proto B

je symetrický operátor, nebo´ jeho kvadratická forma je reálná, viz poznámka 3.3.1.

Dále ze vztahu (3.11) vyplývá, ºe

Ran(B + iI) = Ran(A+ iI)⊕Ker(A∗ − iI) = H

(p°i p°edpokladu A = A). Odsud na základ¥ tvrzení 3.3.2 m·ºeme usoudit, ºe operátor B

je uzav°ený. Navíc tato rovnost implikuje, ºe Ker(B∗− iI) = {0}. Obdobn¥ lze zd·vodnit,
ºe Ker(B∗ + iI) = {0}. D·sledek 3.3.7 nám pak °íká, ºe B je samosdruºený operátor.

Poznamenejme je²t¥, ºe p°i°azení U 7→ B = BU je prosté. Skute£n¥, podle (3.10)

r·zným unitárním zobrazením odpovídají r·zné de�ni£ní obory DomBU , a tedy r·zná

samosdruºená roz²í°ení BU .

(II) Naopak z jiº dokázaných výsledk· vyplývá, ºe kaºdé samosdruºené roz²í°ení B

operátoru A je tvaru (3.10), (3.11) a (3.9).

Podle lemmatu 3.3.9 kaºdé samosdruºené roz²í°ení B jednozna£n¥ ur£uje zobrazení

U : Ker(A∗ − iI)→ Ker(A∗ + iI)

spl¬ující podmínku z+Uz ∈ DomB pro v²echna z ∈ Ker(A∗−iI). Není t¥ºké nahlédnout,
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ºe zobrazení U je lineární. Podle lemmatu 3.3.8 U nutn¥ spl¬uje ‖Uz‖ = ‖z‖ pro v²echna

z ∈ Ker(A∗ − iI). Projdeme-li si d·kaz lemmatu 3.3.9, zjistíme, ºe lemma z·stává v plat-

nosti, jestliºe v n¥m zam¥níme navzájem vlastní hodnoty i a −i operátoru A∗. Ve svém

d·sledku to znamená, ºe zobrazení U je také surjektivní. Vzhledem k v¥t¥ 3.3.3 tak

dostáváme

DomB = {x+ z + Uz; x ∈ DomA, z ∈ Ker(A∗ − iI)},

£ili platí (3.10). P°itom samosdruºené roz²í°ení B je svým de�ni£ním oborem ur£eno

jednozna£n¥, nebo´ je zúºením operátoru A∗ (viz poznámka 3.3.1), a odtud plyne (3.11).

(III) Nakonec m·ºeme shrnout, ºe pokud operátor A má samosdruºené roz²í°eni,

potom podle £ásti (II) d·kazu existuje unitární zobrazení mezi defektními podprostory

Ker(A∗ − iI) a Ker(A∗ + iI), a proto tyto podprostory mají stejnou dimenzi.

Naopak, pokud jsou indexy defektu shodné, existuje alespo¬ jedno unitární zobrazení

(3.9) a podle £ásti (I) d·kazu existuje samosdruºené roz²í°ení operátoru A. Speciáln¥

pro δ+(A) = δ−(A) = 0 je A samo sob¥ svým jediným samosdruºeným roz²í°ením (p°i

p°edpokladu A = A).

Poznámka 3.3.11. Nech´ symetrický operátor A má shodné a p°itom kone£né indexy

defektu, δ+(A) = δ−(A) =: n ∈ N. Unitární grupa na n-rozm¥rném (komplexním)

Hilbertov¥ prostoru je hladká reálná varieta dimenze n2. V tomto p°ípad¥ lze tedy mnoºinu

v²ech samosdruºených roz²í°ení operátoruA parametrizovat pomocí n2 reálných parametr·.


