Kapitola 1

Tenzorovy soucin vektorovych prostori

1.1 Konstrukce tenzorového soucinu, véta o univerzalité

Znaceni 1.1.1. Budte V, W vektorové prostory nad stejnym télesem. Symbol Z(V, W)

znadci vektorovy prostor vSech linearnich zobrazeni V' do .

Definice 1.1.2. Bud'te V' vektorovy prostor, M C V podmnozina (obecné i nekone¢na).
Rekneme, ze mnozina M je linedrné nezdvisld (LN), jestlize kazda jejf konena podmnozina
je LN.

Definice 1.1.3. Budte V vektorovy prostor, M C V podmnoZina. Rekneme, Ze mnozina

M je Hamelova bdze prostoru V, jestlize

(1) M je linearné nezavisla,

(2) V =span M (= mnozina vSech kone¢nych lineérnich kombinaci prvka z M).
Ekvivalentné bychom mohli ¥ici, ze M je maximélni (ve smyslu inkluze) linearné

nezévisla podmnozina ve V' (rozmyslete si samostatné).

Véta 1.1.4. KazZdad linedrné nezduvisld podmnoZina vektorového prostoru V' je obsaZena

v néjaké Hamelove bdzi.

Dikaz. K dilkkazu je potifeba axiom vybéru. Pomérné snadno lze vétu dokézat napiiklad

pomoci Zornova lemmatu. To je ponechano na ¢tenéii jako cviceni. O
Poznamka 1.1.5. Ve skutecnosti je véta 1.1.4 ekvivalentni s axiomem vybéru.

Umluva 1.1.6. Pokud nebude Fefeno jinak, tak v této kapitole se vsechny vektorové

prostory uvazuji nad stejnym, ale jinak libovolnym télesem F.

Definice 1.1.7. Bud M mnozina. Ozna¢me symbolem

Fun(M,F) :={f; f: M — F}
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vektorovy prostor funkei na M s hodnotami v F. Pro funkci f € Fun(M,F) ozna¢me jeji

nosi¢ symbolem
supp f := {z € M; f(z) # 0}.

Volng vektorovy prostor generovany M je podprostor % (M) C Fun(M,F) tvoreny

vSemi funkcemi s konecnym nosi¢em, to jest
F(M) = {f € Fan(M,F); |supp f| < oc}.

Znaceni 1.1.8. Pii stejném znaceni jako v definici 1.1.7 definujeme funkci 6, € 7 (M)

vztahem

1 roy==x
Yy e M, 6,(y) = proy

0 proy#ux .
Poznamka 1.1.9. M je stale néjakd dana mnozina. Ziejmé {J,; x € M} je Hamelova baze
v F(M). Ur¢ité je tato mnozina linedrné nezévisla a kazdou funkci f € % (M) muzeme
vyjadrit jako
f= 3 flx)s. (1.1)
> Esupp f

Tvrzeni 1.1.10. Budte M mnozina, U vektorovy prostor a F: M — U libovolné zobrazeni.

Potom ezistuje prave jedno linedrni zobrazeni F € L(F(M),U) takové, Ze
Vo e M, F(5,) = F(x). (1.2)

Diikaz. Libovolnou funkci f € % (M) miuzeme jednoznaéné vyjadiit jako lineédrni kombi-
naci Hamelovy baze {d,; © € M} vztahem (1.1). Vzhledem k (1.2) musi byt £ definovano

vztahem

Ve F(M), F(f):= >  f&)F(x). (1.3)

x €supp f

Naopak takto definované zobrazeni zobrazeni F': % (M) — U je linearni. K ovéfeni staci
uvazit, ze je-li S C M konefné podmnozina spliiujici supp f C S, potom ve vztazich (1.1)

a (1.3) mazeme supp f nahradit v8ude mnozinou S. ]

Piipomenuti 1.1.11. Budte Z vektorovy prostor, 3 C Z jeho podprostor. Relace
Yu,v € Z, u ~ v 2EL u—uv € 3,

je ekvivalence na Z. Faktorizaci podle této ekvivalence dostavame vektorovy prostor Z/3.
Jeho prvky jsou tFidy ekvivalence, coZ jsou vlastné afinni podprostory u+3 C Z, u € Z.

Faktorprostor Z/3 je také vektorovym prostorem s operacemi

A(u+3)= u+3, (u+3)+(v+3):=(ut+v)+3 proviechna A € F, u,v € Z.
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Projekce
T Z—=Z/3:u—u+3

je linearni zobrazeni, 7 € £ (Z,7/3).

Definice 1.1.12. Budte V, W vektorové prostory. Oznac¢me 3 C .7 (V x W) podprostor

generovany vSemi funkcemi tvaru

5(/\U1+U2,w) - )\5(111,711) - 5(7)2,’!1})7 kde X e IF: V1, V2 € ‘/7 w e VV)
(5(v7/\w1+w2) — /\(5(U7w1) — 5(U,w2), kde X\e F,veV w,w €W

Tenzorovy soucin vektorovijch prostori V., W definujeme jako faktorprostor
VoW :=Z(V xW)/3.
Ptislusnou projekci (faktor zobrazeni) oznacime
T FVxW)=>VeW.
Déle definujeme zobrazeni
T:VXW=VeW: (v,w) = m(dwuw)

a piSeme
Yoe W, Ywe W, v@w:=7(v,w) = 7(0ww))-

Rikame, 7e v ® w je tenzorovy soucin vektort v a w.

Tvrzeni 1.1.13. Pro libovolné vektorové prostory V., W plati
(1) zobrazeni 7:V xW =V QW : (v,w) »v@w je bilinedrnt,
(2) VoW =span{vew;,veV,weW}.

Diikaz. (1) Aplikujeme-li projekei 7 (viz definice 1.1.12) na vektory
O(rvr4vaw) — AO(vrw) — O(uaw) € 3, kde X € F, v, v € V, w e W,
dostaneme rovnost
M1+ m)@uw—-ANryQw)—vnew=0eV W

To dokazuje linearitu v prvnim argumentu tenzorového soucinu. Linearitu ve druhém ar-
gumentu lze ovéfit obdobné.
(2) Vime, ze
F(V x W) =span{dpuw; v eV, we W} (1.4)
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Dale vime, ze projekce 7 je surjektivni. Staci tedy aplikovat m na obé strany rovnosti
(1.4). O

Poznamka 1.1.14. Ziejmé plati:
jsou-li U, V, W vektorové prostory a ¢ € ZL(VeoW,U), pak zobrazeni ¢: V x W — U
definované vztahem

Yo eV, YweW, ¢(v,w) := é(v ® w)

je bilineérni.

Nésledujici véta v podstaté tvrdi, ze vztah mezi qg a ¢ 7z poznamky 1.1.14 lze obratit.

Véta 1.1.15 (Univerzalita tenzorového soucinu). Budte V, W wvektorové prostory
a T:VXW = VW zobrazeni tenzorového soucinu (podle definice 1.1.12). Potom
ke kaZdému bilinedrnimu zobrazeni ¢ : V. x W — U do néjakého vektorového prostoru U
existuje prdave jedno linedrni zobmzem’& € Z(VeW,U) takové, Ze ndsledugici diagram je
komutativni

V xW - Vew

¢ g

U

Jinak Feceno, pro viechny vektory v € V, w € W plati ¢(v,w) = ¢(v @ w).

Diikaz. FEristence. Podle tvrzeni 1.1.10 k zobrazeni ¢: V x W — U existuje pravé jedno
linearni zobrazeni ¢ € L(F(V x W),U) takové, e

YOS ‘/a Vw € VV, gb(&(v,w)) - ¢<an)'

Diky bilinearité zobrazeni ¢ je snadno vidét, ze (;3 nabyva hodnotu 0 na vSech generatorech
podprostoru 3 C .Z(V x W) (viz definice 1.1.12), tedy $|3 = 0. Proto miZzeme definovat
(pfipomenme si, ze pro f € F(V xW)jen(f)=f+3C.F(V xW))

vf € F(V x W), 6(n(f)) = olf).

Jelikoz obé zobrazeni m, ¢ jsou linearni, neni tézké nahlédnout, Ze i ¢ je linedrni. P¥itom

je splnéno
Vo € V7 Vw e W, ¢(Ua ’LU) = &(5(1),10)) = Qg(ﬂ(é(v,w))) = QE(U ® w)

Jednoznacnost je ziejmé, nebot ¢~)je linearni a je predepsano na vektorech v ® w, kde

v probtha V', w probiha W a tyto vektory generuji V @ W. O
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1.2 Drsledky véty o univerzalité, zakladni vlastnosti

Dausledek 1.2.1. Budte V, W wvektorové prostory. Potom existuje prdvé jeden linedrni
1zomorfismus

T"VOW =WV

takovy, Ze

YVoeV,VwelW, Tvw=w®u. (1.5)
Mdame tedy V QW ~W V' (vektorové prostory jsou izomorfni).

Diikaz. Zobrazeni
VXW->WeV:(hw)—w®uv

je bilinearni. Podle véty o universalité tenzorového soucinu (véta 1.1.15) existuje pravée

jedno T' € Z(V @ W, W ® V) spliwjici (1.5). Zaménime-li V' a W, zjistime, Ze existuje
pravé jedno S € Z(W @ V,V @ W) splhujici analogicky vztah. Potom plati

YVoe V. YweW, STv@w=v®w.

Z tvrzeni 1.1.13 ad (2) plyne, ze nutné ST = Iygw (identické zobrazeni). Obdobné

TS = Iygy. Zobrazeni T a S jsou tedy navzajem inverzni a T je izomorfismus. O

Znaceni 1.2.2. Bud V vektorovy prostor. Vektorovy prostor vSech linearnich funkcionalu

na V oznacdime

V# .= 2(V,F)
a nazveme ho algebraickym dudlnim prostorem k V.

Disledek 1.2.3. Budte V, W wektorové prostory, ¢ € V#, 1 € W#. Potom eristuje

jednoznacné urcéeny linedrni funkciondl gg e (Vo W)¥ takovy, ze

Yo eV, Yw e W, ¢(v@w)=pv)p(w). (1.6)

Diikaz. Zobrazeni
OV xW =F:(v,w) = p)(w)

je biline4rni. Existence a jednoznac¢nost linedrniho funkcionédlu b plyne okamzité z véty
1.1.15. O

Poznamka 1.2.4. Stejné jako v kone¢norozmérném piipadé plati nasledujici tvrzeni, jak
si Ctenaf sdm snadno rozmysli.

Budte V' vektorovy prostor, H C V' Hamelova bize ve V., x € H. Potom existuje prdvé
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jeden linedrni funkciondl o, € V¥ takouvy, Ze

1 proy==x
Vy € H, ¢u(y) = :
0 proy+#=x

Véta 1.2.5. Budte V., W wektorové prostory, M C 'V, N C W linedrné nezdvislé podm-

noziny. Potom podmnoZina
{v@w,ve M, we N} CVW

je tak€ linedrne nezduvisla.
Diikaz. Vzhledem definici 1.1.2 zfejmé staci dokazat, Zze pro kazda m,n € N a linearné
nezavislé podmnoziny

{v1,v9,...,0m} C M, {wy,ws,...,w,} CN
je

{vjQug; 1<j<m1<k<n}CcVeW
také linearné nezdvisla podmnozina. Podle véty 1.1.4 miZeme zvolit Hamelovy béze M ve
V a N ve W tak, aby M C M, N C N. Potom také

{v1,v9, ..., um} C M, {wy,wa, ..., w,} CN.

Jak bylo zminéno v poznamce 1.2.4, existuji linearni funkcionély ¢; € V# 1 < j < m,
a, € W7, 1<k <n, takové, Ze

Spj'(vj) = 057,55 wk’(wk) = 6k:’7k pro 1< jaj/ <m, 1< kak, <n.
Déle podle dusledku 1.2.3 existuji ¢, € (V @ W)# tak, ze
Yo eV, YweW, QBng(U ®@w) = @;(v)Yr(w).

Necht nyni

m n
Z Z o, v; @ w, = 0 pro néjaké koeficienty oy, € F.
j=1 k=1

Potom

n

0 = ggjl7kl( Z Z aj,k Uj ® wk) == Z Oéj,k: 90‘7/ (U])@Z)k/ (wk) == aj’,k’

j=1 k=1 j=1 k=1
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pro v8echny indexy 7' =1,2,....n, k' =1,2,... n. m

Poznamka 1.2.6. Abychom si v dalsim textu zjednodusili zapis, vSimnéme si, 7e pro

vektorové prostory V', W lze kazdy prvek x € V @ W zapsat ve tvaru
x:ij@)gj projistt ne N, f, eV, g; € W.
j=1

Miuzeme uvazovat i n = 0, pfi¢emz prazdnou sumu v tomto piipadé chapeme podle kon-
vence jako nulovy vektor. Poznamenejme, 7e i x = 0 muzeme psat napiiklad jako x = 0®0.

Skutecné, je-li 0 # x € V @ W, pak podle tvrzeni 1.1.13 existuji n € N a a; € T,
v;eV,w; € Woproj=1,2,...,n takové, Ze

n n
T = E ajv; @ w; = E (ajv5) @ wj.
=1 j=1
Staci tedy polozit f; := ajv;, g; := w;. Toto vyjadfeni samoziejmé neni jednoznac¢né.
Poznamka 1.2.7. Pro vektorovy prostor V' mame izomorfismy vektorovych prostori
VeFV~VRF.
Abychom ukézali prvni izomorfismus, sta¢i ovéfit, ze linearni zobrazeni

VoasTFV:iv—1Q®0v

je vzajemné jednoznacné. Skutecné je prosté, nebot pro v # 0 je podle véty 1.2.5 rovnéz
1 ® v # 0. Toto zobrazeni je i surjektivni, nebot vzhledem k poznamce 1.2.6 1ze kazdé
r € F®V psat ve tvaru

x:Zaj(X)vj:Zajl@vj:l@ (Zajvj)
j=1 j=1 j=1

projistan e N, o € F, v; € V.

Izomorfismus V ~ V Q F lze ovérit obdobné.

Véta 1.2.8. Budte V., W wvektorové prostory a M C V, N C W podmnoziny. Jestlize
V =span M, W =span N, pak

VoW =span{fv@w; v e M, w e N}.

Diikaz. Vzhledem k piedpokladu a tvrzeni 1.1.13 dostavame (v druhé inkluzi je vyuzita
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bilinearita)

VoW = span{fv@w;veV,weW} D span{v®@w; v e M, we N}
D span{v ® w; v € span M, w € span N }
= span{v@uw;veV,weW} =VaW

Odtud plyne dokazovana rovnost. O]

Véta 1.2.9. Budte po fadé M, N Hamelovy bdze ve vektorovijch prostorech V-a W . Potom
{v@w;,ve M, we N}

je Hamelova baze ve V@ W.
Diikaz. Véta je bezprostiednim disledkem vét 1.2.5 a 1.2.8. O]
7 této véty okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

Disledek 1.2.10. Jsou-li V a W konecnorozmeérné vektorové prostory, potom
dimV W =dimV - dim W.

Poznamka 1.2.11. Pro konecnorozmérné vektorové prostory V a W existuje ,pfirozeny*

izomorfismus vektorovych prostori
VEQW ~ L(V,W).
Tento izomorfismu se zkonstruuje nasledovné. Uvazme bilinedrni zobrazeni
T:V#FXxW — L(V,W): (p,w) = Ty i= p(-)w,
kde definice T, ,, € Z(V,W) je minéna takto
Vo eV, T,.,v=p(v)w.

Pro w # 0 je zfejmé hodnost T, ,, rovna 1 (a T, = 0 pro jakékoliv ¢). Naopak je snadno
vidét, ze vSechna linedrni zobrazeni z .Z(V, W) s hodnosti 1 jsou tohoto tvaru.
Podle véty 1.1.15 existuje pravé jedno T € X(V# @ W, Z(V, W)) takové, Ze

Vo e V¥ Yw e W, T(p®w) = o(-)w.

T je surjektivni, nebot v kone¢norozmérném piipadé linearni zobrazeni hodnosti 1 generuji
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cely prostor Z(V,W). Pfitom plati
dim Z(V,W) =dimV - dim W = dim V# . dim W = dim V# @ W,

a tedy T je nutné i prosteé.

Argument o surjektivité miZeme rozvést je$té trochu podrobnéji. Zvolme béazi
{wy,...w,} ve W abud {w?, .. w#} odpovidajici baze ze soufadnicovych funkcionli ve
W#. Pro libovolné A € Z(V, W) mame

Av = wa(Av) wj = Z@j(v)’wj = (ZT%WJU’ kde ¢, == wf o AeV*
j=1 j=1

j=1
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Poznamka 1.2.12. Opét se omezime na kone¢norozmérné vektorové prostory V, W.
Vime, 7e V@ W = span{v @ w; v € V, w € W}. Na druhé strané z poznamky 1.2.11 lze

usoudit, ze
VoW #{veaw,veV,we W}, pokud dimV >1a dimW > 1.

Napitklad p¥i izomorfismu V# @ W ~ Z(V, W) prvky tvaru ¢ ® w v tenzorovém soucinu
V#®@W odpovidaji lineArnim zobrazenim v .Z(V, W), kterd maji hodnost 1. Tato linearni
zobrazeni oviem nevyCerpavaji cely prostor £ (V, W).

V dalgim vztahu vyuZijeme toho, Ze V' lze pfirozené ztotoznit s druhym dualem (V#)#
¢ili mame k dispozici izomorfismus V ~ (V#)#. Na zakladé poznamky 1.2.11 pak dostévame

izomorfismus

VoW~ (VH* oW ~ 2(VE W).

Tento vztah v principu umoznuje alternativni zavedeni tenzorového souc¢inu V @ W.
Zasadni nevyhodou takovéhoto zavedeni (kromé toho, Ze se omezuje na kone¢norozmérny

pifpad) je asymetrie, s jakou vystupuji prostory V a W ve vyrazu Z(V# W).

Poznamka 1.2.13. Kratce naznacime, jak souvisi zavedeny tenzorovy soucin, opét v kone¢norozmérnémn
piipadé, s fyzikalnim popisem tenzort. Ve fyzikdlnim piistupu se tenzorem rozumi velic¢ina
zavisejici na jistém poctu hornich a dolnich indext, kterd ma pfedepsané transformacni
vlastnosti pii prechodu od baze k bazi v daném vektorovém prostoru.
Bud V vektorovy prostor, dim V' = n € N. Vektory ve V, & pfesnéji jejich souifadnice
v dané bazi predstavuji kontravariantni tenzory prvniho fadu. Abychom tento vyrok up-
/

fesnili, uvazme dvé baze (vy,...,v,) a (v],...,v)) ve V, které jsou spolu svizany rovnicemi

)

n

r_ J —
v = E a, v, k=1,...,n.

=1

Zde A = (a]) je matice pfechodu. Oznatme jako A = (@) matici inverzni k A. Jsou-li po
fadé (&7) a (¢'7) souradnice n&jakého vektoru z € V' vzhledem k témto dvéma bazim, pak

transformace mezi nimi ma tvar
n

15 ~j ¢k
=3 aie"

k=1
Kontravariantni tenzory druhého fadu odpovidaji soutadnicim vektort z prostoru V@V
vzhledem k bazi {v;, ® vj,; 1 < ji,j2 <n}. Prox € V@V tedy piSeme

n n
_ J132 ,,. .
T = E E £ vy, ® vy,

J1=1 j2=1
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a transformaéni rovnice pro tenzor (£7'72) m4 tvar

5’]‘1]’2 — i - &111 dﬁ f‘k‘lk’g'
ki=1 ko=1
Tento postup lze snadno zobecnit na kontravariantni tenzory p-tého radu, které odpovi-
daji vektortm, presnéji jejich souradnicim v odpovidajici bazi, v p-nasobném tenzorovém
souc¢inu V®---® V.

Abychom ziskali také tenzory s dolnimi indexy, to jest kovariantni tenzory, do tohoto
postupu musime zahrnout i dualni prostor V#. Je-li ve V zvolena baze (vy, ..., v,), pak ve
V# se voli duélni baze (v¥, ... v#) tvofena soufadnicovymi funkcionaly. Namisto v]# pisme
v, Oznacime-li jako (n;) soufadnice vektoru y € V# v bazi (v', ..., v"), pak transformaéni

rovnice maji tvar
n
!’ k
n;, = E a; Nk-
k=1

Popsany postup lze zfejmé zobecnit na tenzorové souciny tvaru V- --@VeV#®- - - V7,

Dalsi podrobnosti jiz vynechavame.

Vétu o univerzalité tenzorového sou¢inu (véta 1.1.15) lze s vyhodou vyuzit i pii zavedeni

tenzorového soucinu linedrnich zobrazeni.

Definice 1.2.14. Bud'te Vi, V5, Wy, W5 vektoroveé prostory, A € L (V1,Vs), B € L (W1, Ws).
Linearni zobrazeni

A® Be Z(Vi @ Wy, Vs ® W) (1.7)

definujeme nasledovné. Zobrazeni
Vix W) = Vo Wsy: (v,w) — Av ® Bw
je bilinearni. Podle véty 1.1.15 existuje pravé jedno linearni zobrazeni (1.7), které spliuje
YoeV,VweW, (A® B)v®w = Av ® Bw.

Poznamka 1.2.15. Ovéfeni nasledujicich jednoduchych vlastnosti tenzorového soucinu
line4drnich zobrazeni je pifenechano ¢tenafi.
(1) Budte Vi, Vi, V3, Wi, Wy, W3 vektorové prostory, A1 € L (V1,V3), Ay € L (Va, V3),
B, € Z(W1,Ws), By € £ (W5, W3). Potom

(Ag ® BQ)(Al ® Bl) - AQAl ® BQBl.
(2) Zobrazeni

LV, Vo) x LZ(Wi,Wa) = L(Vi@ Wi, Va@Ws) : (A, B) = A® B
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je bilineérni.

Znaceni 1.2.16. Budte V, W vektorové prostory. Symbolem Mult(V, W;F) ozna¢ime

vektorovy prostor vSech bilinearnich zobrazeni V' x W — .

Véta 1.2.17. Pro vektorové prostory V., W existuje ,prirozeny” linedrni izomorfismus
T: Mult(V,W;F) — (V@ W)#
jednoznacné urcéeny vztahem
Vw € Mult(V,W:F), Vo € V,Vw € W, Tw (v ® w) = w(v, w).

Diikaz. Kazdé w € Mult(V, W;TF) predstavuje bilinearni zobrazeni, a proto podle véty
1.1.15 existuje pravé jedno linedrni zobrazeni Tw € Z(V @ W,F) = (V @ W)# takové, 7e

Voe V. VweW, Tw(v@w) =w(v,w).

Tim je definovano zobrazeni T : Mult(V, W;F) — (V @ W)#. Neni t&zké vidét, ze toto
zobrazeni je linearni. Naopak definujeme zobrazeni S: (V @ W)# — Mult(V, W;TF) takto:

Yo e (VW) Yo eV, Ywe W, So(v,w) = pv®w).
Méjme v € V, w € W libovolné vektory. Pro dané ¢ € (V @ W)# odvodime

TSp(v@w)=Sp(v,w) =pvew).

Vzhledem k tvrzeni 1.1.13 ad (2) odtud mizeme usoudit, ze
Vo € (VoW)#, TS =y, tedy TS = Iygw#.

Naopak pro dané w € Mult(V, W;F) odvodime

STw (v,w) =Tw(v @ w) = w(v,w).
To znamené, 7e

Vw € Mult(V, W, F), STw = w, tedy ST = Intuev,wm)-

Dokazali jsme tak, 7ze T" a S jsou navzajem inverzni izomorfismy vektorovych prostori. [

Poznamka 1.2.18. Jestlize navic dimV < oo, dimW < oo, pak z véty 1.2.17 vyplyva
existence izomorfismu

V@ W ~ Mult(V, W; F)#.
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Tento vztah ptedstavuje dalsi mnoznost, jak pomérné jednoduse zavést tenzorovy soucin

konec¢norozmérnych vektorovych prostori.

1.3 Tenzorovy soucin Hilbertovych prostori

V této podkapitole si jiz s ¢isté algebraickym piistupem nevystacime. Téleso F nebude
nadale libovolné, omezime se pouze na télesa R nebo C. Pro uré¢itost ale budeme rovnou
predpokladat, ze F = C.

Véta 1.3.1. Budte (V, (-, )v), (W, (-, )w) vektorové prostory se skaldrnim soucinem (neboli
unitarni prostory). Potom na V@ W ezistuje skaldrni soucin (-,-) jednoznacéné uréeny vz-
tahem

Yoy, v € V, Ywy,we € W, (01 @ wy, Ve @ we) = (v1,ve)y (W, Wa)w. (1.8)

Diikaz. Jednoznacnost je zfejmé, nebot skalarni soucin je pfedepsan na vektorech tvaru
v ® w, kde v probitha V', w probiha W, a tyto vektory generuji cely prostor V @ W.
FEzistence. Nejprve zavedeme hermitovskou (seskvilinearni) formu s na volném vek-

torovém prostoru .Z (V' x W),
s: F(VxW)x F(V xW)—C,
tak, Ze ji pfedepiSeme na Hamelové bazi {6, ); x € V, y € W}
Yy, 2o € V, VY1, y2 € W, 8(8(a1,41) Oaas)) 1= (T1, 22)v (Y1, Y2)w-

Neboli pii podrobnéjsim popisu této formy mame

5( D @8 Y 5<x;,y,;>) =3 @ al oy )y (W viw,
J k k

J

kde o, aj, € C jsou libovolné koeficienty a vSechny sumy zde se vyskytujici jsou konecné.
Piipomenme si, 7e V@ W = .7 (V x W) /3, kde podprostor 3 C.Z(V x W) byl zaveden

v definici 1.1.12. Samostatnym vypoctem Ctendfr snadno ovéri, ze
Vie F(VxW),Vge3, s(f,g) =0 (1.9)

(odtud s(f,g) = 0, kdykoliv f € 3 nebo g € 3). Odtud plyne, volné feceno, Ze s
wbrezije faktorizaci podle podprostoru 3. Vyslednou hermitovskou formu oznacime (-, -).

Pro piesnou formulaci opét vyuzijeme projekci
T FVXW)=>VeW=2%VxW)/3.

Pt¥ipomeneme-li si, ze 7(f) = f+3, a vezmeme-li v ivahu (1.9), pak se snadno piesvédéime,
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7e nésledujici definice je korektni:

Vf, g€ F(V xW), (n(f),7(g)) :==s(f,9)-

Vzhledem k tomu, Ze podle definice 7(0(y,w)) = v ® w, je z této konstrukce piimo vidét, Ze
vztah (1.8) je splnén.

Zbyva oveérit, ze hermitovska forma (-, -) na VW je ve skute¢nosti skalarnim sou¢inem.
Bud =z € V ® W libovolny nenulovy prvek. Chceme ukazat, ze (z,z) > 0. Vektor x lze

zapsat ve tvaru

p
:U:ng@)gg, kdepeNa feV, ggcWprol=1,2,...,p

j=1

(nutné existuje alespoii jeden index ¢y takovy, Ze f,, # 0 a g4, # 0). Zvolime po Fadé
ortonormalni baze (vi,...,v,) a (wi,...,w,) v podprostorech span(fi,...,f,) C V
a span(gi,...,g,) C W. Vyjadiime vektory f, v bazi (vi,...,v,) a vektory g, v béazi

(w1, ..., w,) a x piepiSeme ve tvaru
m
x = g o,k v @ wy, kde oy, € C.

Podle véty 1.2.5 je soubor vektorti {v; @ wy; 1 < j < m, 1 < k < n} linedrné nezavisly.
Protoze x # 0, musi platit

m

ZZ ‘@jk’ > 0.

j=1 k=1

Snadnym vypoctem s vyuzitim ortonormality bazi a vlastnosti (1.8) zjistime, ze
m n
(w,2) =Y > Jagl* > 0.
j=1 k=1
Tim je dikaz véty aplny. O]

Poznamka 1.3.2. Jak se ¢tenalr sam snadno presvédci, tenzorovy soucin prostoru se
skalarnim souc¢inem V' a W ma nésledujici vlastnosti.

(1) Vo eV, VweW, |lvew| = | |w]

(2) Jsou-li M C V, N C W ortonormélni podmnoziny, pak mnozina

{vew,ve M, we N}

je ortonormalni v prostoru V @ W.

Definice 1.3.3. Tenzoroviym soucinem Hilbertovijch prostori £ a K rozumime ztiplnéni

prostoru $ ® & ($H ® & je pre-Hilbertiiv prostor). Toto zplnéni oznacime HRK.
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Poznamka 1.3.4. V mnoha textech, ve kterych se pracuje s tenzorovym souc¢inem Hilber-
tovych prostori, se implicitné pfedpoklada zuplnéni a specialné se nevyznacuje, to jest

stiiska nad ® se nepiSe.

Pripomenuti 1.3.5. Piipomenme si nékteré pojmy a vlastnosti tykajici se Hilbertova
prostoru ).
(1) Podmnozina M C $) je totdlni, jestlize span M =

(2) Podmnozina U C ) je ortonormdlni baze v $, pravé kdyz je ortonorméalni a totalni.

Véta 1.3.6. Budle $), & Hilbertovy prostory, M C ), N C R totdlni podmnoZiny. Potom
mnozinag

{r®@y;x € M,y e N} (1.10)

je totdlni v Hilbertové prostoru HRR.

Diikaz. Sta¢i ukézat, Ze linedrni obal mnoZiny (1.10) je husty v $ ® K (nebot
H ® AR =HRRK). Necht je dan vektor f € H ® K, ktery zapiSeme ve tvaru

f=Y 2@y, kdeneN, z;€Hay € Rproj=1,..n

J=1

Déle necht je dano € > 0. Zvolime 7, € span M, y; € span N takové, ze

- € - . g .
sl s = 9l < 5 NG5l ey = &5l < o~ proj =1,....m.
Potom .
f:zZ@-@% espan{ry; x € M,y € N}

j=1

a
1F=Fl = || D@ —9)+ Y (- i) ® G
j=1 =1
< D (sl llys = a5l + lzy = 21 130) < e
j=1

Tim je véta dokazana. ]

Okamzitym dusledkem této véty a poznamky 1.3.2 ad (2) je nasledujici tvrzeni.

Disledek 1.3.7. Jsou-li po 7adé¢ U a V ortonormdlni bdze v Hilbertoviych prostorech $

a R, pak mnozina {u®v; u € U, v € V'} je ortonormdini bize v Hilbertové prostoru HRK.
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Poznamka 1.3.8. (1) Jsou-li $), K separabilni Hilbertovy prostory, pak Hilbertuv prostor
HRA je separabilni.

(2) Jestlize £, K jsou separabilni Hilbertovy prostory, A € %($)), B € %(R) (Hilbertovy-
Schmidtovy operétory), pak A® B € £A(H R K) a ||A® B|z = ||All2]|B|l2 (Hilbertova-
Schmidtova norma).

Bude rozebrano na cviceni.

Priklad 1.3.9. Budte (M,u), (N,v) prostory s mirou. Pfedpokladejme, Ze prostory

L*(M,du), L*(N,dv) jsou separabilni. Potom existuje izometricky izomorfismus
LA(M,dp)®L*(N,dv) ~ L*(M x N,dudv),
ktery je diky vété o univerzalité jednoznac¢né urcen predpisem
L*(M,dp)®L*(N,dv) 3 (p,¢) = n € L*(M x N,dudv), kde n(z,y) = @(x)(y).

Snadnym vypoctem se lze presvédcit, ze takto zadané lineadrni zobrazeni zachovava
skalarni soucin. Jedna se tedy o izometrii a tedy také o prosté zobrazeni. Zbyva ovérit

surjektivitu. Tu zfejmé zarucuje néasledujici lemma.

Lemma 1.3.10. Budte (M, p1), (N,v) prostory s mirou. Necht {¢;; j € N} a {t¢y; k € N}

jsou po Fadé ortonormdlni baze vprostorech L*(M, du) a L*(N, dv). Potom

{nje; 7 €N, k € N}, kde nji(x,y) := ¢;(x)dn(y), (1.11)
je ON bdze v prostoru L*(M x N, dudv).

Diikaz. Snadnym vypoctem se ovéii, ze (1.11) je ON mnozina. Je tieba ukazat, ze orto-

gonalni doplnék této mnoziny je nulovy. Necht &€ € L*(M x N,dudv) spliuje

W%GN,%b@=[QA¢NWE@K®wﬁw@MWMZO (1.12)

Zvolme pevné, ale libovolné k£ € N a polozme

ﬁ@%zﬂﬂﬂ@d%me)

Pomoci Schwarzovy nerovnosti se snadno ovéii, ze fi, € L*(M,du). Z predpokladu (1.12)
plyne
Wi €N, (i) = [ ) fule) dule) =
N

Jelikoz {¢;} je ON béaze, nutné fr = 0 v prostoru L?(M,du), to jest fi(x) = 0 pro skoro
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vSechna (s.v.) © € M. Protoze k € N bylo libovolné, dostavame

Wk €N, pros.v.z € M, /szk(y) (e, y) dv(y) = 0.

Jelikoz sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin miry 0 je mnozina miry 0, plati také

pros.v.z € M, Vk € N, /ka(y) &(z,y)dv(y) = 0.

Opét diky vlastnosti ON baze, v tomto piipadé {1y}, dostavame
pros.wv.x € M, pros.v.y € N, {(z,y) = 0.

Z Fubiniovy véty pak plyne, ze pro s.v. (z,y) € M x N, {(z,y) = 0. To znamena, ze { =0
v prostoru L*(M x N,dudv). O

Véta 1.3.11.  Budte $, & Hilbertovy prostory, A € HB($H), B € HA(R). Potom
A® B € B(HRRK),
[A® B[ = [lA]l |B]l

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze |A @ Bl > || A || B]|. Postupné odvodime

Aon| - wp MASBEL e Beey Ao B
A B Y T ey
2#0 x#0, y#0 x#£0, y#£0
Ax By
= sup 127 g IBVL 4.
= 0 P
a#0 y#0

Dale odhadneme
[A@ Bl =[(Ae (I ©B)| <[[A Il  B.
Dikaz bude ukoncen, jestlize ukazeme, 7e |A @ I|| = ||A||. Jiz vime, Ze
A I = A {11} = [IA]l.
Potiebujeme tedy dokézat opa¢nou nerovnost, coz znamena dokazat, ze
vz € HOR, |(A® I)z|| < [|A]l ||2]-

Pfitom se ale miiZeme omezit na vektory z probihajici husty podprostor § @ & C HRAK.
Necht z je tvaru

2=> fi®g; kden€eN, f,€9, g €& (1.13)

Jj=1
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Vsimnéme si, ze bez UGjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze soubor vektort
{91,92,...,9n} je ortonormalni. Kdyby tomu tak totiz nebylo, mohli bychom v prostoru
span{gi, g2, - . ., gn } zvolit ON bézi, kazdy vektor g; vyjadiit v této bazi a dosadit do (1.13)

a poté vyuzit bilinearity tenzorového soucinu. Pti tomto predpokladu mame

Vypocteme
1217 = (z,2) = >4
j=1
a n 2 n n
IA@Dz*=| > Af;@g| =D IALIP <D IAIPIAIP = IAI[1=]*.
j=1 j=1 j=1

Tim jsme dokéazali poZzadovanou nerovnost. O]



Kapitola 2

Kompaktni operatory

2.1 Zakladni vlastnosti kompaktnich operatorii

Umluva 2.1.1. (1) Pro ur¢itost budeme vsude piedpokladat, pokud nebude fecené jinak,
ze Banachovy prostory X,%),... nebo Hilbertovy prostory £, K, ... jsou nad C. Vétsina
vysledki, snad jen s vyjimkou spektralnich vlastnosti, ale plati i pro realné prostory.

(2) Mluvime-li o konvergenci v Banachové prostoru bez dalsiho piivlastku, mysli se tim

implicitné siln& konvergence, to jest konvergence vzhledem k normé.
Znovu uvadime zakladni definice.

Definice 2.1.2. Budte X, 2 Banachovy prostory. Rikéme, Ze linearni zobrazeni
A€ B(X,9) je dplné (¢i totdlné) spojité, jestlize zobrazuje slabé konvergentni posloup-
nosti na silné konvergentni, a fikime, ze je kompaktni, jestlize zobrazuje omezené mnoziny
na prekompaktni.

Podmnozinu kompaktnich linedrnich zobrazeni v 2(X,%)) budeme znacit #(X,2)),
pfipadné zkracené 7 (X), pokud 9 = X.

Pozndmka. O néco nize zduvodnime, ze #(X,9)) C B(X,9)) je ve skutecnosti vektorovy
podprostor.

Poznamka 2.1.3. (1) Vektorovy souc¢et kompaktnich (resp. prekompaktnich) mnozin v T}
topologickém vektorovém prostoru je mnoZina kompaktni (resp. prekompaktni).

Nejprve si pripomenime, ze kazdy topologicky vektorovy prostor V' je regularni. Je-li
navic 11, je i T3, a tedy i T neboli Hausdorffiiv. Nyni je snadno vidét uvedené tvrzeni.

(i) Nejprve piedpokladejme, ze K,L C V jsou kompaktni podmnoziny. Potom
K + L C V je obrazem kompaktni mnoziny K x L C V x V pii spojitém zobrazeni,
kterym je operace s¢itani +: V x V — V. Pritom spojity obraz kompaktni mnoziny je
zase kompaktni mnozina.

(ii) Nyni predpokladejme, 7ze M, N C V jsou prekompaktni podmnoZiny. Potom podle
bodu (i) je M + N C V kompaktni, a tedy i uzaviend podmnozina (nebot jsme v Haus-

19
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dorffové prostoru). Jisté M + N C M + N, a proto M + N C M + N. Tedy M + N je
uzaviend podmnozina kompaktni mnoziny, a proto je sama také kompaktni.

(2) Nadale predpokladame, ze V' je topologicky vektorovy prostor (pro uréitost) nad
C, a necht A € C. Potom plati nasledujici tvrzeni.
(i) Je-li K C V kompaktni mnozina, pak MK je kompaktni mnoZina.
(ii) Je-li M C V prekompaktni mnozina, pak AM je prekompaktni mnoZina.

Skute¢né, obé tvrzeni jsou zifejmé pro A = 0. Pro A # 0 je zobrazen{
VoVie—

spojité a invertovatelné a inverzni zobrazeni je také spojité. Cili je to homeomorfismus

a ten zachovava vSechny topologické vlastnosti.

Poznamka 2.1.4. Budte X, 2 Banachovy prostory, A, B € #(X,9), A € C. Potom
A+ B, A € #(X,9). To znamena, ze # (X,9)) je skutetné vektorovy prostor.

Pro ovéieni uvazme S C X omezenou mnoZinu. Potom
(A+ B)(S) C A(S) + B(S),

a tedy (A + B)(S) je prekompaktni mnozina, nebot kazda podmnozina prekompaktni

mnozina je sama také prekompaktni. Rovnéz (AA)(S) = A A(S) je prekompaktni mnozina.

Znaceni 2.1.5. Skutecnost, ze néjakd posloupnost (z,) v Banachové prostoru X konver-

guje slabé k € X, budeme ¢asto zapisovat takto: z, — x v X.

Pripomenuti 2.1.6. Slabé konvergentni posloupnost v Banachové prostoru je omezené
(dusledek principu stejnomérné omezenosti). Kazda posloupnost v Banachové prostoru

muze mit nejvyse jednu slabou limitu (dasledek Hahnovy-Banachovy véty).

V dalsim budeme potiebovat nasledujici lemma, které fika, ze spojité (omezené) linearni

zobrazeni prevadi slabé konvergentni posloupnosti na slabé konvergentni posloupnosti.

Lemma 2.1.7. Budte X, ) Banachovy prostory, A € #(X,9), (x,) C X posloupnost,
x € X. Jestlize x, = x v X, potom Ax, > Az v 9).

Dikaz. Pro libovolné ¢ € 9* polozme ¢ := 1 o A € X*. Dostavame

lim ¢ (Az,) = lim p(z,) = p(r) = (Az).

n—o0

To dokazuje lemma. O

Véta 2.1.8. Budle X, ) Banachovy prostory, A € B(X,9). Je-li A kompakini, pak A je

tplné spojité linedrni zobrazent.



KAPITOLA 2. KOMPAKTNI OPERATORY 21

Diikaz. Diikaz rozdélime na dvé casti.

(I) Bud (z,) libovoln4 slabé konvergentni posloupnost v X, z, — 2 € X. UkaZeme, Ze
existuje posloupnost (z/,) vybrana z (x,,) takova, ze Ax!, — Az (mysli se siln& konvergence).

Ze slabé konvergence plyne, 7Ze mnoZina {z,; n € N} je omezena, a z pfedpokladu
kompaktnosti pak dale, ze {Ax,; n € N} je prekompaktni mnozina. Tudiz z posloupnosti
(Ax,,) lze vybrat konvergentni podposloupnost, to jest existuje posloupnost (x]) vybrana
7 (z,) takova, 7e Az!, — y € 9. Potom také Ax! 5 y.

Na druhé strané slaba konvergence posloupnosti (x,) implikuje Az, ~ Az, a proto
také Az’ ~» Ax. Po porovnani vidime, Ze nutné y = Ax. Tedy Ax! — Az v 2).

(IT) V tomto kroku jiz dokdzeme tplnou spojitost. Bud opét (x,) C X libovolna
posloupnost takova, Ze x, — = € X. Chceme ukazat, ze Az, — Az v ).

Budeme postupovat sporem. Predpokladejme tady, Ze existuje € > 0 s vlastnosti
|Az,, — Az|| > & pro nekone¢né mnoho n € N.
V tom piipadé muzeme z (z,,) vybrat posloupnost (z,) takovou, ze
Vn €N, ||Ax!, — Az|| > e. (2.1)

Ale soudasné jisté plati 2/, — x v X. Podle ¢asti (I) ditkazu z (z,) lze vybrat podposloup-
nost (z) takovou, ze Ax!! — Az v Q). To je vsak ve sporu s (2.1). O
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Véta 2.1.9. 7 kazdé omezené posloupnosti v Hilbertove prostoru (ne nutné separabilnim)

lze vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Méjme dan Hilbertiv prostor $ a v ném posloupnost (z,,) omezenou konstantou
M >0, to jest (z,) spliuje
Vn €N, ||z,| < M.

Mame ukézat, Ze existuje posloupnost (y,) vybrané z (x,) a o € 9 tak, ze plati
Vz e 9, lim(z,y,) = (z, ). (2.2)
n—oo

Dukaz provedeme v nékolika krocich.
(I) Nejprve budeme predpokladat, 7e $) je separabilni Hilbertiiv prostor (pro uréitost
nad C). V $ zvolime ortonormélni béazi {u,; n € N}. Tvrdime, ze existuje posloupnost

(yn) vybrana z (z,), ktera spliiuje
Vk € N, lim (ug, y,) € C existuje. (2.3)
n—oo

Vybranou posloupnost (y,,) nalezneme pomoci diagonalniho vybéru. Nejprve rekurzivné

nalezneme posloupnost posloupnosti
(") pen, k=0,1,2,...,

takovou, ze
(i) (x%o))neN je totozna se zadanou posloupnosti (2, )nen,
(ii) pro vSechna k > 0 je (x%kﬂ))neN vybrané z (x&k))neN,

(iii) pro vSechna k > 1,

lim (uj,xg“)> € C existuje pro j =1,...,k.

n—oo

Prvni vybranou posloupnost (xg)) muzeme nalézt, nebot ¢iselna posloupnost ((uq, x,,))

je omezend, |(u1, z,)| < |lui]ll|zn]] < [Jui||M, a z omezené ¢iselné posloupnosti lze vidy
vybrat konvergentni podposloupnost.

Necht posloupnost vektoru (:U%k))neN spliwjici podminku (iii) byla jiz nalezena. Z ni vy-
branou posloupnost (:L’ffﬂ))neN nalezneme s odvolanim na stejny argument, a sice ze ¢iselna
posloupnost ((w. 1, 25))nen je omezend (obdobny odhad), a lze z nf proto vybrat konver-
gentni podposloupnost. Potom lim,,_,(u;, x%k+1)> € C existuje nejen pro j =1,...,k, ale
rovnéz pro j =k + 1.

Nakonec polozime

VneN, y, =z,

n

Potom posloupnost (y,,) je vybrané z (z,,) a spliiuje nejen (2.3), ale diky linearité i o néco



KAPITOLA 2. KOMPAKTNI OPERATORY 23
obecnéjsi podminku
Vu € span{uy; k € N}, T}Lngo(u, yn) € C existuje.
(IT) Tvrdime, 7ze posloupnost (y,) nalezena v ¢asti (I) dukazu spliuje
Vz €9, ((z,yn)) je cauchyovska posloupnost.

Mgjme dano z € $ a bud € > 0 libovolné. Zvolime u € span{uy; k € N} (jedna se
o podprostor husty v §) tak, aby

Pro m,n € N odhadneme (posloupnost (y,) je samoziejmé také omezena konstantou M)

[z 90) = (= )] < Iz = = )| LG 90) — (a1 )|
<z = allCQlall + linll) + 1ot ) = ()
< 5o+ o) = (gl

Posloupnost ({(u, y,,)) je konvergentni, a tudiz cauchyovské. Proto
Ing €N, Ym,n > ng, [(u,yn) — (U, ym)| < %
Tyto odhady dohromady davaji
Ve >0, Ing € N, Vm,n > ng, [(z,yn) — (2, ym)| < €.

To znamené, 7e posloupnost ((z,,)) je skute¢né cauchyovska.

(IIT) Abychom analyzu vybrané posloupnosti (y,,) dokonéili, ukdzeme, 7e slabé konver-
guje k néjakému vektoru zy € 9.

Prostor C je uplny, kazda cauchyovska posloupnost v ném méa limitu. Podle ¢asti (IT)

diikazu miizeme definovat linearni funkcional ¢ na ) vztahem
Vz €9, o(z):= lim (y,, 2).
n—oo

Pritom pro vSechny indexy n mame |(y,, z)| < M||z||, a proto Vz € 9, |p(z)| < M||z]], ¢ili
funkcional ¢ je omezeny. Podle Rieszovy véty o reprezentaci funkciondlu existuje préve
jedno xy € $ takové, ze p(z) = (xo, z) pro viechna z € §). Dostavame tak vztah (2.2).

Tim je véta dokdzana pro piipad separabilniho Hilbertova prostoru.
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(IV) Nakonec ukazeme, ze véta plati i pro obecny Hilbertiiv prostor $). Polozme

91 := span{z,; n € N}.

Potom $ = §; ® H{, N, je separabilni Hilbertiiv prostor a (x,) C $;. Jak jiz bylo

dokazéano, existuji posloupnost (y,) vybrana z (z,) a zo € $; C $ tak, ze

lim (21, y,) = (21, 20) pro vSechna z; € $;.

n—oo
Pro libovolné z € ) mizeme psit z = 21 + 29, kde 21 € $H1 a 25 € ﬁll. Ptitom (29, y,) =0
pro vSechna n, rovnéz (zs, o) = 0, a proto

i ((21,9n) + (22,4n)) = (21, 20) = (2, 20).

n—oo

Vz €9, lim (z,y,)
n—roo

To dokazuje, Ze posloupnost (y,) konverguje slabé k xy i v obecném piipadé. O
V Hilbertovych prostorech plati i implikace opa¢na vzhledem k implikaci z véty 2.1.8.

Véta 2.1.10. Budte ), & Hilbertovy prostory (ne nutné separabilni), A € AB($,R). Potom

A je kompakint, prdve kdyz A je iplné spojité linedrni zobrazend.

Diikaz. Tmplikace (=) byla dokdzéna ve vété 2.1.8 dokonce i pro piipad Banachovych
prostort. Dokazeme implikaci («<). Budte A uplné spojité linearni zobrazeni, S C
libovoln& omezend mnozina. Mame ukazat, ze A(S) je prekompaktni mnozina.

Jelikoz jsme v metrickém prostoru, k tomu staci a je nutné, aby platilo, 7ze z libo-
volné posloupnosti (y,) C A(S) lze vybrat konvergentni podposloupnost (limitni vektor
nemusi lezet v A(S)). K posloupnosti (y,) nalezneme posloupnost (z,,) C S takovou, Ze
Ax,, =y, pro v8echna n. Podle véty 2.1.9 z (z,,) lze vybrat podposloupnost (z!,) takovou,
7e 2!, % 1o € . 7 plné spojitosti pak plyne, 7e v/, = Ax! — Az (silng), coz jsme méli
dokazat. O

Véta 2.1.11. Budle X, ) Banachovy prostory. Potom podprostor # (X,%)) C B(X,2)

je uzavieny.

Diikaz. Mame dokazat, Ze jestlize libovolna posloupnost (A,) C J#(X,9)) konverguje
v B(X,9), to jest A, — A € HA(X,2), ekvivalentné lim, , ||A, — A|| = 0, potom
limitni linearni zobrazeni A lezi v .2 (%,92)).

Abychom dokézali, ze A je kompaktni, uvazime libovolnou posloupnost (z,,) C X, ktera

je omezena konstantou M > 0, to jest
vn €N, |jz,| < M.

Potfebujeme ukizat, Ze existuje posloupnost (y,) vybrana z (z,) takova, ze posloupnost
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(Ayy,) konverguje v prostoru 2). Vzhledem k tplnosti prostoru ), sta¢i dokazat, ze posloup-
nost (Ay,) je cauchyovska.

(I) Tvrdime, Ze existuje posloupnost (y,,) vybrana z (z,), ktera spliiuje
Vk € N, lim Agy, existuje v 2).
n—oo

Vybranou posloupnost (y,,) 1ze zkonstruovat pomoci diagonalniho vybéru. Vzhledem k tomu,
7e se nyni jedna o rutinni postup, ktery byl jiz demonstrovin v dikazech nékterych
predeslych vét, jsou podrobnosti ponechany na c¢tenari jako cviceni. Napiiklad se lze in-
spirovat diikazem véty 2.1.9. Zde je jen stru¢ny navod.

Rekurzivné se nalezne posloupnost posloupnosti (x%k))neN, k=0,1,2,..., takova, 7e
(95510)) je totozna s posloupnosti (z,), z kazdé posloupnosti je vybrana ta nasledujici tak,

aby pro vSechna k& > 1 platilo

lim ijff) existuje v proj=1,... k.
n—o0
Napiiklad prvni vybranou posloupnost (xg)) 1ze nalézt, nebot posloupnost (x,,) je omezena,
Ay je kompaktni, a proto {Az,; n € N} je prekompaktni mnozina. Obdobny argument
lze pouzit i v dalsich krocich.
(IT) Dokéazeme, Ze posloupnost (Ay,) je cauchyovska, kde (y,,) je vybrana posloupnost
z kroku (I).
Bud e > 0 libovolné. Zvolime k € N tak, ze
€

14 = Aull < 537

Posloupnost (Agyn,)nen je konvergentni, tudiz cauchyovska, a proto

3

Ing € N, Vm,n > ng, || Axym — Axynll < 3

Potom pro vsechna m,n > ny dostavame

[AYm — Aynll < [[AYm — Ayl + [ AkYm — Axynll + | Aryn — Ayall

|A = Akllllymll + [[Akym — Arynll + [|A — Akl Yl
TR,
3 3 3 .

N

A\

Tim je ditkaz dokoncen. [

Néasleduji vysledky, a sice lemma 2.1.12, dusledek 2.1.13, disledek 2.1.14, tvrzeni 2.1.15,
véta 2.1.16, tvrzeni 2.1.17 a véta 2.1.18, které byly jiz probrany i s diikazy ve Funkcionalni
analyze 2. Zde je opét pripominame, avSak bez dukazi. Dikazy si ale pfipomente! Nékteré

jednodussi dikazy byly uvedeny jako cviceni. Pokud zde zistaly nejasnosti, muzeme je
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probrat na cviceni letos.

Lemma 2.1.12. Budte X normovany vektorovy prostor, V. C X konecnorozmérny pod-

prostor a x € X. Potom existuje v € V takové, Ze
dist(z, V) = ||l — v]].

Dusledek 2.1.13. Budle X normovany vektorovy prostor a V. C X konecnorozmeérny

podprostor. Jestlize V- # X, potom existuje v € X takovy vektor, Ze
|lz]| =1 a dist(z,V) = 1.

Disledek 2.1.14. V kaZdém normovaném vektorovém prostoru X nekonecné dimenze
existuje spocetnd podmnozina M, kterd splniuje

(1) va e M, [lz] =1,

(2)Vz,ye M, v #y = [z -yl > 1.

Tvrzeni 2.1.15. Jednotkovd koule By v normovaném vektorovém prostoru X je prekom-

paktni, prave kdyZ dim X < oo.
Véta 2.1.16. Budte A € #(X), B € #A(X). Potom AB,BA € ¥ (X).

Vétu 2.1.16 mizeme zformulovat v algebraickych pojmech. Rik4 nam, Ze podprostor
H(X) je idedlem (dvoustrannym) v B(X).

Tvrzeni 2.1.17. Jednotkovyj operdtor I € B(X) je kompaktni, prdvé kdyz dim X < oo.

Véta 2.1.18. Bud A € #(X). Jestlize dim X = oo, potom 0 € o(A).
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Znaceni 2.1.19. Bud'te X, Q) Banachovy prostory, A € Z(X,92)). Symbolem A’ € A(Y*, X*)

oznaéime algebraicky sdruZeny (adjungovany) operdtor, ktery je definovany

Vi) €Y, A :=¢oA

Tvrzeni 2.1.20. Budte X, ), 3 Banachovy prostory. Potom plati
(1) Zobrazeni A(X,9) > A— A € B(Y*, X*) je linedrni,

(2) VA € B(X,9), AN = IAll

(3) VA € B(X,9), VB € #A(9,3), (BA) =AB.

Diikaz. Body (1), (2) snadno plynou piimo z definice. Dikaz byl (2) bude proveden na

cviceni. O
Véta 2.1.21. Budte X, Q) Banachovy prostory. Je-li A € #(X,2), potom A" € H (Y*, X*).

Dikaz. Oznaéme
By = {r € X; |z <1}, By :={y €Y ||v| < 1}.

Chceme ukazat, 7ze mnozina A'(Bj) C X* je prekompaktni, coz je totéz jako totélné
omezena.

Polozme

Q:=A(B) CY.
Podle predpokladu je Q kompaktni metricky prostor (vzdalenost dvou bodu z1, x5 € Q je

rovna ||x; — z3]|). Dale polozme

S = {(Wlg: v € Bi} C Q).

Tedy S je podmnozina Banachova prostoru spojitych funkci na €.

(I) Tvrdime, 7e S je totélné omezend mnozina.

Nejprve ukdZzeme, Ze S je omezend mnozina. Kazdou funkei f € S miizeme psat ve tvaru
f= w‘Q pro jisté ¢ € B} (¢ ale nemusi byt jednozna¢né ur¢ené). Muzeme odhadnout
normu v C(£2),

[fllew = max[f(z)] = sup [¢(x)] = sup [¢(x)] = sup [¢(Ay)]

veQ xEA(B1) z€A(B1) yEB1

< sup [[9[ 1A vl < [ A]l-
yeB1

Déle ukazeme, 7e S je tvorena stejné spojitymi funkcemi. Opét f = ¢|Q> Y € Bj. Pro

1, T9 € ) odhadneme

|f(x1) = f(@2)| = [(z1) — Y(22)| = |21 — 22)| < [P (21 — 22| < |21 — 22|
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Odhad nezavisi na f a odtud plyne tvrzeni. Pomoci limitntho pfechodu je okamzité videét,
Ze rovnéz mnozina S C C(9) je omezena a tvofena stejné spojitymi funkcemi.

Nyni se miizeme odvolat na vétu Arzela-Ascoli, podle které je S kompaktni mnozina,
a proto S je prekompaktni, a tudiz totalné omezen& mnozina.

(IT) Tvrdime, 7Ze mnoziny S a A’(Bj) uvazované jako metrické prostory jsou izometrickeé.

Nejprve dokazeme rovnost

Ifi — follew = 1A — A'ys||, kde f; = %“Q, Y; € By pro j =1,2. (2.4)

Skuteéné, postupné upravime

11 = falle@ = Iggg|f1($)—f2($)’ = sup [¢i(z) — Pa(2)]

z€A(B1)
= sup [¢1(Ay) — a(Ay)| = sup [A' (Y1 — o) (y)|
yEB; yeB1

= (AW =)l = A1 — A'tfo]|.
Nyni muzeme definovat zobrazeni
®: 5 — A(B)): f =AY, kde f=1|q, ¢ € By

Definice je korektni: jestlize f = @MQ = 1/}2‘97 potom z (2.4) dostavame A’y = A'ts.
Déle z (2.4) plyne, Ze zobrazeni ® je izometrické (zachovava metriku), a tudiz je i prosté.

® je ziejmé také surjektivni, nebot
() = {A; v € By} = A'(By).

(IIT) Nyni je snadné zduvodnit, ze metricky prostor A’'(B]) je totalné omezeny, a tedy
prekompaktni. Totalni omezenost je metrickd vlastnost (je vyjadfena pomoci metriky),
a proto je invariantni vzhledem k izometrickym zobrazenim. Prostor S je prekompaktni,

a tudiz totalné omezeny, a proto i prostor A'(B}) je totalné omezeny. O

Nyni jsme schopni dokézat nékteré zakladni spektralni vlastnosti kompaktnich opera-

tort. Nejdiive jeden pomocny vysledek.

Lemma 2.1.22. Budte X normovany vektorovy prostor a (x,)nen posloupnost v X takovd,
zZe mnozina {x,; n € N} je linedrné nezdvisld. Polozme V,, := span{wzy,xs,...,x,} pro
n € N. Potom v X ezistuje posloupnost (Y, )nen s vlastnostmi

(1) vn eN, |lya|l = 1,

(2) ¥n € N, V,, = span{y1, Y2, .- -, Un},

(3) ¥Yn € N, n > 2, dist(y,, V,—1) = 1.
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Diikaz. Posloupnost (yy,)nen nalezneme rekurzivné. V prvnim kroku polozime

1
Yi = T 21
1]

V n-tém kroku, n > 2, pouzijeme diisledek 2.1.13 pro X = V,, V = V,,_1. Z tohoto

dusledku plyne, 7Ze existuje vektor y,, € V,, s vlastnostmi (1) a (3). Navic
dim(V,,_1 + Cy,) =n = dim V,,,

a proto V,,_1+Cy, = V,,. Odtud jiz snadno pomoci matematické indukce plyne, Ze posloup-

nost (Yn)nen spliiuje i (2). O

Véta 2.1.23. Bud A € #(X), kde X je Banachiv prostor. Potom plati
(1) pro vsechna X\ € o(A) \ {0} je dim Ker(A — \I) < oo,
(2) pro vsechna 6 > 0 je mnoZina {\ € 0,(A); |A\| > 0} konecnd.

Diikaz. (1) Ozna¢me
Bj := By NKer(A — \I),

tedy Bj je jednotkova koule ve vlastnim podprostoru operatoru A pfislusném vlastnimu
¢islu A. Ukézeme, 7e Bj je prekompaktni mnozina. Ekvivalentni tvrzeni je, Ze z libovolné
posloupnosti (z,) v B] lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Protoze A je kompaktni, A(Bj) je prekompaktni mnozina, a proto z posloupnosti (Az,,)
lze vybrat konvergentni podposloupnost. Existuje tedy posloupnost (z/,) vybrana z (x,)
takova, ze Ax!, — y € X. Protoze Az, = Az, pro vSechna n, dostavame z;, — (1/\)y v X.

Tim jsme ukazali, Ze jednotkova koule B je prekompaktni, a odtud plyne, Ze vlastni
podprostor Ker(A — AI) ma kone¢nou dimenzi (viz tvrzeni 2.1.15).

(2) Pro spor predpokladejme, ze existuji § > 0 a spocetné mnoho navzéjem raznych
vlastnich hodnot \,, n € N, operatoru A takovych, ze |\,| > § pro vSechna n. Ke kazdému
vlastnimu ¢islu A, zvolime vlastni vektor z,, # 0, Ax,, = \,x,,. Potom mnozina {z,; n € N}
je linearné nezavisla (zdivodnéte samostatné tento znamy fakt z linearni algebry!). Podle
lemmatu 2.1.22 v X existuje posloupnost (y,)nen s vlastnostmi
(i) vn e N, [lyn]| = 1,

(ii) Vn € N, span{zy, za, ..., 2, } = span{y1, y2, . - ., Yn},
(iii) Yn € N, n > 2, dist(yy,, span{yi, ¥2, .. ., Yn-1}) = 1.
Podle predpokladu mame

1 1
N, || =, < =.
Vn € ,’/\ny 5

a tedy mnozina

1
M = {)\—nyn;neN}
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je omezenda. A je kompaktni, a proto mnozina

1
A(M) = {)\—Ayn; n e N}
je prekompaktni.

Na druhé strané tvrdime, ze plati

1 1
Vm,n e N, m#*n — H)\—Ayn——Aym > 1. (2.5)

Am

Z nerovnosti (2.5) naopak plyne, Ze mnozina A(M) nemiize byt prekompaktni (zdivod-
néte!), coz znamené spor.

Abychom dokézali (2.5), pro dané n € N vyjadiime
Yn = 0121 + QX + -+ + Ty

a upravime

1 A A
/\_Ayn_yn _al(/\_l_l)x1+"'+anl( \ ! _1>xn1+0xn espan{ylv"'aynfl}'

Muzeme tedy pro kazdy index n psat

)\—Ayn = Yn + 2n, kde z, € span{yi, ..., y,_1}

(pro n = 1 pokladame z; = 0). Pro dva razné indexy m,n € N pro uré¢itost predpoklé-

dejme, ze n > m. Dostavame odhad

1 1 )
HA_ Ay — )\_Aym = [|Yn + 20 — Ym — 2Zm|| = dist(yn,span{yi, ..., yn-1}) = 1,
nebot z, — Ym — 2m € span{yi, ..., Yn_1}- O

Poznamka 2.1.24. Véta 2.1.23 nadm 1ika a vyplyva z ni nasledujici. Znaceni a predpoklady
zustavaji stejné jako ve vété.

(1) V8echna nenulova vlastni ¢isla operatoru A maji konec¢nou (geometrickou) nasob-
nost.

(2) Jedinym hromadnym bodem bodového spektra o,(A) muze (ale nemusi) byt 0.

(3) Mnozina o,(A) \ {0} (a tedy i 0,(A)) je nejvyse spocetna.

Tvrzeni (1), (2) vyplyvaji okamzité z véty 2.1.23. K tvrzeni (3) stadi poznamenat, 7e

[e.9]

C\{O}=U<@\B(o,%)>,

n=1
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pFicemz mnozina (C\ B(0,1/n)) No,(A) je kone¢nd pro kazdé n € N.
Nésledujici tvrzeni jiz zname. Pripomeiite si diukaz!

Tvrzeni 2.1.25. Budte X, 9 Banachovy prostory. Je-li A € B(X,9)) konecnorozmérné

linedrni zobrazent (to jest hodnost linedrniho zobrazeni A je konecnd), potom A € ¥ (X,9)).

Tvrzeni 2.1.26. Budte X, 9 Banachovy prostory. Je-li A € #(X,9)), potom Ran A je

separabilni.

Dikaz. Zapisme
Ran A = U A(BX)
n=1
(kde BX = BX(0,7) je koule v prostoru X). Pritom pro kazdé n € N je mnoZina
A(BX) C 9 prekompaktni, a tudiz totalné omezend a separabilni (totdlné omezeny

metricky prostor je vzdy separabilni). Spocetné sjednoceni je pak také separabilni. O

Poznamka 2.1.27. Budte X, ) Banachovy prostory, A € #(X,9). Potom Ran(A) méa

konecnou dimenzi, pravé kdyz bud A = 0 nebo pro jisté n € N lze A zapsat ve tvaru
A= 0y (2.6)
j=1

kde p; € X*, y; € 9 pro j = 1,...,n. Zde tecka naznaCuje misto ve vyrazu, kam se
dosazuje proménna, to jest pro z € X, Ax = Z;L=1 ;) y;.

V ptipadé Hilbertovych prostori ), & namisto Banachovych prostori X, %) a pro
A € B(H, R) lze vyuzit Rieszovu vétu o reprezentaci funkcionalu. Misto (2.6) pak muZeme

A zapsat ve tvaru
A= Z(Im ) Y
j=1

kdez; € 9, y; € Rproj=1,...,n.
PTi této prilezitosti si pov§imnéme, ze pokud navic R = 9, to jest A € Z($)), potom

n

A" = Z<yj> >$]

J=1

Tedy hermitovsky sdruzeny operator ke kone¢norozmérnému operatoru je také kone¢norozmeérny.

Podrobnosti budou probrany na cviceni.
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Véta 2.1.28. V Hilbertove prostoru (ne nutné separabilnim) konecnorozmeérné operdtory

tvori husty podprostor v prostoru kompaktnich operdtori (vzhledem k operdtorové normé).

Diikaz. Bud A libovolny kompaktni operator na Hilbertové prostoru §). Chceme ukézat, ze
A lze libovolné pifesné aproximovat kone¢norozmérnymi operatory ve smyslu operatorové
normy. Pokud dimRan < oo, je jiz operdator A sam konecnorozmérny. Uvazujme tedy
piipad, kdy dim Ran = co. Vime ale, 7e Ran A C $ je separabilni podprostor.

Zvolme ortonormalni bazi {u,; n € N} v Ran A a oznaéme jako P, ortogonalni projekci
v ) na span{uy, ..., u,}, n € N. Protoze P, A je kone¢norozmérny operator, staci dokazat,
ze lim, o ||A — P, A|| = 0. Jisté plati

VzeRand, [|(I—P)z>= Y [u, 2)[> =0 pron — oc.
k=n+1

Daéle je zfejmé, 7e P,P,.1 = P,1P, = P, atedy (I — P,o1)({ — P,) = I — P,yy.
Vezmeme v uvahu také fakt, ze vSechny nenulové ortogonalni projekce maji normu rovnou

1. Dostavame nerovnost

A= Pl = (I = Pip)All = [[(I = Post)( = Po) Al < [T = Pona|[ [[(I = Bo)A]
= [[A—=FAl.

Diky monotonii tak existuje
lim |A—-P,A||=¢>0.
n—oo

Ukézeme, ze € = 0.

Pro spor predpokladejme, ze £ > 0. Potom pro kazdé n € N mtuzeme zvolit
€
i €9 tak, 7e [lrgl) = 1 a |[(I = Po) Az, || > <.
Protoze A je kompaktni, existuje vybrana posloupnost (z,, )ken, pro kterou existuje

lim Az, =y € RanA.

k—o00

Potom pro kazdé k € N mame odhad
€
5 < U =Po)Azn, || < |1 = By ) (A, =)l + (1 = B )yll < | Azne =yl + (1 = Puc)yll-

Pritom prava strana v této nerovnosti konverguje k 0 pro k& — o0, coz je zjevné ve sporu

s levou stranou. O

Poznamka 2.1.29. V Banachovych prostorech vlastnost z véty 2.1.28 obecné byt splnéna

nemusi. Pokud splnéna je, tak se nékdy tika, ze prislusSny Banachtv prostor ma vlastnost
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aprozimace (Approximation Property).

Poznamka 2.1.30. Bud A omezeny operéator na Hilbertové prostoru §). Vyjasnéme vztah
mezi hermitovsky sdruzenym operatorem A* € Z($) a algebraicky sdruzenym operatorem
A" € B($H*). Pro kazdé = € $ ozna¢me symbolem & € $* linearni funkcional definovany

vztahem

Yy €H, (y) = (z,y).

Dale zavedeme zobrazeni
U:H—=> 92— 1.

Podle Rieszovy véty o reprezentaci funkcionalu je zobrazeni U anti-linedrni izometricka
bijekce.
Tvrdime, ze plati
UTAU = A~ (2.7)

Ovéfeni je piimocaré. Rovnici (2.7) 1ze ekvivalentné prepsat
Va,y € 9, (U A Ux,y) = (x, Ay).
Piitom pro libovolné ¢ € $* a y € $ plati (U ', y) = p(y). Postupné upravime
(U A U,y) = (A Uz)(y) = Uz(Ay) = &(Ay) = (z, Ay).

Poznamenejme jesté, ze pro Hilbertovy prostory ze vztahu (2.7) opét plyne rovnost
|A'|| = ||A*|] = ||A||. Obecnéji rovnost ||A’|| = ||A|| byla na cviceni dokizana i pro Bana-
chovy prostory.

Néasledujici vétu mtzeme dokézat dvéma riznymi zptsoby.
Véta 2.1.31. Bud $) Hilbertiv prostor. Je-li A € # (), potom rovnéz A* €  (9).

Diikaz ¢. 1. Z véty 2.1.21 vime, ze A’ € B($H*) je kompaktni. Pritom zobrazeni U a U~!
zobrazuji (jako kazda izometrickd zobrazeni) omezené mnoziny na omezené a totalné
omezené na totalné omezené. Ptitom v Uplném metrickém prostoru § je podmnozina
prekompaktni, pravé kdyz je totalné omezena. Z rovnosti (2.7) pak snadno plyne, Ze

operator A* je také kompaktni. Doplnéni podrobnosti je ponechéno na ¢tenaii. O

Diikaz ¢. 2. Podle véty 2.1.28 existuje posloupnost (A,) kone¢norozmérnych operatorti na
9, pro kterou lim,, ,, ||[A—A, || = 0. Potom pro kazdé n € N je rovnéz A} kone¢norozmérny
operator, a tedy A} € #($). Pfitom

lim [|[A* — A%| = lim A — A,| = 0.
n—oo n—o0

Podle véty 2.1.11 je A* € #(9). ]
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Véta 2.1.32. Bud X Banachiv prostor. Potom pro vsechny operdtory A € J# (X) a pro
kazdé A € C, A # 0, je Ran(A — XI) uzavieny podprostor v X.

Nejprve jeden pomocny vysledek.

Lemma 2.1.33. Budte X Banachiiv prostor, B € #(X), y € Ran B. Necht y # 0. Potom

eristuje x € X tak, Ze

(1) y = Bz,
(2) ||2|| < 2dist(z, Ker B).

Diikaz. Zvolme z € X, y = Bz. Nutné z ¢ Ker B. Ker B je uzavieny podprostor, a proto
dist(z, Ker B) > 0. Existuje v € Ker B takové, ze

|z — v|| < 2dist(z, Ker B) = 2dist(z — v, Ker B).

Vektor x := 2z — v mé obé pozadované vlastnosti. O

Diikaz vety 2.1.82. Pro \ # 0 ziejmé plati
1 1
Ran(A — M) = Ran([ — XA) a dale Ker(A— M) = Ker([ — XA)

Proto bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze A\ = 1. Tvrdime tedy, ze pro
A e #(X) je Ran(I — A) uzavieny podprostor v X.

Mgjme déanu libovolnou konvergentni posloupnost (y,) C Ran(l — A), y, — y v X.
Mame ukazat, 7e y € Ran(/ — A). V piipadé, kdy y = 0, je to ur¢ité pravda. Uvazujme
tedy ptipad, kdy y # 0. Potom pro vSechny dostatecné velké indexy n musi byt v, # 0.
Nic neztratime na obecnosti, kdyZz budeme pro jednoduchost predpokladat, Ze y, # 0 pro
vSechna n € N.

Podle lemmatu 2.1.33 existuje v X posloupnost (x,) takova, ze
VneN, y, =1 - Az, a ||lz,] <2 dist (z,, Ker(I — A)).

Tvrdime, 7e posloupnost (x,) je omezena.

Pro spor predpokladejme, Ze z (x,,) lze vybrat posloupnost (z!)) takovou, ze

. / _
Tim |7, || = oo.

()
Xz
0 ) e

je omezend, a proto vzhledem ke kompaktnosti operatoru A existuje posloupnost (z)

Posloupnost
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vybrana z () takova, ze
1 !
A mxn — 2z € X pron — oo. (2.8)

Polozme y! := (I — A)z! pro n € N. Posloupnost (y) je vybrana z (y,), a je tedy

konvergentni (a omezena). Muzeme tak zduvodnit existenci limity

1 1 1 1 1 1"
[ T R 7 29)
Ze spojitosti operatoru A pak plyne
1 "
A x| - Az v X. (2.10)
il

Porovnanim (2.8) a (2.10) vidime, ze z = Az, to jest z € Ker(I — A). Dostavame nerovnost

|z || < 2 dist (xZ,Ker(I — A)) <2 Hxﬁ — HxZHzH,

To je ziejmé ve sporu s (2.9).

a odtud
1

al
[

1
> 3 pro vSechna n € N.

iz
Ty, — %

Opét vzhledem ke kompaktnosti operatoru A muZeme z omezené posloupnosti (z,)

vybrat podposloupnost (Z,,) takovou, ze
A%, - u € X pron — oo. (2.11)

Polozme ¢, := (I — A)Z,, pro n € N. Posloupnost (g,) je vybrana z ptuvodni posloupnosti

(yn), a proto g, — y v X. Zjistujeme, Ze existuje limita
Tp=AZp +9p = u+y, n— o0,
a diky spojitosti A také Az, — A(u + y). Porovnanim s (2.11) dostavame u = A(u + y),
¢ili
y=(I—A)(y+u) € Ran(I — A).
Tim je dikaz tplny. O]

Disledek 2.1.34. Budte $) Hilbertiv prostor, A € # ($), A € C, A # 0. Potom
9 = Ker(A — M) @ Ran(A* — X ) = Ker(A* — X\I) @ Ran(A — \I).

Diikaz. Jak vime, obecné pro B € () plati $ = Ker B* @ Ran B. Podle véty 2.1.32 je
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Ran(A — AI) = Ran(A4 — AI), Ran(A* — ) = Ran(A* — \I). O

2.2 Fredholmovy véty

Poznamka 2.2.1. Budte V vektorovy prostor, ' € Z(V), to jest T je linearni vsude
definovany operator na V. Pro kazdé n € Ny tedy existuji mocniny 77", T° := I. Obory

hodnot mocnin operatoru 1" tvori klesajici posloupnost podprostoru
V =RanT’ D> Ran7' D RanT? D RanT® > ...,

jadra mocnin operatoru 71" tvoii rostouci posloupnost podprostoriu
{0} =KerT° C KerT' C KerT? C KerT° C ...

Zminme zakladni vlastnosti téchto posloupnosti.

(1) Pro kazdé n € Ny operator T zobrazuje RanT™ na RanT™"! (surjektivng).
Skutecns, T(RanT™) = T(T™(V)) = T (V) = Ran T

(2) Pro kazdé n € Ny operator T zobrazuje Ker T do Ker T™.
Skutecné, je-li x € Ker Tt pak T"(Tz) = T a = 0, tedy Tx € Ker T,

(3) Podle bodu (2) pro kazdé n > 1 dostavame po faktorizaci linearni zobrazeni
T:Ker T/ Ker T" — Ker T/ Ker T 1.

Toto zobrazeni je prosté.
Ozna¢ime [z| tf¥idu ekvivalence v piislusném faktorprostoru. O jaky faktorprostor se

konkrétné jedna, by mélo byt ziejmé z kontextu. Pro x € Ker 77! je
(2] =z + Ker T" € Ker T/ Ker T, T[z] := [Tx] = Tz + Ker T" ! € Ker T"/ Ker 7" 1.

Je-li T[z] = [Tz] = 0, ¢ili Tz € Ker T, pak T" Y (Tz) = T"z = 0, tedy z € KerT"
a [x] = 0.

Tvrzeni 2.2.2. P stejngjch predpokladech a znaceni jako v pozndmce 2.2.1 plati:
(1) Jestlize pro néjaké n € Ny je RanT™" = RanT", potom RanT™™! = RanT™ pro

vSechna m > n, a tedy
Ran7"™ = RanT"™ = RanT"™ = ... .

(2) Jestlize pro néjaké n € Ny je Ker T = KerT", potom Ker T™ = KerT™ pro

vSechna m > n, a tedy

KerT" = Ker 7" = Ker 7"? = ...
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Dikaz. Dukaz bude rozebran na cviceni. OJ

Poznamka 2.2.3. Pii stale stejnych predpokladech a znaceni jako v poznamce 2.2.1

a v tvrzeni 2.2.2 navic predpokladejme, Ze existuji n’,n” € Ny takové, Ze
Ran 7"+ =RanT" a Ker "' = Ker T".
Polozme
ng := min{n € Np; RanT"*" = RanT"}, ng := min{n € Np; Ker 7" = Ker T"}.

Lze ukazat, ze potom ng = ng. Podrobnosti jsou uvedeny napiiklad v |7, § 5.41] XXX[Taylor].

Lemma 2.2.4. Budte X normovany vektorovyj prostor, V. C X uzavieny podprostor. Je-li
V # X, potom plati

V€ (0,1), Jz e X, |z[|=1 a dist(z,V) > 4.

Pozndamka. Jak jsme uvedli jiz diive v disledku 2.1.13, je-li dim V' < oo, potom lze volit
x dokonce tak, aby ||z|| =1 a dist(z,V) = 1.

Diikaz. Dukaz bude rozebran na cviceni. O
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Tvrzeni 2.2.5. Budte X Banachiv prostor, A € #(X), A € C, A # 0. Potom
(1) In € Ny, Ran(A — AI)"*! = Ran(4 — \I)",
(2) In € Ny, Ker(A — \I)"*t = Ker(A — \I)".

Diikaz. (1) Dikaz provedeme sporem. Pro stru¢nost ozna¢me
R, :=Ran(A - A)", n=0,1,2,....
Predpokladédme tedy, ze
X=R 2R 2R 2R3 2 ...

V8imnéme si, ze vSechny R,, jsou uzaviené podprostory. Skutecné, snadnym vypoctem

zjistime, ze pron > 1 je

n—1
k=0

Uzavienost plyne z véty 2.1.32. Vzhledem k lemmatu 2.2.4 muzeme pro kazdé n € Nj
zvolit
T, €R,, |lzn]| =1 a dist(z,, Rasr) >

N | —

Pro dva ruzné indexy m,n € Ny pro urcitost predpokladame, ze n > m, a odhadneme

|Az,, — Ax,|| = ||(A=ADxy — (A= M)z + M@ — ) ||
= |} xm—xn—l-%(A—)\I)mm—i(/l—)\])xn

> || dist(zm, Rint1)
1
> — |\
— 2‘ ’7
nebot ) )
Tn = (A= M)z, + X (A= X))z, € Rpua

Z tohoto odhadu je patrné, Ze z posloupnosti (Ax,) nelze vybrat cauchyovskou, a tedy
rovnéz ne konvergentni podposloupnost. Sou¢asné posloupnost (x,,) je omezena, A je kom-
paktni operator, a proto z posloupnosti (Az,) musi byt mozné vybrat konvergentni pod-
posloupnost. Dostavame spor.

(2) Diikaz provedeme opét sporem. Pro stru¢nost oznacme

Ry, =Ker(A- X", n=0,1,2,....
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Ptredpokladame tedy, ze
{0}=RCRCRCRC....

Ze spojitosti zobrazeni A plyne, ze vSechny R, jsou uzaviené podprostory. Vzhledem k lem-

matu 2.2.4 mizeme pro kazdé n € N zvolit

N | —

Tn € Ry, ||zl =1 a dist(x,, R,1) >

Pro dva ruzné indexy m,n € Ny pro urcitost predpokladame, ze m > n, a odhadneme

|Az, — Azy|| = (A= Az — (A= Az, + ANz — 20 ||
1 1
= MN||em —xn+ (A= Az, — — (A= X))z,
A A
> |\ dist(z, Rin_1)
1
Z _‘)‘|a
2

nebot

1 1
Ty — X(A—)\])xm—l—X(A—)\])xn € Ry

Z tohoto odhadu je patrné, 7e z posloupnosti (Ax,) nelze vybrat cauchyovskou, a tedy
rovnéZ ne konvergentni podposloupnost. Dostavame tak spor s kompaktnosti operatoru A
obdobné jako v ¢asti (1) dikazu. O

Fredholmovy véty byly vysloveny jiz ve Funkcionalni analyze 2. Zde je uvadime znovu,

tentokrat s uplnym diikazem.

Véta 2.2.6 (Fredholmovy véty). Budte X Banachiiv prostor, A € #(X), A € C, A # 0.
Potom plati:

1. véta (Fredholmova alternativa). Bud rovnice
Ar—dx=f

mda 1efeni x € X pro kaZdou pravou stranu f € X, a potom TeSeni existuje prdvé jedno,
nebo homogenni rovnice

Az — Xz =0

md netrividlni Feseni v € X, x #£ 0.
Preformulovano: Operdtor A — A\l je surjektioni, prdvée kdyZ je prosti.
Je-li navic X = $ Hilbertiv prostor, potom plati:
2. véta. Reseni x € $ rovnice

Ar — e = f
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existuje, prave kdyZ pravd strana f € $ je kolmd na vSechna Feseni homogenni sdruZené

rovnice
Az — dx = 0.
Pieformulovano: Ran(A — \I) = Ker(A* — \I)*.

3. veta. Homogenni rovnice

Ar —dx =0, Az — Xz =0
maji stejny a pritom konecény pocet linedrné nezdvislych resent.
Pieformulovano: dim Ker(A — A\I) = dim Ker(A* — \I) < oo.
Diikaz 1. Fredholmouvy véty. (1) Predpokladejme, 7e operator A — Al je prosty. Chceme
ukazat, ze je také surjektivni.

Pro struénost oznaé¢me
R, :=Ran(A - A)", n=0,1,2,....

Pro spor predpokladejme, ze Ry = X # R; = Ran(A — \[). Matematickou indukei Ize
ukazat, ze potom
R, # R,1 pro v8echna n € Ng. (2.12)

Skuteéné, v indukénim kroku n — n + 1 vyuZijeme pfedpokladu, 7e operdator A — A\ je
prosty, a dostavame

R # Ru1 = Rt = (A — AD(Ry) £ (A= AD(Rurr) = R

Vlastnost (2.12) je ale ve sporu s tvrzenim 2.2.5 ad (1).
(IT) Pfedpokladejme nyni, Ze operator A — AI neni prosty. Chceme ukazat, Ze nemiize
byt ani surjektivni.

Pro stru¢nost ozna¢me
T:=A—-MX, &, =Ker(A—XI)" pron=0,1,2,....

Pro spor predpokladejme, ze operator T je surjektivni. Jak bylo rozebrano v poznamce

2.2.1 ad (3), T zobrazuje &, do K, a po faktorizaci dostavame prosté zobrazeni

T: Ror1/Rn — Ry/Ru1 pron > 1. (2.13)

Tvrdime, 7e T zobrazuje K,,1 na K,. Skutecné, bud =z € K, libovolny vektor. Podle
predpokladu je T surjektivni, a proto existuje y € X, x = Ty. Potom ale 0 = T"z = T" 1y,
atedy y € R,41.
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Zjistujeme tak, ze zobrazeni T v (2.13) je linearni izomorfismus. Proto

dim(&,11/8R,) = dim(8&,/&,_1) pron > 1.

Odtud snadno plyne, 7e
Vn € N, dim(R,,/R,-1) = dim(R;/Ro) = dim(Ker(A — \I)/{0}) = dim Ker(A — A\I) > 0.

To znamend, ze &, # K,_1 pro véechna n € N, coz je ve sporu s tvrzenim 2.2.5 ad (2). O

Dikaz 2. Fredholmouvy vety. Vzhledem k vété 2.1.32 a dusledku 2.1.34 méame
Ker(A* — XI)* = Ran(A — M) = Ran(A — \I).

To dokazuje vétu. []

Diikaz 3. Fredholmovy véty. 7 véty 2.1.23 jiz vime, Ze
m := dim Ker(A — M) < oo, n := dim Ker(A* — X\I) < oo.

Role operatori A a A* lze zaménit, nebot (A*)* = A, a tak A € #($), pravé kdyz
A* € #(9). Proto pro ur¢itost miuzeme piedpokladat, ze m < n.
Uvazme nejprve piipad, kdy m = 0. Podle 1. Fredholmovy véty je A — A\I surjektivni.

Potom
Ker(A* — XI) = Ran(A4 — AI)* = 5+ = {0},
a tedy n = 0.

Nadale predpokladame, ze m € N. Zvolme po tadé

(l’l,.l’g?...,xm) a (917927-“7971)

baze v Ker(A — AI) a Ker(A* — XI). Definujeme operator P € ($)) vztahem

Vze$, Pz:= Z(xj, 2) Y.

Jj=1

Operator P je kone¢norozmérny, a tedy P € JZ (). Dale je z definice ziejmé, ze
Ran P C Ker(A* — M), Ker P = Ker(A — M\ )*= = Ran(A* — \I).

Tvrdime, ze operator A — P — Al je izomorfismus na $). Podle 1. Fredholmovy véty

staci ukézat, Ze je prosty.
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Necht (A — P — AI)z = 0 pro jisté z € §. Potom
(A— Xz = Pz € Ran(A — \I) N Ker(A* — \I) = {0},

nebof podprostory Ran(A — M) a Ker(A* — M) jsou na sebe kolmé. To znamena, 7e
soucasné

z € Ker(A— M) a 2z € Ker P = Ker(A— )™,

a tedy z = 0.

Déle tvrdime, ze operator A— P — Al zobrazuje podprostor Ker(A — AI) na podprostor
Ker(A* — \I), a tudiz tyto podprostory jsou izomorfn.

Je-li z € Ker(A — AI), potom

(A— P —\)z=—Pz € Ker(A* — \I).

Na druhé strané k danému v € Ker(A* — M) podle ptedeslého existuje z € § tak, Ze
(A— P — \)z = u. Odtud dostavame

(A— M)z = Pz+u € Ran(A — ) N Ker(A* — \I) = {0},

¢ili z € Ker(A — \I).
Nyni muzeme dukaz uzaviit s tim, Ze z existence izomorfismu mezi podprostory
Ker(A — M) a Ker(A* — XI) plyne m = n. O

Jako okamzity disledek 1. Fredholmovy véty dostavame nasledujici informaci o charak-

teru spektra kompaktniho operatoru.

Véta 2.2.7. Budte X Banachiv prostor, A € J# (X). Potom pro kazdé nenulové A € C je
bud X € o(A), nebo A € 0,(A). Ekvivalentné zapsdno

o(4) N (C\{0}) C 0y(A).

Diikaz. Mé&me dano A € C, A # 0. Mohou nastat prave dva piipady. Bud operator A — \I
neni prosty. V tom piipadé je A € o,(A). Nebo operator A — A\ je prosty. Potom podle
1. Fredholmovy véty je také surjektivni a A € o(A). H
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Poznamka 2.2.8. Shriime ziskané poznatky o spektru kompaktnich operatori na Bana-
chovych prostorech, jak byly uvedeny ve vétach 2.1.23 a 2.2.7. Bud X Banachuav prostor,
dim X = oo. Potom pro kazdy operator A € # (X) plati

(1) 0 € o(A),

2)

(3) mnozina o(A) nemé hromadné body ruzné od 0,
(4) 0(A)\ {0} C 0,(A),

(5) VA € og(A) \ {0}, dimKer(A— ) <

o(A) je nejvyse spofetnd mnozina

2.3 Kompaktni samosdruZené operatory

Pfipomenuti 2.3.1. Bud'te $ komplexni Hilbertiuv prostor, A € Z($). Je-li operator A

normalni, potom o,.(A4) = ). Je-li operator A samosdruZeny, potom r,(A) = || A]|.

Umluva 2.3.2. Symbol $ v této kapitole zna¢i viude komplexni separabilni Hilbertiv

prostor, dim $) = co. VSechny ortonormalni baze v §) jsou tedy spocetné.

Néasleduji vysledky, které byly dokazany v ramci cviceni. Zde jiz dikazy z ¢asti neu-

vadime.
Lemma 2.3.3. Bud A € #B($), A= A*. Potom o(A) = {0}, prdvé kdyz A = 0.

Lemma 2.3.4. Budte A € B($), V C $ podprostor. Jestlize operdtor A je samosdruZeny

a podprostor V je A-invariantni, potom V* je také A-invariantni podprostor.

Tvrzeni 2.3.5. Budte A € B($), V C $ podprostor. Nechl operdtor A je samosdruzeny

a podprostor V' je A-invariantni. PoloZme
5’:)1 = V, ,5;:)2 = VJ_, A1 = A‘ﬁl’ A2 = A‘ﬁ2
Potom
0(A) =0(A1)Uo(As).

Definice 2.3.6. Bud A € #($), A = A*. Rekneme, 7e A ma st bodové spektrum,

jestlize v $) existuje ortonormélni baze sestavend z vlastnich vektora operatoru A.

Tvrzeni 2.3.7. Bud A € #($), A = A*. Jestlize operdtor A md cisté bodové spektrum,

potom

(ale nemusi platit o(A) = 0,(A)).

Dikaz. Jisté 0,(A) C 0(A). Necht A € C nepatii do 0,(A). Chceme ukazat, ze A € p(A).
Polozme
d := dist(\, 0,(A)) = dist(\, 0,(A)) > 0.
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Podle ptedpokladu je podprostor

V = span U Ker(A — pul)

pEap(A)

husty v $. Libovolny vektor z € V., x # 0, mizeme zapsat ve tvaru
r=x1+---+x, kdeneN

a Ty,..., T, jsou vlastni vektory operatoru A prislusné po fadé navzajem riznym vlastnim

¢islim pq, . . ., pn,. Potom vektory zq, ..., x, jsou navzajem kolmé a
l]* = {lzal® + - -+ flzal .
Dale

1A= ADz]* = [l(11 = Nz + -+ (o — A)zal|?
= AP [l ll® + -+ L — APl
> d(aal® + -+ lzall®) = ]

Ze spojitosti operatoru A plyne, ze ||(A — A)z|| > d|z|| pro vSechny vektory = € $.
Weylovo kritérium nam pak 1ika, Ze skutecné A € o(A). ]

Lemma 2.3.8. Bud A € #($), A= A*. PolozZme
V :=span U Ker(A — M)
Aeop(A)

(podprostor V' je zrejmé A-invariantni) a ddle
9=V, H =Vt A = A|51, A,y = A\m.
Potom operdtor Ay ma ¢isté bodové spektrum a
(A1) = 0,(A), 0,(As) = 0.

Dikaz. (I) V kazdém vlastnim podprostoru Ker(A — M), A € 0,(A), zvolime ortonor-
malni bazi. Jejich sjednocenim ziejmé dostaneme ortonormadlni bazi v £, nebot vlastni
podprostory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

(I) Pro zazeni A, urcité plati 0,(A;) C 0,(A). Z konstrukce podprostoru V' je naopak
patrné, ze 0,(A) C 0,(A;). Plati tedy rovnost a podle tvrzeni 2.3.7 a podle ¢asti (I) dikazu
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dostavame

(A1) = 0p(A1) = 0,(A).

(IIT) Pro spor predpokladejme, ze x € $q, x # 0, je vlastnim vektorem operatoru As.
Potom samoziejmé je x rovnéz vlastnim vektorem operatoru A, a tedy x € V' C $;. To je

ovSem spor, nebot H; L $». O]

Véta 2.3.9 (Hilbertova-Schmidtova véta). Bud A € # ($). Je-li operdtor A samosdru-

Zeny, potom md c¢isté bodové spektrum.

Diikaz. Symboly V', 91, H2, A1, Ay maji stejny vyznam jako v lemmatu 2.3.8. Staci ukizat,
ze $3 = {0}, a tedy A = A;.

Zuzeni A, predstavuje rovnéz kompaktni samosdruzeny operator. Protoze A ma prazdné
bodové spektrum, nutné o(As) = {0}. Podle lemmatu 2.3.3 je Ay = 0. Ale ani 0 nemiize
byt vlastni hodnotou operatoru Ay, a proto £, = {0}. O

Poznamka 2.3.10. Bud A € #A($), A = A*. Necht A m4 ¢isté bodové spektrum. Po-
tom spektralni rozklad operatoru A, ktery byl popsédn ve Funkcionalni analyze 2 a ktery
je zalozen na pojmu rozkladu jednicky a je vyjadien pomoci integralu, l1ze zjednodusit
a integralni vyjadieni nahradit sumou.

Mgjme dénu ortonormalni bazi (x,,)nen v prostoru 9, ktera je tvofena vlastnimi vektory
operatory A, Az, = \,z, pro n € N. Ozna¢me P, ortogonalni projekci na jednorozmeérny
podprostor Cz,,, tedy

Vy € C, Py = (xn,Yy) Tn.

Dale ozna¢me

A:={neN; )\, #0}.

Potom

A= "MNPi=> AP,

neN neA
kde fada konverguje v silném smyslu a soucet nezavisi na poradi s¢itancu.

Skutec¢né, silnd konvergence znamena, ze

neN neN

Jak bylo dokazano ve funkcionalni analyze 1, nutnou a postac¢ujici podminkou konvergence
je

S el i) < oo

neN
V kladném piipadé pak soucet nezavisi na potfadi s¢itanci. Tato podminka je ale splnéna
diky odhadu |A,| < |[|A|l pro vSechna n € N a diky Parsevalové identité (nebo Besselové

nerovnosti).
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Pomoci uvedeného spektralniho rozkladu pak mzeme naptiklad vyjadrit rezolventu

operatoru A. Pro A € p(A) = C\ 0,(A), to jest pokud dist(\, 0,(A)) > 0, plati

A-nt=%" Anl_ (0, ) 7

neN
Rada konverguje opét v silném smyslu. Doplnéni podrobnosti je ponechano na ¢tenafi.

Poznamka 2.3.11. Specidlnim piipadem piedchozi pozndmky 2.3.10 jsou kompaktni

samosdruzené operatory. Bud A € (), A = A*. Z nenulovych vlastnich ¢isel operatoru

N
n=1>»

A lze sestavit posloupnost (\,) ktera je nerostouci v absolutni hodnoté,

|A1] > | X > |As] > ..,

pticemz kazdé vlastni ¢islo se v posloupnosti opakuje tolikrét, kolik je jeho (geometricka)
nasobnost. Obecné N € Ny U {co} (N = 0 znamen4, Ze tato posloupnost je prazdné, a to
je, pravé kdyz A = 0). Poznamenejme, Ze pro N = 00 je lim,, o A, = 0. K vlastnim ¢islam
A\, lze prifadit vlastni vektory z,, tak, Ze soubor (z,)"_, je ortonormélni; (x,)"_; je pak

ortonorméalni bazi podprostoru (Ker A)*. O rovnosti

A= Z A (X, +) Ty,

neN

se v tomto pripadé mluvi jako o kanonickém tvaru kompaktniho samosdruzeného operdtoru

A.

2.4 ldealy kompaktnich operatora v A($))

$ stale znac¢i komplexni separabilni Hilbertiv prostor, dim £ = oco. Zatim jsme se seznémili
s dvéma idealy v #($) tvofenymi kompaktnimi operatory. Cely prostor kompaktnich ope-
ratora £ (9) je idedlem v A($)). Dalsim idedlem je prostor Hilbertovych-Schmidtovych
operatoru %. Jak uvidime nize, dokonce lze zavést jednoparametrickou mnozinu ideélu
kompaktnich operatoru, kterd zavisi na parametru p > 1. Tato parametrizace pripomina

L? prostory, p > 1, na dané mnoziné s mirou.

Pfipomenuti 2.4.1. Pro A € #($) pokladame
|A| := (A*A)Y2,
Snadnym vypoc¢tem se lze presvédcit, ze

Ve e, [[[Alx] = [[Ax]. (2.14)
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Odtud plyne
AT = [[All, Ker|A] = Ker A.

Nasledujici pomocné vysledky byly dokazany na cviceni.

Lemma 2.4.2. (1) Jestlize pro A € B(9) je A*A € H ($), potom rovnéz A € F ().
(2) Jestlize operdtor A € H ($)) je pozitivng, potom AY? € K ().
(3) Pro kazdy operdtor A € £ (9) je |A| € H ($).

Néasledujici lemma je v podstaté ziejmé a jeho diikaz je ponechén na ¢tenéii.

Lemma 2.4.3. Budte X, Y metrické prostory, U izometrické zobrazeni X na Y. Potom
plati nasledugici tvrzend.

(1) Je-li prostor X tplnyg, je rovnéz prostor Y plny.

(2) Je-li V- C X hustd podmnoZina, potom rovnéz U(V) CY je hustd podmnoZina.

Definice 2.4.4. f{ekneme, ze U € B(9) je castecnd izomelrie, jestlize existuje uzavieny
podprostor V' C $ takovy, ze

(1) Ve eV, Uz =[],

(2) Vz e VL, Uz =0.

Poznamka 2.4.5. Pfi stejném znaceni jako v definici 2.4.4 polozme
W :=U(V)=RanU.

Potom W C $ je uzavieny podprostor a U* je ¢astecnd izometrie na ), pro kterou plati
(1) vy e W, |[U"yll = [lyll,
(2) Vy e W, U*y =0,

Dale U*U je ortogonalni projekce na V', UU* je ortogonalni projekce na W. Specidlné
odsud plyne, ze pro danou Castecnou izometrii U je podprostor V' z definice 2.4.4 urcen
jednoznacné.

Skute¢né, podprostor W je podle lemmatu 2.4.3 uplny, a tedy uzavieny, nebot V
je uplny prostor (podmnozina uplného metrického prostoru je sama tplnym metrickym
prostorem, pravé kdyz je uzaviend).

Dale ukdZeme, Ze U*U je ortogonalni projekce na V, ¢ili U*Uz = 0 pro kazdé x € V+
a U*Ux = z pro kazdé x € V. Prvni rovnost je ziejma z definice ¢aste¢né izometrie. Druha

rovnost je ekvivalentni se vztahem
Vze$n, (Uz,Ux) = (z,z).

Zde sta¢i uvazit piipady z € V a z € V+.

Vime-li, ze U*U je ortogonalni projekce na V', potom

VeeV, |UUz| = |jz]| = Uz,
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a tedy ||{U*y|| = |ly|| pro kazdé y € W = U(V'). Soucasné
Ker U* = (RanU)* = W+,

Zbyva ukazat, ze UU* je ortogonalni projekce na W. To ale plyne z pfedeslého, jestlize

zaménime U za U* a 'V za W.
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Véta 2.4.6. Bud A € AB($). Potom existuje prive jedna castecnd izometrie U na $)
takovd, Ze

A =UlA|, KerU = Ker A. (2.15)

Pritom U splnuge
(1) Va € Ran|A|, [[Uz|| = |||,
(2) RanU = U(Ran|A|) = Ran A.

Diikaz. (I) Jednoznac¢nost. Ze vztahu (2.15) je patrné, 7e operator U je piedepsan jednak
na Ran|A|, a diky spojitosti rovnéz na m, a dale na Ker A = Ker|A| = (Ran |A|)*.
Je tedy predepsan na celém Hilbertové prostoru $).

(II) Existence. Jelikoz Ker|A| = Ker A, z rovnosti |A|x; = |A|zy pro z1, 22 € $ plyne

Az = Axo. Muzeme proto definovat
Ve e, U(|Alzx) = Ax.

Déle pokladame Uz = 0 pro # € (Ran|A|)t = Ker A. Z (2.14) pak plyne, ze U se
jednoznac¢né prodluzuje jako spojité zobrazeni na RT|A| a pritom U je castecna izometrie.
Je ziejmé, ze rovnosti (2.15) jsou splnény.

(I1T) Podle definice operatoru U mame RanU = U(Ran|A|) a U(Ran |A|) = Ran A.
Podle lemmatu 2.4.3 je podprostor RanU C $) uzavieny a podprostor Ran A je husty
v Ran U, tedy Ran A = Ran U. [

Definice 2.4.7. Bud A € #(9). Rovnost A = U|A|, kde U je ¢astecna izometrie z véty

2.4.6, se nazyva poldrni rozklad operatoru A.

Poznamka 2.4.8. Uvazme polarni rozklad A = U|A| operatoru A € HA($). Podle
poznamky 2.4.5 je U*U ortogonéalni projekce na Ran|A|. Odtud plyne, Ze naopak

Al =

Definice 2.4.9. Bud A € £ (). Oznafme (s;(A))Y

kladnych vlastnich ¢isel operatoru |A|, ve které se kazda vlastni hodnota opakuje tolikrat,

i=1, IV € Ny U {co}, posloupnost

kolik je jeji nasobnost (pfipad N = 0 nastane, pravé kdyz A = 0). Je-li zfejmé, o jaky
operétor se jedna, piSeme struéné s; namisto s;(A). Cisla s;(A) se nazyvaji singuldrni cisla

(nebo hodnoty) operatoru A.

Definice 2.4.10. Pro 1 < p < oo polozme

N 1/p
VA e (D), Al := (Z s;(A ) 5

Jj=1
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kde (s;(A))X, je posloupnost singularnich &isel operatoru A. Definujeme
Ip(9) :={A € X (9); |All, < oo}

Bude-li zfejmé, o jaky Hilbertuv prostor se jedna, budeme psét stru¢né .#, namisto .7,(9).

Poznamka 2.4.11. (1) Nékdy se poklada 7, := ().

(2) Ztejmé VA € # (9), VA € C, ||AA|, = |AIA]l, (pokud polozime 0 - co := 0).

B)Prol<p<g<oo je I, C .7,

Skutetné, bud (s;)}_, posloupnost singularnich ¢isel pro dany operator A € ' ($).
Bud je N < oo, a potom A € .#, pro kazdé p € [1,00). Nebo je N = oco. V tom piipadé
z podminky ||Al|, < oo plyne, Ze nutné existuje jo, € Ny takové, ze s; < 1 pro vSechny
indexy j > jo. Je-li p < ¢, potom s < s7 pro j > jo, a tak rovnéz || All, < oo.

(4) Plati A € %, pravé kdyz A je Hilbertav-Schmidtiiv operétor, a || - || je norma
v prostoru Hilbertovych-Schmidtovych operatort.

Skutecné, bud opét (s;),

posloupnost singularnich ¢isel pro dany operéator
A € A ($). Mizeme zvolit ortonormélni soubor ()i, tak, 7e |A|z; = s;z; pro kazdy
index j. Dale zvolme ortonormélni bazi (y; )2, v Ker A = Ker |A|. Zde také M € NyU{oo}.
Sjednoceni souborit (z;)Y, a (yx)sl, predstavuje ortonormalni bazi v celém Hilbertove

prostoru $. Dostavame

N N N M
1AIZ = 57 = > MAll® = > MAfgl* + D Alyel”
j=1 j=1 j=1 k=1

N M
= D Az P+ D I Awil.
j=1 k=1

Odtud je jiz tvrzeni ziejmé.
(5) Pro A € Z(9) je || Al = |||A|'/?||2. Plati tedy, ze A € &, pravé kdyz |A|'Y/? je
Hilbertiv-Schmidtiv operator.

Znaceni ziistava stejné jako v predchazejicim bodé (4). Vzhledem k bodu (4) dostavame

N M N M
1Al = > s = > (g lAlzy) + ) (o [Alge) = D IAM 22507+ Y 1AV 2yl ?
j=1 j=1 o =1 st

= [lIA2)3.

Tedy ||All; < oo, pravé kdyz |||A|Y/2|s < co.

Véta 2.4.12. Bud A € () a necht (s;)L,, N € No U {oo}, jsou singuldrni hodnoty
N

operdtoru A. Potom v §) existuji ortonormdlni soubory ()52, (yj)é-vzl takové, Ze pro kazdy
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vektor v € $ plati

Mz

(1) AU:, s (zj,v) y;,

(2) U_ZSJ Yj, V) T,

=

(3) |Ajv = Zsj (z;,0) z;,

N

@) A= s (s 0) u

J=1

Diikaz. Ortonormalni soubor (z;)L, je tvofen vlastnimi vektory operatoru |A|, které
odpovidaji vlastnim ¢islim s;. Specialné (xj)évzl je ortonormélni baze v podprostoru
Ran [A|. Rovnost (3) je pak kanonicky tvar operatoru |A| ve smyslu poznamky 2.3.11.
Bud A = U|A| polarni rozklad operatoru A, viz véta 2.4.6 a definice 2.4.7. Pro kazdy
index j polozme y; := Ux;. Potom (yj);\’:l je ortonormalni baze v podprostoru Ran A.

Pii této volbé rovnost (1) vyplyva z rovnosti (3),

N N
Av =Ul|Alv = U(Z s; (zj,v) x]) = Zsj (xj,v)y;
j=1 j=1
Rovnost (2) okamzité vyplyva z (1), nebot

(x5, ) ws) = (o)

Abychom odvodili rovnost (4), vyjadiime nejprve AA* s vyuZitim jiz dokdzanych

rovnosti,
N N
A = U|A‘ (Zsj <yj7v> mj) (ZS y]> ) ZS y]?
j=1 J=1
Definujme B € #($)) vztahem
N
Yv € 9, Zsj (yj,v) yj.
j=1

Pro kazdé z € 9, (2, Bz) = Zj\le si {y;, 2)|* > 0, tedy B je pozitivni operéator. Snadnym
vypoctem zjistime, ze B2 = AA*. Tedy B = (AA*)/2 = |A*| (nebot A** = A). Rovnost

(4) je vlastné kanonicky tvar operatoru |A*|. O

Véta 2.4.12 ma nésledujici okamzity disledek.
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Disledek 2.4.13. Je-li A € (9), potom operdtory A a A* maji stejné singuldrni hod-
noty, a tedy
vp S [1700)7 HA”P = ||A*||P

Véta 2.4.14. Pro kaZdé p, 1 < p < o0, je S, = F,($) vektorovy prostor a | - ||, je
norma na 9. Pritom normovany vektorovy prostor (%, ,| - ||,) je Banachiv. Navic .7, je

(dvoustrannym) x-idedlem v B($).

Tuto vétu nebudeme dokazovat pro obecné p, omezime se jen na dva specialni piipady.
Piipad p = 2 se tykd Hilbertovych-Schmidtovych operatori a byl podrobné rozebran ve

Funkcionalni analyze 2. P¥ipadu p = 1 se budeme vénovat v podkapitole 2.5.

Poznamka 2.4.15. V nekone¢norozmérném piipadé a pro konec¢né p podprostor
S, C AB($H) neni uzavieny. To je patrné z toho, Ze prostor kone¢norozmérnych opera-
torti je obsazen v ., pro kazdé p a jeho uzavér je roven ¢ (§)). Tedy také .7, = J# (£)
pro kazdé p.

2.5 Prostor operatori se stopou

Z ideali kompaktnich operatoriu .#,($), p > 1, jsou pro aplikace patrné nevyznamnéjsi
idedly #£($) a A1(9). Idedl #($) mizeme nazvat prostorem operatori se stopou (an-
glicky trace class), nebot pro operatory z tohoto prostoru lze korektné zavést pojem stopa,

jak uvidime déle.

Poznamka 2.5.1. Budte A € A($)) pozitivni operator, (z;) libovolna ortonormélni baze
v $). Potom podle poznamky 2.4.11 ad (5) mame
N (g Azy = 3 AV |2 = ||AY2)2 = AL
: =

J=1
Tedy suma na levé strané nezavisi na volbé ortonormalni baze a pro A > 0 mame

Ae s = Al =) (2, A2) < .

=1

Pfipomenuti 2.5.2. (1) (fg(.fj), (- )2) je Hilbertuv prostor, kde skalarni souc¢in je defi-

novan vztahem
0

VB,C € S, (B,C)y =Y (Bx;, Cay)

j=1
pro libovolnou ortonormalni bazi (z;) v $. Pfitom fada konverguje absolutné,

o0 o0

> I(Baj, Caj)l < Y || Bay| | Cayll < |IBll2|C e

J=1 J=1
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(2) A, je idedl v B(9H) a plati
VB € B($),VC € H, ||BC|l2 < ||B||||Cll2, ICBll2 < ||B] |C|-

Lemma 2.5.3. Budte B,C € %(%). Potom A := BC € #(9) a pro kaZdou ortonor-
mdlni bdzi (x;) v $ plati

1Al = (@), [Alz;) < [IBol|C]ls-
j=1
Diikaz. Pouzijeme polarni rozklad podle véty 2.4.6 a definice 2.4.7, A = BC = U|A|

a naopak |A| = U*A = U*BC. Pro ¢aste¢nou izometrii U jisté plati |U]| < 1. Podle
poznamky 2.4.11 ad (5) mame

o0 [e.e]

1AL = [[A21F = (g [Alzy) = > (@, U"BCx;) = > (B*Uxy, Cxy).
7j=1

J=1 Jj=1

Na zakladé této rovnosti miuzeme odhadnout
[AllL < [[B*U|l2[|Clle < [[B*[l2[U[| |Cll2 < [|Bll2 |C]]2-

To dokazuje lemma. O]

Véta 2.5.4. Bud A € Z($). Potom ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni
(1) Ae A,
(2) |A]"? € A,
(3)3B,C € %, A= BC.

Diikaz. Ekvivalence (1) < (2) plyne z rovnosti ||A|l; = |||A] ||, viz pozndmka 2.4.11 ad
(5).

Pro dukaz implikace (2) = (3) stadi vyjit z polarniho rozkladu A = U|A| a polozit
B :=U|A|'2, C = |A|'2. Potom B,C € % a A= BC.

Implikace (3) = (1) je obsaZzena v lemmatu 2.5.3. O

Véta 2.5.5. Pro vSechny operdtory A € %, D € B(9) je DA, AD € #,. Pritom plati
nerovnosti

DAl < ID[[{[A[ly, [ADI[x < [[DI[A]:-

Poznamka 2.5.6. Vzhledm k vété 2.4.14 muzeme také fici, ze . je (dvoustrannym)
idedlem v A($).

Dikaz. 7 uvedenych nerovnosti jiz plyne DA, AD € .#;. Pro dikaz prvni nerovnosti opét
vyjdeme z polarniho rozkladu A = U|A| a polozime B := U|A|'Y2, C := |A|'2. Potom
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A= BC, B,C € %, rovnéz DB € %5, a podle lemmatu 2.5.3 mame
IDA]ly = [(DB)C|ly < [IDBIa[ICl2 < DI IBI2[Cll2 = [ DI IUIAM 2|21 A]Y2]l5.
Posledni vyraz mizeme dale odhadnout a dostavame
IDA[ < IDIUIAI213 < IDIHITAM)S = 1] Al

7 dokazané prvni nerovnosti 1ze snadno odvodit druhou nerovnost, jestlize vyuzijeme

invariance norem || - ||, vzhledem k hermitovskému sdruzeni. Upravime
[AD]ly = [[D*A™[[y < [|D*[ | A"l = DI | Alls-

Véta je dokazéana. O
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Véta 2.5.7. Pro kaZdy operdtor A € F1(9) a libovolnou ortonormdint bdzi (x;) v $ TFada

oo
> (), Azy)
Jj=1
konverguje absoluiné a jeji soucet nezdvisi na volbé ortonormdlni bdze.

Diikaz. ZapiSme A = BC, kde B,C € .%,. Potom

> (), Azj) =Y (Bx;, Cay) = (B*,C)a.

J=1 J=1

Pfitom vime, ze fada definujici skalarni sou¢in (B*, ')y konverguje absolutné a nezavisi

na volbé ortonormalni baze. ]
Tato véta nas opraviuje zavést nasledujici definici.
Definice 2.5.8. Pro operator A € % (%)) definujeme jeho stopu vztahem
o
TrA:= Z(xj, Ax;),
j=1
kde (z;) je libovolné ortonormalni baze v ).

Poznamka 2.5.9. V dikazu véty 2.5.7 jsem zjistili, ze
VB,C € 4, Tr(BC)=(B*,C),.

Pripomenuti 2.5.10. (1) Pro vsechny operatory T € ZA($) plati [|T*T| = ||T]|*. Je-li
specialng T* = T, pak ||T?| = ||T|*.
(2) VT € £(H), [T < | Tl2-

Véta 2.5.11. Pro vSechny operdtory A € #1(9) plati
(1) | Tr A| < Tr |A] = [|Al]1,
(2) [IA]l < [ Al

Diikaz. DokdZeme vztah (1). Uvazme polarni rozklad A = U|A| a polozme B := U|A|'/2,
C := |A|'Y2. Potom A = BC a B,C € .%,. Odhadneme

[T Al = [(JA2U" JAY2)] < [HAP2U 2 A2 < IUFHHAZIZ < A2
= Al

Pritom

A5 = (JA[Y2, |A]Y%) = Tr| Al
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Dokazeme vztah (2). Mame
JA = || ALl = I A2 (12 < | [A1Y2 3 = (| Al

Tim je véta dokazana. O
Nyni jsme schopni postupné dokazat vétu 2.4.14 pro piipad p = 1, viz téz véta 2.5.5.
Véta 2.5.12. #(9) je vektorovy prostor a || - ||1 je norma na # ().

Diikaz. Pro A € B($) a X € Cje ziejmé |AA| = |A||4|. Odtud je patrné, ze pokud A € .7,
potom AA € #; a ||AA]l; = |Al||A|li. RovnéZz neni tézké nahlédnout, ze ||A|; = 0, pravé
kdyz |A| = 0, a tedy A = 0. Zbyva ukazat, Ze soutet dvou operéatora z .# opét patii do
41 a ze zobrazeni || - ||; spliluje trojihelnikovou nerovnost. Tyto dvé vlastnosti lze dokazat
soucasne.

Méjme dany dva libovolné operatory B,C € % a polozme A := B 4+ C. ZapiSme A
v polarnim rozkladu, A = U|A|. Potom |A| = U*B+U*C, kde U*B,U*C € %, podle véty
2.5.5. Vzhledem k vété 2.5.11 dostavame

AL = Tr]A] = Te(U"B) + Te(U"C) < [U"Bl + [U"Clly < [UT(1B]}x + [1C]1)
< Bl + 1€}

Odtud plyne, Ze ||Al; < oo, a tedy A € . Soucasné jsme dokazali i trojthelnikovou

nerovnost. O

Ukazuje se, Ze normovany vektorovy prostor (#(5), ||-[l1) miZzeme ztotoznit s dualnim

prostorem k prostoru kompaktnich operatorti na $).

Véta 2.5.13. Pro libovolny operdtor A € % definujme linedrni funkciondl ® 4 na ()
vztahem
VK € Z($), Pa(K) :=Tr(AK).

Potom ®4 € Z(H)* a linedrni zobrazeni

O: I = H(H) A Dy

je izometricky izomorfismus.

Diikaz. (I) Tvrdime, ze pro kazdé A € #; je P4 € H(9H)* a [|[Pall < ||A]1-

Toto tvrzeni plyne piimo z odhadu

VE € Z(9), |Pa(K)] = [Tr(AK)| < [[AK|[ < [[A[L[IK].
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(IT) Tvrdime, Ze pro kazdé A € 7 je ||[P4| > ||A|l1. Vzhledem k ¢asti (I) dukazu pak
odsud plyne rovnost |[|[®4|| = [|Al|;. To znamend, ze zobrazeni ® je izometrické, a tudiz
prosté.

Toto tvrzeni je ziejmé pro A = 0, nebot &3 = 0. Pfedpokladejme dale, 7e operator A
je nenulovy a zapiSme ho ve shodé s vétou 2.4.12 ve tvaru

N
A= s () y

j=1

kde N € N U {oo}, (s;)iL; jsou singularni hodnoty operatoru A a (z;)i;, (y;)iL, jsou

néjaké ortonormalni soubory v §. Pro kazdé n € N, n < N, polozme

n

K, =Y (y;,-) x5 € H(9).
j=1
Upravime
Yv 657)7 AKn :A<Z Yk, U > ZSJ (Z Yk, U <x]'7xk>>yj'

k=1

Jeliko? (z;, ) = 0, %, dostavame vyjadrieni

Kn = Zsj <yja'>yj>
j=1

coz znamend, ze AK, je pozitivni kone¢norozmérny operator zapsany jiz v kanonickém

(tj. diagonéalnim) tvaru. Odtud
Dy(K,) = Tr(AK,) Zsj

Obdobnym vypoctem snadno ovéfime, ze

K, = Z<5L’j, '>yj’ K K, = Z(%")yj

J=1 J=1

To znamené, ze KK, je ortogonalni projekce na podprostor span{y,...,y,}, a proto

HGal* = (1 B = 1.
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Nakonec muzeme odhadnout

N n
d4(K,
AL =3 5= s Ss= sup  ZAB gy
j=1

neNn<N = 7 neNasn [

(III) Ukazeme, ze zobrazeni ® je surjektivni.
Necht je dan funkcional ¢ € J#(9)*. Zfejmé stadi vySetiit piipad ¢ # 0. Na pod-
prostoru % C # ($)) dostavame

VB € J, lp(B)l < el 1Bl < ll#ll 1Bll2- (2.16)

Oznacme zGzZeni
¢ = o| A
Podle (2.16) je linearni funkcional ¢ na .#, omezeny vzhledem k Hilbertové-Schmidtove

normé || - ||z, to jest ¢ € £ (a navic ||@| < [l¢||). Ale S se skalarnim soucinem (-, - )y je

Hilbertuv prostor, a proto podle Rieszovy véty existuje (pravé jedno) A € 7, takove, ze
VB € .%, $(B)= (A, B); = Tr(A*B).

Polozme A := A* € % Opét podle véty 2.4.12 milzeme zapsat A ve tvaru
N
A= Zsj <xj,‘>yj,

J=1

kde (s;)}_; jsou singularni hodnoty operatoru A a (z;)¥

N1, (y;)iL jsou ortonormalni

soubory. Stejné jako v ¢asti (IT) dukazu pro kazdé n € N, n < N, a

n

K, =Y (y;,- )z € 5

j=1
plati

AK, = ZSJ' <yj> '>yj? HKnH =L
j=1

Odhadneme

n

> s =Te(AK,) = ¢(K,) = ¢(K,) < [lo]l |15l = llel.

J=1

Odsud plyne SV

iz187 < |lell, a tedy A € £, Porovnéni s definic{ linedrniho funkcionalu

® 4 vede na rovnost

(I)A‘ﬂ2 :@:90“%2'
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Ptitom, jak bylo zminéno v poznamce 2.4.15, podprostor % je husty v £ (), a tak ze

spojitosti obou funkcionali plyne, ze &4 = . O
Vzhledem k tomu, Ze duélni prostor £ ($)* je uplny, dostavame okamzité tento disledek.

Disledek 2.5.14. Normovanij vektorovyj prostor (fl (), |- Hl) je Banachovym prostorem.



Kapitola 3

Neomezené samosdruzené operatory

3.1 Sdruzeny operator k neomezenému operatoru

I nadéle pracujeme se separabilnimi komplexnimi Hilbertovymi prostory nekonec¢né di-
menze. V této podkapitole zavedeme pojem sdruzeného operatoru k obecné neomezenému,

ale husté definovanému operatoru a vySetiime jeho zakladni vlastnosti.

Definice 3.1.1. Bud A operator na $) a necht Dom A = §). Sdruzeny operdtor k operétoru
A, ktery oznac¢ime A*, je definovan takto: Dom A* je tvofen pravé témi vektory y € ), pro

které existuje z € ) spliujici

Ve € Dom A, (y, Az) = (z,z). (3.1)
Pokud takovy vektor z existuje, tak je urcen jednoznac¢né, a miiZeme proto polozit
Ay = 2.

Pozndmka. Je ponechédno na ¢tenéii, aby zdivodnil, ze k danému y € $ existuje nejvyse
jedno z € $ spliujici (3.1). Diky aditivité skalarniho soudinu v prvnim argumentu stadi

uvazit ptipad y = 0 spolu s predpokladem, ze A je husté definovany operator.

Poznamka 3.1.2. (1) Podle definice sdruzeného operatoru mame
Vo € Dom A, Vy € Dom A", (y, Az) = (A"y, z).

Ptitom pro dané A je A* nejvétsi operator (vzhledem k uspotadani C) s touto vlastnosti.

Skutecné, jestlize néjaky operator D také splhuje
Vo € Dom A, Vy € Dom D, (y, Ax) = (Dy, x),

potom pro y € Dom D je y € Dom A* a A*y = Dy, tedy D C A*.
(2) Je-li A € B($), potom definice operatoru A* se shoduje s pavodni definici hermi-

tovsky sdruzeného operatoru pro omezené operatory. Rovnéz zdivodnéni tohoto tvrzeni

60
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je ponechano na ¢tenéari.

Tvrzeni 3.1.3. Pro husté definované operdtory A, B na $ a pro X € $ plati
(1) (AA)" =X A",
(2) je-li Dom(A + B) = $, pak (A+ B)* D A* + B*,
(3) je-li Dom AB = §), pak (AB)* D B*A*,
(4) AC B = B* C A*.

Diikaz. DokdZeme pouze bod (2). Dikaz ostatnich bodi je ponechan na ¢tenaii jako
cviceni.
Dostavame, ze
Vz € Dom(A + B) = Dom(A) N Dom(B), Yy € Dom(A* + B*) = Dom(A*) N Dom(B")
plati

(y, (A+ B)z) = (y, Ar) + (y, Bx) = (A"y,z) + (B"y,x) = (A" + B")y, z).

Tvrzeni pak plyne z poznamky 3.1.2 ad (1), jestlize zde vSude napiSeme A + B namisto A
a A* + B* namisto D. [

Véta 3.1.4. Bud A husté definovany operdtor na $). Necht inverzni operdtor A~ existuje

a je husté definovany. Potom (A*)™! existuje a plati
(A%)1 = (A7)
Diikaz. Necht y € Dom(A™)*. Pro x € Dom A je Az € Dom A™!, a proto
Vo € Dom A, ((A™')*y, Az) = (y, A~ Az) = (y, ).
To znamen4, ze (A™')*y € Dom A* a A*(A™')*y = y. Role operatori A a A~' miizeme

zaménit a dostavame, Ze pro kazdé y € Dom A* je A*y € Dom(A™1)* a (A71)*A*y = y.

Odvozené vztahy muzeme piepsat

A(AT) = I|Dorlf1(frl)*7 (A7) A = I‘Dom A

Odsud jiz plyne tvrzeni véty. O

Véta 3.1.5. Bud A husté definovany operdtor na . Potom
Ker A* = (Ran A)*.

Diikaz. Podle definice sdruzeného operatoru je y € Ker A*, pravé kdyz pro vSechna

x € Dom A plati (y, Az) = (0,z) = 0. To ovSem piesné znamend, Ze y € (Ran A)*. O
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Piipomenuti 3.1.6.  x $ je Hilbertiv prostor se skalarnim soucinem

vxhx%yluy? € '6a <(IL'1,LU2)7 (y17y2>> = <$17y1> + <$2ay2>'

Tento Hilbertav prostor se také nékdy zapisuje jako ortogonalni soucet $ @ $, kdyz prvni
s¢itanec se ztotoznuje s podprostorem $ x {0} a druhy s podprostorem {0} x $. Je-li
A operator na ), potom jeho graf je podprostor v ) x §, ktery i nadale budeme znadcit
symbolem I'(A).

Reprezentovani operatori pomoci jejich grafi ndm umoziiuje uplatnit geometricky

pristup. Ten se ukazuje byt velmi uziteénym v pf¥ipadé sdruzenych operatorii.

Tvrzeni 3.1.7. Definujme unitdrni operdtor U € B($ X 9) vztahem
V(z,y) € Hx9H, Ulz,y) = (y, —x).

Potom pro libovolng husté definovany operdtor A na $) plati

[(A%) = [U(D(A)] (3.2)

Diikaz. Podle definice sdruzeného operatoru (y,z) € T'(A*), to jest y € Dom(A*)
a A*y = z, pravé kdyz

Vo € Dom(A), (y, Ax) — (z,z) = 0.
To muzeme ekvivalentné prepsat
Vo € Dom(A), ((y,2), (Az, —z)) = ((y,2),U(x, Ax)) = 0.

To je ovem ekvivalentni se vztahem (y,z) L U(T'(A)). O
Disledek 3.1.8. Je-li A husté definovany operdtor na $), potom operdtor A* je uzavieny.

Diikaz. Graf T'(A*) je uzavieny, nebot je roven ortogonalnimu dopliikku né&jakého pod-

prostoru v ) x $. O

Dusledek 3.1.9. Jestlize pro husté definovany operdtor A na $) existuje A, to jest je-li A

uzaviratelngj, potom (A)* = A*.

Diikaz. Podle definice uzavéru je I'(A) := I'(A), pokud prava strana je grafem néjakého
operatoru. Dale unitarni zobrazeni je homeomorfismus, a tedy prevadi uzavér v uzavér. Ze

vztahy (3.2) dostavame

(A7) = U(r@A)] = U] = [UTA@)]" = [Ur@)] =T,

Tim je tvrzeni dokazano. [
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Véta 3.1.10. Bud A husté definovany operdtor na $). Potom operdtor A je uzaviratelnyj,
pravé kdyz existuje A = (A*)*. V kladném pripadé plati rovnost

A = A

Diikaz. Symbol U ma stejny vyznam jako v tvrzeni 3.1.7. VSimnéme si, Ze zobrazeni U

splituje U* = U~! = —U. Podle zminéného tvrzeni mame
HxH=T(A") e U(T(A).

Aplikujeme-li zobrazeni U na tuto rovnost (a zaménime potadi s¢itanci), dostavame

HxH="(A) o U((A)). (3.3)

Operator A* existuje, pravé kdyz Dom A* je husty podprostor v $, neboli pravé kdyz
Dom(A*)* = {0}. Ukézeme, 7e

z € Dom(A*)* < (0,2) € T'(A). (3.4)

To pak znamena, ze Dom(A*)t = {0}, pravé kdyz I'(A) je grafem né&jakého operatoru,
a tedy pravé kdyz A je uzaviratelny.
Skute¢né, z € Dom(A*)*, pravé kdyZ pro viechny vektory y € Dom A* je (y, z) = 0,

coz muzeme prepsat
Vy € Dom A*, ((A%y, —vy), (0,2)) = (U(y, A*y), (0, z)) = 0.

To ale presné znamena, ze (0,z) € [U(F(A*))}L =TI'(A), viz (3.3).
Jak jsme objasnili, dokdzana ekvivalence (3.4) nam iika, ze A** existuje, pravé kdyz A

je uzaviratelny. V tom pfipadé z (3.3) a (3.2) plyne

I(A) = T(4) = [U(N(47)]" = 1(4™).

Tim je dikaz véty aplny. ]

Dusledek 3.1.11. Bud A husté definovanyj operdtor na $. Je-li A uzavieny operdtor,
potom Ker A C $) je uzavieny podprostor.

Dikaz. Mame A = A = A*. Odtud plyne
Ker A = Ker A*™ = (Ran A*)*.

Podprostor Ker A je tedy uzavieny. O]

Poznamka 3.1.12. Disledek 3.1.11 Ize snadno dokézat také piimo i bez predpokladu
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o hustém defini¢cnim oboru. Je-li (z,) konvergentni posloupnost lezici celda v Ker A,
T, — x € 9, potom (Azx,) je konstantni posloupnost, a tedy Az, — 0 v $). Z uzavienosti
operatoru A plyne, ze x € Dom A a Ax = 0.

3.2 Symetrické a samosdruzené operatory

Pojem samosdruzeného operatoru mizeme nyni zobecnit i na neomezené operatory, u kte-
rych je ale nutné predpokladat, ze jsou alespon husté definovany. Do takto vybudované
teorie je pak mozné zahrnout i diferencialni operatory, které jsou typickymi predstaviteli
neomezenych operatorti. Vyznac¢nou vlastnosti samosdruzenych operatort je, ze i v pii-
padé, kdy jsou neomezené, zustava v platnosti véta o spektralnim rozkladu. Tuto vétu
je vSak treba oproti neomezenému piipadu mirné modifikovat. Zde ji uvidime jen pro
informaci a jako motivaci pro studium samosdruzenych operatori a nebudeme se ji déle

podrobné vénovat. Je mozné ji odvodit ze zndmého vysledku pro omezeny piipad.

Definice 3.2.1. Rekneme, 7e jednoparametrickd mnozina {P\}er ortogonalnich projekei
v 9 je rozklad jednicky (anglicky resolution of unity nebo resolution of the identity), jestlize
spliuje

(L) VA, peR, X<u = Py, <P, (monotonie),

(2) VA € R, s—ulirili P, = P, (siln4 spojitost zleva),

(3) s- lim Py, =0,s lim Py,=1 (limitni hodnoty v silném smyslu v —oo a +00).
A——00 A——+o00

Véta 3.2.2. Ke kaZdému samosdruzenému operdtoru A na $) existuje prdave jeden rozklad

A:/)\dPA.

Definice 3.2.3. Bud A husté definovany operator na $. Rekneme, 7e operator A je

jednicky { P\}er takovy, Ze

symetricky, jestlize
Vz,y € Dom A, (x, Ay) = (Az,y).

f{ekneme, 7e operator A je samosdruzZeny, jestlize A* = A.

Poznamka 3.2.4. (1) Muzeme také fici, Ze husté definovany operator A na $) je symetric-

ky, pravé kdyz jeho kvadratickd forma je realn4, to jest
Vo € Dom A, (z, Az) € R.

Odtud okamzité plyne, 7e symetricky operator muze mit pouze realné vlastni hodnoty.
(2) Budte A symetricky operator na $), A € C. PisSme a := Re A, 5 := Im A. Potom

Vz € Dom A, ||(A—M)z|? = ||(A — al)z||* + 32||z||*

Vypocet je naprosto stejny jako pro omezené samosdruzené operatory.
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Tvrzeni 3.2.5. Husté definovany operdtor A na $) je symetricky, prdve kdyz A C A*.
Diikaz. Dikaz spoc¢iva pouze v porovnani definic a je odloZen na cviceni. O
Véta 3.2.6. Kazdy symetricky (husté definovany) operdtor na $) je uzaviratelny.

Diikaz. Bud A symetricky operator na §). Podle tvrzeni 3.2.5 je A C A* a podle dusledku

3.1.8 je operator A* uzavieny. A mé tedy uzaviené rozsifeni. n

Poznamka 3.2.7. Uzavér symetrického operatoru na ) je také symetricky operétor.

Skutecné, z A C A* a z uzavienosti operatoru A* plyne
AcC A = (A,

viz téz dusledek 3.1.9.

Véta 3.2.8. Je-li operdtor A na $ symetricky a soucasné Dom A = §), potom A € AB($)
a A* = A.

Diikaz. Podle predpokladu je A C A* a Dom A = $. Nutné A = A*. Operator A je tedy

uzavieny a vsude definovany. Podle véty o uzavieném grafu je A také omezeny. O

Obecné i pro neomezené operatory lze zavést pojem ,normélni operator, coz je obec-
néjsi pojem nez ,samosdruzeny operator”. Nasledujici tvrzeni o rezidualnim spektru a také
Weylovo kritérium plati obecné pro normalni operatory. Normalnimi operatory se zde ale
zabyvat nebudeme a spokojime se s tim, ze zminéné vysledky vyslovime pro samosdruzené

operatory.
Véta 3.2.9. KazZdy samosdruZenyj operdtor na $ md prdzdné rezidudlni spektrum.

Diikaz. Bud A samosdruZeny operator na §). Staci ukazat, ze pro kazdé X € C plati:
jestlize Ran(A— M) # $, potom X\ € 0,(A). Odtud plyne, ze pro vSechna A € C,

A ¢ o,.(A).
Piedpokladejme, 7e © € Ran(A — A\I)*, x # 0. To znamena, 7e

x € Ker(A* — ) = Ker(A — ).

Vsechna vlastni ¢isla operatoru A jsou realna, a proto A = \ € ap(A). O

Véta 3.2.10 (Weylovo kritérium). Bud A samosdruzeny operdtor na $). Potom plati:
(1) X € o(A), pravé kdyz existuje konstanta m > 0 takovd, Ze

Vo € Dom A, ||(A—= A)z| > m|z], (3.5)
(2) X € o(A), prave kdyz existuje posloupnost (x,) C Dom A takovd, Ze

VneN, |z, =1 a lim ||(A— M)x,| =0.
n—oo
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Diikaz. Diikaz je prakticky stejny jako pro omezené samosdruzené nebo norméalni operéa-
tory. Vyroky (1) a (2) jsou ekvivalentni. Stac¢i tedy dokéazat vyrok (1).
(=) Pro A € o(A) polozime m := 1/||(A — AI)~!||. Potom

Vo € Dom A, ||z|| = [|[(A = )Y (A — ADz|| < (1/m) ||(A — \)z]].

(<) Z (3.5) plyne, ze Ker(A — XI) = {0}. Tedy (A — M )~! existuje. Navic se jedna
o uzavieny operator. Z (3.5) lze také usoudit, ze (A — A\I)~! je omezeny operator. Z téchto
vlastnosti dale plyne, Ze Dom(A — AI)~! = Ran(A — M) je uzavieny podprostor v $)
(bylo rozebrano na cviceni). Navic reziduélni spektrum operatoru A je prazdné, a proto
Ran(A — M) je husty podprostor v §. Nutnd Ran(A— M) =$9Ha (A—-AN)"' € B($). O

Véta 3.2.11. Spektrum kaZdého samosdruZeného operdtoru na $ je redlné.

Diikaz. Budte A samosdruzeny operator na $) a A € C. Mame ukazat, ze pokud Im A # 0,
potom A € g(A). To piimo vyplyva z poznamky 3.2.4 ad (2) a z Weylova kritéria. Postup
je prakticky stejny jako v ptipadé omezenych samosdruzenych operatori. Doplnéni po-

drobnosti je ponechano na ¢tenéfi. O

3.3 Samosdruzena rozsireni symetrickych operatori

Cilem této podkapitoly je zodpovédét otazku, zda pro dany symetricky operator existuje
néjaké jeho samosdruzené rozsiteni, a pokud ano, jak popsat vSechna takovato rozsiteni.
Je tcelné tuto otazku jesté trochu zobecnit a zkoumat symetrickd rozsiteni symetrického

operatoru. Zakladni vychozi pozorovani je popsano v néasledujici poznamce.

Poznamka 3.3.1. Mé&me dén symetricky operator A na ). Potom kazdé symetrické

rozsiteni B operdtoru A splhuje
ACBCB"CA"

Kazdé takové symetrické rozsiteni je jednozna¢né uréeno podprostorem V' C $, ktery

vyhovuje podmince
Dom A CV C ©(A), kde O(A) := {z € Dom(A4"); (x, A"z) € R}, (3.6)

jestlize polozime

B .= A"

V.
Naopak V = Dom B.
Poznamenejme, ze ©(A) neni podprostor. Podle predpokladu mame A C A*, B C B*

a A C B. 7 posledniho vztahu ale plyne B* C A*. To také znamena, 7ze B je zizenim
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A* a V := Dom B musi spliovat DomA C V C Dom A*. Pfitom kvadratickd forma

symetrického operatoru je realna, a proto pro kazdé x € V' je (z, A*z) = (z, Bx) € R.
Tuto tvahu lze ziejmé obratit. Jestlize podprostor V' spliuje (3.6) a B je zuzenim

operatoru A* na V, potom B je rozSifenim operatoru A a kvadratickd forma pro B je

realna, tedy operator B je symetricky.

Predchozi vaha naznacuje, ze pro feSeni naseho problému je diilezité popsat defini¢ni

obor Dom A* pro dany symetricky operator A. Nejprve jeden piredbézny vysledek.

Tvrzeni 3.3.2. Budte A symetricky operdtor na $) a A € C. Je-li Im X\ # 0, potom operdtor
A je uzavreny, prdvé kdyz podprostor Ran(A — AI) je uzavieny. Pro uzavieny symetricky
operdtor tedy plati

$H = Ran(A — M) @ Ker(A* — \I). (3.7)

Diikaz. Stejné jako v poznamce 3.2.4 ad (2) mame
Vz € Dom A, ||(A—XDz|* > |Im A]?|z|?.

Odtud plyne, Ze pro Im A # 0 existuje inverzni operator (A — AI)~! a je omezeny. Pfitom
operator A je uzavieny, pravé kdyz A — Al je uzavreny, a to je, prave kdyz (A — XI)7! je
uzavieny. Omezeny operator je ale uzavieny, pravé kdyz jeho defini¢ni obor je uzavieny
(probrano na cviceni). To znamené, ze (A—\I)~! je uzavieny, pravé kdyz Dom(A—\I )~ =

Ran(A — AI) je uzavieny podprostor. ]
Véta 3.3.3. Bud A symetricky operdtor na $. Potom
Dom A* = Dom A + Ker(A* —iI) + Ker(A* +il).

Pozndmka. Tecka nad + znamend, Ze se jedna o direktni soucet.

Diikaz. Vzhledem k rovnosti A* = (A)* staci, kdyZz vétu dokazeme za predpokladu, ze A je
uzavieny operator. Bud y € Dom A* libovolny vektor. Chceme ukazat, Ze y lze jednozna¢né

zapsat ve tvaru
y=x+z, +2z_, kde z € Dom A, 2, € Ker(A* FiI). (3.8)
(I) Jednoznacnost. Necht plati (3.8). Podle tvrzeni 3.3.2 mame
(A" —il)y = (A—il)x — 2iz_ € Ran(A — i) ® Ker(A* +4I) = §.

Odtud plyne, zZe s¢itanec z_ v (3.8) je pro dany vektor y urcen jednoznacné. Obdobné lze
zduvodnit, Ze i s¢itanec z, uréen jednoznac¢né. Potom je nutné urcen jednoznac¢né také

prvek z.
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(I) Ezistence. Predchazejici postup lze obratit. Podle (3.7) je
(A" —il)y € Ran(A —il) & Ker(A* +il) = 9,
a proto mizZeme psat
(A" —il)y = (A —il)x — 2iz_, pro jisté vektory x € Dom A, z_ € Ker(A* + iI).

Polozme z; := y — x — z_. K dokonceni dikazu sta¢i ukazat, ze z, € Ker(A* — il).

Vypocteme

(A —il)zy = (A"—iy— (A—il)x+ 2iz_
= (A—il)x —2iz_ — (A—il)x + 2iz_
= 0.
Tim je véta Gplné dokazana. O

Definice 3.3.4. Bud A symetricky operator na ). Podprostory Ker(A* Fil), tedy vlastni

podprostory operatoru A* piislu§né vlastnim ¢islim =4, nazveme defekinimi podprostory.
Cisla
0+ (A) ;== dimKer(A* Fil) € Ny U {00}

nazveme indexy defektu symetrického operatoru A.

Poznamka 3.3.5. Lze ukazat, ze v piipadé symetrického operatoru A na $ zobrazeni
C >z dimKer(A* — 21) € Ny U {o0}

je konstantni na kazdé z polorovin Im z > 0 a Im z < 0. Diikaz zde neuvadime.

Definice 3.3.6. Bud A symetricky operédtor na $). f{ekneme, 7e operator A je v podstaté

samosdruzeng, je-li operator A samosdruzeny.
Jako okamzity disledek véty 3.3.3 dostavame nasledujici kritérium.

Disledek 3.3.7. Uzavreny symetricky operdtor je samosdruZeny, prdave kdyZ oba jeho
indexy defektu jsou nulové. Je-li A symetricky operdtor na $), ale ne nutné samosdruzeny,
potom rovnosti 4 (A) = 6_(A) = 0 jsou ekvivalentni s tvrzenim, Ze A je v podstaté samo-

sdruzeny.

Lemma 3.3.8. Budte A symetrickyj operdtor na £, y € Dom A*. Necht symbol ©(A) md

stejng vgznam jako v (3.6). Ve shodé s vétou 3.3.3 zapisme y ve tvaru

y=x+z, +z_, kde v € Dom A, 2. € Ker(A* Fil).
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Potom y € O(A), prdve kdyz ||z4| = ||=—|-

Dikaz. Dikaz je zalozen na pifimém vypoctu. Dostavame

(y, A) = (v+z, +2_, Av+izy —iz_)
= (2, Az) + {2y +2_, Ax) +i {2, 2y — 2 ) +ilzy + 20,24 —2_)
= (2, Az) + (A" (24 + 2-),2) +i (2, 24 — 20) + i (o, 24) — (24, 22))
+i ([lzel* = 211
= (2, Az) +i((2, 24 — 22) = (24 — 22,2) +1 ({2, 24) — (24, 2))
+i([lzel” = [l2-11%)-
Odtud je jiz ziejmé, ze (y, A*y) € R, pravé kdyz ||z, || = [|=—]|- O

Lemma 3.3.9. Budte A symetricky operdtor na £ a B jeho samosdruZené rozsireni.
Potom ke kazdému z € Ker(A* — il) existuje prdivée jedno zZ € Ker(A* + iI) takové, Ze
z+ 2z € Dom B.

Diikaz. Podle predpokladu méame A C B = B* C A*. Méjme dan vektor z € Ker(A* —il).
(I) Ezistence. Podle véty je —i € o(B). Polozme

Z:=2(B+il) "'z — 2

Potom
z+ % € Ran(B +il)"' = Dom B C Dom A*.

Urcité z € Dom A*. Jelikoz operator B je zuzenim A*, dostavame
(A* +iD)z =20 (A* + i) (B +il) 'z — 2iz = 20 (B+il)(B +il) 'z — 2iz = 0.

Tedy 2z € Ker(A* +4I).
(IT) Jednoznaénost. Necht Z1, Zo € Ker(A* 4 iI) jsou vektory, pro které

z+Z1,2+ Z € Dom B.

Potom Z; — Z; € Dom(B)NKer(A*+iI). Protoze podle poznamky 3.3.1 je Dom B C ©(A),
z lemmatu 3.3.8 plyne ||Z; — Z3|| = 0.
Jednozna¢nost muzeme také zduvodnit nasledovné. Operator B je zuzenim A*, a tak

Z1 — Z9 € Ker(B+iI). Vzhledem k tomu, Ze samosdruzeny operator miize mit pouze realna
vlastni ¢isla, je Ker(B +il) = {0}. O

Néasledujici zakladni vysledek, ktery se tyka samosdruzenych rozsiteni symetrickych

operatorii, je pfipisovan J. von Neumannovi (1903-1957).
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Véta 3.3.10. Bud A symelricky operdtor na $. Potom samosdruZené rozsiveni operdtoru

A existuje, pravée kdyz indexy defektu 0, (A) a 0_(A) jsou si rovny, to jest
dim Ker(A* —il) = dim Ker(A* 4 iI).

Jestlize 6. (A) = 6_(A), potom samosdruZend rozsifeni operdtoru A jsou ve vzdjemné

jednoznacném vztahu s unitdrnimi zobrazenims
U: Ker(A* —il) — Ker(A* 4 iI). (3.9)

SamosdruZené rozsireni B = By operdtoru A prislusné unitdrnimu zobrazeni U (3.9) je
urceno takto:
Dom B :=Dom A+ (I + U)(Ker(A* —iI)) (3.10)

Vo € Dom A, Vz € Ker(A* —il), B(x +z+Uz):= Az +iz — iUz (3.11)

Diikaz. Kazdé samosdruzené rozsifeni operatoru A je soucasné samosdruzenym rozsirenim
operatory A. A tak opét bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze A je uzavieny
operator.

(I) Nejprve dokazeme, ze operator B definovany vztahy (3.10), (3.11), kde U je né&jaké
unitarni zobrazeni (3.9), je samosdruzeny. P¥itom je ziejmé, Ze B je rozsifenim operatoru
A a soucasné zuzenim operatoru A*.

Vzhledem k unitarité zobrazeni U je podle lemmatu 3.3.8 Dom B C ©(A), a proto B
je symetricky operator, nebot jeho kvadratickd forma je redlné, viz poznamka 3.3.1.

Dale ze vztahu (3.11) vyplyva, ze
Ran(B +il) = Ran(A +il) @ Ker(A* —il) =9

(pii pfedpokladu A = A). Odsud na zakladé tvrzeni 3.3.2 miZeme usoudit, Ze operator B
je uzavieny. Navic tato rovnost implikuje, ze Ker(B* —iI) = {0}. Obdobné lze zduvodnit,
ze Ker(B* + iI) = {0}. Dusledek 3.3.7 nam pak fik4, ze B je samosdruzeny operator.

Poznamenejme jesté, Ze piifazeni U — B = By je prosté. Skuteéné, podle (3.10)
riznym unitdrnim zobrazenim odpovidaji rizné defini¢ni obory Dom By, a tedy riizna
samosdruzend rozsifeni By .

(IT) Naopak z jiz dokadzanych vysledkii vyplyva, ze kazdé samosdruzené rozsiteni B
operatoru A je tvaru (3.10), (3.11) a (3.9).

Podle lemmatu 3.3.9 kazdé samosdruzené rozsiteni B jednoznac¢né urcuje zobrazeni
U: Ker(A* —il) — Ker(A* +il)

spliwjici podminku z+Uz € Dom B pro v8echna z € Ker(A* —il). Neni tézké nahlédnout,
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ze zobrazeni U je linearni. Podle lemmatu 3.3.8 U nutné spliiuje ||Uz|| = ||z|| pro vSechna
z € Ker(A* —il). Projdeme-li si dikaz lemmatu 3.3.9, zjistime, Ze lemma zustava v plat-
nosti, jestlize v ném zaménime navzajem vlastni hodnoty ¢ a —i operatoru A*. Ve svém
disledku to znamena, ze zobrazeni U je také surjektivni. Vzhledem k vété 3.3.3 tak
dostavame

DomB = {z+ 2+ Uz; x € DomA, z € Ker(A* —iI)},

¢ili plati (3.10). Pritom samosdruzené rozsifeni B je svym defini¢nim oborem urceno
jednozna¢né, nebot je zuzenim operatoru A* (viz poznamka 3.3.1), a odtud plyne (3.11).

(ITT) Nakonec muzeme shrnout, ze pokud operator A mé samosdruzené rozsiieni,
potom podle ¢asti (II) dikazu existuje unitarni zobrazeni mezi defektnimi podprostory
Ker(A* —iI) a Ker(A* +il), a proto tyto podprostory maji stejnou dimenzi.

Naopak, pokud jsou indexy defektu shodné, existuje alesponn jedno unitarni zobrazeni
(3.9) a podle ¢asti (I) dikazu existuje samosdruzené rozsiteni operatoru A. Specialné
pro 04(A) = 0_(A) = 0 je A samo sobé svym jedinym samosdruzenym rozsifenim (pii
piedpokladu A = A). ]

Poznamka 3.3.11. Necht symetricky operator A ma shodné a pritom kone¢né indexy
defektu, 0,(A) = d_(A) =: n € N. Unitarni grupa na n-rozmérném (komplexnim)
Hilbertové prostoru je hladka redlna varieta dimenze n%. V tomto piipadé 1ze tedy mnoZinu

vsech samosdruZenych rozsifeni operatoru A parametrizovat pomoci n? redlnych parametri.



