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Systémy, které studujeme v pfirodé, vykazuji urcity druh symetrie, a fada
prirodnich zakon, které zname, je invariantni viici jistym transformacim.

Vzpomente: teorém Noetherové, Gausstiv a Ampériv zakon, Lorentzovy
transformace, krystalické mrizky.

Mnozina vsech moznych transformaci uréité symetrie vytvari to, co
matematici nazyvaji ,,grupa”. Tak zrcadleni v roviné vytvari grupu, ktera ma
dva prvky: zrcadleni a identitu. Ale také mnozina trojrozmérnych rotaci,
mnozina Lorentzovych transformaci nebo mnozina trojrozmérnych translaci
jsou grupy, které ale nyni sestavaji z nekonecného mnozstvi prvki.



o Evariste Galois (1832): kdy ma obecny polynom radikalové reseni - kdy
je mozno kofeny zapsat jen s uzitim zakladnich aritmetickych operaci
a odmocnin - viechny permutace, které nemémi Iy, b, ..., I,

@ Sophus Lie (1888) : Symetrie parcialnich diferencialnich rovnic -
spojité symetrie

@ H Weyl: Symetrie je jedna z myslenek, diky niz se lidé béhem véka
snazi pochopit a tvorit fad, krasu a dokonalost.

@ Michelangelo di Lodovico Buonarroti: Mala asymetrie oku lahodi

@ obrazy Salvatora Daliho

@ kvantova mechanika: Ireducibilni reprezentace (IRR) grupy symetrie na
Hilbertové prostoru.

@ obecna Fourierova transformace: pomoci IR je definovana ortogonalni
baze na prostoru



SU(2)

Ze ziejmych divodi se grupy s konecnym poctem prvkd nazyvaji diskrétni;
grupy transformaci, které spojité zavisi na fadé parametrii se nazyvaji
spojité grupy.

Symetrie systému vede k uritym vztahiim mezi pozorovatelnymi
veli€inami, které jsou splnény s nekone€né vysokou pfesnosti,

Symetrie SU(2) je zodpovédna za kvantovani momentu setrvaénosti - je to
dano irreducibilnimi reprezentacemi.

Dalsi hezky priklad této symetrie pro Casticové fyziky jsou rodiny Eastic
(isospin) a jejich rozpady



Priklad pro rozpad baryonové resonance na nukcleon a pion
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Using the common names in particle physics, one assigns the isospin states
as follows: The triplet of 7 mesons 7T, 7% 7~ respectively as |3), |3),
| 2,); the doublet of nucleons p and n respectively as |1) and | 1) and the
quadruplet of resonances AT, AT A% and A~ with |3),]3),] 3) and
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SU(2) reprezentace

Rozpadové schama pro rezonance
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Amplitudy and acinné prirezy

ATT — prtisl

At — pr®is 2 and AT — nrtis L
1
3

A° — nr0 is % and AT — pr~ is

A~ —nnis 1



Algebraicky koncept

Méjme libovolnou mnozinu M.
Def: Potom n-arni operaci na M nazveme zobrazeni

fF - MxMx...xM—= M.

n

Operaci f : MxM — M (binarni operace) budeme nazyvat vnitrni
soucin a misto f(x,y) = z ji budeme znacit x.y = z, nebo
X y =z, nebo x + y = z,, podle potreby.

Neplést vnitini souin s pojmem skalarni soucin (angl.: scalar product =
inner product). Prikladem binarni operace na vektorovém prostoru je
vektorovy soucin vektord. Vysledek skalarniho souinu nepatfi do mnozny
M.



Grupoid, Pologrupa = asociativita

Nejobecnéjsi objekt je dvojice mnozina a vnitfni souéin

@ {M, -} nazyvame grupoid.
Dale pfi splnéni dodate¢nych podminek zavadime:

@ (Va, b,c € M)((ab)c = a(bc)): pologrupa (asociativni grupoid),

@ (Va, b € M)(ab = ba): komutativni grupoid,

Q je -li pocet prvkii M konecny: konecny grupoid.
Levou resp. pravou jednotkou v grupoidu nazyvame takovy prvek
e, pro ktery plati eg = g respektive ge = g pro kazdé g z grupoidu.



Monoid = asociativita + jednotka

Ma-Ii grupoid levou a pravou jednotku, pak jsou stejné.

e = e,ep = ep

@ Pologrupu s jednotkovym prvkem nazyvame monoid.

Navic pokud pro m € M existuje m™! € M takovy, Ze m™1m = e resp.
mm~! = e, nazyvame m~! levym, resp. pravym inverznim prvkem k m.
(Diky asociativité plati rovnost mezi levym a pravym inverznim prvkem,
protoze pro levou inverzi am = e a pravou inverzi mb = e plati

b = eb = (am)b = a(mb) = ae = a. Proto ma smysl| zavést znaeni m~!.)
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Inverzni prvek

Kazdy prvek monoidu ma nejvyse jeden inverzni prvek.

Necht f,g,m € M a plati fm = e a gm = e, pak
f =ef =(gm)f = g(mf) = ge = g. Vyuzivame pouze asociativitu. O

Zavadime:
@ grupoid s kracenim, pokud (Vx,y,z € M)(zx = zy = x = y),
@ grupoid s délenim, pokud (Vx,y € M)(3u,v € M)(ux = xv =y).



Grupa = asociativita + jednotka + 3 inverzniho

Monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje inverzni prvek nazy-
vame grupa.
Grupa {M, -} tedy spliuje vlastnosti:
Q (Va, b, c € M)((ab)c = a(bc)),
Q@ (de € M)(Vm € M)(em = m),
© (Vme M)3m™ € M)(mm~! =e).
A timto zplisobem byva téz definovana.



Priklady grup

@ mnozina regularnich matic rozméru n x n s maticovym nasobenim,
@ mnozina &isel {0,1,2,...,p— 2, p — 1} se séitanim modulo p pro
néjaké prvocislo p, tedy @ ®moduiop b = a+ b mod p, (znacena

Lp = L/ pL),
© mnozina kvaternion@ s nasobenim.

\

Example

Dalsim prikladem grupy je mnozina Q[,/p] = {m + n,/p|m,n € Q} s
normalnim nasobenim, kde Q jsou racionalni ¢isla a p je prvocislo.
(Odmocnina z prvocisla je vzdy iracionalni.) Jedna se o uréitou analogii
komplexnich Cisel:

a-b= (31 = 32\/[_))([)1 = bz\/[_J) =aib; + agbl\/[_)—i- ale\/[_) + asbop.

Komutativni grupu nazyvame abelovska.



Okruh, téleso

Mé&jme mnozinu se dvéma vnitfnimi sou¢iny {M, @, ®}.
© Pokud je M Abelovska grupa viici @ a pologrupa (jen asociativita) s
distributivnim zakonem vici © (tedy a® (b@® ¢) = ab @ ac),
nazyvame ji okruh.
@ Pokud je M Abelovska grupa vii¢i @ a M\ {0} grupa viiéi ©,
nazyvame M okruh s déelenim.
© Pokud je M Abelovska grupa viicéi @& a M\ {0} Abelovska grupa viici
®, nazyvame M teleso.
Znacku 0 pouzivame pro jednotkovy prvek vii¢i operaci znacené @ a znacku
1 pro jednotkovy prvek viici operaci znaené ©® nebo ® diky analogii s R.

H. Weyl: Téleso je uzavreny vesmir, kde probihaji vsechny déje.



Vektorovy prostor (nad télésem)

Mé&jme mnozinu M, téleso T, vniténi soucin + : M x M — M a vnéjsi
soucin X : T x M — M. Ctvefici {M, T, +, x} nazyvame vektorovy
prostor, pokud je abelovskou grupou vaci + a plati:

QO (VaeT)(Vx,y e M)(ax(x+y)=axx+axy),
Q@ (Vo,BeT)(Vxe M)((a+B) X x=a X x+ X x),
Q (Vx € M)(1 x x = x),
Q (Vx € M)(0 x x =0).

Téz linearni prostor



Linearni algebra

Méjme {M, T, +, x, ®} vektorovy prostor s dodatecnym vnitinim soucinem
©®. Zavadime pojmy:
@ pro M grupoid s distributivnim zakonem vicéi © linearni algebra nad
TY
@ pro M pologrupu s distributivnim zakonem vii¢i © asociativni
algebra nad T,

© pro M pologrupu s distributivnim a komutativnim zakonem viaéi ©
komutativni algebra nad T.



Druhy grup

Jednou z moznosti je klasifikace grup podle poctu prvkii na konecné,
diskrétni nekonecné (spocetné), nespocetné.
Specialni a dilezitou skupinou jsou topologické grupy:
Méjme grupu G = {M, -} a topologii na M. G nazyvame topolo-
gickou grupou, pokud pro Vx,y € M jsou zobrazeni f,(x) = x -y
a g(x) = x1 spojita.
Topologie: Mnozina a systém otevienych podmnozin (M, ) s
vlastnostmi:
Q0cO, MO
Q@ NeO n<o
Q@ UeO,n<x
Trivialni - pouze ) € O a M € O, diskrétni - vsechny podmnoziny.
Spojitost v R



Jednoduchy priklad: Kleinova grupa

Méjme grupu G = {{e, a, b}, ®} = Z3 = {{0,1, 2}, +mod3}. Jeji strukturu
muazeme zobrazit pomoci tabulky.

©lelalb
el|efalb
alalb]|e
b|blela
+[0[1]2
0j0[I]2
171720
21201

Pokud zvolime topologii 7 = {0, e, a, {e, a}, G}, nedostaneme topologickou
grupu, protoze vzor oteviené mnoziny {a} pfi zobrazeni g(x) = x7! je
mnozina {b}, kterd neni oteviena.




Homogenni prostor

Topologicky prostor {M,{v;}} nazyvame homogenni, pokud
(Vx,y € M) existuje homeomorfismus (spojita bijekce se spojitou
inverzi) takovy, ze f(x) = y.

Theorem
Kazda topologicka grupa je homogenni topologicky prostor.

Diikaz.
1

ProV x,y € G, 3l a=yx~ . Urcité platia € G a ax = yx 'x = y.
Hledany homeomorfismus tedy bude f(x) = ax (spojitost operaci v
topologické grupé). O

A\

Topologicka grupa ma lokalni vlastnosti R”.
Proto staci vySetfovat topologické grupy v okoli a zobrazenim Ize
roztahnout po celém prostoru.

g(Ue) = Ug,

zobrazeni g71 je spojité.



Parametricka grupa

Topologické grupa G se nazyva n-parametricka, pokud:

© (3 systém soufadnic {p} v G)(¢: G = R": x = (a1, a2, ...,Qn)),

@  muze byt i pouze lokalni, ale pro kazdé dva souradné systémy ¢,
musi byt ¢ o0 ¢~! spojité (tam, kde je definované),

© souradnice bodu ¢ = a- b jsou spojitou funkci a a b.

Hilbert, Pontryagin von Neumann Kazda parametricka grupa je Lieova
grupa, pokud ¢ a ¢ o)™ jsou analytické.

Toto zhzeni je pfechod od abstraktnich topologickych grup k matematické
analyze diky soufadnicim.



Example

Grupa G = GL(n,R) je mnozina vsech nesingularnich (det # 0) realnych
matic rozméru n x n. Zavedeme n® soufadnic tak, Ze prvku x € G, kde

x =1+ X (I je jednotkova matice), pfifadime prvky matice X, tedy
{XiJ}7,j:1'

Nasobeni maticda I+ 2 = (I +X)(I+y) a +Z =%+ 7 + Xy.

Pozn.

| u grupového nasobeni pouzivame mocniny jako u nasobeni Cisel, tedy pro
g € G piseme g" misto g- g - ... g (n-krat).




Definujeme

Rad prvku a v grupé G je &islo n, pro které plati

(a" = e) A ((Ym < n)(a™ # e)). (Tedy nejmensi mocnina a, ktera da
jednotku.)

Rad grupy je pocet jejich prvki (znacime |G|).

Pro kazdy g € G plati |g| < |G|. Pro nekone¢ny fad grupy to plati
trivialné, pro konecnou grupu plati nasledujici argument:

Vezméme posloupnost {g"}nen pro libovolny prvek g € G.

Kazdy prvek posloupnosti je prvkem G (uzavienost viici nasobent).
Protoze G ma konecny pocet prvki, pak jisté existuji indexy ny, ny tak, ze
g™ = g™. Z toho ale plyne g~ "2 = ¢, tedy g ma konecny fad.

Kdyby existoval prvek s Fadem n > |G|, pak by posloupnost {g’}?;ol méla
n raznych prvka, tj. vice nez kolik jich je v G, coz je spor, tudiz n < |G|.



Generatory a rank grupy

Dihedralni grupa Dg je grupa symetrii rovnostranného trojahelniku, viz Obr.

1.

Generatory grupy jsou prvky minimalniho souboru (s minimalnim
poctem prvkii), ze kterého je mozné ziskat celou grupu pomoci
vzdjemného nasobeni. Pocet generatorii nazyvame rank grupy

(Rank(G)).
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O T > mm
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Example

Pravidla pro nasobeni je mozné popsat vztahy A2 = E, D3 = E,
DA = AD?(= AD™1). Generatory jsou napfiklad {A, D}, a tedy
Rank(Dg) = 2.

trojuhelnik. jpg

Obrazek: Zobrazeni grupy Dg.




Dihedralni grupa D», predstavujici symetrie pravidelného n-ahelniku (n
rotaci a n zrcadleni). Generatory grupy jsou r (rotace o nejmensi thel) a s

(libovolné zrcadleni). Nasobeni je zavedeno pomoci vztahii r” = e, s? = e,

rs = sr1.

Cyklicka grupa Z, = {0,1,2,...,n— 1} se sc¢itanim modulo n. Grupa je
generovana napriklad prvkem 1 (v této grupé Cislo 1 neni jednotkovy prvek,
to je 0) (Rank(Z,) = 1). Ekvivalentné je mozno tuto grupu zavést jako

- 27§y n . ;
mnozinu {e' ' K}}_5 s nasobenim.




Symetricka grupa Sq na mnoziné Q # () je grupa permutaci prvkdi mnoziny
Q. Tedy Sq predstavuje vsechny bijekce na Q a v pfipadé Q2 = 7 plati
|Sn| = n!.

Grupa kvaternionti Qg = {1, 1,i,—i,j,—j, k,—k} s relacemi
__I _ k2 Uk _




Homomorfismus a isomorfismus grup

Grupy {G,-} a {H, x} jsou homomorfni, kdyz

(e : G — H)(Vx,y € G)(p(x-y) = p(x) X ¢(y)). Zobrazeni ¢ se nazyva
homomorfismus, popft.

@ monomorfismus, je-li prosté,

@ epimorfismus, je-li na H,

e isomorfismus, je-li bijekci (prosté i na H),

e endomorfismus, je-li G = H (tj. zobrazuje do sebe),

e automorfismus, je-li G = H a isomorfni (tj. zobrazuje na sebe),
Dale definujeme jadro homomorfismu: Ker ¢ = {x € G|¢(x) = en}.



Neplést homomorfismus (zobrazeni zachovavajici algebraickou strukturu) a
homeomorfismus (spojité zobrazeni se spojitou inverzi)!
Example

Grupy GL(n,R) (nesingularni realné matice) a G = {R™,-} (kladna realna
cisla s nasobenim) jsou homomorfni pomoci zobrazeni p(A) = det A.

| A\

Example

Grupa (R, +) je izomorfni grupé (R, -) pfes zobrazeni ¢(x) = €%, jelikoz
plati X - ¥ = X1V,




Pro libovolnou grupu G je zobrazeni ¢ : G — G definované pro Vf € G
jako () = gfg~! (pro g € G pevné) automorfismus, tj. ¢ € Aut H.

Visechny automorfismy grupy G tvorfi grupu Aut G

Identické zobrazeni - jednotka v Aut G, protoze p € Aut G je bijekce,

existuje o1 a ¢ - p =1 lezi v Aut G. Ol

Nutné podminky pro to, aby ¢ : G — H mohlo byt isomorfismus:
Q [G[=[H|,
@ G je abelovska pravé tehdy, kdyz H je abelovska,
Q@ (vx € H)(le(x)| = Ix]).



o
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Podgrupy - pro¢ ?

Pro studium vlastnosti a struktur grup je potfeba je rozdélit na
"nedélitelné"grupy a podivat se jakym zptisobem jsou z nich tyto grupy
slozene.

Je to vlastné komplikovana analogie rozkladu cisla na prvocinitele.
Témito prvociniteli jsou grupy specianiho typu.

(Matematikam to trvalo 100 let, nez v roce 1980 nasli viechny tyto grupy)

A zpisoby jejich skladani do slozitéjsich celkil se fesi dodnes.



Podgrupa

Neprazdna podmnozina H grupy G, tj. ) # H C G, je podgrupa
grupy G (znacime H < G), pokud je grupou vii¢i nasobeni v G.
(Tedy obsahuje jednotku z G a je uzavrena viici nasobeni prvki z
H a viéi jejich inverzi.)

Mnozina {E, A} je podgrupou v Dg (A2 = E, A1 = A).
Rotace kolem pevné osy je podgrupou v SU(2)

Koplexni €isla jsou podgrupou v kveternionech

jakakoliv permutace generuje podgrupu v symetrické grupé




Véta pro zjednoduseni diikazu podgrup

Podnozina () # H C G je podgrupa < (Vx,y € H)(xy~! € H).

Ditikaz.
Implikace = plyne primo z definice podgrupy.

Dokazeme opacnou implikaci <, tj. Ze H je grupa.

Z definice je H neprazdna, a tedy miizeme vzit g € H.

Pokud nyni polozime x = g ay = g, mame gg—* € H, tedy H obsahuje
Jjednotku. Déle tedy volime x =1 a y = g a dostavame 1g=1 € H, tedy H
obsahuje inverzi g.

Nakonec pro libovolné prvky f.g € G volime x = f a y = g1, dostavame
f(g~1)~! € H, tedy H obsahuje soucin fg. O

Pro koneénou podgrupu H < G plati (Vx € H)(|x| < 00).



Diilezité podgrupy - centralizatory

Bud () # A C G libovolna podmnozina.

Definujeme centralizator mnoziny A v G jako: Cg(A) = {g €
Glgag™' = a pro Va € A}.

Jelikoz (gag™! = a) < (ga = ag), je centralizator mnoziny A mnozina

vsech prvkid z G, které komutuji se vsemi prvky z A.
Nebo se da fict, ze jsou to viechny prvky g € G, které po pisobeni na
kazdy prvek z A "akci"(gag~! = a) ponecha tento prvek na misté.



Centralizator -véta

Mnozina Cg(A) je podgrupa v G.

Diikaz.

Vime, Ze Cg(A) je neprazdns, e € Cg(A) (eae ! = a).
Déle méjme x € Cg(A). Pak pro VYa € A plati:

x| xaxl=a |x

tedy x~1 € Cg(A).
Pro dva prvky x,y € Cg(A) pak mame:

(xy)a(xy)—l — X(yay‘l)x‘l — et =g

a tedy centralizator je uzavreny i vii¢i nasobeni. O]




Definujeme

centrum grupy G je mnozina Z(G) = {g € Gl|gfg~!

Vf € G}.

Plati, ze Z(G) = Cg(G), tedy je to mnozina prvkil G, které komutuji se
vSemi ostatnimi. Jako specialni pfipad predchozi véty plati, ze je podgrupou
Z(G) < G.

= f pro

Centrum je centralizator celé grupy

Pro A C G ag € G zavadime znaceni: gA = {gala € A}. Obdobné
pro Ag, a tedy konkrétné gAg—' = {gag~'|a € A}.



Normalizator

Bud'® # A C G. Definujeme normalizator A v G jako: Ng(A) =
{g € GlgAg™ = A}

Normalizator se od centralizatoru lisi tim, Ze mize prvky A zpermutovat
(mnozina A se tim nezméni). Grupové vlastnosti Ng(A) se ukazi podobné
jako u Cg(A). Tady je opét A libovolnd mnozina. Pozdéji zavedeme

normalni podgrupu, kterych miize byt v grupé mnoho. Jsou to takové
podgrupy, které normalizuje celd grupa.



Véta - normalizator

Plati, ze CG(A) < NG(A) < G.

Dikaz.
Ng(A) < G: Pouzijeme znaceni z predchoziho.
Q@ Ng(A) # 0, protoze e € Ng(A).
© Necht x,y € Ng(A), tj. xAx~1 = A a yAy~! = A. Pak plati
(xy)A(xy) ™! = x (yAy 1) x71 = xAx~1 = A. (Asociativita plati z
~—

A
vlastnosti grupového nasobeni v G.) To ale znamena, ze

(xy) € Ne(A).
© Necht x € Ng(A). Pak zfejmé plati xAx ™! = A — xTAx = A, tj.
x~1 € Ng(A), ¢imz je Ng(A) < G dokazano.
Cc(A) < G jiz bylo dokazano a Cg(A) < Ng(A) je pak zfejmé z definice
podgrupy. O

v




Grupu nazyvame cyklicka, pokud je generovana jen jednim prvkem
a a zna¢ime H =< a >={a"|n € Z,a° = e}.

U konénych grup je jednotkovy prvek vzdy né&jakou nenulovou mocninou
generatoru.

Cyklicka grupa ma rank=1. Miize byt generovéana i riiznymi prvky -napf. Z,

Cyklicka grupa je vzdy abelovska (komutativni).

Theorem
Dvé cyklické grupy < x > a < £ > stejného rfadu jsou isomorfni.

Diikaz.

Pro konecné grupy mame izomorfismus: p(x) = ¢, ¢(x") =¢&"
Pro nekonecnou grupu < x >: ¢ : G — Z

(,D(E) =0, QD(X) =1, QO(Xn) =n, neN,

\




Pro grupu G =< x > plati |G| = |x|.

Dukaz.
Q Pro |x| = oo jsou vsechny prvky x riizné pro Vo € N, tedy jich je
nekonecné mnoho.
@ Necht' |x| = n. Plati (Vo € Z)(ov = kn+ m), pro néjaké n € Z a
(m € Z*)(m < n). Potom s® = xk"x™ = ex™. Mame tedy pravé n
prvki v G.

Nejvétsi spolecny délitel Eisel n a m znacime ged (n, m).



Lemma

Méjme grupu G =< x >. Potom plati:
© Pokud x" =1ax™ =1, (m,nc Z\ {0}), potom x? = 1, kde
d = gcd(m, n)
@ Navic pokud x™ = 1, pak |x| déli m.

Dikaz:
1)

d = mr + ns - Euclidav algoritmus

Xd — er+ns — xMryns — 1
2)
x™ =1, necht |x| = n. Pak necht d = gcd(m, n) a x? = 1, d je mensi
rovno nez n, n jerad -nejmensi takové Cislo = d = n a d|m. Symbol |
znamena prvni Cislo déli druhé



Theorem

Méjme grupu G =< x >. Potom plati:
Q |G| = 00 = |x?| = o0 a navic (x* # xP)(Va, B € Z.\ {0}),

Q [G]=n=|x= 4 () proan\{O}

0
| N\

Diikaz

1) Sporem

|G| = 0o znamena, ze |x| = co. Necht (3n € N) tak, ze [x*¥| = n, tj.
((x*)" = x"™ = e) - spor. Dale necht x® = x”. Potom x®=# = x0 =1
(tedy |x| = o — ), coz je téz spor. O

v

Pokud je na: zaporné, —na je kladné &islo - fad prvku.



Diikaz.

2) Vime tedy, ze |x| = n. Ozname si d = gecd (n, ). Musi existovat cela
Cisla ¢ a d takova, ze @ = cd a n = bd, gcd(b, c) = 1. Plati:

Nyni ukadzeme sporem, ze b € N je nejmensi takové Cislo: Necht |x“| |b
(déli b). Potom

Jk < b, x*k = e, n|ak, db|dck, b|ck.
Ale protoze gecd(b, c) = 1, b musi délit k a to je spor.

(Doporucuji si to vyzkouset na konkrétnich Cislech, tfeba n =4 a
a=6.) O




Dasledek

Necht H < x >, potom
Q x|=00={H=<x*>=a==1}
Q |[x|=n<oo0={H=<x">& gcd(a,n) =1}
© Kazda podgrupa grupy < x > je cyklicka.




Podgrupy generované podmnozinou grupy

Mame-li néjakou podmnozinu M prvki z grupy, potom miizeme definovat
podgrupu generovanou touto podmnozinou - pozor pro nekomutativni
grupy. Je to minimalni podgrupa, ktery obsahuje viechny prvky z M.
Snadno se ukaze, ze priinik podgrup je opét podgrupa - napf. napfed pro

dvé a potom indukci.
K=GnH.

Pro Vx,y € K plati xy~' € K. Ve leziv G i H.
Podgrupa generovana podmnozinou M C G je nejmensi pod-
grupa G obsahujici vsechny prvky M. Tedy

<M>= ﬂ H;.
H;<G
MCH,;



Pro kone¢ny pocet prvka A = {a1,az,...,ax} piseme:

< A>=<a,ay...,ax>.

€

Necht A = {a':L 24 3ai44...,e,-1:il,keNU{O}}aﬂ:lproA:@,

potom

A=<A>, ACG.



Grafy grup - svazy podgrup

Nyni zavedeme relaci usporadani, abychom mohli zavést svazy podgrup a
kreslit tzv. Hasseho diagramy.(binarni relace)
Relaci < na mnoziné M nazyvame castecné usporadani, pokud
plati:
Q reflexivita: (Vx € M)(x = x),
@ tranzitivita: (Vx,y,z€ M)(x 2y ANy 2z = x = z),
© slaba antisymetrie: (Vx,y € M)(x 2y Ay X x = x =y).

Example

M&jme libovolnou mnozinu A a jeji potenéni mnozinu P(A) = 24.
Zavedeme usporadani (YM, N € 22)(M < N < M C N).

| A\

Example

Grupa G = {e, a, b|a®> = e, b> = e} ma podgrupy {e}, <a>, <b>aG.
Miizeme zavést usporadani pomoci relace "byt podgrupou", tedy
zpﬁsobem: G]_ = G2 ~ Gl < G2.




Sup, inf

usporadani. jpg

Obrazek: Usporadani na G = {e, a, b|a®> = e, b> = e} podle relace , byt
podgrupou”.

Bud {M, =} mnozina s &istecnym usporadinim a A C M jeji
podmnozina. Prvek x € M nazveme
@ horni zavora mnoziny A, pokud (Va € A)(a < x),
e dolni zavora mnoziny A, pokud (Va € A)(x = a),
e supremum mnoziny A (x = sup< A), je-li x nejmensi prvek
mnoziny hornich zavor A,
e infimum mnoziny A (x = inf< A), je-li x nejvétsi prvek
mnoziny dolnich zavor A.



Svaz a modularni svaz

Bud {M, =} mnozina s ¢astecnym usporadanim. Pak Vx,y € M
definujeme operace

e spojeni xV y = sup-{x,y}.

o priisek x Ay = inf<{x,y},

Neplést spojeni a priisek (V, A) s operacemi sjednoceni a pranik (U, N).

Definice:
Bud {M, =<} mnozina s castecnym usporadanim a opera-
cemi A,V. Potom {M A, V} nazyvame svaz, pokud (Vx,y €
M)((x Vy € M) a zaroven (x Ay € M)).

Necht je relace usporadani a < b vlastnost, ze a déli b, potom {4, 6,8}
neni svaz - sup = 24, inf = 2. Zatimco {2,4,6,8,24} s danym
usporadanim svaz je.

Svaz {M, A\, V} nazyvame modularni, pokud (Va,b,c € M)((a =
c)=aAN(bVc)=(aAb)Vc).



Hasseovy diagramy

Konstrukce Hasseova diagramu koneéné grupy G pres podgrupy:

@ Najdeme vsechny podgrupy G a sefadime je podle jejich fadu. Grupu
G umistime nejvyse a grupu 1 nejnize. Zbytek podgrup rozmistime
podle jejich fadu a €arami spojime vsechny grupy A a B, pro néz
A < B a neexistuje podgrupa C, pro kterou C < B (vlastni podgrupa)
a zaroven A < C. (Tedy spojujeme jen ,nejblizsi" podgrupy.)

@ Mezi kazdymi dvéma podgrupami A < B existuje spojnice, ale miize
vést pres cely fetézec podgrup a téchto spojnic miize byt i vice.
Priklad je na obrazku.



<2>

<3>



De

2
< rc.s > <rs> s>




Konstrukce Hasseova diagramu podgrup konecné grupy G:

Najdeme vsechny podgrupy G a seradime je podle jejich radu. Grupu G
umistime nejvyse a grupu 1 nejnize. Zbytek podgrup rozmistime podle
jejich radu a ¢arami spojime vsechny grupy A a B, pro néZ A< B a
neexistuje podgrupa C, pro kterou C < B (vlastni podgrupa) a zaroven
A < C. (Tedy spojujeme jen ,,nejblizsi" podgrupy.)




Studium struktury grupy skrze faktor grupu

Méjme grupy G a H a homomorfismus ¢ : G — H. Vldknem
homomorfismu ¢ prislusejicim prvku x € H nazyvame mnozinu
{y € G|p(y) = x}, tedy mnozina vsech prvkii, které se zobrazi na
X.

vlakna.PNG

Obrazek: Znazornéni vlaken homomorfismu. Prevzato z Dummit,Foote



Homomorfismus ¢ : Z — Zs
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v

Vlakno jsou slozené z prvkii v sloupci, vlakno jsou viechny prvky ve sloupci.
Definice:

Jadro homomorfismu ¢ : G — H jsou vsechny prvky G, které se zobrazi
na ey.

Ker o = {g € G| p(g) = en}



Corollary

Pro homomorfismus ¢ : G — H plati:
Q p(ec) =en
9 ¢(g ) =w(g)* provge G
Q »(g") = (g)" proVne Z
Q Kerp <G
© ¢(G)<H




Q p(ec) = wlecec) = w(ec)p(ec) == (kraceniv H) p(ec) = ep.
Q@ v(g)p(g™) = w(gg™") = p(eg) = e, tedy p(g™!) = p(g)™*.
© Indukci na n.

@ Staci dokazat g1, € Ker p = glggl € Ker . plati eg € Ker ¢,
tj. jadro je neprazdné. Necht g1, g € Ker . Pak

p(&1) = ¢(g2) = ec. Potom w(gig; ) = p(g1)p(g; ') = en.
© Stejné jako predchozi bod, jen predpoklad h; = ¢(g1).




Faktor grupa

Rozklad do tfid ekvivalence: a,b € G,a~ b< Jke K, ka=b

Mé&jme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Ker ¢ = K. Potom faktor
grupa G/K (G modulo K) je grupa, jejiz prvky tvori vlakna
homomorfismu ¢ a operace nasobeni mezi vlakny je definovana pomoci
nasobenim mezi pfislusnymi obrazy homomorfismu v grupé H.

pokud X je vladkno nad a a Y je vlakno nad b, pak prvek XY € G/K je
vlakno nad ab.

Navic jednotkovym prvkem ve faktor grupé je jadro homomorfismu -
podgrupa K.

To, ze faktor grupa ma skutecné vlastnosti grupy, se lehce ovéfi z platnosti
téchto vlastnosti v H.



Méjme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Ker ¢ = K a necht
X, € G/K je vldkno nad a € H, tedy X, = ¢~1(a). Potom plati:
Q Vue X, je X, = {uklk € K},
Q Yue X, je X, = {kulk € K}.

Ditikaz.
Dokazeme pouze prvni bod (druhy se dokazuje analogicky).

@ Oznacme uK = {uk|lk € K}, méime u € X, (tedy p(u) = a) a
ukazeme, ze uK C Xj: o(uk) = p(u)p(k) = p(u)e = a. (Vyuzili jsme
nejprve toho, ze ¢ je homomorfismus a pak toho, Ze k je z jadra.)

@ Pro dikaz opacné inkluze X; C uK méjme libovolné g € X; a
vezméme k = u1g. Jelikoz

o(k) = p(u"g) = p(up(g) =a ta=e,

k patri do jadra. Dale ziejmé g = uk, tedy g € uK.

A,




Levé a pravé tridy

Pravé dokazana véta nas opraviuje povazovat vlakna a mnoziny uK = Ku

za tridy ekvivalence vzhledem k ekvivalenci a ~ b < a = kb pro néjaké

k € K. (Trivialni ovéfeni vlastnosti ekvivalence je pfenechano Etenari.)
Pro libovolnou H < G a libovolné g € G nazyvame mnoziny
gH = {gh|h € H} respektive Hg = {hg|h € H} levé respektive
pravé tridy H v G. Libovolny prvek tridy nazyvame jejim repre-

zentantem.

Ze to neplati obecné: Dg, K = {E, A} a mame vevou a pravou tfidu
BK = {B, D}, ale KB = {B, F}



Theorem

Bud G grupa a K jadro néjakého homomorfismu ¢ z G do néjaké grupy.
Potom mnozina levych trid K v G s operaci definovanou jako

aK o bK = (ab)K je grupa G/K. Tedy tato operace je dobre definovana
(nezavisi na vybéru reprezentanta).

Diikaz.

Méjme X,Y € G/K, X = p71(a), Y = p~1(b) a Z = XY € G/K. Podle
definice operaci v G/K je Z = p~1(ab). Z véty 32 vime, Ze prvky G /K
Jsou levé tridy K. Je treba ukazat, Ze i operace, kterou zde definuje pomoci
reprezentantii odpovida pivodni definici nasobeni v G /K bez ohledu na
vybér reprezentanta. Méjme u € X av € Y, tedy p(u) = a, p(v) =b a

X =uK aY = vK. Urcime, zda uv € Z.

p(uv) = p(u)p(v) = ab

Odtud tedy plyne, ze uv € Z, a tedy Z = uvK. Ol

.




a




Theorem

Necht N < G, potom mnozina levych trid N v G tvori rozklad G (jejich
sjednocenim je G a jednotlivé tridy maji prazdny prinik). Dale Yu,v € G
plati uN = vN pravé tehdy, kdyZz u=lv € N, tedy kdyZ u a v jsou
reprezentanty stejné tridy.

Diikaz.

Nejprve ukazeme, Ze sjednocenim levych trid je celé G. Jelikoz N je grupa,
pak e € N, a tedy plati:

UgND Uge:G.

geG geG

Pro diikaz druhé ¢asti vezmeme uN N vN # () a ukdZeme, Ze potom plati
ulN = vN. Vezméme x € ulN N vIN, tedy x miZeme napsat jako

X = uny = vny pro néjaka ny, np € N. Rovnost vynasobime zprava nl_1 a
dostaneme u = vn2n1*1 = vn3 pro néjaké n3 € N. Tedy vidime, Ze u € vN.
Dale pro libovolné t € uN plati t = uny = (vn3)ns = vns, takze t € vN pro
vVt € ulN, tedy uN C vN. Opacnou inkluzi dostaneme zaménou role u a v.
JelikoZ vime, Ze u = vnz, pak plati v=1u = n3, tedy v-iu € N a to plati
pro libovolné reprezentanty trid. OJ




Dobfe definovana operace

Pravé dokazana véta rika, Ze levé tridy jsou tridy ekvivalence vzhle-
dem k ekvivalenci a ~ b < a = nb pro néjaké n € N a G je tedy
rozlozeno do trid ekvivalence.

Definice

Operace o na levych tfidach N v G je dobre definovana, kdyz Vu,v € G

plati
u,ur € uN, v,v; € vN = (uv)N = (u1v1)N = uN o vN

Theorem
Bud G grupa a N < G. Potom:
@ Operace na levych tridach definovana jako uN o vN = (uv)N je dobre
definovana pravé tehdy, kdyz (gng=' € N)(Vg € G aVn € N).

@ Je-li vySe uvedena operace dobre definovana, pak je mnozina levych
trid N s touto operaci grupou, jednotkovym prvkem eN a inverznimi

prvky (gN)~! =g~ 'N.




(=) Necht je operace na levych tfidach dobre definovana, tedy
(VYu,v € G)(u,u1 € uN a v,v; € vN — uvN = uyvi N).

Necht g € G a n € N libovolné. Polozime u=e, uy =na

v =v; = g ! az predpokladu dostaneme

g N =ng N

1 1

Protoze e € N, ng~! € g7 IN. Tedy ng~! = g~ 1ny, pro néjaké
n1 € N. Vynasobenim g zleva dostavame pozadovanou rovnost
gngt=n €N.

(<) Predpokladame (gng=! € N)(Vg € G a Vn € N) a vezmeme
u,up € uN a v, vy € vN. Pak miizeme psat u; = un a vy = vm pro
néjaké n,m € N. Musime ukazat, ze uyvy € uvN:

urvy = (un)(vm) = u(w™Hnvm = (uwv)(v~rnv)m = (uv)(n1)m = uvn,
kde ny = v=inv = (v 1)n(v-1)~! € N z predpokladu a

n, = nym € N z definice. Protoze uyvi € uvN N upvi N, plyne z
predchozi véty rovnost uvlN = uyvi V.



Je-li operace na levych tridach dobre definovana, axiomy grupy se prenaseji
zG.Pro VYu,v,weG
Asociativita:

(uN) o (vN o wN) = uN o (vwN) = u(vw)N = (uv)wN = (uN o vN) o (wN).

Z definice nasobeni je vidét ze jednotka v G/N je N a g~ 1N je inverze gN.

A tudiz jsem schopen vytvorit faktor grupu na levych tfidach.



Normalni podgrupy

Definice:
Normalni podgrupou H v G nazvenme kazdou podgrupu, kterou
normalizuje celd grupa, znaime H < G, t;.

H < G < Ng(H).

Vlatnost<l neni tranzitivni, zatimco < je tranzitivni.
Definice:

@ Prvek m = gng™!

se nazyva konjugovany k n prvkem g.

@ Bud A C G libovolna podmnozina grupy. Mnozina M = gAg ™ se

nazyva konjugovana k A prvkem g.

Pro ovéreni, zda podgrupa N < G je normdlni, staci ovérit, Ze
komutuje s generatory mnoziny G \ N (mnozinovy rozdil), pokud
tyto generatory zname.



Necht N < G, potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
O NIG
Q@ Ng(N)=6G
© gN = Ng proVg € G.
@ Operace na tridach je dobre definovana.
Q@ gNg ' C NproVg e G.

Dikaz pfimo z definice.



Necht N < G, potom N < G pravé tehdy kdyz 3 homomorfismus p(G)
takovy, ze N = Ker ¢.

(<) Podle jedné z predchozich vét vime, Ze levé a pravé tridy dke jadra
homomorfismu jsou stejné (gN = Ng), coz je podle véty ekvivalentni
normalnosti grupy.

(=) Nyni méame N < G a ozna¢ime H = G/N. Operace na levych tridach
pro normalni grupu je dobre definovana. Definujeme zobrazeni
m: G — G/N jako m(g) = gN pro Vg € G. Z definice operaci v G/N
plati proVf,g € G: n(fg) = (fg)N = fNgN = n(f)r(g), tedy 7 je
homomorfismus. Jeho jadro je: Ker () = {g € G|n(g) = eN} =
{g € GlgN=eN} ={geGlge N}=N.

N,




Nyni mizeme faktorizovat podle normalni podgrupy G/N, aniz
bychom méli homomorfismus.

Definice:
Bud' N < G, pak zobrazeniw : G — G/N : n(g) = gN nazyvame
prirozena projekce G na G/N.

Shrnuti:
Homomorfismus — jadro — faktor grupa — dobfe definovana operace —
normalni podgrupa — pfirozena projekce (homomorfismus)



Necht N < G. Mnozina levych trid G dle N tvori rozklad G dle N,
G=NUaNUaNUaNU...

a plati:
Yu,ve G je uN=vN < v iue .

Dikaz.

(&) uk=vk <viu=KktleN
(=) Necht k = v=lue N, t
N=kN=(viu)N=vINouN= (vN)touN=N,=vN=uN [J




Theorem (Lagrange)

Necht G je kone¢na, H < G, potom |H| déli |G|. Navic pocet levych trid H

. G
v G je roven %

Dtikaz.

Nejprve ukazeme, Ze vsechny levé tridy maji stejné prvkii. Definujme
zobrazeni f : aH — bH mezi libovolnymi dvéma levymi tridami aH a bH
predpisem f(x) = ba~x. ProtoZe zobrazeni s predpisem f~1(y) = ab~ly
je zfejmé inverzni k f, je f bijekce mezi levymi tfidami, a ty tedy maji
stejny pocet prvkii.

Oznacme |H| = |eH| = n a k pocet levych trid. G rozdéleno na k levych

_ ) o~ g
trid o n prvcich, plati |G| = kn, a tedy k = =*. O

v

Prvni €ast dikazu (vSechny levé tfidy maji stejné prvkd) plati i pro
nekonecné grupy.



Diisledky:

@ Grupa G prvociselného fadu nemiize mit netrivialni normalni
podgrupu. Tato grupa je cyklickd a G ~ Z,,

Dikaz:
e # x € G, a navic [(x)| > 1. |(x)| déli |G|. Ale |G| je prvocislo, proto
x| =p.
°
x¢l=e
16| _

Z Lagrangeovy véty |G| je nasobek |x| m tj. xXIm = ¢ = xIC

X
o !l Obracené neplati: pokud m déli |G|, potom nemusi existovat
podgrupa fadu m !! (A4 nema podgrupu fadu 6)



Index podgrupy

Bud' G grupa (i nekone¢ného radu) a H < G. Potom pocet levych
trid H v G nazyvame index H v G a znac¢ime |G : H|.

Pro konecné grupy plati
|G : H| =

Diisledek:
Podgrupa s indexem 2 je normalni.

Vge G, g6=G=HUgH, g¢H, Gg=G=HUHg = gH=Hg



Necht H < G m3 index |G : H| = 2. Potom je H normalni podgrupou,
protoZe rozklady do levych a pravych tfid G = HU gH = H U Hg implikuje
rovnost gH = Hg.

Pro konecné grupy tedy plati |G : H| = ﬁ

Pro konecnou grupu G a x € G plati |x| déli |G|.

Diky nerovnosti |x| < |G|, dokazané v pozn. 77, a konecnosti |G| tvofi
mocniny x cyklickou podgrupu G.

Grupa prvociselného radu je cyklicka.



Theorem (Cauchy)

Necht grupa G ma rad |G| = n € N a p je prvocislo, které déli n. Pak
existuje prvek x € G s radem |x| = p

Protoze mame kone¢nou grupu, fad prvku x déli fad grupy G. Proto pro
kazdé x € G a k fad x plati x" = (xk)E = e. Protoze p déli n, tj. n = pk,

plati x" = xkP = (xk)p = e, tj. x¥ ma rad p. Ol

Grupu G, jejiz jediné normalni podgrupy jsou trivialni (e a G), nazyvame
prosta.

Opacné tvrzeni k Lagrangeové veété neplati. Tedy konecna grupa G, jejiz
rad ma délitele n, nemusi mit podgrupu radu n. (Plati to pro kone¢né
abelovské grupy.)

Zavadime ,,soucin” podgrup K, H < G jako: KH = {kh|k € K, h € H}.



Theorem

Necht H a K jsou podgrupy kone¢né grupy G, pak

[HIIKI

= . 1
IHK| = g ¢y

Dikaz.

HK miizeme napsat jako sjednoceni levych trid K,

HK = | ] hK. (2)
heH

Protoze vSechny levé tridy maji stejny pocet prvki |K|, staci zjistit pocet
riiznych levych trid tvaru hK, h € H. Ale hhK = hoK pro hy, ho € H, pravé
kdyZ hy'hy € K. Tedy

mK =hK e h'lhh e HNK & h(HNK)=h(HNK). (3)

To znamend, Ze pocet riiznych levych tfid tvaru hK, h € H je stejny jako
pocet levych trid tvaru h(H N K), h € H. A to je, z Lagrangeovy véty,
ﬂ Ta A, LK ~Ahec~hiiia |H‘ il mriris dainiiAl +5 -5 I LA L=A%

AV A
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Theorem
Necht H, K < G, pak HK < G pravé tehdy, kdyz HK = KH.

Ditikaz.

) Necht HK = KH a a,b € HK. Ukazeme, ze ab~! € HK, takze HK je

podgrupa. MiiZeme psat a = h1ky a b= hyko pro néjaké hy,h, € H a
ki, ko € K. Tedy

ab™' = hikik; thyt = hikshy! (4)

kde ks = kiky 1 ¢ K. Uzitim predpokladu mizeme napsat
l<3h2_1 = hyks a dostavame

ab™! = (h1hy)ks € HK. (5)

—) Vezméme a € KH. Pak a = kh a plati a=! = (kh)~! = =1k~ € HK.
Protoze HK je podgrupa, je i a € HK a tudiz KH C HK. Pro diikaz
opacné inkluze vezmeme hk € HK. Protoze HK je podgrupa, miizeme

psat hk = a—1 pro néjaké a € HK. Ale taky a = h1ky pro néjaké
h1 € H, ki € K. Dostavame tedy

Bl — (B k)1 — p—1p=1 — sery (6)



Necht H;K < G a H < Ng(K), pak HK < G. Specialné pokud K < G,
pak HK < G pro libovolnou H < G.
Diikaz.

Ukazeme ze HK = KH. Necht h € H, k € K. Z predpokladu mame
hkh=1 € K, tudiz

hk = (hkh™*)h € KH. (7)

Ukazali jsme tedy, ze HK C KH. Opacna inkluze se ukaze analogicky a z
predchozi véty uz plyne, co jsme chtéli dokazat.

N

Theorem (1. VOI)
Pokud ¢ : G — H je homomorfismus, pak Ker o < G a G/Ker ¢ = ¢(G).

Diikaz.

Prvni ¢ast je zfejma z vét 32 a 1?. Diikaz druhé spociva v oveéreni, Ze
¢ G/Ker o — ¢(G) : ¢ (gKer ¢) = p(g) je izomorfismus, coz je
ponechano jako cviceni. Ol

N\

Bud ¢ : G — H homomorfismus. Potom plati:



@ ¢ je monomorfni, pravé kdyz Ker p = e,

Q |G : Ker | = |p(G)|.

Theorem (2. VOI, ,, diamantova™)

Bud G grupa a A< G, B< G a A< Ng(B). Potom AB < G, B<AB,
ANB<AaAB/B=A/ANB.

Diikaz.

Z diisledku 12 plyne, ze AB < G. Protoze A < Ng(B) z predpokladu a
B < Ng(B) trivialné, je taky AB < Ng(B), tedy B < AB a faktorgrupa
AB/B je dobre definovana. Definujeme proto homomorfismus

¢ : A— AB/B predpisem ¢(a) = aB:

p(a1a2) = (a122)B = a1Bax B = ¢(a1)p(a2). (8)

Z definice je vidét, ze ¢ je surjektivni. Jednotkovy prvek v AB/B je B, tedy
Kerop={a€ A, aB=B}=ANB. Z1. VOI uz plyne, Ze ANB <A a
AJANB 2 AB/B. O

v




Theorem (3. VOI)

Bud G grupaa H<1G, K<G aH< K. Potom K/H<G/H a
(G/H)/(K/H) = G/K. Oznacime-li faktor grupu podle H pruhem, tvrzeni
Ize prepsat ve tvaru G/K = G/K.

Dikaz.

H komutuje se vsemi prvky G, tim spise s prvky z K, takze K <H a K/H
ma smysl. Primym vypoctem za vyuziti normality podgrup ovéfime platnost
K/H<G/H:

gHkH(gH)™' = gH(g 'g)k(g 'g)Hg 'H = (gHg ")(gkg *)(gHg *)H :

= HkiH = (kik; Y)HkiH = kiH € K/H. (9)

Definujeme homomorfismus ¢ : G/H — G/K predpisem o(gH) = gK.
Abychom ukazali ze ¢ je dobre definované, vezmeme gitH = goH. Potom
g1 = goh pro néjaké h € H. Protoze H < K, je taky h € K, proto

g K =g@K. Tudiz p(g1H) = p(g2H) a ¢ je dobre definované. Protoze g
miize byt libovolné, je ¢ taky surjektivni. Déle

Ker ¢ = {gH € G/H|p(gH) = K} = {gH € G/H|gK = K} = {gH € (%7

o



Nasleduji véta hovorfi o vztahu struktury podgrup piivodni grupy G a

faktorgrupy G/N. Vlastné fika, Ze struktura podgrup faktorgrupy je stejna
Jjako struktura podgrup G, které obsahuji N.




Theorem

[4. VOI, ,,mrizkova"] Bud G grupa a N < G. Potom existuje bijekce 6 z
mnoziny podgrup G obsahujicich N na mnozinu podgrup G /N, ktera kazdé
podgrupé A z prvni mnoziny prirazuje podgrupu A/N ze druhé. Zobrazeni
0 ma navic tyto viastnosti: Pro A, B < G obsahujici N jako podgrupu plati

Q@ B<A& B/N<A/N,

@ Je-li A< B, pak |B: Al =|B/N: A/N|,

Q@ <A B>/N=<A/N,B/N >,

© A/NNB/N = (AN B)/N,

Q@ AJIG& A/NSG/N.

Diikaz.

Ovérime, Ze zobrazeni 0 definované pomoci A — A/N je bijekce: Nejprve
prostota. Necht A/N = B/N. Pak Va € A plati aN = bN pro néjaké
be B, tji atbe NC B. Protoac B aAC B. Druhs inkluze se dokaze
stejné.
Nyjn/' surjektivita: Je-li S podgrupa G/N, a ¢ : G — G/N, pak
»~1(S) = {s € G|sN € S} je podgrupa G (plati uNvN = uvN) obsahujici
N=¢"1({e}) af(¢p~(S)) = {sN|sN € S} = S, coz dokazuje surjektivitu.
Nyni ovéfime vlastnosti:

€A 7 A < R nh/na A/N < R/IN Aidns +farmir Sa Brvord e m=— lownim=l +573 5~




Theorem

Je-li G konecna Abelovska grupa a p prvocislo, které déli
obsahuje prvek radu p.

Diikaz

Diikaz se provadi pomoci takzvané aplné indukce podle radu G. Tedy se
predpoklada, Ze tvrzeni plati pro vsechny grupy fadu ostfe mensiho nez |G|
a ukaze se platnost pro |G|. Pro |G| =1 je tvrzeni trivialni.

Meéjme |G| > 1, tedy existuje x € G, x # e. Pokud |G| = p je v disledku
Lagrangeovy véty 39 G cyklicka a tedy generovana néjakym prvkem radu
|G|. Dale tedy predpokladejme |G| > p-

Pokud bychom vzali prvek Jehoz rad je délitelny cislem p (tedy |x| = pn),
pak staci vzit prvek x" kteryje fadu |x"| = p. Dale tedy uvazujeme p t |x|.
Bud N =< x >. Jelikoz G Je abelovska, pak N < G a z Lagrangeovy véty

mame |G/N| = % respektive |G/N||N| = |G|. Protoze |N| > 1, musi
musi platit p | |G/N)|.
Z indukéniho predpokladu pak G/N obsahUJe prvek y = yN radu p.

Oznacme rad prvku y v G roven m. Pak jisté (yN)™ = y™N = eN proto
p | |ly| a dostavame se k predchozimu pripadu. O

|

v

Grupa G (kone¢na i nekonecna) se nazyva jednoducha, pokud |G| > 1 a



jejimi jedinymi normalnimi podgrupami jsou e a G.

V grupé G fadu podgrup (fetéz) e = Ng < Ny < ... < N1 < Ny =G
nazyvame kompozicni rada, pokud (Vi,0 < i< k —1)(N; < Niy1) a
Ni+1/N; je jednoducha. Faktor grupy Nji1/N; se pak nazyvaji kompozicni
faktory G.



Theorem (Jordan-Holder)

Bud G # e konecna grupa. Pak:

@ G ma kompoziéni radu,

@ kompoziéni faktory této rady jsou dany jednoznaéné. Konkrétné pokud
e=N<M<...<N,=Gae=My <M <...<M;= G jsou
dvé kompoziéni fady G, pak r = s a existuje permutace © r-tice
(1,2,...,r) takova, ze

Mﬂ(i)/Mfr(i)—l = N,‘/N,'_l 1<i<r. (11)

Dtikaz J-H prvni cast.

Méjme nejdelsi mozny retéz normalnich podgrup podgrup
e:NoﬂNlﬂ...ﬂNr:G.

Sporem dokazeme, ze Niy1/N; je jednoducha pro vsechna i: Kdyby
existovalo i tak, ze Niy1/N; neni jednoducha, pak existuje H < N;11/N;,
H # {e}, H # Njy1/N;. Vezmu—li n=1(H), tj. vzor H pfi projekci

71 Nip1 — Nip1/N;, pak ze 4.VOI 69 plyne m=(H) < Niy1 a N; je jadro
projekce 7 : m~Y(H) = N;, tj. N; <7~1(H), takze by bylo mozné m=*(H)
vFadit do retézir 2 wwivorili bvchom delsi retés cor ie epho- <




Pro dtikaz druhé Casti nejprve vyslovime a dokazeme nasledujici lemma:

Lemma

Necht G je grupa, M, N jeji normélni podgrupy, M # N, G/M a G/N
Jednoduché. Potom G = NM a plati M/(M N N) = G/N a
N/(MNN)=G/M.

M neni podgrupa N (a obracené), protoze jinak by diky 4. VVOI byla N/ M
normalni podgrupou G /M riznou od G/M a {e} (M # N), coz je spor s
Jednoduchosti.

Protoze M, N < G, pak i NM < G (vsichni reprezentanti komutuji se vsim).
Tudiz plati, Ze NM/M < G /M. Protoze je ale G/M jednoducha, musi
NM /M byt bud G/M nebo {e}. Druha varianta vsak nenastava, protoze
Jinak by MN = M a N < M. Tudiz MN/M = G/M a MN = G. Potom
zavery M/(MNN) = G/N a N/(MNN)= G/M plynou z 2. VOI 67. [




0
|
N
|
N

Dtikaz J-H druha cast

Diikaz provedeme aplnou indukci v r: Pokud je r = 1, pak i s = 1, protoze
{e} < G je jediny pripustny Fetéz.
Nyni indukéni krok r =1,...n—1 — n: M&jme dva retézy normalnich
podgrup

e:Nogng...SNr:G, e:MQSMlg...ng:G.
Pokud N,_1 = Ms_1, pak je véta splnéna z indukéniho predpokladu, takze
nadale predpokladame N,_1 # Ms_1. Pro zkraceni zapisu si oznacim

Ms_1 =M a N,_1 = N a definuji K = M N N. Diky indukénimu
predpokladu ma K kompozitni fadu

e:KoﬁKlﬁ...SKt:K.

K je normalni podgrupa M a N (2. VOI 67), proto rozsifenim kompozitni
fady pro K ziskdame kompozitni fady pro M a N, konkrétné

e:K()SKl <Kt K<M e:K()SKl <Kt K<N

Diky indukénimu predpokladu plati r —1 =t + 1 =s — 1 (stejné délky
fetézd), tj. r = s, a také vlastnost vici permutacim faktorgrup. Diky
dokazanému lemmatu pak plati také N/(M N N) = G/M, coz je

N /N A M N MM /M +-abAa mmvimmr bt cimt ol actr i~ ol m~vrivr s~




Theorem

Existuje 18 (nekonecnych) rodin jednoduchych grup a 26 jednoduchych
grup, které nepatri do zadné z téchto skupin (sporadické jednoduché grupy)
takovych, ze kazda konecna jednoducha grupa je isomorfni s nékterou z
vyse uvedenych.

Dikaz.

Viysledek cca 100 let prace mnoha matematiki na 5000-10000 strankach
odbornych Zasopisii. Ponechdno ¢tenari jako snadné cviceni. O]

v

Theorem (Dasledek Feit—Thompsonovy véty)

Vsechny jednoduché konecné grupy lichého radu jsou abelovské, presnéji
|G| =2n—1&2n+1=p,G=Zp.

255 stran... ] \

Akce grupy na mnoziné

Akci grupy G na mnoziné A nazveme zobrazeni - : G x A — A (znaCime
g - a), které spliuje:




O (Va8 € G)(Vac A)(gr- (& a) = (g182) - ),
Q@ (Vac A)(e-a=a).

Theorem

Bud' - akce grupy G na mnoziné A. Zavedme pro pevné zvolené g € G
zobrazeni oy : A — A vztahem (0g(a) = g - a)(Va € A). Potom plati:

Q@ (Vg € G) je zobrazeni o4 permutaci mnoziny A,

@ zobrazeni v : G — Sp (permutace mnoziny A) definované ¢(g) = o,
je homomorfismus.

Diikaz.

1) Dokazeme, Ze o4 ma oboustrannou inverzi, a to konkrétné

(0g)™t = 04-1. Z viastnosti akce plati:

(0g-100g)(a) =g '-(g-a)=(g'g)-a=e-a=a. Ziménou g za g~
dostaneme, Ze také (04 0 0,-1)(a) = a.

2) Z bodu 1) vime, Ze skutecné og € Sa. Nyni jen ukdZzeme, Ze Va € A a
Vf,g € G plati

(p(F) o w(g))(a) = or(og(a)) = f - (g-a) = (f8) - a = ogg(a) = sO(fg)(a)i

1

v




Pro kazdou grupu G a neprazdnou mnozinu A existuje bijekce mezi akcemi
G na mnoziné A a homomorfismy G do symetrické grupy Sa.

Vezmu-li za mnozinu A grupu G, pak dostanu tvrzeni, ze kazdy radek (Ci
sloupec) tabulky nasobeni je bijekci mnoziny prvki, tj. kazdy prvek se v
ném objevé pravé jednou.

Méjme grupu G a jeji akci - : G x S — S na mnozinu S anecht s € S je
pevné zvoleny prvek. Potom stabilizator s v G je: G; = {g € G|g - s = s}.
Orbita s v G je O; = {g - s|g € G}, obcas znaceno téz G - s.

Theorem
Plati Gs < G.

Dtikaz.

Vime, ze e € Gs z axiomu akce (e - s =s). S vyuzitim akce pak mame pro
libovolnéy € Gs:s =e-s=(y~ly)-s= [axiom

akcel =y~ 1-(y-s) =y 1-s, tedy y~! € Gs. Koneéné pro x,y € Gs plati:
(xy)-c=x-(y-s)=x-s=s, tedy i soucin xy patfi do Gs. O

v

Definujeme jadro akce jako: Ker (1) = {g € G|g -s = s pro Vs € S}.



Plati, ze Ker (-) < G, navic je prinikem vsech stabilizatorii, tedy

Ker ()= () Ga (12)

Rekneme, 7e akce je vérna, pokud Ker (-) = e, respektive tranzitivni,
existuje-li pravé jedna orbita.



Theorem
Bud H < G, akce G piisobi na levych tridich {giH}; = A a
permutacni reprezentace. Potom

© G piisobi tranzitivné na A,

@ stabilizator eH v A je roven H,

© jadro akce je nejvétsi normalni podgrupa H, tj.

Ker (mp) ﬂ xHx™

xeG

Diikaz

Ker (th) = {g € G | gxH = xH,¥x € G} = {g € G | x 1gxH = H}, kde
xlgx € H, tj. g € xHx L. Ol

|

v




Theorem (Cayley)

Kazda grupa je isomorfni néjaké podgrupé grupy permutaci.

Dikaz.

Pan profesor nevyzaduje. Pro kazdé g € G definujeme zobrazeni

0g 1 G = G :x— pg(x) =gx € G. Z definice je zrejmé, Ze 90;1 = Pg-1,
Jjedna se tedy o bijekci a ¢ € Sg. S pomoci tohoto zobrazeni vytvorime
hledany izomorfismus tak, Ze ® : G — Sg, ®(g) = ¢g. Diky asociativité
grupy G dostaneme, ze se jednd o homomorfismus, protoze plati

d(g182)x = (g182)x = g1(P(g2)x) = P(g1)P(g2)x.

Protoze ® zrejmé na SO zobrazuje surjektivné, staci ovérit prostotu: Diky
kraceni v grupé ale mame

D(g1) = P(&2) © v = Yg < (aplikace na x) g1x = gox & g1 = g.

Mame tudiz G = 3P, coz je podle predeslého tvrzeni podgrupa Sg. O

\ ¢

Bud p nejmensi prvodélitel |G| (G kone¢na) a podgrupa H < G takova, ze
|G : H| = p. Potom H < G.



Diikaz.

Pro fad G plati |G| = p°m, kde p t m. Definujme akci grupy G na levych
tridach H predpisem x - (gH) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus
G na S, (viz véta 88) a necht K je jeho jadro. Diky 1.VOI je G/K
izomorfni podgrupé S,, tudiz |G /K| déli p! Protoze ale zadroven musi délit
|G| a p je nejmensi prvodélitel, pak |G /K| = p. Diky 3.VOI plati
|G/K|/|G/H| = |K/H|, z éehoz plyne

p=|G/K|=|G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost |K/H| =1 vsak znamena
H = K, coz je normalni podgrupa G. Ol

v

Bud'te G grupa a S = P(G). Pak G pisobi na S konjugaci, tedy prifazuje
B+ gBg lproVBeSagecG.

Normalizator Ng(A) je tedy stabilizator konjugace A v G.




Theorem
Necht G je grupa, A neprazdna mnozina. Pak plati:
@ Relace na A definovang pres akci G jako a~ ba=g-b prog € G je
ekvivalence.
@ Va € A je pocet prvkii ve tridé ekvivalence obsahujici a roven |G : G,
(indexu stabilizatoru a).

Dikaz.

O Reflexivita je jasna, pro ovéreni symetrie necht a ~ b. Pak a= g - b,
takzeg7l-a=g '-g-b=b, tedy b ~ a. Nakonec pro ditkaz
tranzitivity méjmea~ b ab~ c, tedya=g-b a b= h-c pro néjaké
g,h € G. Dostavimea=g-b=g-(h-c)=(gh)-c, proto a ~ c.

@ Sestrojime bijekci mezi levymi tridami G, v G a tridami ekvivalence a
(orbitami a). Necht tedy O, = {g - a|g € G}. Pak zobrazeni
g - a— gG, zobrazuje O, do mnoziny levych trid G, v G a je ocividné
surjektivni. Protoze g -a = h-ah™'g € G,gG, = hG, je taky prosté.

L]

v




Konjugace spliiuje axiomy akce a plati Gs = Cg(s) = Ng(s) pro akci G na
S,ses.

Dale budeme pod pojmem orbita rozumét prislusnou tridu ekvivalence
konjugace.




Theorem (rovnice trid)

Necht G je konecna grupa a g1, &, - . . g reprezentanti riiznych orbit
neobsazenych v Z(G). Pak

Gl =1Z(G)| + ) _1G : C(gi)l.
i=1

Diikaz.

Orbita x obsahuje jenom jeden prvek pravé tehdy, kdyz x € Z(G), protoze
gxg L =xproVg € G. Necht Z(G) = {e,z,...,zm} a {01, 0s,...,O,}
bud’ orbity neobsazené v centru a g; reprezentant O; pro Vi. Potom
vsechny orbity (tridy ekvivalence) jsou:

{e}, {22}7 ceey {Zm}, Ol, 02, ceey Or.

Protoze tridy ekvivalence tvori disjunktni rozklad G, mame diky predchozi
veté

Gl =) 1+ 10| =1Z(G)| + )16 : Cs(gi)l.
i—1 i—1 1



Necht P je grupa radu |P| = p®, kde p je prvocislo a o € N. Pak
Z(P) # {e}.

Z rovnice tfid |P| = |Z(P)| 4+ >_7_; |P : Cs(gi)| plyne, ze |Z(P)| je
délitelné p, protoze |P| je délitelné p z predpokladu a |P : Cg(gi)| je
délitelné p z predpokladu a Lagrangeovy véty. (Cg(g;) je podgrupa P,
takze jeji 7ad je p’, kde i je mensi nez , protoze Z(P) neni prazdné.) Rad
[

|Z(P)| je tedy alespon p, tj. vétsi nez 1.

Grupa P tadu |P| = p? pro p prvocislo je abelovska.

Diikaz.

Z(P) < P. Proto |P/Z(P)| musi byt z mnoziny {1, p, p?}. Protoze Z(P)
obsahuje vice nez jeden prvek, p? to byt nemiize. Sporem ukazeme, Ze to
nemiize byt p: Necht |P/Z(P)| = p, pak P/Z(P) je cyklicka, tj.

P/Z(P) =< xZ(P) > . Potom ale bude P abelovska, protoze prvky z P
maji tvar p; = x¥z;, kde z; € Z(P), a plati

pip> = x¥zix'zo = x*t! 2120 = ppp1 z definice z1 a z. To je ale implikuje
P = Z(P), coz je spor s predpokladem. Celkové tudiz |P/Z(P)| =1 a
Z(P) = P je abelovska.




Sylowova véta
Budte G grupa a p prvocislo.

@ Grupu fadu p® pro néjaké o > 1 se nazyva p-grupa. Podgrupy G fadu
p* nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G fadu p*m a pt m, pak podgrupu fadu p® nazyvame Sylowova
p-podgrupa G.

© Mnozinu viech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a pocet
téchto podgrup np(G) (nebo jen np, je-li grupa jasna z kontextu).



Lemma
Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)N Q = PN Q.

Diikaz.

Necht H = Ng(P) N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukazat opacnou inkluzi. Z definice je H < Q, staci proto
ukazat, ze H < P. Protoze H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

e L L]
|PNH|

Visechny éleny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho Fadu, musi platit
|PH| = |P| = p®, tedy PH=P a H < P. O

v




Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p*m, kde p je prvocislo a p { m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, ze Q < gPg™!, tedy Q je obsazena v néjakém
sdruzeni P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G jsou
vzdjemné sdruzené v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale np, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.

© Diikaz provedeme tplnou indukci na |G| =1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro vsechny
grupy mensiho fadu nez |G|.
Kdyz p | |Z(G)|, e N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~m a z indukéniho predpokladu existuje P < G
radu p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, Ze
P/N = P, plati |P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G.
Omezime se proto na pripad p 1 |Z(G
Necht &1.0>. .... 8, [sou reprezentanti riiznvch *id neobsezznvcl: v




Bud P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJG.

1) < 2): n, = 1, znamena ze pro viechna g € G plati |gPg~!| = |P]|,
tudiz gPg 1 =P, tj. P<G. 5
2)«<=1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPg =P O




Prosta grupa

Theorem (Cauchy)

Necht grupa G ma rad |G| = n € N a p je prvocislo, které deli n. Pak
existuje prvek x € G s radem |x| = p

| N\

Ditikaz.
Protoze mame konecnou grupu, fad prvku x déli fad grupy G. Proto pro

kazdé x € G a k rad x plati x" = (xk)g = e. Protoze p déli n, tj. n = pk,
plati x" = xkP = (Xk)p = e, tj. x* ma ¥ad p. O

v

Definice:
Grupu G, jejiz jediné normalni podgrupy jsou trividlni (e a G),
nazyvame prosta.
Opacné tvrzeni k Lagrangeové vété neplati. Tedy konecna grupa
G, jejiz rad ma délitele n, nemusi mit podgrupu radu n. (Plati to
pro konecné abelovské grupy.)



Soucin podgrup

»Soucin podgrup K, H < G je mnozina KH = {khlk € K, h € H}.

II' Sou€in podgrup nemusi byt podgrupou!!

Necht H a K jsou podgrupy kone¢né grupy G, pak

[HIIKI

HK| = .
Kl = THm K]

Princip ditkazu: Ukazeme, ze pocet tfid hK je stejny jako pocet tfid
h(K N H), tj.
HK =KUhKU..h:K

H=(KNH)Uh(KNH)U..hs(KNH)



|

Diikaz

HK miizeme napsat jako sjednoceni levych tfid K,

HK = | hK. (25)
heH

Protoze vsechny levé tfidy maji stejny pocet prvki |K|, stadi zjistit pocet
rtiznych levych tfid tvaru hK, h € H. Ale hhK = hoK pro hy, hy € H, pravé
kdyz hy'hy € K. Tedy

hiK = hK < hythy € HNK < hi(HN K) = ho(H N K). (26)

To znamena, ze pocet riiznych levych tfid tvaru hK, h € H je stejny jako
pocet levych tfid tvaru h(H N K), h € H. A to je, z Lagrangeovy véty,

rovno |H|m|K| Tedy HK obsahuje |,_|m‘K‘ riiznych levych trid K, kde kazda

ma |K| prvki, ¢imz dostavame tvrzeni véty. O




Necht H, K < G, pak HK < G pravé tehdy, kdyz HK = KH.

Dikaz.

(<)

Necht HK = KH a a, b € HK. Ukazeme, 7e ab~! € HK, takze HK je
podgrupa. Miizeme psat a = hiky a b = hyky pro néjaké hy, hy € H a
kl, k) € K. Tedy

ab™! = hikiky thyt = hikshy ! (27)

kde k3 = klkgl € K. Uzitim predpokladu miizeme napsat /<3h2*1 = hyky a
dostavame

ab™! = (hihy)ks € HK. (28)

Ol

v




Diikaz.

(=)

Vezméme a € KH. Pak a = kh a plati a! = (kh)~! = h=1k=1 € HK.
Protoze HK je podgrupa, je i a € HK a tudiz KH C HK. Pro diikaz
opacné inkluze vezmeme hk € HK. Protoze HK je podgrupa, miizeme
hk = a=1 pro n&jaké a € HK. Ale taky a = h1k; pro néjaké hy € H,
k1 € K. Dostavame tedy

hk = (hiki)™t = k;thit € KH.

psat

(29)
0

v




Corollary

Necht HiK < G a H < Ng(K), pak HK < G. Specialné pokud K < G,
pak HK < G pro libovolnou H < G.

Diikaz.

Ukazeme ze HK = KH. Necht h € H, k € K. Z predpokladu mame
hkh=! € K, tudiz

hk = (hkh=Y)h € KH. (30)

Ukazali jsme tedy, ze HK C KH. Opacna inkluze se ukaze analogicky a z
predchozi véty uz plyne, co jsme chtéli dokazat. O

v




1. Véta o isomorfismu

Theorem (1. VOI)
Pokud ¢ : G — H je homomorfismus, pak Ker ¢ I G a G/Ker ¢ = ¢(G).
Dukaz.

Prvni East je zrejma z pfedchozich vét. Diikaz druhé spociva v ovéreni, Ze
¢ G/Ker o — ¢(G) : ¢'(gKer ¢) = p(g) je izomorfismus, coz je plyne z
definic a predchoziho.

| kD

Corollary

Bud ¢ : G — H homomorfismus. Potom plati:
Q  je izomorfismus < Ker ¢ = eg,
Q |G : Ker o] = [(G)|.




2. Véta o isomorfismu - diamantova




Theorem (2. VOI, ,, diamantova”)

Bud G grupaa A< G, B< G a A< Ng(B). Potom AB < G, B<1AB,
ANB<AaAB/B=A/ANB.

Diikaz.

Z diisledku plyne, ze AB < G. Protoze A < Ng(B) z predpokladu a

B < Ng(B) trividlne, je taky AB < Ng(B), tedy B < AB a faktorgrupa
AB/B je dobre definovana. Definujeme proto homomorfismus

¢ : A— AB/B predpisem ¢(a) = aB:

go(alag) = (3132)5 = alBazB == go(al)go(ag). (31)

Z definice je vidét, Ze ¢ je surjektivni. Jednotkovy prvek v AB/B je B, tedy
Kerpo={a€ A aB=B} =ANB. Z1. VOI uz plyne, ze ANB <A a
A/ANB = AB/B. O

v




3. Véta o isomorfismu - o faktor grupach z faktor grup

G/H

K/H



Theorem (3. VOI)

Bud G grupaa H<1G, K< G aH < K. Potom K/H< G/H a
(G/H)/(K/H) = G/K. Oznacime-Ii faktor grupu podle H pruhem, tvrzeni
Ize prepsat ve tvaru G/K = G/K.




Dikaz.

H komutuje se vSemi prvky G, tim spiSe s prvky z K, takze K < H a K/H
méa smysl. Pfimym vypoctem za vyuziti normality podgrup ovéfime platnost
K/H<G/H:

gHkH(gH) ™' = gH(g 'g)k(g'g)Hg 'H = (gHg " )(gke *)(gHg ')H -
= HkiH = (kik; Y)HkiH = kaH € K/H. (32)

Definujeme homomorfismus ¢ : G/H — G/K predpisem ¢(gH) = gK.
Abychom ukazali ze ¢ je dobfe definované, vezmeme g1 H = goH. Potom
g1 = g2h pro néjaké h € H. Protoze H < K, je taky h € K, proto

g K = g@K. Tudiz o(g1H) = ¢(g2H) a ¢ je dobre definované. Protoze g
mize byt libovolné, je ¢ taky surjektivni. Dale

Ker ¢ = {gH € G/H|p(gH) = K} ={gH € G/H|gK = K} =  (33)
={gH € G/H|g € K} = K/H, (34)

z 1. VOI uz plyne (G/H)/(K/H) = G/K. O




4. Véta o isomorfismu - o grafech faktor grup

NN
NP




Nasleduji véta hovori o vztahu struktury podgrup piivodni grupy G
a faktorgrupy G /N. Vlastné rika, Ze struktura podgrup faktorgrupy
Jje stejna jako struktura podgrup G, které obsahuji N.

Theorem

[4. VOI, ,,mrizkova"] Bud G grupa a N < G. Potom existuje bijekce 0 z
mnoziny W podgrup G obsahujicich N na mnozinu podgrup G /N, ktera
kazdé podgrupé A z prvni mnoziny prifazuje podgrupu A/N ze druhé.
Zobrazeni 6 ma navic tyto vlastnosti: Pro A, B < G obsahujici N jako
podgrupu plati

@ B<Ae B/N<A/N,

Q@ Je-liA< B, pak |B: Al=|B/N:A/N|,

Q@ <AB>/N=<A/N,B/N >,

Q@ A/INNB/N=(ANB)/N,

@ AJIG e A/N<G/N.




Diikaz 1) a 2)

Ovéfime, ze zobrazeni 6 definované pomoci A — A/N je bijekce: Nejprve
prostota. Necht A/N = B/N. Pak Va € A plati aN = bN pro néjaké

be B, tj. albe N C B. Proto a€ B a AC B. Druha inkluze se dokaze
stejné.

Nani surjektivita: Je-li S podgrupa G/N, a ¢: G — G/N, pak

»~1(S) = {s € G|sN € S} je podgrupa G (plati uNvN = uvN) obsahujici
N =o¢"1({e}) a 0(¢71(S)) = {sN|sN € S} = S, coz dokazuje surjektivitu.
Nyni ovéfime vlastnosti:

1) Z A< B plyne A/N < B/N diky tomu, ze operace na levych tfidach je
diky N < G dobre definovana, obracené proto, ze 6 je bijekce.

2) Zobrazeni 1) zobrazuje levé tfidy v B/A do levych t¥id v (B/N)/(A/N)
tak, Zze pro b € B zobrazi bA na (bN)(A/N). ¢ je dobre definované a
prosté, protoze biA = byA < b 1hy € A< (byN)"L(b2N) € (A/N) <
(biN)(A/N) = (baN)(A/N). ¢ je také surjektivni, protoze v (bN)(A/N)
prochazi b celé B, a tedy 1) je izomorfismus.



Diikaz 3) a 5)

3) Protoze N < G, je operace na levych tridach dobre definovana. Proto
pro ditkaz inkluze < A, B > /N C< A/N, B/N > staci ovérit

xN C< A/N,B/N > pro x € A nebo x € B. To ale zfejmé plati, protoze
x € A implikuje xN € A/N, stejné pro x € B. Podobné pro inkluzi
<A/N,B/N >C< A,B > /N staci ovérit, ze xN € A/N nebo xN € B/N
implikuje x €< A, B >. Necht tedy xN € A/N, pak xN = aN pro néjaké
acA tudizalxe NC AC< A, B > astejné pro xN € B/N.

4) Stejné jako bod 3.

5) Predpokladejme nejprve A< G. Pak pro alN € A/N plati

gNaNg™ N = gag™'N = a;N € A/N, tedy A/N < G/N.

Obracena implikace: Necht A/N < G/N. Definujme zobrazeni

0:G— (G/N)/(A/N) : g — (gN)(A/N). Toto zobrazeni vzniklo jako
slozeni homomorfismii (prirozenych projekci) z G do G/N az G/N do
(G/N)/(A/N), je to tedy homeomorfismus. Plati, ze Ker 0 = A, protoze
g € Kero < (gN)(A/N) = (A/N) < gN € A/N, tedy gN = aN pro
néjaké a € A. Protoze plati N < A, je to ekvivalentni g € A, A je jadrem
homomorfismu, a tudiz normalni podgrupou G.



Je-li G konecna Abelovska grupa a p prvocislo, které déli
obsahuje prvek radu p.

Diikaz

Diikaz se provadi pomoci takzvané aplné indukce podle radu G. Tedy se
predpoklada, Ze tvrzeni plati pro vsechny grupy fadu ostre mensiho nez |G|
a ukaze se platnost pro |G|. Pro |G| =1 je tvrzeni trivilni.

Méjme |G| > 1, tedy existuje x € G, x # e. Pokud |G| = p je v disledku
Lagrangeovy véty 39 G cyklicka a tedy generovana néjakym prvkem radu
|G|. Déle tedy predpokladejme |G| > p.

Pokud bychom vzali prvek Jehoz rad je délitelny cislem p (tedy |x| = pn),
pak staci vzit prvek x", ktery je radu |x"| = p. Dale tedy uvazujeme p 1 |x|.
Bud N =< x >. Je/lkoz G je abelovska, pak N < G a z Lagrangeovy véty

mame |G/N| = |N|, respektive |G/N|]N\ = |G|. Protoze |[N| > 1, musi
, musi platit p | |G/N|.
Z indukéniho predpok/adu pak G/N obsahUJe prvek y = yN radu p.

Oznacme rad prvku y v G roven m. Pak jiste (yN)™ = y™N = eN proto
p | |y| a dostavame se k predchozimu pripadu. O

|

V.




Prosta grupa a kompozi¢ni rady

Grupa G (konecna i nekonecna) se nazyva prosta, pokud |G| > 1
a jejimi jedinymi normalnimi podgrupami jsou e a G.

V grupé G radu podgrup (fetéz) e = Ng < Np < ... < Ni_g <
Ny = G nazyvame kompozicni rada, pokud (Vi,0 < i < k —
1)(N; < Njt1) a Nip1/N; je jednoducha. Faktor grupy Niy1/N; se
pak nazyvaji kompozicni faktory G.

Theorem (Jordan-Holder)

Bud' G # e koneéna grupa. Pak:

@ G ma kompoziéni radu,

@ kompozicni faktory této rady jsou dany jednoznacné. Konkrétné pokud
e=N<M<...<N,=Gae=My <M <...<M;= G jsou
dvé kompozicni fady G, pak r = s a existuje permutace 7 r-tice
(1,2,...,r) takova, ze

MTI’(I')/Mﬂ'(I')—l = N;/N,'_l 1<i<r. (35)

v




Dtikaz J-H prvni cast.

Méjme nejdeldi mozny fetéz normalnich podgrup podgrup
e:NoﬂNlﬂ...ﬂNr:G.

Sporem dokazeme, ze N;y1/N; je jednoducha pro vsechna i: Kdyby
existovalo i tak, ze Nji1/N; neni jednoducha, pak existuje H < Nj1/N;,
H # {e}, H # Njy1/N;. Vezmu-li 7=1(H), tj. vzor H pfi projekci

71 Nip1 — Nip1/N;, pak ze 4.VOI 69 plyne 7=(H) < Niy1 a N; je jadro
projekce 7 : m1(H) — N;, tj. N; <7~ 1(H), takze by bylo mozné 7—1(H)
»vradit” do fetézu a vytvorili bychom delsi fetéz, coz je spor s
predpokladanou maximalitou. Ol

v




Pro ditkaz druhé €asti nejprve vyslovime a dokazeme nasledujici lemma:

Lemma

Necht G je grupa, M, N jeji normalni podgrupy, M # N, G/M a G/N
Jednoduché. Potom G = NM a plati M/(M N N) = G/N a
N/(MNN)= G/M.

Dtikaz.
M neni podgrupa N (a obracené), protoze jinak by diky 4. VVOI byla N/ M
normélni podgrupou G /M riznou od G/M a {e} (M # N), coz je spor s
Jjednoduchosti.

Protoze M, N < G, pak i NM < G (vsichni reprezentanti komutuji se vsim).
Tudiz plati, ze NM/M < G/M. Protoze je ale G/M jednoducha, musi
NM /M byt bud G/M nebo {e}. Druha varianta vsak nenastava, protoze
Jinak by MN = M a N < M. Tudiz MN/M = G/M a MN = G. Potom
zavéry M/(MNN)= G/N a N/(MnN) = G/M plynou z 2. VOI 67. []




0
|

N

<

\

Dikaz J-H druha ¢ast

Diikaz provedeme Gplnou indukci v r: Pokud je r =1, pak i s = 1, protoze
{e} < G je jediny pripustny fetéz.

Nyni indukéni krok r =1,...n— 1 — n: Méme dva fetézy normalnich
podgrup

e:N()SNlS...SNr:G, e:M()SMlS...SMSZG.

Pokud N, 1 = M,_1, pak je véta splnéna z indukéniho predpokladu, takze
nadale predpokladame N, 1 # Ms_1. Pro zkraceni zapisu si oznac¢im
Ms_1 =M a N,_1 = N a definuji K = M N N. Diky indukénimu
predpokladu ma K kompozitni fadu

e=Ki<Ki<...<Ki =K.

K je normalni podgrupa M a N (2. VOI ), proto rozsifenim kompozitni
fady pro K ziskame kompozitni fady pro M a N, konkrétné

e=Ki<Ki<..<Ki=K<M, e=Ke<Ki<...<Ki=K<N.




Diikaz.

Diky indukénimu predpokladu plati r —1 =t + 1 =s — 1 (stejné délky
fetézil), tj. r = s, a také vlastnost vici permutacim faktorgrup. Diky 2.VOI
pak plati také N/(M N N) = G/M, coz je

Ny—1/(Ny—1 N Ms_1) = Ms/Ms_1, takze permutacni vlastnost faktorgrup
plati na celych kompozitnich radach

eIN()SNlS...SNr:G, e:M()SMlSSMSIG

| \D

Corollary

Kazda konecna grupa ma faktorizaci, tj. kompoziéni radu, ktera neni
obecné jednoznacna.

A\




Theorem

Existuje 18 (nekonecnych) rodin jednoduchych grup a 26 prostych grup,
které nepatfi do Zadné z téchto skupin (sporadické prosté grupy) takovych,
Ze kazda konecna prosta grupa je isomorfni s nékterou z vyse uvedenych.

Dikaz.

Viysledek cca 100 let prace mnoha matematiki na 5000-10000 strankach
odbornych Zasopisii. Ponechdno ¢tenari jako snadné cviceni. O]

v

Theorem (Disledek Feit—Thompsonovy véty)

Visechny prosté konecné grupy lichého fadu jsou abelovské, presnéji
|G|=2n—1&2n+1=p, G =7,

255 stran... ] \

Akce grupy na mnoziné
Akci grupy G na mnoziné A nazveme zobrazeni - : G x A — A (znaCime
g - a), které splauje:

O (Ve1,82 € G)(Vac A)(g1- (g2 2a) = (g182) - ),




Q (Vac A)(e-a=a).

Theorem

Bud' - akce grupy G na mnoziné A. Zavedme pro pevné zvolené g € G
zobrazeni oy : A — A vztahem (0g(a) = g - a)(Va € A). Potom plati:

Q (Vg € G) je zobrazeni o, permutaci mnoziny A,

@ zobrazeni v : G — Sp (permutace mnoziny A) definované ¢(g) = o,
je homomorfismus.

Diikaz.

1) Dokazeme, Ze o4 ma oboustrannou inverzi, a to konkrétné

(0g) ™' = 04-1. Z viastnosti akce plati:

(0g-100g)(a) =g '-(g-a)=(g'g)-a=e-a=a. Ziménou g za g~
dostaneme, Ze také (04 0 0,-1)(a) = a.

2) Z bodu 1) vime, Ze skutecné og € Sa. Nyni jen ukdZzeme, Ze Va € A a
Vf,g € G plati

(p(F) o w(g))(a) = or(og(a)) = - (g-a) = (f8) - a = ogg(a) = w(fg)(a)i

1

v

Pro kazdou grupu G a neprazdnou mnozinu A existuje bijekce mezi akcemi



G na mnoziné A a homomorfismy G do symetrické grupy Sa.

Vezmu-li za mnozinu A grupu G, pak dostanu tvrzeni, ze kazdy radek (i
sloupec) tabulky nasobeni je bijekci mnoziny prvki, tj. kazdy prvek se v
ném objevé pravé jednou.

Méjme grupu G a jeji akci - : G X S — S na mnozinu S a necht s € S je
pevné zvoleny prvek. Potom stabilizator s v G je: G; = {g € G|g - s = s}.
Orbita s v G je O; = {g - s|g € G}, obcas znaceno téz G - s.

Theorem
Plati Gs < G.

Diikaz.
Vime, ze e € Gs z axiomu akce (e -s = s). S vyuzitim akce pak mame pro
libovolnéy € Gs:s =e-s=(y~ly)-s = [axiom

akcel =y=1-(y-s) =y '-s, tedy y ! € Gs. Konecné pro x,y € Gg plati:
(xy)-c=x-(y-s)=x-s=s, tedy i soucin xy patfi do Gs. O

v

Definujeme jadro akce jako: Ker (1) = {g € G|g - s = s pro Vs € S}.



Plati, ze Ker (-) < G, navic je prinikem vsech stabilizatorii, tedy

Rekneme, 7e akce je vérna, pokud Ker (-) = e, respektive tranzitivni,
existuje-li pravé jedna orbita.



Theorem
Bud H < G, akce G piisobi na levych tridich {giH}; = A a
permutacni reprezentace. Potom

© G piisobi tranzitivné na A,

@ stabilizator eH v A je roven H,

© jadro akce je nejvétsi normalni podgrupa H, tj.

Ker (mp) ﬂ xHx™

xeG

Diikaz

Ker (th) = {g € G | gxH = xH,¥x € G} = {g € G | x 1gxH = H}, kde
xlgx € H, tj. g € xHx L. Ol

|

v




Theorem (Cayley)

Kazda grupa je isomorfni néjaké podgrupé grupy permutaci.

Dikaz.

Pan profesor nevyzaduje. Pro kazdé g € G definujeme zobrazeni

0g 1 G = G :x— pg(x) =gx € G. Z definice je zrejmé, Ze 90;1 = Pg-1,
Jjedna se tedy o bijekci a ¢ € Sg. S pomoci tohoto zobrazeni vytvorime
hledany izomorfismus tak, Ze ® : G — Sg, ®(g) = ¢g. Diky asociativité
grupy G dostaneme, ze se jednd o homomorfismus, protoze plati

d(g182)x = (g182)x = g1(P(g2)x) = P(g1)P(g2)x.

Protoze ® zrejmé na SO zobrazuje surjektivné, staci ovérit prostotu: Diky
kraceni v grupé ale mame

D(g1) = P(&2) © v = Yg < (aplikace na x) g1x = gox & g1 = g.

Mame tudiz G = 3P, coz je podle predeslého tvrzeni podgrupa Sg. O

\ ¢

Bud p nejmensi prvodélitel |G| (G kone¢na) a podgrupa H < G takova, ze
|G : H| = p. Potom H < G.



Diikaz.

Pro fad G plati |G| = p°m, kde p t m. Definujme akci grupy G na levych
tridach H predpisem x - (gH) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus
G na S, (viz véta 88) a necht K je jeho jadro. Diky 1.VOI je G/K
izomorfni podgrupé S,, tudiz |G /K| déli p! Protoze ale zadroven musi délit
|G| a p je nejmensi prvodélitel, pak |G /K| = p. Diky 3.VOI plati
|G/K|/|G/H| = |K/H|, z éehoz plyne

p=|G/K|=|G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost |K/H| =1 vsak znamena
H = K, coz je normalni podgrupa G. Ol

v

Bud'te G grupa a S = P(G). Pak G pisobi na S konjugaci, tedy prifazuje
B+ gBg lproVBeSagecG.

Normalizator Ng(A) je tedy stabilizator konjugace A v G.




Theorem
Necht G je grupa, A neprazdna mnozina. Pak plati:
@ Relace na A definovang pres akci G jako a~ ba=g-b prog € G je
ekvivalence.
@ Va € A je pocet prvkii ve tridé ekvivalence obsahujici a roven |G : G,
(indexu stabilizatoru a).

Dikaz.

O Reflexivita je jasna, pro ovéreni symetrie necht a ~ b. Pak a= g - b,
takzeg7l-a=g '-g-b=b, tedy b ~ a. Nakonec pro ditkaz
tranzitivity méjmea~ b ab~ c, tedya=g-b a b= h-c pro néjaké
g,h € G. Dostavimea=g-b=g-(h-c)=(gh)-c, proto a ~ c.

@ Sestrojime bijekci mezi levymi tridami G, v G a tridami ekvivalence a
(orbitami a). Necht tedy O, = {g - a|g € G}. Pak zobrazeni
g - a— gG, zobrazuje O, do mnoziny levych trid G, v G a je ocividné
surjektivni. Protoze g -a = h-ah™'g € G,gG, = hG, je taky prosté.

L]

v




Konjugace spliiuje axiomy akce a plati Gs = Cg(s) = Ng(s) pro akci G na
S,ses.

Dale budeme pod pojmem orbita rozumét prislusnou tridu ekvivalence
konjugace.




Theorem (rovnice trid)

Necht G je konecna grupa a g1, &, - . . g reprezentanti riiznych orbit
neobsazenych v Z(G). Pak

Gl =1Z(G)| + ) _1G : C(gi)l.
i=1

Diikaz.

Orbita x obsahuje jenom jeden prvek pravé tehdy, kdyz x € Z(G), protoze
gxg L =xproVg € G. Necht Z(G) = {e,z,...,zm} a {01, 0s,...,O,}
bud’ orbity neobsazené v centru a g; reprezentant O; pro Vi. Potom
vsechny orbity (tridy ekvivalence) jsou:

{e}, {22}7 ceey {Zm}, Ol, 02, ceey Or.

Protoze tridy ekvivalence tvori disjunktni rozklad G, mame diky predchozi
veté

Gl =) 1+ 10| =1Z(G)| + )16 : Cs(gi)l.
i—1 i—1 1



Necht P je grupa radu |P| = p®, kde p je prvocislo a o € N. Pak
Z(P) # {e}.

Z rovnice tfid |P| = |Z(P)| 4+ >_7_; |P : Cs(gi)| plyne, ze |Z(P)| je
délitelné p, protoze |P| je délitelné p z predpokladu a |P : Cg(gi)| je
délitelné p z predpokladu a Lagrangeovy véty. (Cg(g;) je podgrupa P,
takze jeji 7ad je p’, kde i je mensi nez , protoze Z(P) neni prazdné.) Rad
[

|Z(P)| je tedy alespon p, tj. vétsi nez 1.

Grupa P tadu |P| = p? pro p prvocislo je abelovska.

Diikaz.

Z(P) < P. Proto |P/Z(P)| musi byt z mnoziny {1, p, p?}. Protoze Z(P)
obsahuje vice nez jeden prvek, p? to byt nemiize. Sporem ukazeme, Ze to
nemiize byt p: Necht |P/Z(P)| = p, pak P/Z(P) je cyklicka, tj.

P/Z(P) =< xZ(P) > . Potom ale bude P abelovska, protoze prvky z P
maji tvar p; = x¥z;, kde z; € Z(P), a plati

pip> = x¥zix'zo = x*t! 2120 = ppp1 z definice z1 a z. To je ale implikuje
P = Z(P), coz je spor s predpokladem. Celkové tudiz |P/Z(P)| =1 a
Z(P) = P je abelovska.




Sylowova véta
Budte G grupa a p prvocislo.

@ Grupu fadu p® pro néjaké o > 1 se nazyva p-grupa. Podgrupy G fadu
p* nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G fadu p*m a pt m, pak podgrupu fadu p® nazyvame Sylowova
p-podgrupa G.

© Mnozinu viech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a pocet
téchto podgrup np(G) (nebo jen np, je-li grupa jasna z kontextu).



Lemma
Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)N Q = PN Q.

Diikaz.

Necht H = Ng(P) N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukazat opacnou inkluzi. Z definice je H < Q, staci proto
ukazat, ze H < P. Protoze H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

e L L]
|PNH|

Visechny éleny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho Fadu, musi platit
|PH| = |P| = p®, tedy PH=P a H < P. O

v




Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p*m, kde p je prvocislo a p { m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, ze Q < gPg™!, tedy Q je obsazena v néjakém
sdruzeni P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G jsou
vzdjemné sdruzené v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale np, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.

© Diikaz provedeme tplnou indukci na |G| =1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro vsechny
grupy mensiho fadu nez |G|.
Kdyz p | |Z(G)|, e N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~m a z indukéniho predpokladu existuje P < G
radu p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, Ze
P/N = P, plati |P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G.
Omezime se proto na pripad p 1 |Z(G
Necht &1.0>. .... 8, [sou reprezentanti riiznvch *id neobsezznvcl: v




Bud P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJG.

1) < 2): n, = 1, znamena ze pro viechna g € G plati |gPg~!| = |P]|,
tudiz gPg 1 =P, tj. P<G. 5
2)«<=1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPg =P O




Holderdv program 1880

O Klasifikujte viechny koneéné prosté grupy
trvalo 100 let do r. 1980
az 10 tisic stran matematického textu
@ Najdéte zpiisob vytvareni grup z grup prostych.
Neni aplné vyreseno doposud. Napr. ma—Ii grupa vsechny kompo-
ziéni faktory fadu 2 pak |G| = 2"

Soucasti procesu byla i Feit — Thopsonova véta



Vysledek 1

Existuje 18 (nekonecnych) rodin prostych grup a 26 sporadickych prostych
grup, které nepatfi do zadné z téchto skupin. Kazda kone¢na prosta grupa
je isomorfni s nékterou z vyse uvedenych.

Diikaz.

Viysledek cca 100 let préce mnoha matematiki na 5000-10000 strankach
odbornych casopisi. O]

V.

Kazda prosta grupa lichého fadu je izomorfni Zy,

Diikaz byl publikovam v r 1963 a byl na 255 strandch matematickych
vypoctii. ]




Nékteré priklady

Corollary (Dtisledek Feit—-Thompsonovy véty)

Visechny prosté konecné grupy lichého radu jsou abelovské, presnéji
|G| =2n+1&2n+1=p, G =7,

Priklady:
@ Z, pro viechna prvocisla
@ Alternujici grupy A, pro n > 5 (sudé permutace) As je nejmensi

prosta nekomutujici grupa fadu 60. A, je jadro homomorfismu
Sp — {-1,1}

SL,(F)/Z(SLn(F)), kromé SLy(FF2) a SLa(F3), IF je konecné téleso

Nejmensi sporadicka grupa: Mathieu (1861e) My fadu 7920, zalozena
na permutaci 11 prvka.

Dalsi sporadicka grupa: Mathieu M, fadu 95040, zalozena na
permutaci 12 prvka.

© 0 060

Nejvétsi sporadicka grupa Monster - fad ~ 8.10°3



Akce grupy na mnoziné

Pro analyzu grup pouzijeme také akci grupy.
Akci grupy G na mnoziné A nazveme zobrazeni - : G x A — A
(znacime g - a), které splnuje:

O (Ve1,8 € G)(Vac A){a1- (g2 a) = (8182) - a},
Q@ (Vac A)(e-a=a).

Bud' - akce grupy G na mnoziné A. Zavedme pro pevné zvolené g € G
zobrazeni oy : A — A vztahem (0g(a) = g - a)(Va € A). Potom plati:

Q (Vg € G) je zobrazeni o4 permutaci mnoziny A,

@ zobrazeni ¢ : G — Sa (grupy do permutace mnoziny A) definované
©(g) = o je homomorfismus.




Dukaz.

1) Plati trivialné
2) Dokazeme, zeb je to homomorfismus: o, ma oboustrannou inverzi, a to
konkrétné (og)~! = 0,-1. Z vlastnosti akce platf:

(0g-100g)(a)=g 1 (g-a)=(g 'g)-a=e-a=a Zaménou g za g~
dostaneme, ze také (o5 00,-1)(a) = a.

Z bodu 1) vime, Ze skutecné o, € Sa. Nyni jen ukazeme, ze Va € A a
Vf,g € G plati

(p(f) o p(g))(a) = o(0g(a)) = f - (g-a) = (fg) - a = oge(a) = sO(fg)(a)m

1

v

1) Pro kazdou grupu G a neprazdnou mnozinu A existuje bijekce mezi
akcemi G na mnoziné A a homomorfismy G do symetrické grupy Sa.




Permutacni reprezentace

2) Vezmu-li za mnozinu A grupu G, pak dostanu tvrzeni, Ze kazdy radek
(¢i sloupec) tabulky nasobeni je bijekci mnoziny prvkii, tj. kazdy prvek se v
ném objevé pravé jednou.

Oznac&ime-li jednotivé prvky napf. pofadim, potom vysledek akce kazdého
prvku z G bude matice s jednou jednotkou v kazdém fadku a kazdém
sloupci — dostdvam permutacni reprezentci grupy.
Definice:

@ Pokud G — Sp je injektivni, nazvyvame reprezentaci vernou.

@ Kazdy homohorfismus G — Sa, A # () nazveme permutaéni

reprezentaci.

Tj. pfi vérné reprezentaci neztracime zadnou informaci o strukture grupy.
Jinak plati, ze akce grupy G na A lze chapat jako vérnou reprezentaci
faktor grupy G/Ker .

Zavedeme levou regularni akci grupy na sobe:G x G — G jako
g +> ga, a podobné pravou regularni akci grupy na sobé:G x G — G
jako g :— ag.



Mé&jme grupu G a jeji akci - : G X A — A na mnoziné A, potom
@ Definujeme jadro akce jako: Ker (-) = {g € G|g-s = s pro Vs € S}.
@ Necht s € A je pevné zvoleny prvek. Potom stabilizator s v G je:
Gs={g € Glg-s=s}.
© Akce je vérna, pokud Ker ¢ = e.

Theorem
Plati G, < G.

Diikaz.
Vime, ze e € G, z axiomu akce (e - a = a). S vyuzitim akce pak mame pro
libovolné y € G,:a=e-a= (y ly)-a= [axiom

akcel =y~ (y-a) =y l-a, tedy y~! € G,. Konecné pro x,y € G, plati:
(xy)-a=x-(y-a)=x-a= a, tedy i soucin xy patfi do G,.

| \D

Corollary
Plati, ze Ker () < G, navic je priinikem vSech stabilizatord, tedy

Ker ()= () Ga (48)

acA

N




Theorem (Rozklad grup diky akci)

Necht grupa G piisobi akci na mnoziné A, potom:
© Relace v A definovand a ~ b< dg € G,a= g - b je ekvivalence.

@ Pro kazdé a € A je pocet prvkii ve tridé ekvivalence roven indexu
stabilizatoru |G : G,|.

Q@ a=ea a~a a=g-bb=gla, a=g-b, b=h-d, a=gh-d.
@ Trida ekvivalence C, = {g - a,Vg € G}, G, stabilizator a v G. Potom
b=g-a=g (G, a)=(gGs)-a. G, je podgrupou v G, rozlozime G
do levych trid
GCG=G,UgiG,UgG,UgsG,...

a kazdé levé tridé odpovida jeden prvek ve tridé ekvivalence. Téch je
|G : G,

]

v

Sestrojime bijekci mezi levymi tfidami G, v G a tfidami ekvivalence a
(orbitami a). Necht tedy O, = {g - alg € G}. Pak zobrazeni g - a — gG,
zobrazuje O, do mnoziny levych tfid G, v G a je o€ividné surjektivni.
Protoze g-a=h-a< h~lg € G, < gG, = hG, je taky prosté.



Orbita, tranzitivni akce

Necht G piisobi na A # () akci, potom:
@ trida ekvivalence C, se nazyva orbita G prvku a.
@ Akce G na A se nazyva tranzitivni, pokud existuje jenom jedna orbita.

Zobrazeni C; — gG, je bijekce.

Na: proVg € G, g-ae C,,
Prosté: g-a=h-a< h™lg € G, tj. gG, = hG, Ol

Pokud A = G, tj. grupa piisobi akci na sobé, kazdéemu g € G odpovida
permutace prvki grupy.
Akce je vzdy tranzitivni a vérna. Stabilizatorem kazdého prvku je e.



Akce na levych tridach

Bud H < G, akce G piisobi na levych tridich {giH};, = A a my
permutacni reprezentace. Potom

@ G piisobi tranzitivné na A,
@ stabilizator eH v A je roven H,
© jadro akce je nejvétsi normalni podgrupa H, tj.

Ker (mp) ﬂ xHx™
xeG

Diikaz

Ker () = {g € G | gxH = xH,Vx € G} = {g € G | x 1gxH = H}, kde
xlgx € H, tj g € xHx™1, ¥x € G. Ol

|

v




Cayleyho véta

Theorem (Cayley)

Kazda grupa je isomorfni néjaké podgrupé grupy permutaci. Je-li |G| = n,
potom AK < S, tek, ze G ~ K

Vezmeme v predchozi vété H = e, Ker ry =e a G/e ~ my(G) v S. O




Corollary

Bud' p nejmensi prvodélitel |G| (G koneéna) a podgrupa H < G takova, ze
|G : H| = p. Potom H< G.

Dikaz.

Pro rad G plati |G| = p*m, kde p t m. Definujme akci grupy G na p levych
tridach H predpisem x - (gH) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus
G do S, a necht K je jeho jadro. Diky 1.VOI je G/K izomorfni podgrupé
Sp, tudiz |G /K| déli p!. Protoze ale zaroven musi délit |G| a p je nejmensi
prvodélitel, pak |G /K| = p. Diky 3.VOI plati |G/K|/|G/H| = |K/H|, z
¢ehoz plyne p = |G /K| = |G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost |K/H| =1
vsak znamena H = K, coz je normalni podgrupa G.




Konjugace je akce

Konjugace je zobrazeni G x G — G, g :a— gag ' aje to akce G na G.
Bud'te G grupa a S = P(G) (mnozina podmnozin grupy). Pak G
piisobi na S konjugaci, tedy prirazuje B — gBg~' proVB € S a
geaG.

Normalizator Ng(A) je tedy stabilizator konjugace A v G.

Konjugace spliiuje axiomy akce a plati Gs = Cg(s) = Ng(s) pro
akci G na G,s € G.

Dvé mnoziny S a T jsou konjugované, existuje - li g € G tak, Ze
T=gS""

Corollary

Pocet konjugovanych podmnozin k podmnoziné S C G je index
normalizatoru (= stabilizatoru) S, |G : Ng(S)|.

Konjugace je akce, Ng(S) je podgrupa, G lze rozlozit do levych trid atd. .
: []

v




Theorem (rovnice tfid)

Necht G je konecna grupa a g1, g, . . . g reprezentanti konjugovanych trid
(riiznych orbit) neobsazenych v centru Z(G). Pak

Gl =1Z(G)| + |G : Celgi)l.
i=1

Dikaz.

Orbita x obsahuje jenom jeden prvek pravé tehdy, kdyz x € Z(G), protoze
gxg ! = x pro Vg € G. Necht Z(G) = {e,z,...,2zn} a {01,0s,...,0,}
bud’ orbity neobsazené v centru a g; reprezentant O; pro Vi. Potom
vsechny orbity (tfidy ekvivalence) jsou:

(e}, {z},.... {zm}, 01, 0s,. .., O,.

Protoze tridy ekvivalence tvori disjunktni rozklad G a konjugace je akce
grupy na sobé, mame diky vété o poctu prvki v orbité:

(6] =2_ 1+ 101 =12(6)| + 316 : Colgi)l:

7==1



Necht P je grupa radu |P| = p®, kde p je prvoéislo a o € N. Pak
Z(P) # {e}.

Z rovnice tfid |P| = |Z(P)| 4+ >_/_; |P : Cs(gi)| plyne, ze |Z(P)] je
délitelné p, protoze |P| je délitelné p z predpokladu a |P : Cg(gi)| je
délitelné p z predpokladu a Lagrangeovy véty. (Cg(g;) je podgrupa P,
takze jeji 7ad je p’, kde i je mensi nez , protoze Z(P) neni prazdné.) Rad
|Z(P)| je tedy alespon p, tj. vétsi nez 1. O




Grupa P fadu |P| = p? pro p prvoéislo je abelovska.

Dikaz.

Z(P) < P. Proto |P/Z(P)| musi byt z mnoziny {1, p, p?}. Protoze Z(P)
obsahuje vice nez jeden prvek, p? to byt nemiize. Sporem ukazeme, Ze to
nemize byt p: Necht |P/Z(P)| = p, pak P/Z(P) je cyklicka, tj.

P/Z(P) =< xZ(P) > . Potom ale bude P abelovska, protoze prvky z P
maji tvar p; = x¥z, kde z; € Z(P), a plati

pip2 = xKz1x'zo = x**! 21z = popy 7 definice z; a z. To je ale implikuje
P = Z(P), coz je spor s predpokladem. Celkové tudiz |P/Z(P)| =1 a
Z(P) = P je abelovska.




Corollary

Dva prvky symetrické grupy jsou konjugované < maji cykly stejného typu.

Dikaz.

0,7 €Sy, a0 =1(a1,a2,as3,...,ak)(3k+1, ak+1,---)(...), tj. plati pro
indexy o(i) = j. Potom v indexech

ror L (i) = 1o (i) = 7(j)

O

v

Vsechny automorfismy G — G tvofi grupu automorfismi Aut(G).
Aut(G) < Sg. Mame vnitfni a vnéjsi automorfismy, tj. je to vice nez akce

G na G.



Grupa automorfismi

Necht H < G, akce G na H konjugaci je automorfismus H pro kazdé jedno
g€ G.

gpg:h»—>ghg_1 Vg g
G/Cs(H) ~ K < Aut(H)

Diikaz.

Kery = {g € G|ghg™* = h, Yh € H} = Cc(H)
a 1.VOI m

A\

Definice:
Méjme grupu G, g € G, definijeme vnitrni automorfismus gGg~
H < G je charakteristicka podgrupa, pokud viechny automorfismy ji
zobrazi na sebe. 0 € Aut(G) = o(H) =H
Vlastnosti:

@ H je normalni

@ je-li H jedina deného fadu, je charakteristicka.

1



p—grupa a Sylowowa podgrupa

Definice: Bud'te G grupa a p prvocislo.

© Grupu radu p® pro néjaké oo > 1 se nazyva p-grupa.
Podgrupy G radu p® nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G radu p*m a pt m, pak podgrupu radu p® nazyvame
Sylowova p-podgrupa G.

© Mnozinu vsech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a
pocet téchto podgrup ny(G) (nebo jen np, je-li grupa jasna z
kontextu).



Lemma

Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)NQ = PN Q.

Dikaz.

D) Necht H = Ng(P)N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukadzat opacnou inkluzi.

C) Z definice je H < Q, staci proto ukazat, ze H < P. Protoze

H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

| = JPIH
|PNH|

Visechny ¢leny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho radu, musi platit
|PH| = |P| = p%, tedy PH=P a H < P. O

v




Sylowowa véta

Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p®m, kde p je prvocislo a p t m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, 7e Q < gPg!, tedy Q je obsazena v
néjakékonjugované k P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G
Jsou vzajemné konjugované v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale ny, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.




Dikaz provedeme Gplnou indukci na |G|, pficemz pro |G| = 1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro viechny grupy
mensiho radu nez |G]|.

Kdyz p | |Z(G)|, pak podle Cauchyho véty existuje N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~tm a z indukéniho predpokladu existuje P < G Fadu
p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, ze P/N = P, plati
|P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G. Omezime se proto
na pripad p 1 |Z(G)|.



Pokracovani

p11Z(G)] | | ] v
Necht g1, 4, ..., & jsou reprezentanti riznych tfid neobsazenych v centru
G, pak plati rovnice tfid

Gl =1Z(G)| +_1G : Ce(gi)l. (49)
i=1

Pokud by platilo p | |G : Cs(gi)|, Vi, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protoze
p | |G|. Proto pro né&jaké i musi platit p1 |G : Cg(gi)|. Oznaéime
H = Cs(gi) pro dané i a mame
(07
m

G : Colgi)| = ’;Tk, |H| = p°k, kde ptk, (50)
a jelikoz gi ¢ Z(G),|H| < |G|. Z indukéniho predpokladu ma H Sylowovu
p-podgrupu P, ktera je taky podgrupou G. Navic |P| = p®, takze P je
Sylovova p-podgrupa G.



Dtikaz 2 a 3

Necht @ je libovolna p-podgrupa G a necht
S={gPe7 g€ G} = {P1,P,,... . P} =S. (51)

Z definice S miize G, tedy taky @, pasobit na S konjugaci. S Ize proto
zapsat jako sjednoceni orbit akce Q:

S=0UOQU---UOs (52)

kde r = |O1| +|Oz| + - - - + | Os|. Je potreba si uvédomit, ze r nezavisi na
Q, ale pocet orbit s ano (G ma z definice jenom jednu orbitu na S, ale Q
jich miize mit vic). Pfeusporadame prvky S tak, aby prvnich s bylo
reprezentanty Q-orbit: P; € O;,1 < i <s. Pak z véty o poctu tfid
ekvivalence plyne |O;| = |Q : No(P;)|. Z definice plati

Ng(P;i) = Ng(P;) N Q a podle predchoziho lemmatu,

Ng(P;) N Q@ = PN Q. Celkem tedy mame

10i|=1Q:PiNQ|, 1<i<s. (53)



Pokracovani

Ted mazeme ukazat, ze r =1 mod p. Diky libovolnosti Q mtizeme polozit
Q= P, takze

01| =1, (54)
aVi>1,P; #P;, tedy PLN P; < Py, proto
|Oi|=|P1:PiNP|>1 2<i<s. (55)
Protoze P; je p-grupa, |P1 : P1 N P;| musi byt mocnina p, tedy
pll0il, 2<i<s. (56)
Odtud
r=1[01[+ (|02 + -+ -+ [0s[) = 1(mod p) (57)

Nyni bud Q libovolna p-podgrupa G. Kdyby Q ¢ P;,Vi € F, pak
QNP < Q,Vi, tedy

I0i|=|1Q: QNP >1 1<i<s. (58)
Tudiz p | |O;|,¥ia p|r, coz jespors r=1 mod p. Proto @ < gPg1,
pro néjaké g € G.



Pokracovani

Pro diikaz ekvivalence Sylowovych p-podgrup staci za Q volit libovolnou
Sylowovu p-podgrupu. Pak @ < gPg~! a zaroveh |gPg~ 1| = |Q| = p®,
proto gPg ! = Q.

Staci si uvédomit ze S = Syl,(G) protoze kazda Sylowova p-podgrupa je
konjugovana k P, tedy n, = r =1 mod p. Nakonec diky poctu trid
ekvivalence a tomu, ze vsechny Sylowovy p-podgrupy jsou konjugované,
dostavame

np,=1G : Ng(P)|, VP € Syl,(G). (59)



Bud' P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJLG.

1) < 2): np = 1, znamen4 ze pro viechna g € G plati [gPg ™| = |P|,
tudiz gPg~ ! = P, tj. P G. )
2)«<1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPgl=P. O




p—grupa a Sylowova podgrupa

Definice: Bud'te G grupa a p prvocislo.

© Grupu radu p® pro néjaké oo > 1 se nazyva p-grupa.
Podgrupy G radu p® nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G radu p*m a pt m, pak podgrupu radu p® nazyvame
Sylowova p-podgrupa G.

© Mnozinu vsech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a
pocet téchto podgrup ny(G) (nebo jen np, je-li grupa jasna z
kontextu).



Lemma

Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)NQ = PN Q.

Dikaz.

D) Necht H = Ng(P)N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukadzat opacnou inkluzi.

C) Z definice je H < Q, staci proto ukazat, ze H < P. Protoze

H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

| = JPIH
|PNH|

Visechny ¢leny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho radu, musi platit
|PH| = |P| = p%, tedy PH=P a H < P. O

v




Sylowowa véta

Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p®m, kde p je prvocislo a p t m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, 7e Q < gPg!, tedy Q je obsazena v
néjakékonjugované k P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G
Jsou vzajemné konjugované v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale ny, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.




Dikaz provedeme Gplnou indukci na |G|, pficemz pro |G| = 1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro viechny grupy
mensiho radu nez |G]|.

Kdyz p | |Z(G)|, pak podle Cauchyho véty existuje N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~tm a z indukéniho predpokladu existuje P < G Fadu
p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, ze P/N = P, plati
|P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G. Omezime se proto
na pripad p 1 |Z(G)|.



Pokracovani

p11Z(G)] | | ] v
Necht g1, 4, ..., & jsou reprezentanti riznych tfid neobsazenych v centru
G, pak plati rovnice tfid

Gl =1Z(G)| +_1G : Ce(gi)l. (60)
i=1

Pokud by platilo p | |G : Cs(gi)|, Vi, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protoze
p | |G|. Proto pro né&jaké i musi platit p1 |G : Cg(gi)|. Oznaéime
H = Cs(gi) pro dané i a mame
(07
m

G : Celg)| = ’;Tk, IH| = p®k, kde ptk, (61)
a jelikoz gi ¢ Z(G),|H| < |G|. Z indukéniho predpokladu ma H Sylowovu
p-podgrupu P, ktera je taky podgrupou G. Navic |P| = p®, takze P je
Sylovova p-podgrupa G.



Dtikaz 2 a 3

Necht @ je libovolna p-podgrupa G a necht
S={gPg g € G} = {P1,P2,...,P,} = . (62)

Z definice S miize G, tedy taky @, pasobit na S konjugaci. S Ize proto
zapsat jako sjednoceni orbit akce Q:

S=0UOQU---UOs (63)

kde r = |O1| +|Oz| + - - - + | Os|. Je potreba si uvédomit, ze r nezavisi na
Q, ale pocet orbit s ano (G ma z definice jenom jednu orbitu na S, ale Q
jich miize mit vic). Pfeusporadame prvky S tak, aby prvnich s bylo
reprezentanty Q-orbit: P; € O;,1 < i <s. Pak z véty o poctu tfid
ekvivalence plyne |O;| = |Q : No(P;)|. Z definice plati

Ng(P;i) = Ng(P;) N Q a podle predchoziho lemmatu,

Ng(P;) N Q@ = PN Q. Celkem tedy mame

10i|=1Q:PiNQ|, 1<i<s. (64)



Pokracovani

Ted mazeme ukazat, ze r =1 mod p. Diky libovolnosti Q mtizeme polozit
Q= P, takze

01| =1, (65)
aVi>1,P; #P;, tedy PLN P; < Py, proto
|Oi|=|P1:PiNP|>1 2<i<s. (66)
Protoze P; je p-grupa, |P1 : P1 N P;| musi byt mocnina p, tedy
pll0il, 2<i<s. (67)
Odtud
r=1[01[+ (|02 + -+ -+ [0s[) = 1(mod p) (68)

Nyni bud Q libovolna p-podgrupa G. Kdyby Q ¢ P;,Vi € F, pak
QNP < Q,Vi, tedy

0] =1Q:QNP|>1 1<i<s. (69)
Tudiz p | |O;|,¥ia p|r, coz jespors r=1 mod p. Proto @ < gPg1,
pro néjaké g € G.



Pokracovani

Pro diikaz ekvivalence Sylowovych p-podgrup staci za Q volit libovolnou
Sylowovu p-podgrupu. Pak @ < gPg~! a zaroveh |gPg~ 1| = |Q| = p®,
proto gPg ! = Q.

Staci si uvédomit ze S = Syl,(G) protoze kazda Sylowova p-podgrupa je
konjugovana k P, tedy n, = r =1 mod p. Nakonec diky poctu trid
ekvivalence a tomu, ze vsechny Sylowovy p-podgrupy jsou konjugované,
dostavame

np,=1G : Ng(P)|, VP € Syl,(G). (70)



Bud' P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJLG.

1) < 2): np = 1, znamen4 ze pro viechna g € G plati [gPg ™| = |P|,
tudiz gPg~ ! = P, tj. P G. )
2)«<1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPgl=P. O




@ |G| < oo a abelovska, pak ma pravé jednu Sylowovu p—podgrupu pro
kazdé p | |G|.

° 53 ma 3 5)//2 podgrupy (((172»7 <(273)>7 <(173)>) ny = (1 + k2) a
pravé jednu Syhk ((1,2,3)) n3 = (1 + k3) — 4 nedéli 3.

@ Samam=(1+k2)=1,3,5an=(1+k3)=1,47



Primy soucin grup
Jedna se o zpiisob konstrukce vétsich grup z mensich.
Primy (direktni) soucin definujeme pro konecné a spocetné nekonecné
mnoziny grup (rozdil definice je jen formalni).
© Primym soucinem konecné mnoziny grup
(G1,%1), (Ga,%2), ...(Gp,*p) je grupa jejiz prvky je mnozina n-tic

(81,82,---,8n), (h1, ha, ..., hy) (g, hj € G;) s nasobenim
definovanym po slozkach.

(gl,gz,...,g,,)*(hl,hg,...,hn) = (g1 *q1 hl,gg *92 hg,...,gn *n h,-,).

(71)
Oznaceni:G = Gy x Gy x ... X G,

@ Primym soucinem spocetné mnoziny grup
(G1,%*1), (Ga,%2), ...(Gp,*p) je grupa jejiz prvky je socetnd mnozina

(81,82,---), (h1,ho,...) (&, hj € Gj) s nasobenim definovanym po
slozkach.

(81,82,...) % (h1, h2,...) = (g1 %1 h1, 82 %2 ha,...). (72)

Kazda podgrupa (1,1,...,g/,1,1,...) je normalni. (Lze faktorizovat)
Je zfejmé, ze vysledkem pfimého soucinu grup je opét grupa a to radu
|G| = |G1]|Gz] ... |Gn| nebo nekonecného.



Klasifikace Abelovskych grup

@ Grupa G je konecneé generovana, pokud existuje konecna
mnozina A C G takova, ze G =< A >.

Q ProkazdérecZ,r>0, budZ' =7Z xZ x ... x Z direktni
soucet r kopii grupy 7, kde 7Z° = e. Grupa Z" se nazyva
volna Abelovska grupa radu r.

Theorem (zakladni véta Abelovskych grup)
Bud' G konecné generovana Abelovska grupa. Pak:
Q G=Z"xXZy X Zy, X ...x Zpy, pro néjaka cela cisla splnujici
nasledujici podminky:
@ r>0an;>2 pro vsechna j,
@ ni1fni prol <i<s-1,
@ tento rozklad je jednoznacny.

Bude zrejmé pozdéji. Ol \

= Kazdy prvociselny délitel |G| musi délit n;.




Diisledek:
Je—li n = p1paps - .. px soucin k raznych prvocisel, potom kezda abelovska
grupa fadu n je izomorfni Z,

Example
Necht n = 180 = 22 - 3% . 5, potom mame moznosti:
Q@ n; = 180 — grupa Zig0
Q@ n =2°-3-5 np=23-grupa Zeo X Z3
Q@ mm=2-32.5 ny =2 — grupa Zog X 2o
Q@ n=2-3-5n=6-grupa Z3p X Zs
A toto jsou vsechny moznosti neizomorfnich abelovskych grup radu 180.

v

Véta se da ekvivalentné napsat nasedujicim zpasobem.



Rozklad abelovské grupy podle Sylowovych podgrup

Podgrupy abelovské grupy jsou normalni, kazda Sylowova daného fadu je
pravé jedna .

Theorem

Bud G abelovska grupa radu n = pi*p3? ... p*, kde py jsou rizna
prvocisla. Potom
o GgAl XA2 X ooo XAk, kde |A,’ :p:-l",
@ pro kazdé A; € A1, A, ..., Ax, kde |A,| = p% je
AZZpgl ><Zpﬁ2 X...XZp,at, kdeﬁlzﬁgz...ZﬂtZ].a
Pr+ B2+ ...+ B =« (t apf; zavisina i)
© a rozklad v 1) a 2) je jednoznacny az na poradi A;.

Vsimnéte si, ze piﬂt“ déli p;*.



Example
Necht n = 180 = 22 - 32 .5, potom mame dle této véty moznosti:
@ p® =22, 3 ma rozklad 2 nebo 1,1 a tomu odpovidaji abelovské grupy
Z4 a ZQ X ZQ

@ p? =32, 3 ma rozklad 2 nebo 1,1 a tomu odpovidaji abelovské grupy
Zg a Z3 X Zg

@ p® =5! B ma rozklad 5 a tomu odpovida abelovska grupa Zs.

Mozné abelovské grupy potom dostaneme tak, ze z kazdého bodu vezmeme
jednu moznost.

Q Z4 X Zg X Zs ~ ZL1g0
9Z4XZ3XZ3XZ5ZZ(;0XZ3
QZQXZQXZQXZ5ZZ90XZQ
QZQXZ2XZ3XZ3XZ5ZZ3QXZ6




Necht m,n € Z*, pak Zm X Lp =~ Limn < ged (m,n) =1 (tj. m a n jsou
nesoudélna).

Dakaz.

=) Necht Z;, =< x >, Z, = y a | nejmensi spolecny nasobek I.c.m.
(m, n) . Vsimneme si, Zze | = mn, pravé kdyz g.c.d (m,n) = 1. Dale
necht x?y® € Z, x Z, libovolné, pak

(Xayb)l _ X/aylb — eaeb =e,

protoze m | | a taky n | |. Pokud g.c.d (m, n) # 1, kazdy element
Zim X 7, je Fadu nanejvys |, tedy ostfe mensiho nez mn, tedy Zy, X 7,
nemiize byt isomorfni Zimp,.

<) Naopak, pokud g.c.d. (m,n) =1, pak |xy| = (|x|,|y|) = mn. Tudiz
Loy X Loy =< XY >.

Ol

v




Necht H, K < G. Pocet riiznych zpiisobii, jak napsat libovolny element z
HK ve tvaru hk pro néjaké h € H a k € K, je |HN K|. Specialné kdyz
H N K = e, pak pro kazdy element existuje pouze jeden zpisob.

Dikaz.

Necht x € HK ay € HN K libovolné, pak x = yy~1x = yz, kde z = y~'x
Je element H nebo K. Takze existuje alespon |H N K| moznosti, jak zvolit
y. Kdyby existovalo x € HK, které Ize zapsat vice riiznymi zpiisoby nez

H N K, pak celkovy pocet zpiisobii, jak zapsat vsechny prvky, by byl vétsi
nez

[HIIK]

HK||HN K| =
IHKIIH O K] = rree

|HN K] = |HIK],

coZ je spor s riiznosti zapisu. []

.




Necht HHK <G aHNK =e, pak HK ~ H x K.

Diikaz.

Protoze H, K < G, je HK < G. Necht h € H, k € K. Protoze H < G, plati
k—lhk € H, tedy taky h=*(k=1hk) € H. Analogicky, (" k—‘h)k € K.
Dale diky tomu, 2e HN K = e, mame h™*k~1hk = e, tedy hk = kh, takze
prvky H komutuji s prvky K. Podle predchazejici véty Ize kazdy prvek HK
zapsat pravé jednim zpitisobem ve tvaru hk, kde h € H a k € K. Zobrazeni

¢ HK — H x K : hk > (h, k)

Jje proto dobre definované. Ze o je homomorfismus: hy, h, € H a

ki, ko € K. Pak diky tomu, ze prvky H a K spolu komutuji,
plati(h1ki)(haka) = (h1hy)(kika) a tento tvar je jednoznacné zapsan ve
tvaru hk, kde h € H, k € K. Takze

@(hkihoka) = @(h1hakiko) = (h1ho, kiko) = (h1, ki) (h2, ko) =
= @(h1k1)p(h2k2),

tedy ¢ je homomorfismus a protoZe stejného fadu ¢ je isomorfizmus. O




Nalezeni direktniho sou¢inu podgrup v grupé

V G najdeme H, K < G tak, ze HN K = e. Potom HK ~ H x K
V abelovskych grupach je ukazano.

Jak u nekomutativnich grup?
Necht x,y € G, AABC G, A,B# ()
Definice:

@ Komutator prvki x,y je [x,y] = x "ty ~Ixy

© Podgrupa generovana komutatory prvkii z A a B je
[A,B] ={<[a,b] > |Va€ A be B}
© Komutatorova podgrupa G’ = {< [x,y] > |Vx,y € G}



Necht x,y € G, H < G, potom
Q xy = yx[x,y]
@ HIG & [H,Gl < H
9 o([x,y]) = [o(x),0(y)] pro vsechny automorfismy o € Aut (G), G’ je
charakteristické v G a G/G’ je abelovska
Q G/G’ je nejvétsi abelovska faktor grupa, tj. pokud H<1 G a G/H je
abelovska, potom G’ < H.

© Pokud ¢ : G — A je libovolny homohorfismus do abelovska grupy A,
potom G' < Ker ¢




Q Z definice
Q@ HdGeghglcHeg=g ", glhgec He hlglhge H
© Ze je abelovska

(xG)(yG') = (xyG') = (yxx "ty 1G') = (yxG') = (yG')(xG')

O (xH)(yH) = yHxH dale
H = (xH)"Y(yH) Y(xH)(yH) = x "1y~ IxyH = [x, y]H pro viechna
x,y € G = G’ < H. Plati i obracené.

@ Protoze je maximalni abelovska a z predchoziho diikazu.



Remark
Poloprimy soucin je dalsi zptisob, jak z mensich grup vyrobit grupu vétsi.
Ve vysledku dostaneme z grup H a K grupu G, ve které bude platit HG,
ale K < G nemusi byt normalni. Jako motivaci predpokladejme, Ze uz
takovou G mame a plati H N K = e. Plati, ze HK < G a existuje bijekce
mezi prvky HK a dvojicemi (h, k), kde h € H a k € K. Chceme-li soucin
dvou prvkii z HK opét napsat ve tvaru hk, postupujeme takto:

(hiki)(haka) = hikiha(k; tki)ko = hy(kihaky Y)kika = hihsks = haks,

kde jsme vyuzili toho, Ze H je normalni podgrupa. Cilem polopfimého
soucinu je zavést grupu s obdobnym nasobenim bez , zastresujici grupy,
ktera nam umoznuje nasobit mezi sebou prvky z K a H.




Theorem

Budte H a K grupy a ¢ : K — Aut H je homomorfismus (kazdému prvku
k € K priradi néjakou permutaci H). Déle bud - akce grupy K na H dana
vztahem p(k)h = k - h. Bud" G mnozina dvojic (h,k), he Ha k € K a
definuje nasobeni téchto dvojic jako:

(h1, k1)(h2, ko) = (hiky - ha, ki ko).

Q G s takto definovanou operaci je grupa fadu |G| = |K||H]|.

@ Mnoziny {(h,1)|h € H} a {(1,k)|k € K} jsou podgrupy G isomorfni
grupam H a K. (Déle mezi nimi nerozlisujeme.)

© HG.
QO HNK=ce.
O (he H ke K)(khk™' = k - h).

Q Asociativita plati, protoze pro libovolné (a, x), (b, y), (¢, z) € G plati

((a,x)(b,y))(¢c, 2) = (ax - b, xy)(c, 2)
= (ax - b(xy) - ¢, xyz)




Grupu G z predchozi véty nazyvame poloprimy soucin grup H a K a
znacime H x, K.



Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu pq

Necht p, g jsou prvocisla p < q |G| = pq a necht P € Syl,(G) a
Q € Syly(G), potom

Q RIG
@ Pokud také P < G, pak G je cyklicka

Ad 1) ng=1+kq, nglp = ng=1= Q<G

Ad 2) Jelikoz np|q prvocislo, potom n, = 1, nebo q. Pokud n, = 1 pak
PG, G=PQRQx~PxQ~%7ZpxZLqg Lpg.



Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu 30

Example

Predpokladejme |G| = 30. Ukazeme, ze ma normalni podgrupu izomorfni
grupé Zis.

Kazda podgrupa fadu 15 je normalni a podle predchoziho prikladu je
abelovska, staci dokazat, ze vzdy existuje takova podgrupa.

Necht P € Syls(G) a Q € Syl(G). Je-li jedna z nich normalni, pak PQ je
podgrupa fadu 15. Pokud neni ani jedna z nich normalni, pak ns = 6 a
n3 = 10.

Prtinik riiznych Sylowovych podgrup fadu 5 i fadu 3 (jsou cyklické) je
jednotkovy element (Lagrangeova véta).

Z toho plyne ze mame v tomto pfipadé bychom potrebovali

(6.4) + (10.2) = 44 riiznych prvki v grupé. Nesmysl = n, V ng =1, ale
protoze PQ < G musi byt obé jsou normalni, tj n, = ng = 1.




Pouziti Sylowovy véty:Grupa fadu p?q

Grupa fadu p?q ma normalni Sylowovu podgrupu. Necht P € Syl,(G) a
Q € Syle(G).
Q@p>q,n=1+kp, nylg =n,=1aPJIG.
@ p<gq, ng=1+Iq. Pokud ng =1 je @ < G. Pokud ngq > 1, ng|p?, tj.
ng = p? nebo n, = p. Ale ¢ > p, = q = p?, tedy

Ip=p*—1=(p—1)(p+1).

Jelikoz g > p tak g = p+ 1 a to je mozné pro p =2, g = 3, tj. grupa
radu 12, u ostatnich je ng =1a Q < G.

Grupa fadu 12 =223 ma n3 = 1 nebo n3 = 4. Je-li n3 = 4 je to

4 x 2 = 8 prvkid fadu 3. V tom pripadé Syh podgrupa fadu 4 obsahuje
viechny zbylé prvky a je pravé jedna.

v




Pouziti Sylowovy véty: Grupa rfadu 12

Necht|G| = 12. Ukazeme, ze bud ma normalni Sylowovu 3-podgrupu nebo
je izomorfni grupé As.
Pro n3 = 1 je podgrupa normélni. Necht n3 = 4. Pranik Syl podgrup je e a
obsahuji 2.4 = 8 riznych prvki fadu 3, |G : Ng(P)| = n3 = 4. A protozr P
normalizuje sama sebe Ng(P) = P.
Vezméme akci grupy G na podmnoziné Syls(G), té odpovida permutacni
reprezentace

v : G — Sa,
jadro akce neprehazuje P;, tudiz musi byt podgrupou normalizatori vsech
P; a to je jenom e.Takze ¢ je injektivni.

G ~ ¢(G) < S4.
Podgrupa fadu 12 v Sy, ktera obsahuje 8 prvkid fadu 3 je Ay,

QD(G) = A4, G~ A4.




Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu 60

Méjme grupu |G| = 60. Ma—li vice jak jednu Sylowovu 5-podgrupu, potom
G je prosta.

Diikaz sporem.

Necht ns > 1 a existuje netrividlni H < G. Pak n, =6 a |[Ng(P)| = 10
ProtoZe index normalizatoru je pocet konjugovanych.

Pokud 5 | |H| pak H musi obsahovat vsech 6 Syls podgrup

|H| > 1+ 6.4 =25 a |H| | 60, takze |H| = 30, ale grupa radu 30 ma pouze
Jednu normalni Syls podgrupu a to je spor, tzn. 51 |H]|.

Pokud 5 1 |H|.

Necht |H| = 6 nebo 12, pak H ma charakteristickou (normalni) pravé jednu
Syl podgrupu, ktera je normalni i v G. Vezméme jednu z char podgrup H,
K <QH, |K|=2,3,4 a faktor grupu G = G/K, |G| =30,20,15. G ma
normélni podgrupu L < G radu 5 dle predchoziho.L/K < G/K, 4.VOI
LG ab5||L|. Spor L<H. O

v

Zavér: As je prosta. (12345) a (13425) jsou generatory riiznych Syls
podgrup.



Polopfimy soucin

Polopfimy soucin je dalsi zpiisob, jak nebo studovat strukturu grupy nebo
jak z mensich grup vyrobit grupu vétsi jejich slozenim. Ve vysledku
dostaneme z grup H a K grupu G, ve které bude platit H< G, ale K < G
nemusi byt normalni.

Jako motivaci si vezméme piimy soucin. Pfedpokladejme, ze uz mame G a
plati HN K = e. Dale HK < G a existuje bijekce mezi prvky HK a
dvojicemi (h, k), kde h € H a k € K. Chceme-li soucin dvou prvkii z HK
opét napsat ve tvaru hk, postupujeme takto:

(hlkl)(thz) = hlklhz(kflkl)kz = hl(klhzkfl)klkg = h1hzks = hgks,

kde jsme vyuzili toho, ze H je normalni podgrupa. Dilezité je, ze vyraz
(klhgkfl) vyjadruje zobrazeni prvku h, automorfismem podgrupy H.
Cilem polopfimého soucinu je zavést grupu s obdobnym nasobenim bez
,zastresujici’ grupy, kterd nam umoziuje nasobit mezi sebou prvky z K a
H



Theorem

Budte H a K grupy a ¢ : K — Aut H je homomorfismus (kazdému prvku
k € K priradi néjakou permutaci H). Déle bud - akce grupy K na H dana
vztahem p(k)h = k - h. Bud' G mnozina dvojic (h, k), he Hak e K a
definuje nasobeni téchto dvojic jako:

(h1, k1)(h2, ko) = (hiky - ha, ki ko).

@ G s takto definovanou operaci je grupa radu |G| = |K||H]|.

@ Mnoziny {(h,1)|h € H} a {(1, k)|k € K} jsou podgrupy G isomorfni
grupam H a K. (Dale mezi nimi nerozlisujeme.)

Q@ HJUG.
Q@ HNK =e.
o (VheH,keK)(khk—lzk-h).




Diikaz.
1. Asociativita plati, protoze pro libovolné (a, x), (b, y), (¢c,z) € G plati

((a,x)(b, ¥))(c,2) = (ax - b,xy)(c, z) = (ax - b(xy) - ¢, xyz)
=(ax-bx-(y-c),xyz) = (ax-(by-c),xyz)
= (a,x)(by - c,y2) = (a,x)((b,y)(c,2)).

Platnost 3. rovnosti mezi odpovidd axiomu homomorfismu
o(b)e(y - c) = p(b(y - c)). Dale je z definice vidét, ze (1,1) je
jednotkovy prvek, (h, k)=t = (k=1 - h=1 k=) je inverzni prvek pro
libovolné (h, k) € G a |G| = |H||K]|.

2. Necht A = {(h,1)|h € H} a K = {(1, k)|k € K}. Mame
(a,1)(b,1) =(al- b,1) = (ab, 1), Va,b e H.
Analogicky,
(Lx)1Ly)=1xy), VxyeK,

takze H, K < G isomorfni H, K.




4. Jejasné, ze HN K = e.
5. Dale plati

(1, K)(h, 1)(1, k)71 = (1, k)(h, 1))(L, k1)
= (k- h, k)(1, k1)
= (k- hk -1, kk™1)
= (k- h,1),

tedy prirazenim h <> (h,1) a k <> (1, k) z bodu (2.) dostavame
khk=! =k - h.
3. Nakonec, protoze K < Ng(H), plati G = HK a zaroven H < Ng(H),
dostavame Ng(H) = G, tedy H < G.
L]

V.




Definice polopfimého soucinu

Grupu G z predchozi véty nazyvame poloprimy soucin grup H a
K vzhledem k homohorfismu ¢ a znacime H x, K.

Theorem

Necht H, K < G tak, Ze
QO HIG
Q@ HNhnK=¢e
© ¢ : K — Aut(H) je homomorfismus levou konjugaci v H, p > kLI k=1

Potom HK ~ H x, K
Specialné : je-li G = HK a jsou-li splnény podminky 1) a 2) potom
G=Hx,K

Dikaz.

H < G = HK < G, kazdé x € HK muze byt zapsano pravé jednim
zpiisobem x = hk; tj. existuje bijekce

(hk) — (h, k), HK — H %, K

e




Pouziti ke klasifikaci grup fadu n

o
2]
o

o

najit G=HK, HNK=1a HIK

pro riizné pary H a K najit vsechny izomorfismy

pro kazdy par H, K najit homomorfismus ¢ : K — Aut(H)
(homomorfismi maze byt vice)

pro kazdou trojici K, K, ¢ vytvorit H x, K a vybrat neizomorfni.

Dihedralni grupa D, ~ Zp, %, Zo.

ps(r)=ssTt =171 pa(r)=pe(r)=r

Grupa fadu pg, p< g

Méli jsme P € Syl,(G) a Q € Sylg(G), potom Q<G a P a Q jsou
cyklické. Aut (Q) je cyklicka fadu g — 1, tj. vSechny automorfismy jsou
q g% k=1,2,...,q—1. (pro k = 0 neni automorfismus) Pokud
p1q—1, potom ¢ je pouze identita a neexituje polopfimy soucin
(obraz homomorfismu do grupy Aut(Q) je podgrupa), G je abelovska.
Necht p| g — 1, a P = (y) potom Aut(Q) obsahuje podgrupu fadu p
generovanou () a mame mnozinu p homomorfismi ¢ (y) = 7,
k=0,1,...p— 1, pficemz @o(y) je trivialni a ostatni jsou izomorfni.

v




Reprezentace grup:Zakladni definice

Budte G grupa a V' vektorovy prostor nad télesem T. Potom li-
nearni reprezentaci grupy G na prostoru V' nazyvame kazdy ho-
momorfismus T : G — GL(V), ktery kazdému prvku g € G prira-
zuje linearni zobrazeni T (g) takové, ze (Vg,h € G)(T(g)T(h) =
T(gh)).
@ Prostor V' nazyvame reprezentativni prostor a jeho
dimenzi rozmér reprezentace.
@ Je-li navic T injektivni, nazyvdme takovou reprezentaci
vernou.
o Je-lidim V < oo (existuje tedy konecna baze V'), mluvime o
maticové reprezentaci.



Unitarni reprezentace

e T je vZdy vérnou reprezentaci faktor grupy G/Ker T.
e Prosta grupa ma jen vérné reprezentace (kromé trivialni).

Je-li H Hilbertiiv prostor a T homomorfismus grupy G do mnozZiny
unitarnich operatorti na H, nazyvame T unitarni reprezentaci G
naH.

Dvé reprezentace T : G — V a T' : G — V' nazyvéme ekvi-
valentni, pokud existuje linearni isometrie A : V — V' takova,
ZeVg € G plati T'(g) = AT(g)A™! a je-li navic A unitérni, Fi-
kame, Ze reprezentace jsou unitarné ekvivalentni. (izometrie :
[Agll = [l¢ll, Vo € V)

Pro maticové reprezentace jde o zménu baze.




Lemma (Hilbert)

Kazda maticova reprezentace grupy je ekvivalentni unitarni reprezentaci.

|

Diikaz

Konstrukei: Bud A; matice reprezentujici prvek g; € G. Sestrojime nejprve

hermitovskou matici H = Y7, A,-A}L. Hermitovské matice mtizeme
diagonalizovat pomoci unitarni matice U. Necht tato diagonalizované
matice je:

D=UT'HU =Y UAAIU=> UAUUAIU =) AAT,

kde jsme oznatili A; = U~1A;U. Rozpisem posledni sumy
ZA Al = ZZ (AN (AT = ZZ (A7)

zjistujeme, ze diagonalni cleny D jsou kladné, protoze jednou z matic A’ je
identita (Clen j = k). O




Dikaz

0

o

<

[

=

=

<

<

Proto miizeme vytvofit matice D2 a D~2. Potom z definice zfejmé plati:

I=D"2Y AATD:.

e 5 g . 5 Al _1 1 .
Nyni jiz definujeme matice finalni reprezentace AY = D~2AlDz, o kterych
ukazeme, ze jsou unitarni:

AIAT = D2 ADZID2ATD 2 =
— D A’DzD"ZA’ ’TD*zDzA’TD"

i

— D2 ZA’A’ (AJA)T -

=Dz ZA’k AlD2 =1,
k

Tim je ditkaz dokoncen. Ol




Reducibilni a ireducibilni reprezantace

Vi C V se nazyva invariantni podprostor pfislusny operatoru A,
kdyz (Vo € V1)(Ap € Vq), tedy A(V4) C V4. Pokud se ne-
jedna o trividlni invariantni podprostor, nazyva se takovy podpro-
stor vlastni.

Rikame, ze T je ireducibilni reprezentace grupy G na prostoru V,
pokud neexistuje vlastni invariantni podprostor V' prislusny vsem
operatorim T(g) pro vsechnag € G. Tedy (Vg € G)(T(g)(Vh) C
Vi) = (Vi = 0V Vi = V). V opaéném pripadé se reprezentace
nazyva reducibilni.

Reprezentace je ireducibilni, pokud neexistuje takova podobnostni
transformace, ktera by prevedla soucasné vsechny T(g) na blokové
diagonalini tvar.

Reducibilni reprezentace, kterou je mozné napsat jako direktni sou-
Cet ireducibilnich reprezentaci se nazyva aplné reducibilni.



Bud' T unitarni reprezentace grupy G na Hilbertové prostoru H. Potom:

© Ortogonalni doplnék k Hi (oznaéme Hy) je invariantni podprostor <
H1 je invariantni podprostor.

@ H1 C H je invariantni podprostor < projektor E1 na Hi spliuje
podminku: (T(g)E1 = E1 T(g))(Vg € G).

Q Necht iy € H1 a1y € Ha, pak z predpokladu mame
T(g)lY1) € Hi = Hy a plati

(2| T(g)w1) = 0 = (TT(g)ealtin). (73)

Q@ Miizeme psat H = Hi1 & Ho, tedy V|¢p) € H plati [¢) = |¢1) + [12),
kde 1) € H1 a [¢2) € Ho.

=) Predpoklidame, ze H1, a z predchoziho bodu téz H,, jsou invariantni.

ET(g)ly) = EaT(8)lv1) + E1T(g)ly2) = E1T(g)ErlY) = T(g)E(17\Z/f)>-

<) Z rovnosti Ey T(g)|v) = T(g)Ex|w) plyne Ze T(g)H1 C Hj.



Corollary (Maschke)

Reducibilni unitarni reprezentace je dplné reducibilni.

Kazda unitarni ireducibilni reprezentace konecné grupy ma konecnou
dimenzi n < |G|. Span{T(gi)|1)}, i =1,...,n je invariantni diky
homomorfismu.

1 €EH, Yoo £ 0 D\




Dtikaz J-H prvni cast.

Méjme nejdeldi mozny fetéz normalnich podgrup podgrup
e:NoﬂNlﬂ...ﬂNr:G.

Sporem dokazeme, ze N;y1/N; je jednoducha pro vsechna i: Kdyby
existovalo i tak, ze Nji1/N; neni jednoducha, pak existuje H < Nj1/N;,
H # {e}, H # Njy1/N;. Vezmu-li 7=1(H), tj. vzor H pfi projekci

71 Nip1 — Nip1/N;, pak ze 4.VOI 69 plyne 7=(H) < Niy1 a N; je jadro
projekce 7 : m1(H) — N;, tj. N; <7~ 1(H), takze by bylo mozné 7—1(H)
»vradit” do fetézu a vytvorili bychom delsi fetéz, coz je spor s
predpokladanou maximalitou. Ol

v




8. prednaska chybi



Geometricka interpretace Velké véty ortogonality

Velka véta ortogonality tedy fika, Ze pokud vytvorime vektory Cisel
o poctu prvkii |G| tak, Ze si zvolime jednu ireducibilni reprezentaci
a v ni u-ty radek a v-ty sloupec a prvky vektoru jsou prvky prislusné
pozice v matici IR reprezentace pro vsechny prvky grupy G ve
stejném poradi, pak jsou tyto vektory ortogonalni pro riizné pozice
v matici dané reprezentace a totéz s maticemi neekvivalentnich
IR reprezentaci. (Vzdy mame stanovené poradi prvki v G.) Je—li
|G| = n, potom vektory s n prvky tvori n-dimenzionalni vektorovy
prostor. V takovém prostoru tedy miize byt maximalné n vzijemné
kolmych vektord, a proto plati, Zze )", /,-2 < n, kde suma jde pres
vsechny neekvivalentni ireducibilni reprezentace. (Pozdéji se zde
ukaze, ze vzdy plati rovnost.)



Charaktery reprezentaci

Pro maticové reprezentace zavedeme uziteénou velic¢inu
nezavisejici na bazi — tzv. charakter reprezentace.

Oznaéme stopu matice (T/(gi)) = xi(gi). charakter prvku
gi v reprezentaci T;.
Mnozinu {x(e), x/(g1), x1(g2), x1(g3), - . .} usporadanych
n-tici stop matic T;(g;) nazveme charakter reprzentace T;.
xi(e)=n

Maizeme tvrdit:

© Charaktery ekvivalentnich reprezentaci jsou zfejmé stejné
(podobnostni transformaci Ize jednu reprezentaci prevést na druhou)

@ Charaktery konjugovanych prvkd jsou téz stejné (z vlastnosti stopy),
tj. prvky ve stejné konjugované tfidé maji stejné charaktery.

G=GUGUGUGU...

xi = xi(e), xi(G2), xi(G), xi(Ca) - - -



Ortogonalita charakterd
Corollary

Véta ortogonality pro charaktery prvki grupy:

Zxﬂ “Xv(8g) = ndyp. (75)
geG

0
| A\

Dikaz

Ve velké vété ortogonality postavime o = 3, u = v, tj. vezmeme
diagonalni elementy v kazdé matici a seCteme a |G| = n

i
DD Tl Ti(8)aa |f| dij0uadyaty (76)

p=la=1 geG

Z Xu(gi)*XV(gi) = ’75'//“ (77)
gicG




Diikaz.

Z N,-XM(C,-)*X,,(C,-) = noyp, (78)

kde G = GG U---U Ck a N; je pocet prvkd v konjugované tridé. Prvky

N;
n

Xu(Gi) = xu(Ci) (79)

tvofi ortonormalni systém, ktery je vétsi nebo roven poctu neekvivalentnich
ireducibilnich reprezentaci. Ol

v

Maticové lze zapsat:

x1(G) xi(G) xi(G) ... xa(C)
x2(C) x2(G) x2(G) ... x2(Ck)
Q=|x3(G) x3(C) x3(G) ... x3(Ck)
(@) k(G) xi(Gs) o xkl(Ch)



X1 (CG)Ny
L1 X1 (C2)Na
Q = - Xi(G)N3
X1 (Ci) Ni
Potom
(QQ) =
tj. plati také

L coor

x3(C3)N3
X5(Ci) Ny
0 0
1 0
0 1

3(G)N1 o xp (G M
G(Q)N2 o X (G)N2
X3(GINz ... X (G)N3
X3(C)Ne .o xe(Ci) Nie

0

0

0 | =(QQ),

N, «
Okl = Tk ZXM(CI() X#(C/)v
o



Jak zkonstruovat tabulku charakterd

Tabulka charakterd dava informace o ireducibilnich reprezentacich.
9 v(g) =1, trivialm reprezentace
Q \.(e= C1) = I, rozméru ireducibilni reprezentace
© Pocet ireducibilnich reprezentaci je roven poctu konjugovanych trid.
(ukazeme) Rozméry ireducibilnich reprezentaci /, jsou dany vztahem

>, 12 = n. V mnoha pfipadech m4 tato rovnice jednoznagné Feseni.
© Radky v tabulce musi spliovat (ortogonalita)

Z N:X,u XV CI) = n(su,u,
© Sloupce musi splﬁovat QQ ' =Q'Q)
ZXV (Gl G) = 5 S nd,

@ Prvky uvnitf i-tého fadku spliuji (G;.C; = >, cjjk C, cjjk — kolikrat je
ktera tfida obsazena v sou(:inu.)

NiXV(CI) NJXI/( =1, ZcukaXV(Ck)
k



Dokazeme vztah 6, ostatni uz jsme ukazali, nebo je trivialni

Dikaz.

v kazdé tridé platiX C, Xt = Ci, pro VX € G, tj. X Cx = Ci X, a totéz
také pro reprezentace.

Vytvoime matici 'y = > A;, Cx = {A1, A2, A3, ...}

I, komutuje se vsemi prvky reprezentace a podle Schurova lemmatu

'« = n« I. Upravime vztah pro cjj pro matice I'x. Protoze vyraz vpravo
komutuje se viemi prvky, musi komutovat i vyraz vlevo, tj musi obsahovat
celé konjugované tridy a je takto rozlozitelny.

=> A B _ZAB _Zcukrk,

AeC; BieC;

|

protoze A;B; = D; € Cy. Dosazenim njn; =, Cjink- A udélame stopu:

N
M = mich a také Ty =Y~ Aj = Nixw (G, 1]
i=1
NkXV(Ck)

Mk = I




Tabulka charakterd pro Dg

Dg ma tfi konjugovné tridy E; A, B,C; D,F

G 3G [2G
xi| 1] 1] 1
va| 1] -1] 1
xs| 2| 0] -1

Posledni podminka pro konstrukci tabulek fika:
.G, =3C; +3C3; 3.3=3.1+3.2

G.G3=2C+(C3; 22=21+1.2
G.C,=2G; 32=23

Prvni je vysledek nasobeni tfid a vedle pro pfislusny pocet prvki.
Pro matice I' plati:

MM, =(A+B+ C)(D+ F)=AD+ AF + BD + BF + CD + CF =
=B+C+C+A+A+B=2A+B+C)=2I,



kolikrat je ireducilni reprezentace obsazena v reducibilni

Theorem

Meéjme unitarni reducibilni reprezentaci T(g) rozepsanou pomoci
ireducibilnich reprezentaci jako T(g) = €D, a, T.(g). Oznacme
xX(G) = >, axu(G). Potom pro koeficienty rozkladu a,, plati

=23 NG X, (80)

Diikaz

Rovnost x(C;i) = >_, avxv(Ci) vynasobme N;x;(C;) a vyscitame pres i —
pocet prvkii ve tridé a pouZijeme ortogonalitu charakterii:

Z Nix;, (Ci)x(C Zayz Nix; (Ci)xu(Ci) = Z aynd,, = ayun

|

.

Coz neni nic jiného nez rozklad do ortogonalni baze.

\



Frobeniovo kriterium ireducibility

Tohoto rozkladu vyuziji k nasledujici podmince:

Z Nix*(C)x(G) = Z N,-Zauxi(Cf)ZauXu(Cf) =
i i v Y

— Z Z auay Z Nix; (Cxu(Ci) = Z Z auay niy, = Z |aM]2n
v " i v W

I

Corollary

Z definice je T(g) ireducibilni reprezentace, pravé kdyz pro jednu hodnotu
w je a, = 1. To jest

Z X(u) (&) x(gi) = n. (81)




Regularni reprezentace

Udélgjme si tabulku nasobeni prvki grupy prvky inverznimi:

€ 82 83 84
e e &2 &3 &4
Ae| B |8 e | &es
g3 g3 83 gz e e
g4 g4 g4 g2 g4 g3 €

Regularni reprezentace grupy je mnozina matic, kde kazdému prvku grupy
je pfifazena matice, kterda ma 1 v misté, kde se nachazi dany prvek v
tabulce 1 a v3ude jinde 0. Akce grupy je transitivni, tj. v kazdém slupci a
kazdém radku bude mit reprezentace prvku pravé jednu jednicku.
Oznac&im-li prvky matice v k-tém fadku a |-tém sloupci ay tak mohu psat

0 se rozumi Kroneckerovo delta.

(TC) i) = 32w &) = 5({e "1} &)



Vlastnosti:

@ /e je to maticova reprezentace:

> (108 ()i (TUE) (g1)) iy = 25 {g e} 80)0({8 g}, &) =

k

=> (g {gigo})0({ei 'gi} &) = 6({g, ‘g g} &) =
k

= 3({g; g} {gper)} = (TU)(gogr))i
@ Charaktery:

X" (e) = n, x"2)(g;) = 0 pokud gi #



Pocet neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci

Kazda regularni reprezentace obsahuje kazdou ireducibilni reprezentaci
tolikrat, kolik je jeji dimenze.




Grupy a reprezentace v kvantové teorii

Zajiméa nas grupa, ktera ponecha Hamiltonian invarintni.
Necht R je realna ortogonalni transformace souradnic:

X' =Rx, xI = g Rijx;
i
a inverzni transformace

-1 /
xi=) Ri'x =) Rix;
J J

Takovato matice tvofi grupu viici nasobeni.



Zavedeme grupu izometrickou s transformacni grupou, jejiz prvky piisobi na
funkce a ne na souradnice.

Pr f(Rx) = f(x), Prf(x)=f(R 1x)=g(x).

Je to grupa transformaci svazana s transformaci soufadnic.
Ps[Pr f(x)] = Psg(x) = g(57") = fFIR7(S7'x)] =

= fI(SR) ™ x)] = Psr f(x)

Rotace kolem osy ¢ o 90°

1 0 O
R=10 0 1 ) PRf(X,y,Z):f(X,—Z,y)
0 -1 0




Grupa svazana se Schrodingerovou rovnici

Reseni stacionarni Schrédingerova rovnice dané Hamiltononvym
operatorem H je invariantni viici grupé operatorti komutujicimi s H :

Ay = Ep, PrAY, = PrEbn, H(PrY,) = En(Priby).

Pokud komutuji v, a Pri, jsou vlastni vektory pfislusné téze vlastni
hodnoté E, - degenerace.

Diky tato grupé miizeme z jednoho vlastniho vektoru dopocitat dalsi vlastni
vektory prislusné kazdé dané vlastni hodnoté.

Atom vodiku - stavy s,p, ... se

Pokus jsou vsechny degenerované hodnoty dopocitaelné z grupy symetrie -
normalni degenerace, jinak nahodna.



Predpokladejme, ze hodnota E, je I, krat degenerovana, tj. mizeme vybrat
I, ortonormalnich vlastnich vektorii pfislusnych E,.

Akci operatoru symetrie na vlastni vektor v, dostaneme obecné jiny vlastni
vektor, ktery rozlozime do baze:

e = Pripy, = Z To(R) s utop-

Matice T,(R)x w,u tVOF [, rozmérnou reprezentaci grupy.
A pokud existuje vzdy operator, ktery transformuje vlastni vektor v
kterykoliv jiny vlastni vektor, je reprzentace ireducibilni.

Je vidét, ze plati :
Ta(SR) = Th(S) Ta(R)

a I, vektoril v, tvofi bazi reprezentacniho prostoru.

Grupa Dg je grupou symetrie pro pohyb elektronu v poli tfi protonii v
rozich rovnostraného trojahelniku.

Grupa SO(3) je grupa symetrie pohybu elektronu v centralnim poli.



Resitelné a nilpotentni grupy

Zopakujme:

V grupé G radu podgrup (fetéz) e = Ng < Np < ... < Ng_g <
Ny = G nazyvame kompozicni rada, pokud (Vi,0 < i< k—
1)(N; < N,+1) a Ni+1/N; je jednoducha. Faktor grupy N,+1/N se
pak nazyvaji kompozicni faktory G.

Definice:
Grupa se nazyva resitelna, pokud existuje rada

e:GoﬂGlﬁGz...ﬁGs:G

tak, ze

G,'/G,',l, iZO,l,...,S—l (82)
je abelovska.



Theorem

Konecna grupa je resitelna < kdyz pro kazdy délitel n | |G|, (n, @) =1

ma grupa G podgrupu fadu n. !
Pokud N a G/N jsou resitelé, pak G je resitelna

Dikaz.

Necht G = G/N a e :ﬂo §1_N1 d...d N: GE)k, ze Niy1/N; je
abelovska a necht N = Gy < Gy I Gy ... Gy = G je rada podgrup tak, Ze
Git1/Gj jsou abelovské. Podle 4. VOI existuje G; N < G; a podle 3. VOI

Git1/Gi ~ Giy1/G;.
Tudiz
e:NoﬂNlﬁNz...S]NSZN:GoﬁGlﬁGg...ﬂGszG

a vsechny faktor grupy jsou abelovské. Ol

\




Maximalni podgrupy

Definice:

Maximalni podgrupa je vlatni podgrupa M < G , tak ze neexistuje H
M< H<G.

Lemma

Necht p je prvocislo a P je grupa fadu p?, a > 1. Potom
QO Z(P)#1
@ H je netrividlni normélni podgrupa, potom HN Z(P) # 1
© Pokud H < P potom pro kazdé p® | |H| v H existuje normalni
podgrupa radu p®.

© Pokud H < P pak H < Np(H) (nerovna se, je vlastni, jsou prvky
mimo H, které normalizuji H.)

© Kazda maximalni podgrupa P ma index p.




Horni centralni rada

Definice:
@ Grupa G, definujme

Z0(G) =1, Z(G) =G,
a Zjy1 je podgrupa G obsahujici Z; takto:
Zin1/Zi=2(G/Z)
(tj. Zi+1 je vzor centra Z(G/Z;) v G pri pirozené projekci) Rada
podgrup
2(G)<Zi(G) < ... < Z a1 <

se nazyva horni centralni rada G.
@ Grupa G se nazyva nilpotentni pokud Z. = G pro néjaké c € N, ¢ je
tfida nilpotence G.



Piiklady

@ Pokud G je abelovska, je nilpotentni tfidy 1, protoze
G=2(G)=24(G)
@ Pro kazdou kone€nou grupu existuje n tak, ze
Z(G) = Zh11(G) = Zp12(G) = . ..

Napf. Z,(Dg) = 1 pro viechna n € Z+
Podle definice Z,(G) je vlastni podgrupou pro viechny nilpotentni
grupy.

@ Dg a Qg jsou nilpotentni tFidy 2.



Komutatory a dolni centralni rady

Komutator prvki x, y grupy G je definovan

[yl =x"1y Ixy
a komutator dvou podgrup H, K

[H.K] = {[h,k].h € H,k € K}.
Definice:
Pro kazdou grupu G definujme nasledujici podgrupy:

G°=G, G'=[G,G], G =][G,G.
Potom fada podgrup se nazyva dolni centralni radou grupy G.

G'>Gl>G?> ...

Grupa G je nilpotentni < G" = 1 pro néjaké n. Je nilpotentni tfidy ¢ < ¢
Jje nejmensi Cislo pro néz plati G€. =1




Komutatorové rady a resitelné grupy

Definice:
Pro kazdou grupu G definujme nasledujici podgrupy:

O =g, ¢W=16,6], ¢I+Y =[G G

Potom rada podgrup se nazyva komutatorovou radou grupy G.

GO >cM > c@ >

G=25; G =G'=A;, G2=[S3,As]=As, G =[A3,A35] =1

Grupa G je Fesitelnd < G =1 pro néjaké n.

Zavér:Hierarchie grup
cyklické grupy C abelovské grupy C nilpotentni grupy C fesitelné grupy C

C vsechny grupy
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Reprezentace grup

Reprezentace grup nam umozni
@ vyuzit matematické zakonitosti ke studiu struktury grup

@ z teoretického rozboru reprezentaci grup se dostaneme k ortnalnim
vektorim a bazim v Hilbertovych prostorech.

@ vyuziti v kvantovani systému

Zakladni definice:

Bud' G grupa a V' vektorovy prostor nad télesem T. Potom linearni
reprezentaci grupy G na prostoru V' nazyvame kazdy homomor-
fismus T : G — GL(V), ktery kazdému prvku g € G prirazuje line-
arni zobrazeni T(g) takové, ze (Vg,h € G)(T(g)T(h) = T(gh)).
e Prostor V' nazyvame reprezentativni prostor a jeho
dimenzi rozmer reprezentace.
e Je-li navic T injektivni, nazyvame takovou reprezentaci
vernou, tj. gi # g < T(gi) # T(gj).
@ Je-li dim V < oo (existuje tedy konecna baze V'), mluvime o
maticové reprezentaci. Operatoru T(g) je prirazena matice

A(g) hodnosti n.

Vedl, Simon



Unitarni reprezentace

e T je vzdy vérnou reprezentaci faktor grupy G/Ker (T) (1.
VOlI).
e Prosta grupa ma jen vérné reprezentace (kromé
trividlni)(jadro je e).
Je-Ii H Hilbertiiv prostor a T homomorfismus grupy G do mnoziny
unitarnich operatorii na ‘H, nazyvame T unitarni reprezentaci G

na H.

Dvé reprezentace T : G — V a T' : G — V' nazyvame ekvi-
valentni, pokud existuje linearni isometrie A : V — V' takova,
eVg € G plati T'(g) = AT(g)A~! a je-li navic A unitarni, i-
kame, ze reprezentace jsou unitarne ekvivalentni. (izometrie :
14l = Il Ve € V)

Pro maticové reprezentace jde o zménu baze.




Lemma (Hilbert)

Kazda maticova reprezentace grupy je ekvivalentni unitarni reprezentaci.

Konstrukci: Udélame hermitovskou, zdiagonalizujeme a z ni unitarni. Necht
matice A; reprezentuje prvek g; € G, tj. Aj = T(gj). Sestrojime
hermitovskou matici H = > 74 A,-A}L. Hermitovské matice mizeme o,

diagonalizovat pomoci unitarni matice U. Necht tato diagonalizovana
matice je:

D=UTHU =Y UTTAAIU =Y UTTAUUTTATU =) AJAT,

kde jsme oznacili A: = UL A;U. Rozpisem posledni sumy
DkFZA’ A7) kk—ZZ i U-ZZ Agl”

Cleny Dy jsou kladné.(# 0 protoze e odpovida jednotkova matice).




Dikaz.

: : 1 _t S n e ]
Proto miizeme vytvorit matice D2 a D~ 2. Potom z definice zfejmé plati:

b=D"7Y AAD:.

iie e : e 1 1 .
Nyni jiz definujeme matice finalni reprezentace AY = D™2A’Dz2, o kterych
ukazeme, ze jsou unitarni (ne zcela trivialni):

AAN = D AIDZ DA D2 =
— _1
— Dz AD2[D > ZA’A’*D 2]D2ATD 2 =

— B ZA’ A’A’) D~
— > ZA;(A;TD—% —
k

Cimz jsme zkonstruovali k dané maticové reprezentaci reprezentaci
unitarni.

Moucka, Filip Smolka, Rudolf Paryzkova, Magdalena Leheckova, Tereza Vedl, Simon

Chadzitaskos, Goee



Reducibilni a ireducibilni reprezantace

Definice:
Vi1 C V se nazyva invariantni podprostor prislusny operatoru A,
kdyz (Vo € Vi)(Ap € Vi), tedy A(Vi) C V4. Pokud se ne-
Jjedna o trivialni invariantni podprostor, nazyva se takovy podpro-

stor vlastni V4 #0 a V.

Rikéme, ze T je ireducibilni reprezentace grupy G na prostoru V,
pokud neexistuje vlastni invariantni podprostor V' prislusny vsem
operatoriim T(g) provsechnag € G. Tedy (Vg € G)(T(g)(V1) C

Vi) = (M1 = oV Vv = V). V opacném pripadé se reprezentace

nazyva reducibilni.

Reprezentace je ireducibilni, pokud neexistuje takova podobnostni
transformace, ktera by prevedla soucasné vsechny T(g) na blokové

diagonalni tvar.
T(g) =®.T"(g)

Reducibilni reprezentace, kterou je mozné napsat jako direktni sou-
Cet ireducibilnich reprezentaci se nazyva aplne reducibilni.




Bud' T unitarni reprezentace grupy G na Hilbertové prostoru H. Potom:

@ Ortogonalni doplnék k Hy (oznacme Hy ) je invariantni podprostor <
Hi je invariantni podprostor.

@ Hi C H je invariantni podprostor < projektor Ey na Hy spliuje
podminku: T(g)Ey = E1T(g), Vg € G.

oikez |

@ Necht' |Y1) € Hy a |n) € Ha, pak z predpokladu mame
T(g)[yn1) € H1 = Hy a plati, protoze T 1(g) = T(g™1)
(ol T(g)n) = 0 = (T*(g)vialtin) = (T~(g)vialun).

@ Mizeme psat H = H1 & Ha, tedy V|U) € H plati |¢) = 1) + [¢2),
kde |{1) € Hi a |t2) € Ha.

=) Predpokladame, ze Hi, a z predchoziho bodu téz H», jsou invariantni.

ExT(g)lv) = ET(g)|[t1) + EaT(g)|v2) = EaT(g)Ea|Y) = T(g)EI%-zis)).

<) Z rovnosti E1 T(g)|v) = T(g)ExL|v) plyne Ze T(g)H1 C Hi.




Diisledek

Corollary

Necht T jesynit. reduc. reprez. G na H a necht Hi C H je invariantni
podprostor.

H = Hy B Ho;, potom T = T & T, jsou reprezentace na obou
podprostorech a jsou-li obé ireducibilni, pak je reprezentace (iplné
reducibilni. Pokud ne, opét je miizeme napsat jako direktni soucet na
invariantnich podprostorech atd., atd..

U maticové reprezentace Ize vybérem baze prevést matici na blokové
diagonalni tvar.

kde jednotlivé bloky jsou ireducibilni reprezentace.

Z toho plyne:




Corollary (Maschke)

Kazda reducibilni unitarni reprezentace konecné grupy je iiplné reducibilni.

Dokaze se postupnou aplikace predchozi véty.

Kazda unitarni ireducibilni reprezentace konecné grupy ma konecnou
dimenzi n < |G|,

P € H, Yy 0.
Span{T(gj)|v1)}, i ..., N je invariantni diky homomorfismu. ]

Moucka, Filip Smolka, Rudolf yzkova, Magdalena Leheckova, Tereza Vedl, Simon Chadzitaskos, Goee




Theorem (1. Schurovo lemma)

Kazda matice, ktera komutuje se vsemi maticemi ireducibilni reprezentace
Jje nasobkem jednotkové matice.

(Pozn:= plati obecné, < plati pro konecné reprezentace)

Vime, ze se miizeme omezit je na unitarni matice. Méjme tedy matici M,

pro kterou plati
MA; = AiM, Vi.

Sdruzenim obou stran dostaneme a vynasobenim matici A; zprava i zleva

Ai| MTAT = ATMmT LA

dostaneme A;MT = MTA;, tedy i MT komutuje se véemi maticemi
reprezentace. Nyni miizeme vytvofit hermitovské matice Hy = M + MT a
H_ = i(M — MT) a vyjadfit M = H, — iH_. Potom M je konstantni pravé
tehdy, kdyz tyto hermitovské matice jsou konstantni, a proto se miizeme
omezit na hermitovské komutujici matice H. ]




Hermitovskou matici mizeme diagonalizovat, tedy D = U~*HU a
definujeme A, = U1A;U. Potom plati A'D = DA! diky invarianci
maticovych rovnic viici unitarnim transformacim. Nyni musime ukazat, ze
D je nejen diagonalni, ale pfimo nasobkem jednotkové matice. Napiseme
po slozkach

(A:')ﬁ”’df/f/ D dﬂ-#-(A;)Hu- (A:')h.:/(d:/.v — 1 = (0

Pokud by pro néjaké pw bylo (d,, — d,,) # 0, muselo by byt (A%),, =0
pro Vi, coz je spor s ireducibilitou reprezentace. Odtud dostavame
d,, — dy, Dro Vi, Vi []




Theorem (2. Schurovo lemma

Mame-Ii dveé ireducibilni reprezentace T1 a T> rozméru I, a I téze grupy G
na Hi a Ho a dale necht existuje obdélnikova matice M, pro kterou plati:

MTi(g) = T2(g)M, Vg e G

O,
a

© pokud (h # h)potom M = 0 (nulova matice)

@ pokud h = b je bud’' M = 0, nebo det M # 0, a tedy existuje M=, z
cehoz dostavame MTy(g)M~1 = T,(g) pro Vg € G, a tedy obé
reprezentace jsou ekvivalentni.

Matice M méa /; sloupct a h radki.




Opét uvazujeme pouze unitarni matice a bez Gjmy na obecnosti necht
Iy < . Nyni sdruzenim rovnice pro M dostaneme:

T1(g)MT = MbT1(g)!, Ti(g Y)MT = MT T (g~ Y.

Nyni obé strany vynasobime zprava M a vyuzijeme toho, Ze rovnost plati
pro véechny g,-_l stejné jako pro vSechna g;. Dostaneme (pouzitim
predpokladu)

To(g " YMM™ = MM'Ty(g; ).

Tedy matice MM komutuje se viemi maticemi reprezentace a podle
predchoziho lemmatu musi platit MMT = ¢l.




Uvazujme nejprve | = bk, tedy Mhje Ctvercova matice. Pomoci pravidel
pocitani determinantii mame (det M)2 = ¢, Nyni pokud ¢ # 0, musi mit
M nenulovy determinant. V pfipadé, ze ¢ = 0 mame MMT = 0. Po
slozkach tedy

Z M,u.(_'t- MI Z Mpa Ve — =0 Vpﬂ, 154

Specialné volbou y« = v dostavame >__ [M,.|?> =0, a tedy M,, = 0 pro
Yu, a.

V pripadé, ze 1 < b, tedy M ma /; sloupcti a b radkd, doplni se M
pridanim /, — /; nulovych sloupcii na ctvercovou matici . Plati, ze

NNT = MM?. Jelikoz N ma ziejmé nulovy determinant, dostavame pripad,
kdy M = 0. LI}




Relace ortogonality z teorie reprezentaci

Theorem (velka véta ortogonality)

Uvazujme vsechny neekvivalentni ireducibilni unitarni reprezentace grupy
G. Plati:

G|. . .
Z Tf ,ur/_l:’ )(1,:’3 = uoﬁoycx()v;’ﬂr (3)

[;

g€eG

kde I; je rozmér reprezentace T;.




Nejprve uvazujeme dvé neekvivalentni reprezentace T1 a Ts.
Zkonstruujeme matici:
M = Z Ta(g

kde X je zatim zcela libovolni obdélnikova matice, ktera odpovida
rozmérem. Nyni pouzijeme tranzitivnost grupy a ukazeme komutativitu M:

O,

(M=) T,(f)To(g)XT1(g ™) =

(F)T2(g)XT1(g N To(F 1) To(f) =

g Y T(F) =




Musi tedy platit, ze M = 0Qtedy

Mn.!, — = Z Z T2 nh h/\Tl( ))\,H.- (5)

g

Nyni si zvolime konkrétni matici X a to tak, ze X3, = 1 (jeden prvek je
jedna) a ostatni prvky jsou nulové. Pak predchozi rovnost dava:

0= Z T2( (137-1 up = Z T2 (l J’Tl );u/ (6)
g

kde posledni Gprava je z unitarity matice. To nam tedy dava clen ¢;; ve
vysledku (pro riizné reprezentace je skalarni soucin vzdy 0). ]




Nyni méjme jednu reprezentaci a znovu zkonstruujeme matici M jako:

M = ZTl ) XT1(g™

a ze Schurova lemmatu madme M = cl. Vezméme prvek pi/, coz ndm &4

1 ~
Z Z Tl ,uh h)\ Tl( ))\y’ = CO,u.p’-
g

rovnici:

Opét zvolime X jen s jednim nenulovym prvkem X, = 1. Potom:

Z Tl (g),u.u Tl(g_1 )u’,u" — Cu,v"s,uy’ )

kde indexy u ¢ znadi, ze jeho hodnota zavisi na volbé matice X.
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Nygj zvolime o = 4/ a seCteme pres diagonalu.

Z Tl(gg_l)f/’u = llCm_,r._

g
Z Tl(gg_l),,r,, — Z Ti(e)vry = |G|oyur.
g g

. G|o
Odtud mame ¢, = | e (Zavisi na radu grupy a dimenzi reprezentace).

Zpétnym dosazenim za c dostaneme:

3 1y _ 16l Z
Tl (g);'-ff/ Tl(g 11 f/f/"();f;:’ Tl ,u,r/ Tl( )“r”r.
g

coz dokazuje tvrzeni véty.
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