Fourierova transformace

Dnesni cvi¢eni bude pojato jako praktické seznameni se zavedenim Fourierova—Plancherelova operatoru F. Mys-
lenka je takové, Ze Fourierova transformace definovana jako
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ma smysl pouze pro funkce f t¥idy L'(R", dx), protoze integral na pravé strané konverguje pravé a jen pro
takové. F potom zobrazuje tyto funkce do C,(R") (prostor rychle ubyvajicich funkci, neplést s prostorem funkeci
nekonec¢né diferencovatelnych). Pozor na to, Ze vlivem této vlastnosti
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neni inverzni transformaci k (1), protoZe jejim defini¢nim oborem neni obor hodnot &.
Ponékud péknéjsi vlastnosti ma jeho zuzeni na Schwartziv prostor & 2" $(RY): oznaéime-li Foi=F |§ pak

Fy zobrazuje & sam na sebe a stejné zizeni operatoru (2) je jeho inverzi. Mame tedy

Fo: S(R) - SR,
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Jednou z vlastnosti % je Plancherelova rovnost
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diky které je %, husté definovany operator na L>(R") s normou 1 a miizeme uvazovat o jeho spojitém rozsiteni
(vaéi L2-normé), které bude diky rovnici (4) unitarnim operatorem. Takto ziskany operator

F: Lz(]Rn) — LZ(IRn) (5)

nazveme Fourierovym-Plancherelovym operatorem, jeho inverzi bude podobné spojité roziteni Fy .

Jistou piekazkou v pouzivani operatoru F je, Ze vzorec (1) neni nadale jeho predpisem. L2-integrabilita funkci totiz
nezarucuje, Ze jeho prava strana ma smysl. Nastésti tato situace ma snadné feseni:

a) je-li funkce f € L2(R™) soucasné L'-integrabilni, tedy f € L! n L2, pak vzorec (1) pouzit lze a dava spravny
vysledek,

b) v ostatnich piipadech mizeme funkeci f € L? vymezit na néjakou omezenou mnozinu, naptiklad kouli
B,(0),n € N, ¢imz L!-integrabilitu ziska. Tuto mnozinu pak zvétsujeme a ziskané vektory % f konverguji
v L% — tzv. konvergence podle stredi: ¢i limes in medio, ozn.
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Formou pfikladil se sezndmime je$té s jednou uzite¢nou alternativou pro piipad n = 1.

Piiklad 1: V ptipadé primky trvdime, ze na L?(R) jsou univerzalné pouzitelné vzorce
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V tomto cviteni se presvédéte, e integral ma formu skalarniho soucinu 1(y) s funkei, ktera je rovnéz L%(R),
a proto ma kone¢nou hodnotu V¢ € Z2(R). Ukazte také, ze pro ¢ € L'(R) n L2(R) se jeho vysledek shoduje
s pouzitim (1).

Navod pro druhou ¢ast: existuje integrabilni majoranta nezavisla na x, diky ¢emuz lze derivaci posunout dovnit¥
integralu.



Priklad 2: Ukazte, Ze ve vzorcich (7) je integral na pravé strané absolutné spojity a jeho derivaci podle x lze
skute¢né formalné dospét k (Fi/)(x), resp. (F Jrzﬁ)(x) (stadi jeden z nich).

Névod: zlomek (¢ —1) /(iy), jakozto funkce y, je Fourierovou transformaci X(0,x) € LY(R)NL%(R), a integrand je
diky tomu mozno psat jako (F (g x)(¥), ¥(¥)). Pak pouzijte unitaritu a rozepiste skalarni soucin zpét na integral.

Priklad 3: Ukazte, ze vzorcem F JrQF je na L2(R) uréen operator hybnosti - toto jednak pfedstavuje jeho unitarni
ekvivalenci s Q a soucasné jeho spektralni reprezentaci. To znamena: ukazte, Ze ma predpis ¢ — —iy’ a jeho
defini¢ni obor F JrD(Q) se shoduje s D(P). Odvodte na zakladé této informace spektrum o(P).

Navod: viz feSeny ptiklad 7.4.12.



