
Příklad 1: Pro jednotkové vektory 𝜑, 𝜓 ∈ ℋ napište předpis, jak působí projektory 𝐸𝜑 , 𝐸𝜓 na obecný vektor
𝑥 ∈ ℋ . Přesvědčte se pomocí tohoto zápisu o obecné platnosti vztahu Tr(𝐸𝜑𝐸𝜓 ) = |⟨𝜑|𝜓 ⟩|2.

Příklad 2: Ukažte, že vektory 𝜓𝑛 ≔ 𝜒(𝑛,𝑛+1) jsou v 𝐿2(ℝ) jednotkové, patří do 𝐷(𝑄), ale jejich normy ‖𝑄𝜓𝑛‖ rostou
nade všechny meze. Jak byste sestrojovali posloupnost se stejnými vlastnostmi pro 𝑃?

Příklad 3: V předchozím příkladě posloupnost (𝜓𝑛)∞𝑛=0 nekonvergovala. Najděte pro 𝑄 konvergentní posloupnost
vektorů (ne nutně jednotkových) z 𝐷(𝑄), pro které tato posloupnost norem také diverguje.

Návod: zvolte si nějaký vektor z 𝐿2(ℝ), který dodatečnou podmínku definičního oboru 𝑄 porušuje, a hledejte
vhodnou posloupnost konvergující k němu.

Příklad 4: Ukažte, že operátory 𝑃𝛼 na úsečce (ve značení z přednášky), dejme tomu ⟨𝑎, 𝑏⟩ = ⟨0, 2𝜋⟩, mají –
– narozdíl od hybnosti volné částice na přímce – bodové spektrum.

Příklad 5: Zkoumejte diskrétní verzi operátoru polohy pro částice existující na kvantizované přímce, tj. ℋ =
ℓ2(ℤ), působící jako 𝑄ℤ∶ (𝜓𝑚)𝑚∈ℤ ↦ (𝑚𝜓𝑚)𝑚∈ℤ. Napište jeho přirozený definiční obor a ukažte, že je na něm
samosdružený.

Návod: Viz řešený příklad 7.1.6. Základní myšlenkou je, podobně jako jsme použili u 𝑃 , operátor 𝑄ℤ vymezit na
𝑄̇ℤ definované na posloupnostech s kompaktním nosičem, a ukázat, že 𝑄̇∗ℤ = 𝑄ℤ.
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