Treti postulat kvantové fyziky

Pro vysloveni tfetiho postulatu potfebujeme tentokrat doplnit jen jednu rychlou definici.
Definice.  Operéatorovou funkci U: R? — % (%) nazveme unitarnim propagatorem, spliuje-li
Vr,s,t € R: U, s)U(s,r) = U(t,r) 1)
a je-li v obou parametrech silné spojita.
Postulat 3 (o ¢asovém vyvoji).

a) Casovy vyvoj uzavreného kvantového systému je popsan unitdrnim propagatorem: existuje takové U(Z, s),
7e pro vSechna t, s je

W, = U(t,s)W,U(t,s)"}, resp. 4 = U(t,s)ys (pro &isty stav). (2)

b) Propagator konzervativniho systému U(t, s) spliiuje Vt,s,7 € R: U(t + 7,s + 1) a je uréen pozorovatelnou
energie — Hamiltonidnem jako _
U(t,s) = e it=S)H (3)

c) Casovy vyvoj systému s ¢asové zavislym Hamiltonidnem je pro smiSené, resp. Eisté stavy uréen rovnicemi

i%(wtw = (HOW, - W,H®))Y,
d ¥
lalﬁ = H(t)lﬁt

Vsechny tii ¢asti postulatu spolu souviseji. Cast a) je univerzalné platna, ale neurcuje zadnou spojitost s fyzikou.
Cast b) ukazuje, jak miize propagator byt jednoduse vyjadien pomoci operatoru energie, ale funguje jen pro
konzervativni systémy. Cast c) nakonec zobectiuje Schrédingerovu rovnici, ktera plyne z b), i na systémy ne-
konzervativni. Toto pochopitelné otevira nékolik otazek o vzajemné konzistenci pozadavki, kterou dnes a zitra
prozkoumame.

Stoneuv teorém

Nejprve prozkoumame, jak souvisi ¢asti a) a b). Dodate¢na podminka na propagator U(t + z,s + 7) = U(t,s)
vyjadfuje nezavislost ¢asového vyvoje fyzikalni soustavy na volbé pocatku c¢asové reference, coz je jednoduse
definice konzervativity. Unitarni propagator je tak plné pfedepsan jednodu$sim zobrazenim U : R — % () jako
U(t,s) = U(t —s) (pouziti stejného symbolu U typicky neptisobi Zadné zmateni), které ma vlastnosti silné spojité
jednoparametrické grupy unitarnich operatoru, ¢i jednoduseji silné spojité jednoparametrické unitarni grupy
(v tomto textu budeme zkracené psat SSUG).

Pozadavek silné spojitosti je pfi vyjadfeni b) motivovan tim, Ze podle pravidel funkcionalniho poétu z bodové
spojitosti funkci e ¥ v parametru ¢ plyne silnd spojitost e *H 7 hlediska stejného parametru. Ukéazeme, Ze je
i postacujici podminkou k opa¢nému zavéru. Pro tento ucel prozkoumame hlavni vlastnosti silné SSUG.

Z grupové vlastnosti U(t + s) = U(#)U(s) a z podminek unitarity okamzité plynou nasledujici vlastnosti:

« libovolné dva prvky SSUG komutuji,
U0 =1,
UMD =U® =UQ®)".



Pro pevné ¢ € # dale zkoumejme vektorovou funkei f : t — U(t)y). Ze silné spojitosti plyne, Ze prot — 0
konverguje f(¢) k i, pficemz miZe a nemusi konvergovat také derivace v nule, definovana limitou

s JO=f0O)  U@®) -1
f(())—}l_{% —t _}1—{%(—1‘ 1//) (5)

Sestavime mnozinu D vSech takovych ¢. Linearita vystupujicich zobrazeni implikuje, Ze se jedna o podprostor #,
aze

t—0 j

T:Dﬁ%:lﬁHlim(U(t?t_Ilﬁ) (6)

tedy piedepisuje néjaky linearni operator. Takto definované T nazveme generatorem SSUG U(2).

Poznamky: Jakmile ¢/ € D, patii do D také U(s)y pro kazdé s a operator T s U(s) komutuje. Oboji plyne z nasle-
dujiciho rozpisu:

Ty = i SOV U, VOO ) W _yry. )

= lim

U0l

Véta (1L.11).  Jestlize A € Ly(F), pak U: t > €4 je SSUG a A je jeji generator.

Diikaz. Vsechny podminky SSUG plynou z pravidel funkcionalniho po¢tu, o silné spojitosti jsme v této souvis-
losti mluvili jiz vySe a ostatni jsou podobné pfimocarymi disledky. Pfesvéd¢me se tedy o druhé ¢asti tvrzeni.
Oznalme T generator U(t).

Necht iy € D(A). Limitu na pravé strané (6) mizeme pro U(t) = e!'4 ekvivalentné vyjadiit pomoci funkce
operatoru A jako

lim (AW, i) = (€% = 1)/, ®)

Funkce f; je prot # 0 omezena a spojita, coZ jsou postacujici podminky i pro f; € L*(R, dEg). Dale funkce
x > x patii do L?(R, dEp). Vyjadiime

I = AW = | 100 =t i ©)

V integrandu na pravé strané vystupuje funkce shora omezena funkei (2|x])?, ktera je podle d,ulglA) pro ¢ € D(A)

L'-integrabilni a tvofi tak integrabilni majorantu potiebnou pro pfevedeni na integral limitni funkce. Ovsem

Vx € R: }51(1) filx) =x (10)
a tedy
lim [(fi(4) — AI* =0, lim f,(A)y = Ay. (11)

Odsud také ¢ € D(T) a Ty = Ay.
Necht naopak ¢ € D(T). Limita lim,_, f;(A)y tedy existuje a je rovna Ty =: ¢. Stejny vysledek plati pro normy:
Ve>0:30>0:VieR |t <J: |fi(AW] — ol < e (12)
Za ¢ zvolime libovolné. Pro |t| < & je
|ACAYE < (ol + ),

A (13)
[ LGP a2 < ol + 02
Protoze na levé strané jedna o integraly nezapornych funkci, mizeme pouzit Fatouovo lemma. Podle néj mizeme
integrovat lim inf,_, | f;(x)|? = lim;_,o | f,(x)|* = x? a integral bude shora omezen lim inf,_,, integral®, ale protoze
vSechny sdileji (alespon na §-okoli nuly) stejnou horni mez, je tento vyraz konec¢ny. Rovnice

J x? dyl(pA)(x) < 0 (14)
R
je vak pfedpisem pro nalezitost  do D(A). Spolu s pfedchozim vysledkem jiz A = T. O



Neméné dulezita je véta, ktera ukazuje opac¢ny smér, ale kterou jiz ponechame bez dikazu.

Véta (Stone, 11.1.2).  Ke kazdé SSUGU: R — U () existuje pravé jeden samosdruzeny operator A takovy, ze
Vi e R: U®t) = €4,

Toto pro konzervativni systémy opraviiuje soucasnou platnost ¢asti a) a b) postulatu: spliuje-li propagator
U(t, s) podminku invariance véi ¢asovému posunu, pak ¢ — U(t, 0) tvofi SSUG, ke které nalezneme generator a
podle Stoneovy véty je samosdruZenym operatorem. Cast b) potom tik4, Ze timto operatorem musi byt (zdporné
vzaty) Hamiltonian. Naopak, vyjdeme-li z rovnice (3), prvni véta fika, ze U(s+1, s) je SSUG z hlediska parametru
7, z ¢ehoZ snadno odvodime, Ze splituje (1).

Poznamka: Pro hermitovsky operéator A je operatorové funkce U(t) = €4 stejnomérné spojita. Naopak genera-
torem stejnomérné spojité jednoparametrické unitarni grupy je omezeny operéator, protoze limitu (U(t) — I)/(it)
lze provést v operatorové normeé. Plati tedy analogie obou tvrzeni za téchto uprav predpokladi i zavért. Ovsem
v kvantové fyzice Hamiltoniany béZné omezené nejsou.

Schrodingerova rovnice

Trieti ¢ast postulatu je jesté zcela jiné formy nez prvni dvé a mluvi o vyvoji stavu jako o diferencialni rovnici.
Podivame se nejprve, jak rovnice tohoto tvaru vznikne z (2) v pfipadé konzervativniho systému, o kterém jiz
mame dodate¢nou informaci poskytnutou ¢asti b).

Véta. Necht H € £,(#) je Hamiltonian konzervativniho systému, necht pro nékteré s € R je ¢/, € D(H). Pak
funkce R - # : t — i, piedepsana (2), spliiuje V¢ € R: ¢4 € D(H), je diferencovatelna a pro jeji derivaci plati

d
i% = Hy,. (15)

Diikaz. Proy € D(H) mame Vt € R: U(t)y € D(H) v dasledku skute¢nosti, ze U(t), jakozto funkce H, komutuje

s H soucasné jako omezeny operator:

Ut —s)HC HU(t —s), ys€ D(H)= 1 =U(t — s)y; € D(H). (16)

Derivaci na levé strané (15) 1ze psat jako
o Y= U+t = s UG =)
ilim ——— =ilim =
7—0 T —0 T

—U(t—s) 11_{% w 17)

1T

Ovsem na pravé strané rozeznavame defini¢ni vztah pro generator U(t) piisobici na s € D(T). ProtoZe genera-
torem je —H, existence limity je podminkou ¢, € D(H) zaru¢ena a hodnota pravé strany rovnice je U(¢t —s)Hy, =
HU(t - s)ys = Hyy. O

Véta (17.1.1).  Necht W je statisticky operator vystupujici v (2) a H Hamiltonian uzavieného systému. Plati-1i
W,D(H) C D(H), pak pro viechna ¢ € D(H) je funkce R — % : t = W, diferencovateln a spliiuje rovnici

W = (HW, — W), (18)

Diitkaz. Ze vztahu U(t)D(H) C D(H) odvodime

(16) predp. (16)
W,D(H) = U(t — )W, U(s — )D(H) C U(t — s\W,D(H) C U(t —s)D(H) C D(H), (19)

takze vlastnost W;D(H) C D(H) se také, podobné jako v minulé vété i, € D(H), pfenasi z s na viechna t € R,
coz dava smysl pravé strané (18). Pro levou stranu potom

i Ve =W J = lim U@WU(-1) - W, J = lim U@OWU(-1) —U@OW, + UDW, - W, " (20)
=0 T 7—0 T 7—0 T
Po posledni upravé 1ze limitu rozdélit na dvé ¢asti, které zvlast konverguji k iW,Hy a —iHW, ). O



Vsimnéme si obzvlast, Ze rovnice (19) je formulovana v ,silném® smyslu, akci na vektor . Diivodem je, Ze opera-
tor vystupujici na jeji pravé strané zpravidla neni omezeny. Takovy by nemohl byt limitou omezenych operatora
ve stejnomérné topologii, a tedy ani derivaci.

Nyni je evidentni, Ze ¢ast c) postulatu je formulovana jako zobecnéni téchto dvou zavéra, platnych pro konzer-
vativni systémy, ndhradou operatoru H za operatorovou funkci H(¢). Tam ale zaruky, které davaji konzervativni
systémy, kon¢i. Zatimco pro konzervativni systém je Schrédingerova rovnice ekvivalentni formulaci (3) (protoze
e it=9)H s je jejim feSenim na D(H) a odsud spojité rozsitime), ktera je ¢asti a) ekvivalentni a jen dodava vyznam
generatoru ¢asového vyvoje, v ¢asti ¢) se muize ledacos pokazit:

« vektor i, ktery byl v D(H(s)), se muze vyvinout na ; ¢ D(H (%)),

« mnozina pocatecnich vektord, pro které Schrodingerova rovnice méa feSeni na daném intervalu, nemusi
byt husta (a urovat tak propagator jednoznacné), a pokud je, neni zaruéeno, Ze vyvojovy operator ma
vlastnosti propagéatoru,

« naopak, derivaci akce propagatoru na ¢ nemusime dostat samosdruzeny operator.

Je tedy tieba brat Casti a) a c) tak, Ze se vzajemné dopliuji. O vyvoji nekonzervativniho systému tak tfeti postulat
pozaduje, aby byl jednak unitarni, ale k tomu jesté uréeny Schrédingerovou rovnici. O nékterych situacich, kdy
z Casové zavislého Hamiltonidnu mizeme unitarni propagator s jistotou sestavit, se pobavime na pfisti hodiné.



