Par poznamek o konvenci a znaceni

Budeme se snazit pouzivat podobny formalizmus jako funkcionalni analyza, ob¢as ponékud uvolnény v mistech,
kde ptijde vice o obsah sdéleni nez o jeho plnou matematickou ,nepristrelnost®.

V celém pfedmétu bude bez vyjimky platit

operator = linearni operator,
projektor = ortogonalni projektor,
posloupnost = nekonectné posloupnost,
spoCetny = spocetné nekonecény.

Neékteré budouci otazky vyrazné zjednodusi, zavedeme-li nékolik jednoduchych nastroji teorie mnozin.

Ordinalni ¢isla

Necht n € INg. Relaci m < n, bez dalsi specifikace vyznamu symbolu m, budeme rozumeét enumeraci od nuly do
n — 1. Zavést tuto konvenci (indexaci od nuly) namisto béznéjsiho pocitani 1...n ma hlavni vyhodu v tom, zZe
jakmile n je prvni spocetny ordinal w, tvar vyraz napi.

Z ()3 (xm)m<w’ Vm < w: aPOd- (1)

m<w

se nemusi nijak zménit, aby fungoval jako soucet, seznam, kvantifikace apod. pfes vSechna pfirozena ¢isla (s nu-
lou). Jestlize v tomto kontextu pouzijeme (jak je tradi¢ni) symbol co, ma stejny vyznam jako «. Pfi s¢itani od
jedné bychom museli rozliovat, zda horni mez zahrnout ¢i vyloudit, srovnejte s vyrazy:

(%15 eees %) vS. (X1, X9,...), VR €{l,2,...,n} vs.¥Vn € N apod. (2)

Mnozina i := {m|m < n} obsahuje pravé n prvka pron € Ny, @ = {n|n < 0} = N; apod.

Za takovou horni mez potom nemusime brat jen pfirozena ¢isla s nulou nebo spocetné nekonecno, ale ma smysl
mluvit o libovolnych ordinélnich ¢islech: napfiklad

(% )n<wa = (x> X1, X2, ... [nekoneéné mnoho &lend], x,,, X1 1, ... [jesté jednou nekonecno]). (3)

Relace < ma ve von Neumannové konstrukei ordinalnich ¢isel (kde m a m jsou tyz objekt) identicky vyznam
jako €, ale hlavni pouziti bude zustavat pro n € IN; nebo n = w a v téchto pfipadech je vyznam < nazornéjsi.

Mnoziny indexované ordinaly ocenime napfiklad v konstrukei bazi Hilbertovych prostort, kdy se muze hodit
napfiklad napojit dva seznamy bazovych vektort za sebe a nemuset uvazovat, v jakém poradi je vy¢islit, jsou-li
nekoneéné. Ordinaly existuji libovolné velké (ve smyslu mohutnosti), takZe stejna konvence je pfipadné pouzi-
telna beze zmény i pro neseparabilni prostory, jejichz baze jsou nespocetné.

Tiida vSech ordinal ma dobré usporadani.
Kardinalni ¢isla

Kardinalni ¢isla budeme brat jako nejmensi ordinal — ¢i minimum vS$ech ordinalnich ¢isel — stejné mnozinové
mohutnosti. Nejcastéji se budeme setkavat opét s pfirozenymi ¢isly s nulou nebo se symbolem &, = w, ale
nechame oteviené i dalsi (vy$si) moznosti.

Kardinalni ¢isla budou mit hlavni vyznam jako mohutnost mnozin a potazmo dimenze prostori. Napfiklad
vSechny separabilni nekone¢nérozmérné Hilbertovy prostory maji dimenzi &y. Vzhledem k tomu, Ze toto ¢islo



bereme rovné ordinalu o, ma smysl jej také pouzivat jako horni mez ve smyslu prvni sekce. Tedy napftiklad
ortonormalni bazi prostoru # zcela libovolné dimenze muzeme zapisovat jako mnozinu

(en)n<dim 7- (4)

Soucet pres mnozinu libovolné velikosti

V matematické analyze jste vidéli, Ze jakmile fada

o0
ES (5)
n=1
splituje podminku absolutni konvergence,
(o]
S = Z |xn| < OO, (6)
n=1
pak konverguje i (5) a hodnota souctu (limity) nezavisi na potadi s¢itani ¢lent x;,.
Protoze v podmince (6) se s¢itaji nezaporna ¢isla, hodnota souctu pies libovolnou kone¢nou podmnozinu N € IN,
je mensi nebo rovna nez S a hodnotu S 1ze pocitat jako supremum souctl pfes takové kone¢né podmnoziny. Tim
se zbavime zavislosti na pouziti linearniho usporadani indexové mnoziny IN; a neni potom velky myslenkovy
krok uvazovat o s¢itani pfes jiné nekoneéné mnoziny, které linearni usporadani mit jiz nemuseji ¢i nemohou,

idealné na nespocetné nekonecné mnoziny.

Uvazujme tedy rozsifeni definice sumy nezapornych ¢isel jako

Y bl = SupiZ 1%

neM neN

NCcM,N koneéné}. (7)

Za podminku absolutni konvergence Y.,y X, budeme brat, zda tato hodnota je konen4. Jiné nez absolutné
konvergentni sumy pies obecné nekone¢né mnoziny nebudeme definovat.

Je rychlym, ale zcela klicovym pozorovanim, ze aby tato podminka mohla viibec nastat, neni mozné, aby x;
nabyvalo nenulové hodnoty na vétsi nez spocetné mnoziné. Plati totiz

My = {ne M|x, =0} = U{neM‘|xn|>l} ®)
helN, h
0

a pro absolutné konvergentni sumu na pravé strané mame spocetné sjednoceni konecnych mnozin. Pokud by
totiz pro nékteré h € Ny, mnozina My, = {n € M||x,| > 1/h} byla nekoneéna, lze volbou stéle vétsich kone¢nych
podmnozin N C My, |[N| = s v (7) dosdhnout zafazeni hodnot zespoda omezenych s/h do suprema, které nemaji
horni mez.

Dulezity poznatek tedy je, Ze a¢ v principu miZeme uvazovat nespocetné mnoho séitancu, jen nejvyse spo-
¢etné mnoho z nich musi byt nenulovych, aby suma absolutnich hodnot (7) mohla konvergovat. S podminkou
absolutni konvergence jiZ je definice souctu obecnych ¢isel jednoducha: po vytazeni vech nenulovych ¢lent

ziskavame
def
2 %= ), ©)
neM neM,
kde jiz s¢itame pies spocetnou mnozinu v libovolné enumeraci, coz umime.
S nahradou absolutni hodnoty za normu lze myslenku pouZit i pro s¢itani prvka obecného Banachova prostoru,

napt. Fouriertiv rozvoj a Parsevalovu rovnost v libovolném Hilbertové prostoru s ortonormalni bazi (e,)n<dim %
(srv. s komplikacemi komentéfe za vétou 4.2.8 nevyuzivajicim zobecnénych sum).

x= ), (@xe = ) e (10)

j<dim # j<dim #



Prostory £# a L?

Za prostor {2 se ¢asto uvazuje prostor posloupnosti komplexnich ¢isel. My budeme ve znaceni ponékud vice
explicitni, budeme s nové nabytym nastrojem zobecnénych sum pouzivat definici umoziiujici obecnou indexovou

mnozinu M,
>l < oo}. (11)

[Z(M) = {(xn)neM ecM
nemM

(Vyraz CM obecné XY, znaéi mnozinu vech funkci z Y do X, zde tedy vSech zobrazeni M — C.) Tradi¢ni vyznam
{2 v tomto znaceni odpovida £2(IN).

Kazdy takto sestrojeny prostor je Hilberttiv s dimenzi rovnou mohutnosti M. Mizeme tedy jednotnou konvenci
obsahnout prostory kone¢né dimenze £2(f) (které oviem staci znagit C*), spocetné rozmérné prostory, jakym je

napi. 2(INy), ale i neseparabilni Hilbertovy prostory.

Piikladem budiz % = £2(R). Jeho prvky jsou funkce f: R — C, nenulové na nejvyse spocetné mnoziné M £

spliujici
SIf@E= Y IR < co. (12)
x€R xeMy
Skalarnim souinem v #}, je
F O = D F@e0= Y F@e), (13)
x€R xeMynM,

snadno se pfesvéd¢ime, ze ani limitnim pfechodem v cauchyovskych posloupnostech prostor # neopustime.
Takovy prostor miizeme pro ucely piiklad povazovat za referen¢ni formu Hilbertova prostoru dimenze kontinua
stejné, jako £2(IN) je izomorfni libovolnému Hilbertovu prostoru spocetné dimenze.

V prostorech L? uvazujeme znaceni L?(X, dy) umoziiujici obecny métitelny prostor X a miru p. Jestlize se jedna
o Lebesgueovu miru na R” nebo néjaké jeho oteviené podmnoziné Q, pouzivame L2(Q, dx), pro zvyraznéni, Ze
x obsahuje viechny soufadnice, piipadné pouze L?(Q). Umoznime také L?(X,Y, du) apod. pro prostory funkci
z méfitelného prostoru X do néjakého Banachova prostoru Y, analogicky £2(X,Y).



