Kompaktni, Hilbert-Schmidtovy a jaderné operatory

Jaderné operatory jsou zvlastni druh kompaktnich operatori, pfipomeneme tedy nejprve, co vime o nich. Vsechny
poucky pripadné mizeme najit v B-E-H kap. 6.1 - 6.2.
1. Kompaktni operatory Fo(#’) jsou z definice podmnozinou omezenych operatorii na Hilbertové prostoru.
2. Operator C je kompaktni < zobrazuje omezené posloupnosti na posloupnosti s hromadnym bodem.
3. Ekvivalentné: operator C je kompaktni < zobrazuje slabé konvergentni posloupnosti na konvergentni.
4. Mnozina J(#) je podprostorem v B (') a je uzaviena vzhledem ke stejnomérné topologii.

5. Mnozina (%) tvoti v B(H ) oboustranny x-ideal: pro C kompaktni a B € B(¥’) jsou BC, CB, C* také
kompaktni operatory.

6. Spektrum kompaktnich operatort na nekonecnérozmérném # vidy obsahuje nulu, ktera miize a nemusi
byt vlastni hodnotou. VSechny ostatni body o(C),C € 7, jsou vlastni hodnoty koneéné nasobnosti a
nemaji zadny jiny hromadny bod neZ (pfipadné) nulu.

7. Mnozina vlastnich hodnot C € %, je nejvyse spocetna.

8. Omezeny operator je kompaktni pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost konecnérozmérnych operatori,
ktera k nému konverguje podle normy (tj. stejnomérné).

9. Kazdy normalni kompaktni operator ma ¢isté bodové spektrum: existuje ortonormalni baze # tvorena
pouze jeho vlastnimi vektory.

Kompaktni operéatory jsou tedy stejnomérnym uzavérem mnoziny kone¢nérozmérnych operatortt # (%), da-
nych definici
Be F(#) < dimRanB< co. 1)

Pro kone¢nérozmérné prostory je kazdy operator konecnérozmérny a tedy fetézec inkluzi
F(H) C Iu(H) C B(H) (2)

kolabuje na rovnosti. Pro nekoneénérozmérné prostory existuji omezené operatory, které nejsou kompaktni - je
to zejména priklad jednotkového operatoru! - a existuji kompaktni operatory, které nejsou kone¢nérozmérné.

Doplnime vétu, kterou jste pravdépodobné neslyseli:

Véta. Kompaktnost je postacujici podminkou k zavedeni singularniho rozkladu operatoru C € ZB(%). Tedy:
pro kazdy C € 7,(#) existuji ortonormalni baze (e,)n<dim %> (fu)n<dim 7 @ nerostouci zobecnéna posloupnost
Uy, € (0,00) Vn < dim # takové, Ze

Vxe I :Cx= Z ta(en, %) fr- (3)
n<dim %

Naopak, svymi bazemi (e,)p<dim %> (fo)n<dim o @ posloupnosti (1;)n<dim 7 je operator C € B(F') plné urlen.
Diikaz je zaloZen na polarnim rozkladu omezeného operatoru B € () (kterou jste doufam slygeli!):

Véta (5.5.9). Ke kazdému B € B(X’) existuje pravé jedna parcidlni izometrie Wy na % takova, ze B = Wpg|B| a
Ker Wg = Ker B. Plati Ran Wg = Ran B.

Tu dokazovat nebudeme a pfejdeme k ditkazu singularniho rozkladu.

Diikaz. Uvazujme absolutni hodnotu |C| = VC*C a parcialni izometrii W takovou, ze W |C| = C. Operéator |C| je
také kompaktni, protoze |C| = WC a jestlize obraz slabé konvergentni posloupnosti (x,),—, pfi C je konvergentni
posloupnost (Cx;,)p2y — ¥, pak obraz pfi |C| je (WECxy)neg — Wi .



Vlastni ¢isla |C], o kterych vime, Ze nenulovych je nejvyse spocetné mnoho a maji koneénou nasobnost, navic
jsou diky pozitivité |C| redlna a nezadporna, mizeme diky témto vlastnostem setadit do neklesajici posloupnosti
s opakovanim () )pcdim : M < n < dim % = w,, > p, > 0. Pro operatory na neseparabilnim # tato posloup-
nost po nejvyse spocetném poctu prvku piejde na konstantni nulu.

Absolutni hodnota |C] je jiz hermitovsky operétor, odsud normalni a plati pro néj Hilbert—-Schmidtova véta. Diky
ni mtizeme ke vlastnim ¢islim (1,),<dim % najit vlastni vektory (e;)n<dim %> Které spliiuji [Cle, = e, a tvofi

ortonormalni bazi # .

Rozlozme nyni obecny prvek x € # jako

x= Y (e ®en, @)
n<dim #
potom akce |C| na x dava
Clx=" Y (en®)Clen="D  tmlen X)en. ()
n<dim # n<dim #

Necht ny = min{n < dim & | y, = 0}. Pak vektory (e,)p<p, tvoii ortonormalni bazi prostoru Ran |C| = (Ker Ich*
a tedy pocate¢niho prostoru parciélni izometrie We. Jejich obrazy (Wcep)n<n, pak tvoii ortonormalni béazi ko-

ne¢ného prostoru, kterym je Ran C. Protoze plati

Jn=Wen, [Clen = pen, pn >0 Yn <ny, (6)
lze také psat
en = :ur71|c|en» Jo= H;1W|C|en = ,u;lCen, Yn <ny. 7)
Odsud jiz plyne
Cx = Z (e, x)Cey = Z (en, x)Ce, = Z (€ns i fr = Z Hn(ens X) fn 8)
n<dim # n<ny n<ny n<dim #
po doplnéni ON baze (f,)n<,, prostoru Ran C na ON bazi (f,)p<dim 5 celého # libovolnym zpiisobem. O

Nenulovi ¢isla v posloupnosti (4, )n<dim g7 tvotici neklesajici posloupnost (41,)n<p,, se nazyvaji singularni hod-
noty operatoru C.

Mezi jejich podstatné vlastnosti patfi:

« Jestlize operator C € %, je pozitivni, pak pojem singularnich hodnot splyva s pojmem (nenulovych)
vlastnich hodnot a rozvoj (3) nahrazuje (5). Ov$em jiz pro hermitovské operatory, které maji nékteré vlastni
hodnoty zaporné, nastava rozdil.

« Predchozi bod obcas potkavame v Diracové znaceni. Uvazujme pro tuto chvili pouze kone¢nou dimenzi.
Kde rozklad C do vlastnich podprostorti mé tvar

C= Z/li Wiy Wil o =1{Ak ©)

a je podminén diagonalizovatelnosti matice C, singularni rozklad by odpovidal

C=> mley il {mk = o(VC*C) < (0,) (10)

a v prostoru matic existuje vZdy (dokonce lze hledat i pro obdélnikové matice). Maticové lze psat ve tvaru
C=VDW, (1)

kde D je diagonalni a V, W unitarni, pfipominajicim pfedpis diagonalizace. Narozdil od ni v§ak V a W
nemuseji byt vzajemné sdruzené, zato D je vymezen na nezaporna ¢isla na diagonale. Pro pozitivné semi-
definitni C se vSechny tyto rozdily stiraji.

« Nejvyssi singularni hodnota, 1, je rovna operatorové normé |C|. O tom se mizeme pFesvédcit naptiklad
tak, Ze je z definice rovna spektralnimu poloméru |C| (je jednoduse jeho nejvyssim vlastnim ¢islem). Ovsem
pro omezeny normalni operator je spektralni polomér a norma totéz (5.3.3) a stejné tak se rovnaji normy
IICll a |C, protoze |Cx| = ||C|x| pro kazdé x € .



Hilbert-Schmidtovy operatory

Tato tfida, oznacovana .%,, byla extenzivné zkouméana na Funkcionalni analyze, obzvlasté z dvodu své relevance
pro integralni operatory. Stejné jako u %, se jedna o oboustranny ideal v % (%), tj. jakmile omezeny operator
vynasobime Hilbert-Schmidtovym, vysledek je jiz také H-S, a B € F5(#) < B* € Fo(K).

Podminka pro néalezitost operatoru B do .%; je zapisovana

> Bl < oo, (12)

j<dim %

kde (e;)j<dim 9 je ortonormalni baze % . Ukazuje se vyznamné tvrzeni, Ze hodnota na levé strané nerovnosti na
konkrétni volbé baze nezavisi. To umoziuje prostoru .#, dat normu

BeJy: |Bla:= | ). [Bel? Bl >1B| (13)
j<dim #

indukovanou skalarnim souc¢inem

B.C€.%:(B.C)y:= ., (BeCe)= Y. (e B"Ce;) (14)
j<dim #& j<dim %

pochopitelné také na bazi nezavislym (lze ziskat z normy polarizaci). ., je vici této normé uplny a stava se tak
Hilbertovym prostorem. (Pozor, viiéi operatorové normé Uplny neni, to je jen %.)

O této normé si uvedeme dvé zajimavosti, které nemuseji byt na prvni pohled patrné:

« V dané bazi miizeme rozlozit také s¢itanec sumy (13) Parsevalovou rovnosti a ziskat tim dvojnou sumu

IBIZ="> > e Bepl. (15)
j<dim & k<dim %
podobné pro skalarni soucin
(B.Ch= Y >, (e Be) (e Ce). (16)
j<dim # k<dim 7

Vyznam téchto vzorcua je evidentni v prostoru matic, kde se jedna o normu, resp. skalarni souc¢in dvou
matic, branych po prvcich jako vektory délky (dim &)?. Uziva se téz nazvu Frobeniova norma.

« Kazdy Hilbert-Schmidttv operator B je kompaktni, .7, C Fo,. Zvolme bazi (¢;)j<dim 7 z jeho kanonického
tvaru (3). S touto volbou

1Bl= | Y IwfilP= | Y Il = 1) edimlz- (17)

j<dim # j<dim #

Kompaktni operator je tedy Hilbert-Schmidtav praveé tehdy, jestlize posloupnost jeho singularnich hodnot
(doplnéna o nuly) je prvkem f2(dim ). Spolu s poznatkem, %e norma v °(dim %) je supremum a Ze pro
kompaktni operator

I(kj<dimszleo = sup |yl = max ;= g = |B] < o0 (18)
j<dim % Jj<dim

to dava vyznam puvodu indext 2, resp. oo u tfid .7, a navod, jak definovat obecnou Jp, 1< p<oo
Vyuzijeme také poznatek o integralnich operatorech. Ocitujeme jej vymezeny pro jednoduchost na L?(R).

Véta (6.3.6). Operator B € B(L2(R)) je Hilbert-Schmidtav pravé tehdy, existuje-li funkce K € L?(R?) takova, ze
pro viechna f € L2(R) plati

(Bf)(x) = LR K(x ) f()dy. (19)

Za téchto predpokladi plati také rovnost [B|; = |K]2(rz)-



Jaderné operatory

Jaderné operéatory, ¢i operatory se stopou, jsou pfirozenym dalsim krokem v této hierarchii.

Definice. Operator B € B(# ) nazveme jadernym, jestlize existuje baze (e,)p<dim o> V niZ

> (e.|Bley) < oo (20)

n<dim #

Mnozinu véech jadernych operatori na # znac¢ime .71 ().

Neni tolik prekvapivé, Ze ani vyraz objevujici se na levé strané této nerovnosti neni na volbé baze zavisly,
uvédomime-li si, Ze v dsledku pozitivity |B| 1ze psat jako

> (1Bl 1Be) = Y IIBlel?, (21)

n<dim & n<dim#

¢imz prechézi na tvar (13), o kterém tuto skute¢nost jiz vime.

Pro jaderné operatory lze zavést norma

1Bl == > (e;.1Blep) = IIBI 3. (22)

n<dim #
spliujici
1Bl > [Bl2, (23)
tedy kazdy jaderny operator je Hilbert—Schmidtiv a potazmo kompaktni. Jak asi o¢ekavame, jedna se také o

!-normu posloupnosti singularnich hodnot B z identického ditvodu jako jejich 2 norma je Hilbert-Schmidtova,
jak napovida jiz oznadeni tfidy . 7;.

O nerovnosti (23) se pfesvédéime napfiklad vyuzitim (15) a rovnosti |Bx| = ||Blx|:
IBEE= > IBelP= ), IBelP= Y. > lewlBepl= Y. > |(IBlew.iBle)?
j<dim # j<dim & j<dim & k<dim % j<dim & k<dim & (24)
< Y > (JIBlaBe)WBlejBle) = > (e Ble) - Y, (e |Bley) = BI.
j<dim # k<dim # j<dim # k<dim #

Prostor #; je viéi normé | « |; opét Gplny, je tedy Banachtiv (poznamka 6.4.3). Stejné jako f, a %, je také
oboustrannym +-idealem v prostoru B(#), coz plyne z nasledujici zajimavé poucky.

Véta (6.4.1b). Operator B € B(H') je jaderny pravé tehdy, je-li souc¢inem dvou Hilbert-Schmidtovych operatort.

Ditkaz. (jako vzdy pouze pro zajimavost)

=: Polarni rozklad B = Wg|B| mlizeme zapsat jako WB\/ﬁ\/@. Podle (22) je pak operator \/ﬁ prvkem % (%)
a pro WB\/@ to jiz plyne z vlastnosti idealu.

«<: Podobné necht B,C € .%,(#), uvazujme |BC| = W*BC. Pak

IBCli= Y (nlBCle) = Y IenlBCedl = Y lenW BCe) = Y. (BWey Ceyl

n<dim # n<dim % n<dim # n<dim #
1/2 (25)
< ( > IBWel* - ), ||Cem||2) = [B*W|3 [Cl; < oo,
n<dim # m<dim #

protoZe C je H-S z predpokladu a B*W z vlastnosti, Ze se jedna o sou¢in H-S operatoru s omezenym. [



Pravidlo (2) se tedy rozrusta v celou fadu inkluzi oboustrannych *-idealtt omezenych operatort (ze F(#) je
také jednim, je pomérné trivialni):
[F(Z) ] () € Fo(H) C I ) [C BT, (26)

Kone¢nédimenzionalni operatory se vymykaji .7 -znaceni, protoze pro né nedefinujeme zadnou normu v duchu
ostatnich, vici které by byl uplny. Jinak se jedna o Banachovy prostory uzaviené postupné vici normam

IBl1 > 1Bl > [B], (27)

z nichz %, je navic Hilbertiv. V kone¢né dimenzi # jsou vSechny mnoziny (26) stejné a vSechny tfi normy (27)
ekvivalentni, jinak dok4dZeme libovolné dvé tiidy separovat. Podstatna vlastnost viech téchto ttid je, ze F(¥)
je v kazdé husta: k libovolnému operatoru F, (%), Fo(¥') existuje posloupnost koneénérozmérnych operatoru,
ktera k nému v patii¢né normé konverguje (o 7, to jiz vime, ale ostatni odtud neplynou - nerovnosti (27) jdou
pro toto nevhodnym smérem!).

Nejdulezitejsi vlastnosti jadernych operatorti a viibec divodem, pro¢ jim vénujeme pozornost, je skutecnost, ze
se jedna o tfidu, na niz lze zavést operaci stopy. Plati totiz

Véta (6.4.4a). Jestlize operator B € 71(¥'), potom suma

> (e Bey) (28)

j<dim &

absolutné konverguje a jeji soucet nezavisi na volbé baze (e;)j<dim 7 -

Diikaz. K dtikazu obojiho poslouzi ON baze (& )r<dim % operatoru |B| (z kanonické formy B), kterou pouZzijeme
k rozpisu skalarnich soucint (e;, Be;) nasledujicim zptisobem.

(. Bep) = (B'eje) = >, (B'ejé)(Ge)= Y. (¢ Bg) (Br.ep).

k<dim % k<dim %

Tento vysledek pak mizeme pouzit dvéma zpisoby,

1. pro absolutni konvergenci

1/2
! ~ ~ ~ ~
D, leBedl= Y7 7Y lenBa) Gedl< Y, > e BedlP- Y, 1@ e)l?
j<dim #& j<dim & k<dim % k<dim #Z \j<dim # I<dim #
~ r2ps 12y 1/2
= Y (BaPE) =Y Iwsid= Y lud = 1Bl < oo,
k<dim # k<dim # k<dim 7#

(29)

2. pro hodnotu sumy samotné, kde rovnéz miZeme prohodit sumace a zjistit, Ze
>, (B = Y, > @edleBa)= Y. (& B&) (30)

j<dim % k<dim & j<dim # k<dim #Z
piestalo na (e;)j<dim 5 jakkoli zaviset. O

Tento vyraz je tedy korektné definovan a nazveme jej stopou operatoru B, ozn. Tr B. Jeji hlavni vlastnosti shrnuje

Véta (6.4.4b,c). Zobrazeni Tr: #1(# ) — C je omezeny linearni funkcional na Banachové prostoru .#;: plati

| Tr B| < |B|; = Tr|B]. (1)
Pro kazdé B € 71 (#),C € B(X) jsou splnény rovnosti
TrB* =TrB, Tr(BC) = Tr(CB). (32)

Pfitom nezapomenme, Ze slovo ,linearni“ sobé zahrnuje dalsi vlastnosti: Tr(aB + C) = a Tr B+ TrC. U druhé
z vlastnosti (32) pozor na volbu C € B(#'), ktera je $irsi nez C € F1(¥). To, ze vyrazy BC, CB viibec stopu maj,
vyuziva vlastnosti, ze J1 (%) tvoti v B(F) ideal. Také dikaz tohoto tvrzeni, a¢ 1ze pravdépodobné délat jinymi
zpusoby, vyuziva zajimavou (a¢ ponékud okrajovou) vlastnost omezenych operatorti — pfesvédcte se v knize.



