Zaklady neomezenych operatoru

Na Funkcionalni analyze jste se setkavali pfedev$im s omezenymi operatory.

V kvantové fyzice omezenost zdaleka neni béznou vlastnosti. Naopak, da se fici, Ze aZ na vyjimky operatory,
které pro nas budou dulezité, omezené nebudou. Mezi tyto vyjimky definitoricky patii nasledujici dtlezité t¥idy:

« vSechny projektory,
« unitarni operatory,
+ kompaktni operatory, zejména jaderné,

« koneénérozmérné operatory, zejména operatory pusobici na prostoru C".
Je tedy potfeba ustanovit si zakladni poznatky o rozdilech chovani neomezenych operatort vici omezenym.
Zejména vzpomeneme na vétu o uzavieném grafu:

Véta (3.4.12). Necht prostory 2, % jsou Banachovy. Uzavieny linearni operator T : & — % definovany na
celém prostoru  je spojity.

Kazdy omezeny operator definovany na hustém podprostoru # lze jednoznatné na celé # rozsifit pouzitim
uzavéru (véta o spojitém rozsireni, 3.2.4). Bézné se tedy uvaZuje, Ze oznaleni ,omezeny“ v sobé uzavfenost jiz
zahrnuje a tim i definovanost na vSech vektorech pocateéniho prostoru. Déle pro omezené operatory plati ekvi-
valence (3.2.3)

Bje omezeny <« Bjespojity < B je spojity alespon v jednom bodé. 1)
Odsud vidime, jakych zaruk se pro neomezené operatory budeme muset vzdat:

« pokud neomezeny operator je uzavieny, pak neni definovany na celém prostoru — pokud by byl, pak
podle véty o spojitém zobrazeni by byl spojity a podle ekvivalence 3.2.3 omezeny,

« pokud tedy pfesto néjaky neomezeny operator definovany na celém prostoru je, pak neni uzavieny —
existuje alespon jeden bod x « x;,, ve kterém limita Tx, vychazi jinak, neZ pro jinou posloupnost x;, se
stejnou limitou x.

Vzhledem k tomu, Ze druhou vlastnost obvykle chceme za kazdou cenu eliminovat, je nutné doprovazet zavedeni
kazdého neomezeného operatoru T jeho defini¢énim oborem D(T) (nezavisle na tom, zda cilime na uzavienost ¢i
pouze uzaviratelnost).

Dalsi zcela zasadni roli hraje koncept husté definovanych operatori, tj. takovych, jejichz definiéni uzavér D(T)
spliiuje D(T) = . Mnozinu vSech husté definovanych operatoriina # oznac¢ime £ (). Tato vlastnost je kli¢ova
pro definici sdruzeného operatoru: plati

Véta (7.1.1).  Jestlize T € (), pak pro kazdé y € # existuje nejvyse jedno y”* € F takové, ze

Vx € D(T): (y*,x) = (y, Tx). (2)
Operétor, ktery neni husté definovany, neposkytuje dostateény pocet rovnic, ktery by vymezil T* jednoznac¢né.
Proto o sdruzeném operatoru k T ma smysl mluvit pouze, pokud T € &L (%’). Operator T* definujeme pravé na

vsech takovych vektorech y, pro které néjaké y* podle lemmatu existuje, a na této mnoziné oznaéime Ty := y*.
Pouzitim T*y jako symbolu (coZ neni obvyklé) bychom tedy mohli psat:

yeD(T*) o AT y)eH :VxeDT): (T"y,x)=(y,Tx), (3)

a jednoznacnost zavedeni T*y dava predchozi véta. Ze operator T* je linearni je pomérné trivialni pozorovani.



Poznamka ke znaceni: v tomto textu i v budoucnosti se pro piehlednost budeme snazit dodrzovat nasledujici
volby symboli pro operatory inspirované B-E-H: B, C — omezené, T, S — husté definované. Oznaceni A budeme
obvykle rezervovat pro symetrické a samosdruzené operatory (nezavisle na omezenosti), i kdyz budou patftit do
jedné z predchozich klasifikaci. Podobné U — unitarni, V, W - izometrické, E, F — projektory.

SdruZeny operator obecné dava ponékud méné zaruk, nez jsme zvykli z omezenych operatora (potazmo z linearni
algebry). Srovnejme véty 7.1.2-3 s 5.1.5:

« Pro omezeny operator B existuje B* vzdy a ma stejnou normu, mizeme tedy hledat B**. Ten se rovna B.

« Pro neomezeny operator T existuje T* tehdy, pokud T je husté definovany. T** existuje, pokud T* je také
husté definovany. Pokud T** existuje, je nadmnozinou T - konkrétné jeho uzavérem (7.2.4). Dokonce dle
stejné véty plati: uzavér operatoru T € L (') existuje pravé tehdy, kdyz T* je husté definovany.

« Pro kazdé B je B* definované na celém . Pro husté definované operatory T,S se muze stat, ze S C T,
potom pro sdruzené operatory plati opa¢na inkluze: S* > T*.

- Antihomogenita zistava v obecné platnosti: (aT)* = «*T", ale aditivita ne. Abychom mohli srovnavat

(S+ T)* s operatory S* a T*, musime zarudit, ze kromé S, T také jejich soucet zstava husté definovany,
coz neni obecné pravda. Ani s touto podminkou neni rovnost — plati: (S + T)* > §* + T*.

« Pro omezené operatory B, C plati (BC)* = C*B*. Pro neomezené T, S musime opét nejprve ovéfit, ze TS je
husté definovany, potom (TS)* > S*T™.

« Pro invertibilni operator T se musime ujistit, zda T~! je husté definovany. Pokud, pak rovnice (T~1)* =
(T*)7! ziistava v platnosti.

Tteti z bodl 1ze shrnout mnemotechnickou pomuckou ,vétsi operator <= mensi sdruzeni®. Toto pozorovani
vyplyva pfimo z véty 7.1.1, protoze v ptipadé T dava obecny kvantifikator Vx € D(T) silnéjsi omezeni nez piipadé
S na existenci vektoru y* a potazmo na velikost D(T*). Pozor oviem na interpretaci, ze operator definovany na
celém prostoru by mél zadkonité mit sdruzeny operator néjakym zpisobem ,maly®. To je pravda jen, pokud by
nebyl spojity, jinak B* je definovany v§ude. Poutka 0 S € T < S* D T* zde pochopitelné zadné vyjimky mit
nebude, oviem husté definované podmnoziny omezeného operatoru B maji za svijj sdruzeny operator také B* -
nema se jiz kam zvétSovat.

Evidentné zajimavé je tfida uzavienych a husté definovanych operatora £.(#’), protoze kazdy takovy operator T
zajistuje T* husté definované. Plati silnéjsi tvrzeni, diky konstrukci T* se vZdy jedna o uzavieny operator (7.2.1).
Pokud tedy navic je podminkou uzavienosti T zaru¢ena jeho husté definovanost, plati

TeZL(H) o T eZ(¥), T*=T=T. (4)

Uzavér operatoru je jednoznac¢ny, takze pifedchozi poucka by $la upravit na uzaviratelné husté definované opera-
tory — uzaviratelny operator T a jeho uzavér maji stejné sdruzeni T* (které jiz uzavtené je vzdy). Budou existovat
situace, kdy ocenime pouze védét, ze pro dané T uzavér existuje a jaké ma vlastnosti — feknéme konkrétné, jaky
ma sdruzeny operator. Vypocet uzavéru muze byt velmi pracny krok, ktery je vyhodné odlozit. Nékdy muze
dokonce byt jednodussi k uzavéru T dojit pomoci T** nez z definice.

Uzite¢na poucka 5.1.8 platna pro omezené operatory

Be B(H) = KerB* = (RanB)* (5)

zlstava v platnosti i pro husté definované operatory, s potencialné zajimavymi disledky,

« jadro operatoru sdruzeného husté definovanému T je vzdy uzavieny podprostor,

« KerT*={0} < RanT=%.

Prvni bod si zaslouZi jesté struény komental — pro neuzavieny operator T se miZe stat, Ze jeho jadro neni
uzavieny podprostor, tj. existuje konvergentni posloupnost vektort z jadra, jejichz limita x jiz neni prvkem
Ker T. To muzZe nastat z divodu, Ze operator T v x neni definovan, nebo proto, Ze jeho hodnota tam vychazi jinak
nez nula - ve druhém pfipadé ovsem neni uzaviratelny. Pokud uzaviratelny je, jeho uzavér bude v x definovan
predpisem Tx = 0. Jinymi slovy jadro uzavieného operatoru je uzavienym podprostorem vzdy. Prvni bod da tuto
odpovéd jinou cestou: uzavreny husté definovany operator je sdruzenym operatorem jiného (svého vlastniho T*).



Normalni operatory

Pojem norméalniho operétoru jste zavadéli v kontextu omezenych operatortt podminkou B*B = BB*. MiZzeme
toto oznaceni rozsifit i na operatory neomezené, ale k predpokladiim definitoricky ptibude hustd definovanost
a uzavrenost. Je tedy mnozina normalnich operatorti na % — £,(#’) - podmnozinou Z.(%).

Defini¢ni rovnost TT* = T*T muZe byt dileZita pro pouZiti, ale neni nijak piijemna na ovéfovani. Ponékud
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D(T) a plati Vx € D(T): |T*x| = |Tx].
Naprosta vétsina hlavnich poucéek o omezenych normalnich operatorech zstava na &, (%) v platnosti:
e Te LK) =T € LX),
« Leay(T) & A" € 0,(T7),
« VA € C: Ker(T — AI) = Ker(T* — AI), specialné Ker T = Ker T* = (RanT)*,
« vlastni podprostory odpovidajici riznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni,
« rezidualni spektrum normalniho operatoru je prazdné (zbyva jen bodové a spojité),
- mnozina regularnich hodnot p(T) def C\o(T) = oblast regularity =(T),
« A€ 0(T) & existuje posloupnost jednotkovych vektortt (x,),<, pro niz (T — A)x, — 0,

e deo(M) e Ran(T - Al) = X

Poucky, které nemiizeme aplikovat, jsou tedy vesmés pouze ty, které se explicitné odvolavaji na normu operatoru
nebo komutaci Re B, Im B (komutace neomezenych operatorti viibec je téma, kterému se teprve budeme vénovat).

Symetrické operatory

Neékteré z poucek vyse nam pomohou pohlizet novyma ocima na symetrické operatory. Operator A nazveme
symetrickym, pokud pro kazdou dvojici vektort x, y € D(A) plati (Ax, y) = (x, Ay). Pokud se ale vymezime na
husté definované operatory, jazyk sdruzenych operatorti nabizi elegantni ekvivalentni definici:

Definice. Operator A € & (%) nazveme symetrickym, jestlize plati A C A*.
Skutecné: A ¢ A* implikuje D(A) C D(A*) a to znamen4, Ze pro kazdy vektor x € D(A) existuje A*x takové, ze
(Ax,y) = (x, Ay) pro vSechna y € D(A). Ekvivalentni definice by nefungovala pro operatory, které nejsou husté

definované - ty mezi symetrické nezaradime (!).

Jestlize se ndm podafi najit rozsifeni symetrického operatoru A" 2 A, které je rovnéz symetrické, nazyva se
symetrickym rozsifenim A. Zajimavé je, ze z divodu A C A* mlZeme také psat

ACA Cc(A)* C A* (6)

Protoze A je z definice husté definovany a A* je nadmnozinou 4, je logicky také husté definovany a A Ize uzaviit
(sdruzenim sdruzeni). Operatory A a A maji — v obecné platnosti — stejny sdruzeny operator A* a plati tedy také
ACACA* = (A @)

Kromeé situaci, kdy A jiz uzavieny byl, tak uzavér je automaticky symetrickym rozsifenim, které vzdy existuje.

Pii symetrickém rozsifovani symetrického operatoru (a zuzovanim jeho sdruzeného operatoru) miizeme do-
sahnout situace, kdy jiz nelze pokracovat — kdy Zadné vétsi rozsifeni uz by symetrické nebylo. Operator takto



ziskany se nazyva maximalni symetricky. Vsechny maximalni symetrické operatory jsou uzaviené, protoze jinak
by podle posledni poznamky $ly rozsifit jesté timto zptisobem.

Pfitom miiZe nastat, ze divodem, pro¢ dalsi symetricka rozsifeni neexistuji, je, ze se A” a (A”)* v podmince (6)
setkaji a dalsi odli$ny operator by se mezi né jiz nevesel. Operator A’, ktery se rovna svému sdruzeni, se na-
zyvé samosdruzeny. Kazdy samosdruZzeny operator je maximalni symetricky (a uzavieny a normalni). U mnozin
vSech symetrickych, resp. viech samosdruzenych operatorti na # se opét miizeme setkat s oznacenim Z (%),
resp. Lo ().

Jak uvidime pifi mnoha prilezitostech, samosdruzené operatory maji v kvantové fyzice zcela zasadni vyznam,
mimojiné jako operatory popisujici pozorovatelné fyzikalni veli¢iny, ktery symetrické operatory nemohou na-
hradit. Zejména pro samosdruzené operatory plati, co pro hermitovské: jejich spektrum je podmnozinou realné
osy. Nesamosdruzené symetrické operatory (Zadné) tuto vlastnost nespliuji.

Ovéfovani samosdruzenosti neomezenych operatort je mnohem pracnéjsi nez ovérovani symetrie. (Pro ome-
zené oba koncepty splyvaji.) Proto se nam v budoucnu bude hodit mnozstvi konstrukei, které samosdruzenost
zaru€uji. Uvedeme zatim jednu (7.2.11): pro kazdy T € Z.(#) je T*T pozitivni samosdruzeny operator. Duikaz
této povsimnutihodné véty (kterd mimojiné implikuje, ze D(T*T), D(TT*) jsou také husté podprostory) vyuziva

doporucuji.

Pokud uzavér je jedina operace, kterd symetricky operator A déli od samosdruZenosti (tedy pokud A* = A),
nazyva se takovy v podstaté samosdruzenym — tehdy vime, Ze samosdruzené rozsifeni A existuje a je jednoznacné.
Uvidime pozdéji v semestru, Ze plati i opa¢né implikace. Stejny symetricky operator ale obecné muze mit i
vice neZ jedno samosdruzené rozsifeni. ¢i miZe nastat situace, ze roz$ifovanim dojdeme k operatoru A’, ktery
maximalni jiz je, ale stale je jen vlastni podmnozinou (A”)*. Hledani samosdruzenych rozsifeni symetrickych
operatort, a s nim souvisejici otazka moznych tvart spekter symetrickych operatord, je velké a dtlezité téma,
kterému budeme vénovat jednu ¢ast celého pfedmétu.



