Absolutni spojitost funkci

Prostory spojitych funkci

Pfipomenme formou rychlého shrnuti na ivod vyznam obvyklych znaceni prostort spojitych funkei.

C(Q) ... (komplexni) funkce spojité na oblasti Q,
CK(Q) ... funkce se spojitymi (parcialnimi) derivacemi do k-tého fadu,
C*(Q) ... nekonec¢né diferencovatelné funkce,
C.(Q) ... spojité funkce s kompaktnim nosi¢em,
CZ(Q) ... nekonecéné diferencovatelné funkce s kompaktnim nosi¢em, téZ testovaci funkce,
Coo(Q) ... funkce klesajici k nule u hranice Q,

S(R™) ... Schwartziv prostor rychle ubyvajicich funkei.
Pro dalsi informace, piehled a odvozeni vztahti mezi nékterymi z téchto tfid ¢tenafe odkazeme v knize na piiklad

2.6.14. (Autofi nase C, znadi C.)

Absolutni spojitost

Pripomenme nejprve vétu o absolutni spojitosti Lebesgueova integralu:

Véta. Necht f € L1(X, dy). Plati:
Ve>0:EI§>O:VMCX:y(M)<5=J |fldy < e. 1
M
Uvazujme X = I = (a,b), interval v R (krajni body mohou byt i nekone¢né), a Lebesgueovu miru 1. Vezméme

né&jakou funkci g € L}(I). Do véty o absolutni spojitosti integralu dosadme M tvaru disjunktniho sjednoceni
otevienych intervalt (ay, by), ..., (an, by ), dozvidame se:

N N | b N b
V£>0:E|5>O:Z(b,~—a,-)<5=>ZJ g(x)deZJ lg(x)|dx < e. (2)
i=1 i=1 [Ja i=1Ja

Jestlize nyni g ma primitivni funkci G, integraly pfes podintervaly (g;, b;) jdou vyhodnotit Newtonovou formuli
jako rozdily G(b;) — G(a;). Vlastnost funkce G

N N
Ve>0:35>0: Z(bi —q)<é= Z |G(®;) — G(a;)| dx < &, (3)
i=1 i=1

motivuje definici absolutni spojitosti funkce.
Provedeme jedno malé zobecnéni, o derivaci g budeme uvazovat pouze lokalni L!-integrabilitu. Podminka se tim
zméni na soucet intervald, jejichZ vSechny krajni body lezi v I (a tedy do I spadaji celé uzavrené podintervaly

{a;, b;), ale o nich jiz nepfedpokladame disjunknost).

Definice. Necht I je interval na realné ose. Rekneme, Ze (tradi¢ni!) funkce F je na I absolutné spojita, plati-li

N N
Ve>0:35>0: YN € N,Va; <b; <ap <..<byel: Y (h—a)<5= Y |F(b)—Fa)l <e. (4)
i=1 i=1



Jak jsme vidéli, absolutni spojitost je v tomto uvozeni motivovana tim, ze F je primitivni funkci své derivace. Pro
absolutné spojité funkce tedy plati, Ze jejich derivace je lokalné L!-integrabilni a spliiuje zakladni vétu integral-
niho pocétu,

y
F(y) = F(x) + J F(t)dt 5)

pro libovolny uzavieny podinterval (x, y) C I. Tato podminka je absolutni spojitosti ekvivalentni.

Derivace ve slabém smyslu

Necht f, g € Li. (R"), nechf a je multiindex. Rekneme, Ze g je slabou derivaci a-tého fadu funkce f, jestlize pro
kazdou testovaci funkci ¢ € CZ°(R") plati

[ o= [ goax ©
R? R"

Jestlize slaba derivace existuje, je (aZ na volnost danou t¥idou L) jednozna¢na. Oznacdime: g = D* f.

Tato definice je jednoduchou obménou derivace v prostoru distribuci, vymezenou na regularni funkce. Jestlize by
néjaka regularni funkce f méla derivaci, ktera je singularni, uvazujeme v ramci této definice, Ze slabou derivaci
nema. To se tyka predevsim funkci, které jsou nespojité z diavodu skoku.

Jestlize f nad R ma slabou derivaci g, opét muizeme pouzit argument o absolutni spojitosti integralu funkce g

a ukazat, ze na R se jedna o ekvivalentni podminku absolutni spojitosti funkce f. Ovsem slaba derivace je pojem
zobecnitelny i na vy$s$i dimenze R™.

Poznamka o inkluzich tfid L

Vime, Ze pro libovolnou dvojici p, q € (1,0), p # q, Ize najit funkci, ktera lezi v LP(R) \ LI(R). Pokud p > g, je
takovou funkeci naptiklad

FG) = xa.00) x4, (7)

v opacném piipadé naopak mizeme pouzit
) = xon@x4. (®)

Mezi zadnou dvojici riznych LP(R), LY(R) tedy neplati relace inkluze.

Situace je ale jina pro kompaktni interval I, protoZze protoze odpada moznost, Ze by integral zdivergoval v okoli
nekoneéna. Vskutku, rozdil LP(R) \ Lllo (R) je prazdny pro kazdé p:

Véta. Necht Q je otevieny interval v R, necht 1 < p < oo, Libovolna funkce f € LP(Q) je také lokalné
integrabilni.

Ditkaz. Bud K C Q kompaktni. PouzZijeme Holderovu nerovnost na soucin f yg:

1/p
U 1dx
K

Jinymi slovy t¥ida L} .(R) obsahuje viechny L? jako podmnoziny.

1/q

j GOl dx = j |f(x)xK<x>|dst FGOIP dx — 11, IK1Y4 < co. ©)
K Q Q




Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory W*P(Q) jsou prostory funkei z LP(Q), Q € R" oteviena, takovych, ze slabé derivace D* f
viech fadi |a| < k jsou také tiidy LP(Q). Podminka f € WX je silngjsi nez f € WX'P pro k > k’, takze plati
odpovidajici inkluze i mezi prostory.

Prostory WP maiji blizky vztah k absolutni spojitosti a budou pro nés fungovat predevsim jako zkratka k ni.
Jak jsme stanovili dfive, kazd4 funkce nad R, ktera viibec ma slabou derivaci, je absolutné spojita (coz v ramci
Lebesgueovy teorie znamena: je skoro vSude rovna funkci, ktera je absolutné spojita, nebo: obsahuje, jakozto
trida funkci, reprezenta¢ni funkci, ktera je absolutné spojita), a podminka byt tfidy L? je vzdy silnéjsi nez Llloc'
Tedy naptiklad prostor WHP(R) je tvofen funkcemi, které jsou absolutné spojité a LP-integrabilni véetné své
derivace.

Plati i mnohem silnéjsi tvrzeni, obzvlasté uzite¢né potom ve vicerozmérnych prostorech:

Véta (O. Nikodym (1933)). Necht 1 < p < oo, necht Q € R" oteviena konvexni mnozina. Jestlize funkce
f € WHP(Q), pak pro skoro viechna xi, ..., Xg_1, Xk41, ... » X, je funkce

800) = FOq e s X 15 X, Xy 15 e > Xp) (10)

absolutné spojita na {y € Q|y; = x;Vi # k} a LP-integrabilni. Naopak, je-li f € LP(Q), [Vf| € LP(Q) a plati-li
podminka absolutné spojitych zizeni f na skoro viechny linie rovnobézné se soutadnymi osami, pak f € WP,

Sobolevovy prostory snoubi absolutni spojitost s Lebesgueovym pojetim funkce. V jednorozmérném ptipadé
z vlastnosti, Ze kazda tfida obsahuje reprezentacni funkci v tradiénim smyslu, ktera je absolutné spojita, ma
smysl mluvit 0 hodnoté f € W5 v bodé — mysli se tim hodnota této reprezentaéni funkce. Tato vlastnost se pak
prenasi pfi n > 1 na skoro vSechny body. Tvrzeni vyse je konstruované tak, ze roli derivace pfejimaji parcialni
derivace podle jednotlivych soufadnic.

Sobolevovy prostory jsou tplné viéi normé

la|<k

p
(Z IID“fIpr> (11)

¢i ekvivalentni normé

>0 £l (12)

|erl<k

a tedy Banachovy.

Zvlastni ptipad je volba p = 2, pfi niz oznacujeme wk? .= gk, Prostory Hk splriuji dokonce podminku Hilber-
tovych prostorf, étenaf snadno v ramci procviceni doplni k normé (11) skalarni soucin.

Sobolevitv prostor WEP(Q) také obsahuje viechny testovaci funkce z mnoziny C°(Q). Co je zajimavé, v piipadé
Q = R" (pro podmnoziny plati dodateéné podminky) plati, Ze Soboleviv prostor mizeme ziskat z C¢°(R") ztpl-
nénim vuci normé (11). Plati tedy, Ze pro kazdou funkci z WEP(R?) existuje posloupnost testovacich funkci, ktera
k ni v normé (11) konverguje.

Uvidime, Ze Sobolevovy prostory hraji dalezitou roli jako defini¢ni obory operatort. Napfiklad pro jednoroz-
mérny operator hybnosti P : i + —iyy’ by piirozeny defini¢ni obor diktoval podminky 1,1’ € L?(R), s touto
volbou bychom ale zavedli operator, ktery by nebyl symetricky (natoz pak samosdruzeny). Pro symetrii potte-
bujeme zarucit podminku

(p. Py) = (Po, ), Yo,y € D(P), (13)

ktera je ekvivalentni moznosti integrace per partes, protoZe bychom chtéli argumentovat

(0.PY) = —i jR (Y () dx = —ilg* (Y]t LR oGO dx = 0+ jR<—i<o'<x>)*¢(x) dx = (Pp,y). (14)

Ovsem skutecnost, Ze integrovanim funkce f’g + fg’ dostaneme fg, je podminéna pravé absolutni spojitosti,
kterou musime k pfedpokladiim doplnit.



Poznatky o absolutné spojitych funkcich

Uvedeme na zavér dvé dalezité vlastnosti funkci z prostoru H 1()), kde J je interval v R. Jak jiz zaznélo, a¢ jeho
funkce jsou Lebesgueovy funkce, jsou absolutné spojité a tedy ma smysl mluvit o jejich hodnotach v bodech x.
Za prvé z definic samotnych neni vylouceno, Ze pro otevieny interval J s nékterym krajnim bodem kone¢nym
by nemohly funkéni hodnoty divergovat v okoli tohoto bodu. Podminka absolutni spojitosti jiz svym zapisem
vyzaduje, aby f(x) bylo kone¢né v kazdém x € J, ale o limité nic netrvdi. Nicméné se snadno piesvéd¢éime, Ze

v piipadé (silngjsi!) podminky H!(J) tato koneénost porusena nebude.

Véta. Necht J ma koneény krajni bod, necht f € H!(J). Pak f(x) ma v tomto krajnim bodé kone¢nou limitu.

Diikaz. Uvazujme bez Gjmy na obecnosti J = (a,b), —00 < a < b < oo (tedy pravy krajni bod kone¢ny). Zvolme
pevné ¢ € J. Necht dale x € (¢, b). Koneénost limity lim,_,;, f(x) je ekvivalentni otazce, zda

Jim L fi®dt=lim f(x)- f(c) (15)

konverguje. OvSem integral uvnitf limity muzeme psat jako

b
j FOxen® L, 1)

coz je diky omezenosti intervalu (c, x) integral souc¢inu dvou funkci z L%(a, b), a protoze Xex konverguje k x.p,
v L%(a, b)-normé pii x — b_, konverguje také tento vyraz ke koneéné hodnoté

b
[ rommoa -

a f(x) k hodnoté o f(c) vétsi.
Disledek. Prostory H!((a,b)) a H!((a,b)), obecnéji H(J) a Hl(]_), jsou tvofené stejnymi funkcemi.
Jestlize timto mame ustanoveno, Ze limity funkci z H!(J) konverguji v koneénych krajnich bodech, podivejme

se je$té na pripad nekoneénych kraj intervalu J. Je zfejmé, Ze limitou nemuzZe byt Zadné nenulové ¢islo, ale
stale by byla moznost, Ze funkce limitu nema.

Véta. Necht J méa néktery krajni bod v nekoneénu, necht f € H!(J). Pak f(x) ma v tomto bodé limitu 0.

Ditkaz. Zkoumejme funkei g(x) = [f(x)]? = f(x)* f(x). Snadno se piesvédéime, Ze z absolutni spojitosti f plyne,
Ze i g je absolutné spojita. Je tedy integralem své derivace, pro c¢,d € J plati

d
J FO fO+ O f'®) dt = |f@DF = |f). (18)

Necht opét b = +oo je zkoumanym krajnim bodem. Protoze z definice prostoru H'(J) jsou f(x) i f’(x) tiidy
L%(a, b), spéje také (18) ke konecné limité

J (fO fO+ fO f @) dt =1, (19)

X—00
kdyz d — +o0, a odsud ma limitu i [f(x)|* "= [f(c)|? + L. Ovsem s L?-integrabilitou na nekoneéném intervalu
je jedinou konzistentni limita nula.



