Prvni postulat kvantové fyziky

Bylo potfeba pfipravit zaklady v jadernych operatorech a obecné neomezenych samosdruzenych operatorech,
abychom mohli vyslovit a diskutovat znéni prvniho postulatu kvantové fyziky ve formé, v jaké jej budeme
uvazovat.

Obecné plati, Ze u postulati kvantové fyziky se muzete setkat s mnoha formulacemi zahrnujicimi malé i vétsi
rozdily. I v povinné literatute B-E-H je postupné diskutovano nékolik reformulaci, ¢i alternativ, pod stejnymi
oznacenimi, coz muZe byt celkem matouci. Pfistup zvoleny zde je pokusem o celkem Sirokou obecnost bez téchto
mezikrokd, umoznény tim, ze s kvantovou fyzikou mate jiz zna¢né zkusSenosti a nepfekvapi vas.

Postulat 1 (o matematickém ramci).

a) Kazdému kvantovému systému prislusi komplexni Hilbertiv prostor 7, ktery nazyvame stavovym pro-
storem daného systému.

b) Kazdému stavu systému odpovida néjaky statisticky operator (matice hustoty) na stavovém prostoru.

¢) Kazdé pozorovatelné veli¢iné daného systému odpovida néjaky samosdruZeny operator na .

V ptipadé bodu a) se mizeme setkat i s omezenéjsi formulaci, kdy jiz samotny postulat vymezime pouze na
separabilni Hilbertovy prostory. Vzhledem k tomu, Ze fyzice takova zména nijak vyrazné neublizi, v nékterych
oblastech béhem semestru mizeme separabilitu pro zjednoduseni predpokladat, ale zatim ponechme takto.

Statistické operatory

S pojmem statisticky operator jsme se nesetkali, ale jeho definice je s nasi pfipravou jiz jednoducha: jedna se
o jaderny operator W, ktery je vymezen dvéma dal$imi podminkami, W > 0 a Tr W = 1. Diky nasim znalostem
o jadernych a jinych omezenych operatorech mizeme hned nékolik jeho vlastnosti jmenovat:

« statisticky operator je hermitovsky, a tedy normalni,

« maé nejvyse spocetné mnoho vlastnich ¢isel, ktera jsou nezaporna a jdou sefadit se svymi nasobnostmi do
nerostouci posloupnosti,

« vlastni prostory jsou kone¢nérozmérné a vzajemné ortogonalni,

« soucet vlastnich hodnot je jedna.

Dokazeme tedy kazdy statisticky operator psat ve formé

W= Z wWoEp, Wy 2wy >...>0, anzl, 6]

n<ny<w n<ny

kde projektory E, jsou jednorozmérné a vzajemné ortogonalni, jinymi slovy, jedna se o nejvyse spocetnou afinni
kombinaci jednorozmérnych projektort.. I mnozina vsech statistickych operatora je uzaviend vuci provadéni
dalgich afinnich kombinaci, které nazveme sméSovani stavit W. Posloupnost (w),<p, nic nebrani rozgifit na
(potencialné zobecnénou) posloupnost (w,),«<dim 7 nulami, a tomuto kroku se nebudeme branit, ale myslenkou
rozkladu (1) je, Ze existuje takova suma, ktera vice nez spocetné mnoho ¢leni1 nevyzaduje.

Jednorozmeérné projektory E maji mezi statistickymi operatory zvlastni pozici v tom, Ze jsou samy svym roz-
kladem (1) s ng = 1,wy = 1, Ey = E. Na mnoziné statistickych operatoru, ktera je diky uzavienosti vi¢i afinnim
kombinacim konvexni, tvofi hranici, a nejdou napsat jako smés jinych dvou stavi. Z tohoto ditvodu je nazyvame
Cistymi stavy a vSechny ostatni volby W stavy smiSenymi.

Co mozna z kurzu kvaNMoz2, kde smiSené stavy byly zavedeny, nebylo patrné, je, Ze nikdy, ani na nespocet-
nédimenzionalnim prostoru, neni tfeba uvazovat vice nez spocetné (pifedevsim nepotiebujeme spojité) smeési.
Rozklad (1) jiz sdm o sobé neni jednoznac¢ny, pokud ma W mimo své jadro degenerované vlastni prostory, a



k nému vlivem smésovani raznych stavt pfibyva i alternativa s projektory, které nejsou vzajemné ortogonalni,
ale kazda, libovolné ziskana, smés, néjaky nejvyse spocetny rozklad tvaru (1) umoziuje.

Z vlastnosti statistického operatoru W lze najit ortonormalni baze (¢,)p<dim o spliujici
W, = wy@,, Vn<dimZ. (2)

Operator W je potom smési ¢istych stavii danych projektory E, na podprostory dané témito vektory ¢,. Protoze
takovych ¢lent s nenulovym wy, je nejvyse spocetné mnoho, je vyhodné ve vétsiné situaci zkoumat chovani pro
Cisté stavy E, samotné, a namisto projektort je charakterizovat témito jednotkovymi stavovymi vektory ¢,. Bez
vyjimky pro vsechny statistické predpovédi kvantové mechaniky plati, Ze zname-li jejich hodnoty pro stavové
vektory ¢,, pak dosazeni smiSeného stavu W odpovida zpriimérovani téchto piedpovédi s vahami danymi w,.
To je divodem, pro¢ se v tvodnich kurzech kvantové mechaniky postulat 1 bézné formuluje ve verzi, kde stavy
systému jsou popsany paprsky v #, i kdyz se jedna o objektivné slabsi formulaci. Upozornéme vs$ak na to, zZe
dalsi bézny vyklad, kdy matematickym objektem pfifazenym fyzikalnimu stavu je jednotkovy stavovy vektor
sam, jiz neni pro formulaci postulatu vhodny, protoze se nejedné o jednoznacné pfifazeni.

Jestlize tedy fekneme ,stav ¢°, myslime tim vzdy ,Cisty stav popsany projektorem E, na podprostor {¢}y -

V kvantové mechanice se bézné ¢lovék setkava s potfebou pocitat prekryv stavovych vektort ¢, ¢, definovany
jako P(p, ) == |(@l)|?. V jazyce projektori plati P(p, ) = Tr(E,Ey) a tento vzorec mé piimocaré zobecnéni na
prekryv dvou statistickych operatora Wy, W; jako

P(Wy, Wy) = Tr(W;Ws), (3)

line4rni v obou argumentech. Jedna se o hodnotu v intervalu (0, 1), a¢ soucin dvou pozitivnich operatoru si
obecné pozitivitu nezachovava. Zvlastni ptipad

P(W,W) =Trw? € (0,1) (4)

nazveme Cistotou stavu W. Z definice je evidentni, Ze se jedna o soucet druhych mocnin vah w, a jedinou moz-
nosti, jak dosahnout horni meze 1, je ¢isty stav, smisené stavy jsou tedy takové, které maji ¢istotu mensi nez 1.
Dalsi ekvivalentni kritérium ¢istého stavu je podminka W? = W.

Samosdruzenost

Vyznam bodu c) se projevi zejména s postulatem méfeni, ktery vyslovime az pozdéji, opét po néjakych dal-
$ich matematickych vsuvkach. Prozatim jej berme jako dany a podivejme se, jak ovlivni nas pohled na nékteré
zékladni fyzikalni systémy — napfiklad jiz volnou ¢astici na pfimce.

Popis volné bezspinové kvantové &astice je uréen volbou za stavového prostoru # = L?(R) a nékolika zakladnich
pozorovatelnych — operatoru polohy, hybnosti a energie (Hamiltonianu). Ze se jedna skuteéné o popis polohy
v tom smyslu, Ze vlnovym funkcim piiklad4 vyznam hustoty pravdépodobnosti, bude plynout az ze druhého
postulatu (méfeni), a energie v tom smyslu, Ze ¢astice s danym Hamiltonidnem se chova jako volna, az ze tfetiho
(Casovy vyvoj), ale zatim se alespont miizeme pobavit o tom, jak tyto jednoduché operatory zapadaji do nasi
definice samosdruZzenosti.

Poloha

Operator polohy je urten predpisem

Q: (L(R) > LA(R): Y(x) > x (), (5)
ktery, aby viibec prava strana davala smysl jako vektor v L2(R), sim vymezuje prirozeny definicni obor
DQ) = {y(x) € LR | xy(x) € L*(R)} . ©)

Ukazeme, ze na tomto oboru se jedna o neomezeny, ale samosdruzeny operator.



Ze se jedna o linearni operator, o tom neni sporu. Oviem prvni nutnou podminkou pro samosdruzenost je husta

definovanost, tedy D(Q) = #, a ta uz neni vidét na prvni pohled. Jedn4 se ov§em typicky o velmi rychlé ovéfeni:
Casto se povede ukazat, ze soucasti defini¢niho oboru je néjaky jednoduchy prostor, o kterém uz samotném
vime, Ze je v # husty, a tedy hustotu zajisti uz tato podmnozina D(T). V piipadé operatoru Q postaci takto vzit
Schwartztv prostor §(R), ktery je uzavieny viéi nasobeni jakymkoli polynomem, tedy i x.

Podobné snadno se presvéd¢ime o symetrii Q. To bychom v principu nemuseli, protoze podminka samosdruze-
nosti je formulovana podobné a slo by k ni pfistoupit rovnou, ale a) symetrie je na ovéfeni jednodussi, b) pokud
by nevysla, nema cenu pokracovat a uSetfime si praci a ¢) mize se postéstit, Ze nékteré ziskané poznatky pou-
Zijeme znovu. Symetrie Q je dana podminkou

Yo, 1 € D(Q): (9, Q1) = (Qp. 1), %)
tedy
Yo,y € L2(R), xg, xy) € LX(R): LR () (x(x)) dx = jR<x<o(x»*¢<x> dx, (8)

ovSem na pravé strané mame evidentné dvakrat stejny integral.

Je tedy D(Q) c D(Q*) a pro samosdruzenost zbyva dokazat, ze D(Q™) neobsahuje zadné nové vektory, které jiz
do D(Q) nepatiily - jinymi slovy, ze kazdy vektor ¢ € L2(R), ktery spliiuje

I € LA(R): VY € D(Q): (1.9) = (¢, QY), ©)

také splituje podminky (6) (a Ze potom n = Qg, ale to je jiz jasné z Q C Q). Toto je novy krok ve vypoctu, bez
kterého by tvrdit samosdruzenost Q nebylo opravnéné.

Jak se o této skutecnosti pfesvédcit? Rozepisme
0)— (0. 0Y) = j 1GO*P(x) d —J () xy(x) dx = j (1(0) — xp() Y dx =0 Wy eDQ)  (10)
R R R

a na zakladé hustoty D(Q) v % by se chtélo fici, ze ((x) — x¢(n)) je nutné nulovym vektorem v L2(R), pro
@ € D(Q) ze zvolime 1 = Qg a pro jina ¢ nebude existovat 7 € L?(R), aby se x¢(x) rovnalo. Dopoustime se oviem
potencialni chyby, Ze rovnost (10) by mohla byt splnéna s né&jakou funkei n(x) — x¢(n), ktera sama L?(R) neni,
pouze mé ndhodou nulovy integral v souc¢inu s libovolnym ¢/, coz musime vyloudéit!

Jestlize dokazeme, Ze n(x) — xp(n) € L%(R), pak pfedchozi argument jiz 1ze pouzit a ditkaz dokonéit. Pokud
(10) plati pro vSechna ¢ € D(Q), zvolme specialné ¢ := 1y y(_p ») pro néjaké pevné ¢ a n € N. Vysledek tohoto
sou¢inu neopusti D(Q), protoze stale je prvkem L?(R) a jeho x-nasobek rovnéz — mimo interval (—n, n) nasobime
nulu a uvnitf néj hodnoty |x| jsou shora omezeny n. Proto

Wo € LHR): Vi €N || 000 = xp00) Ko N0 & = || (i) 01 = x0) ) =0 (1)

Funkee y(_p,n)(x)((x)—x¢(x)) oviem L%(R) integrabilni jiZ je uréité: je rozdilem X(=nmys €0z je diky (9), a soucinu
@ € L%(R) s omezenou funkci X(=nmy(X)x. O této funkei tedy jiz mizeme tvrdit, ze je nulova v L%(R), a proto
n(x) — xp(x) je nula skoro v§ude na (—n,n). Nakonec sjednocenim v$ech n se skute¢né dozvidame, ze je nula
skoro véude na R, takze € L2(R), coz byl posledni zbyvajici element odvozeni.

Hybnost

Predchozi je jen jedna ukazka toho, co vskutku ovéfeni samosdruzenosti muize obnaset, a ne vzdy sleduje stejné
triky. Srovnejme v nésledujicim s ovéfenim samosdruzenosti operatoru hybnosti, ktery zndme dany pouze svym
predpisem

P (L2(R)) = LA(R): Y(x) = —ify (x). (12)
Konstanta 7 ma pouze rozmérovy charakter a pro nase tcely budeme operator zkoumat bez ni, tedy —iyy’ (x).
Defini¢ni obor neni zadan, zkusme tedy uvazovat pfirozeny defini¢ni obor

Dy ={y € LA(R) |y’ € L*(R)}. (13)



Do D, opét patii & (R) jako podmnoZina, takze s hustou definovanosti neni problém. Dal$im krokem je symetrie.
Necht ¢, € Dy, zkusme

(Pp. 1) = (¢. PY)

) (14)
J (—ig” ()" (x) dx = J ()" (=iy’ (x)) dx
R R

MuzZeme toto Fici? Nardzime na problém zminény na ivodni hodiné: volbou funkce ¢(x) skokové, jejiz derivace
je v L?(R) nulova, mtizeme dosahnout toho, Ze prvni integral je nulovy, zatimco druhy ma zcela libovolnou
hodnotu. Deriva¢ni operator s pfirozenym defini¢nim oborem (13) tedy neni symetricky!

Bude potieba obor D, okrajet, aby takovéto sporné funkce neobsahoval. Pfesné za timto ti¢elem jsme si zavedli
absolutni spojitost. Upravme tedy defini¢ni obor vyrazu (12) na funkce, které kromé podminek (13) vyzaduji jesté
tuto vlastnost. Takova mnozina je Sobolevovym prostorem H'(R). Hustou podmnozinu & (R) obsahuje nadale.

S podminkou absolutni spojitosti ¢, { je integrand v

(Po,y) — (¢, Py) = iJ]R (0" ()Y (x) + 9(x)"y' (x)) dx (15)

derivaci absolutné spojité funkce ¢(x)*¢¥(x) a jeho integralem je tedy

LR (@ (Y + ()Y () dx = [pC) YIS = lim p()"Y() - lim p()"y().  (16)
To je podle nasich védomosti o absolutni spojitosti jiz nula a situace symetrie je zachranéna.

Ukazeme, 7e volba defini¢niho oboru D(P) = H!(R) zajistuje vskutku i samosdruzenost takového operatoru P.
Dukaz zahrnuje néjaké podobné myslenky jako v piipadé Q, ale upozornéme na to, Ze nelze zacit stejnym zpuso-
bem, tj. hledat, jestli n—(—ip’) € L?(R). Diivodem je, Ze k ziskani takové podminky bychom pottebovali integraci
per partes, a tim vyuzivali absolutni spojitosti funkce ¢, kterou teprve mame dokazovat!

Jednou ze spole¢nych myslenek je vymezeni se na kompaktni intervaly K = (a,b) C R a ukazani patfi¢nych
vlastnosti funkci ¢ € D(P*) na nich, poté rozsifeni na celé R. K tomu ale dospéjeme jinym trikem neZ zizenim
funkei ¢ na K, protoze takové funkce by v krajnich bodech mély skoky a opustily D(P).

Z tohoto dtivodu vyrobime dalsi ziiZeni operatoru P na P C P, vymezeny defini¢nim oborem
D(P) := {gb € H'(R) ’ supp ¥ je kompaktm'} = H'(R) n C.(R), (17)

ktery je stale v % husty. O ném jiz netvrdime samosdruzenost. PouZijeme ale zajimavy argument, kdy ukazeme,
7e P je sdruzenym operatorem P. ProtoZe P si zachovava symetrii a nase P je symetrickym rozsifenim tohoto
pomocného operatoru, plati

PcPcPc(P) (18)

ov§em tim, Ze v této fadé inkluzi dame rovnost mezi druhy a ¢tvrty ¢len, jiz vyplyne P = P*.

Planem prace tedy je ukazat, Ze (P)* = P, coz znamena:
pe LX(R)adne LA(R): Vi € D(P): (n.y) = (9, PY) = ¢ e D(P), n=Pe. (19)

Tim dokazeme P* C P, druha inkluze je jiz fe¢ena v (18). Zvolime postup piikladu 7.2.7 (kde je udélan obecnéji
pro interval J C R, coz budeme drzet na paméti).

Integral (¢, Py), vystupujici v (19), pordd nemiizeme transformovat pomoci per partes, ptistoupime tedy k pro-
blému z druhé strany a per partes pouZzijeme na (1, ), kde i derivovat mtizeme a 5 bychom potiebovali integro-
vat. Z predpokladu je € L(R) C L} (R), takze na kompaktnim intervalu K skute¢né integrovat lze jako

X

g (x) = J int)dt +¢, ceC. (20)

a

Jakozto integral Llloc-funkce na kompaktu je gg absolutné spojité, omezené, odsud L?-integrabilni, a spliiuje
—igp} = 1. Ma tedy viechny predpoklady nélezitosti do H'(K) = D(P), coz jsou vlastnosti, které bychom radi



ukazali i o ¢. Cilem bude ukazat, 7e gx se na K shoduje s ¢ a vyznamem c potom bude ¢(a), ale na to je jesté
brzy.

Volme nyni ¢ € D(P) takové, Ze supp yx C K. Z (19) se dozvidame

WWﬁMﬂWh@ﬂﬁh4hﬂﬁﬁmw=4kﬂﬁ%ww=WﬂWl (21)

kde jsme si pracovné oznadili pg = ¢ yk, a zaroven plati

(ox. Pyi) = —i JK o () Y () dx = —ilog () Y (N + i JK Pk (x) P (x)dx =0+ JK(—ilﬁk(X))*lﬁK(X) dx

= (1. Y-
(22)
Protoze mame dvé vyjadieni pro stejné (7, ¥x ), miZeme psat

Vyk € D(P), supp Y C K: (px — ¢k, Pyk) = 0. (23)

Jak se presvédgit, Ze odsud jiz plyne g = ¢g? Rozdil pg — g integrujeme jesté jednou a dostaneme funkci

X

I = | 1) - px) (24)
a

patfici také do H'(K), navic spravnou volbou konstanty c (pfispivajici k integralu ¢lenem c(x — a)) zajistime,
aby v obou krajnich bodech a, b platilo g (x) = 0 a tedy ¥/(x) $la rozsifit na spojitou funkci na R. Tim splfiuje
v$echny nalezitosti pro vektor g, ktery jsme pouzivali v (23). Ov§em

Py = —iyx = ¢k — 9K (25)
a vztah (23) pak #ika, ze (px — ok, px — k) = 0 a tedy g — px = 0 skoro vsude na R.

At jsme zacali s jakymbkoli K, dozvidame se, ze funkce ¢, tedy ¢ ztizena na K, je skoro vsude rovna funkci ¢y,
ktera je absolutné spojita, a jeji —ix derivaci na intervalu K je n(x). Absolutni spojitost tedy plati i pro celé ¢
a —ip’ = n € L%(R). Funkce ¢ spliujici predpoklad (19) tedy patii do L2(R), je absolutné spojita a ma v L2(R)
derivaci, coZ jsou piesné podminky pro ¢ € D(P), a Pp = 1.

Jak jsme argumentovali pred zacatkem vypoctu, co jsme pravé ukazali, je, ze P je sdruzenym operatorem P.
Rovnost P = P* pak plyne z fetézce inkluzi (18).



