Poloha a hybnost na vymezenych systémech

Na minulé hodiné jsme zkoumali, pfed jaké otazky nés stavi otazka samosdruzenosti nejzakladnéjsich operatora
- polohy Q a hybnosti P. Vidéli jsme, Ze pro ¢astici na pfimce tyto operatory jsou samosdruzené, stanovime-li
jejich defini¢ni obory jako

D(Q) = {t// € L*(R) | xy € LZ(JR)}, D(P) = HY(R) = {¢ e L*(R) | ¥ absolutné spojita na R, ¢/’ € LZ(JR)}. 1)

Podivejme se, jaké obecné zavéry v tomto sméru mizeme ucinit o dvou trochu jinak definovanych kvantovych
systémech, kde poloha ¢astice je vymezena na podinterval R, konkrétné z jedné nebo obou stran omezeny.

Polopiimka

Vénujme se systému se stavovym prostorem & = L%(J), J = (0, o). Podobné jako pro volnou ¢astici na pfimce
bychom zde radi definovali operatory polohy a hybnosti. MiiZzeme si troufnout odhadnout, jak by mély vypadat:

Q+: D(Qy) = Z: y(x) = xh(x), D(Qy) ={y € Z |x) € X},

Py:D(Py) — % : y(x) > —y/(x), D(Py)=H'(J)=1{y € % |y absolutné spojita na J, " € L*(J)} @

Zopakujme velmi v rychlosti ovéfeni jejich samosdruZenosti.

Postup, ktery k tomuto zavéru dospél v piipadé L?(R), byl u obou operatorii uzptisobeny konkrétni situaci, ale
jde vysledovat jisté spolecné znaky:

1. dokazali jsme symetrii (véetné jeji nutné podminky - husté definovanosti),

2. vymezili jsme se na funkce ¢ z D(T), T = Q nebo P s kompaktnim nosi¢em (u Q to znamenalo pouze zuzit
¥ na K, coZ jsme ani neoznacovali novym operatorem),

3. ukazali jsme, Ze operator T ziZeny na tuto mnozinu je stale symetricky,

4. 7 oslabené podminky na vektory i s kompaktnim nosi¢em jsme dokazali ¢aste¢né podminky na vektory
@ € D(T™), jejichz sjednocenim se ukazalo, Ze je opét dana podminka D(T),

5. z rovnic T C T* (symetrie T), T C T, T* C T* (obecna pravidla pro *), T C T* (symetrie T) a nakonec
ziskané T = T* jsme dedukovali T = T*.

Snadno se ujistime, ze symetrie Q, ani P, nepfinsi zddnou prekazku. U operatoru Q, nemusime ve zvoleném

postupu délat doslova Zadné zmény: v bodu 4 se dozvidame, Ze na pevné zvolenych kompaktnich podintervalech
K c J funkce ¢ z defini¢niho oboru QF museji spliiovat

(Qp)(x) — xp(x) "= 0 (3)

a jedinym rozdilem je, Ze sjednocenim uvazovanych K neni R, ale J = (0, ). Pokud potom ¢, Q% maji byt
prvky %, pak x¢ je prvkem % a ¢ € D(Q,).

Zajimavéjsi je pfipad P, . Zde se prvni zména projevi jiz v bodu 1, protoZze rozpisem

(Pro.¥) — (9. Pry) = iL (0" ()Y (x) + 0(x)"y' () dx = [p(x)"Y(OI5, ¢,y € D(P,) 4

dospivame k dodate¢né podmince na symetrii P, : funkce musi v kone¢ném krajnim bodé konvergovat k hod-
noté 0, aby vyraz na pravé strané byl nulovy. Obecné vlastnosti funkei z H!(J) pouze zarucuji, Ze tato limita
existuje, ale Ze je nulova, plynulo jen v pfipadé nekonecnych krajnich bodi. Musime proto upravit definici P, :

D(P,) = {y € H'(])|¥(0) = 0}. (5)



S timto opravenym piedpisem pokracujeme v piivodnim postupu. Bod 4 nam opét ukaze, ze ¢ € D(P,) musi
byt absolutné spojita na (0, o), protoze na kazdém kompaktnim K C J° se musi skoro v§ude absolutné spojité
funkci rovnat, a pfedpisem P je
(Pio)(x) = —ig’ (6)
na oboru
D(P}) = {(p e L2() | @ absolutné spojita na J, ¢’ € Lz(])} =HY)D). (7)

Tento definiéni obor je jiny nez D(P,): funkce z né&j nemusi spliiovat podminku nuly v krajnim bodé! Vskutku,
z podminek kladenych na P} plyne absolutni spojitost a piislusnost derivace do L2(J), ale tato dodate¢na pod-
minka nikoli. Odsud D(P}) ¢ H!. Naopak, kazda funkce ¢ volena z H(J) d4 v (4) na pravé strané nulu, protoze
pro [p(x)*¥(x)]§ staci nulovost ¢/(x) € D(P,), takze H' C D(P). Takto ziskany operétor, ktery mizeme oznadit
P, := P}, je tedy sdruzenym operatorem P, a protoze ma vétsi defini¢ni obor, operator P, neni samosdruzeny.

Co hure, pro symetricky operator P, neexistuje zidné samosdruzené rozsifeni. To je patrné z rozdilu (7) vadi (5):
pokud bychom chtéli k P, hledat symetrické rozsifeni, znamenalo by to do jeho defini¢niho oboru zahrnout

néjaky vektor y, ktery patfi do (7), ale do (5) ne, tedy x(0) # 0. Néjaké takové vektory by tedy muselo obsahovat
i hypotetické samosdruzené rozsifeni P, . Ale potom podle (4)

Py x) = G Pry) = il x(x)* x ()15 = =il x(0)|* = 0. (8)

Polopfimka tedy neumoziiuje samosdruzeny operator s pfedpisem odpovidajicim pozorovatelné hybnosti.

Usecka

Obrafme nyni svou pozornost na koneény interval J = (a, b), opét necht % = L2(]).

Operator
Qy+ LA(J) = L)+ () = x(x) ©)
je nyni zcela bez diskuse, protoze je omezeny a tedy hermitovsky. Nic vice k jeho samosdruZzenosti neni tfeba.
Uvazujme
P () > =i (2) (10)
definovany na mnoziné
D(P”) = {y € H'(D| (@) = y(®) = 0}. (1)

Zde jsme jiz, pouceni vysledky z minulé sekce, zvolili v krajnich bodech podminku na nulové hodnoty, aby se
neopakovala situace, Ze P; nebude symetricky. Soucasné jsme pouzili horni index (0), ktery vypovida o tom, ze

ocekavame, Ze sdruzeny operator k P}O) bude néjaky obecnéjsi operator obsahujici P}O) jako vlastni podmnozinu.

Tomu skuteéné je tak:
. 0zZn =~

() = B} 2 By p(0) o —igf (): - DP)) = HI(), 12)

kde P 7 opét znadi ziZeni P}O) na funkce s kompaktnim nosi¢em patticim do (a, b). Argumentace vedouci k tomuto
zavéru je zcela identicka jako v pfipadé odpovidajiciho vysledku (7) na polopfimce a neni tfeba ji opakovat.

Mame tedy operator P}O), ktery je symetricky, a jeho sdruzeni P 7, které symetrické jiz neni, protoze
Pro. ) = (0. Py) = .. = i) Y ()] = i(p(®)* ¥(b) — p(a)* Y (a)), (13)

coz muze byt libovolné ¢islo, pokud o funkcich ¢,  nepozadujeme nulovost v krajnich bodech. Otazkou tedy
je, jestli nelze najit néjaky operator P; dodefinovanim P]O na nékterych vektorech s nenulovymi hodnotami

v krajnich bodech - jehoz sdruzeni bude néjaka cast P 7 — tak, abychom zvétSovanim jednoho a zmensovanim
druhého dosahli shody a tedy operatoru samosdruzeného:

? * * D
PO ¢ Py = pPr e (P0) = by (14)

Pfipomerime jen strucné, ze jde skutecné jen o volbu defini¢niho oboru: vztah P;iy = —iy)” je vynucen P; C P 7.



Podivejme se za timto ti¢elem peclivéji na (13) a dosadme dva stejné vektory, ¢ = . Nuly dosdhneme pouze tak,

ze [y (b)]? = |y(a)|?, tedy vektory, na kterych P}O) ma cenu zkouset dodefinovat, musi tuto podminku spliiovat.
Pfepi$me ji jako

y(a) = €*y(b), a€R (15)
a zkusme k P}O) pridat pravé vsechny takové vektory pro néjaké pevné zvolené a. Ozna¢me
Py: D(Py) = # : y(x) = =iy’ (x),  D(Py) = {y € H' |¢(a) = €*y(b)}. (16)

Jakmile vime, Ze sdruzeny operator k takovému P, je soucasti P 7, dé se jiz hledat mnohem snéaze. Vektor ¢ €
H(J) patii do D(P}) pravé tehdy, kdyz

Yy € D(P): (9. Pay)) = (Pro,¥) = (—ig", ). a7
Ale protoze P, je také podmnozinou P 7, 1 leva strana rovnosti lze psat pomoci derivace a znovu vyuzit
(@, Patp) = (=ig", ) = (@, =it)") = (=ig" . 9) = ... = ilp(x)* Y ()] = ip(®) Y (b) — igp(a)*/(a). (18)
Ovsem o funkcich ¢y € D(P,) nyni vime o néco vic, vztah (15), a ten miZeme dosadit:

9eD(F;) = VY €D(Fy): i) Y(b) —ip(a)" (€“Y(b)) = 0

» . (19)
< Y e D(Fy): (p(b) —e ()" (b) = 0
Ovsem podminka ¢(b) = e *¢(a) je jen jinak zapsané (15) pro ¢, a proto
peD(P;) < @eD(B). (20)

Vysledkem dnes$ni hodiny tedy je, ze zatimco na polopfimce operator hybnosti nelze definovat, na omezeném

. . o o , v 1 . , . . v . (0
intervalu jich nekone¢né mnoho riznych, kazdy za jednu volbu thlu «, je samosdruzenymi rozs§ifenimi P§ ),

Fyzikalni interpretace

Na skute¢nou fyzikalni interpretaci je z naseho pojeti jesté velice brzy, ale néco jiz vime z dfivéjsich semestra
a mizeme se tak ptat, co ziskané zavéry vyjadiuji, prozatim alespon na intuitivni roviné.

Vime, Ze samosdruZenost operatoru je spjata s jeho moznosti zastupovat néjakou fyzikalné pozorovatelnou ve-
licinu, a jeho vlastni vektory jsou spojeny se stavy, pro které tato veli¢ina ma pfesné urcenou hodnotu. Pro
pozorovatelné se spojitym spektrem vlastni vektory neexistuji, ale k vlastnosti Tx = Ax se 1ze alespon asympto-
ticky blizit jednotkovymi vektory ve smyslu |Tx — Ax| — 0 - to je vlastnost viech norméalnich operatoru.

Castice na polopiimce vlastni vektory hybnosti nemiiZe mit v z4dném smyslu (ani zobecnéném), protoze z fyziky
volné castice vime, Ze hybnost je zachovavajici se veli¢inou a takovy stav by si svou hybnost musel zachovavat
ve vSech ¢asech budoucich i minulych. To se ovsem neshoduje s vymezenim pohybu ¢astice na polopfimku.

Jak uvidime zanedlouho, hybnost definovana samosdruzenym operatorem v tomto pfipadé neexistuje, ale jeji
druha mocnina ano. Je tedy mozné mluvit o pozorovatelné P? (co? je imérné energii takové ¢astice), piipadné
jeji odmocniné |P|. Druhé zminéné souvisi s faktem, Ze a¢ konstantni hybnost si ¢astice na polopfimce zachovavat
nemuze, konstantni absolutni hodnotu hybnosti ano, protoZe se na koncovém bodé muze elasticky odrazit.

Otazky souvisejici s definici hybnosti na usecce se opiraji o podobny argument. Operatory P,, ke kterym jsme
dospéli, popisuji stavy Castice, v nichz vlnova funkce v jednom krajnim bodé plynule pokracuje ve druhém (nej-
vyse ziska pii ,preteceni” b — a pevné uréenou dodatenou fazi «). Specidlné pro a = 0 jsme tak konstruktivné
dospéli k pozorovatelné, ktera by byla adekvatni popisu pohybu ¢astice na kruznici. Uvédomme si, Ze ze sta-
vového prostoru samotného toto nelze vy¢ist — L2(S!) a L2({a, b)) jsou izomorfni — toto rozlieni se skute¢né
skryva az ve volbé operatoru, které pfifadime pozorovatelnym veli¢inam.

Pro c¢astici, ktera by skute¢né zila na disecce a na jejich krajich se odrazela, bychom operator hybnosti nezava-
déli. Tim, Ze viibec vyZzadujeme, aby zavedeny byl, skrz rovnici (15) jejim vlastnim vektortim, potazmo vlastnim
vektorim energie apod., a tak celému uvazovanému systému, periodickou okrajovou podminku vtiskneme.



