Tenzorovy soudin prostord a operatort

Tenzorovy soudin zavedeme pro Hilbertovy prostory. Tenzorovym soucinem #; a #, rozumime prostor
ozn

H = I\ Q H,, doprovazeny zobrazenim ® : #| x #5 — F, ktery splituje vlastnosti:

- mnozina {x ® y|x € Z,y € #,} je v ¥ totalni (tj. uzdvérem jejiho linearniho obalu je celé %),

« skalarnim sou¢inem (u ® x,v ® y), kde u,v € #, x,y € #>, je soutin (u, v)%1 (x, y)%.
Ve volbé konkrétni konstrukce prostoru # a vektorového zobrazeni ® existuje velka volnost. Jednou z oblibe-
nych definic je brat # jako prostor bilinearnich forem nad #; a #,: to zobeciiuje Rieszovo lemma, Ze prostor
linearnich forem nad # je izomorfni 7 samotnému. V B-E-H 4.6 najdete jinou definici, kdy se buduje vektorovy
prostor linearnich kombinaci abstraktnich dvojic (x, y), které jsou brané za vzajemné linearné nezavislé, a fak-
torizuje se podprostorem, ktery identifikuje vSechny dvojice tvaru [¥; o;x;, X; Bjy;l s X j %, y;]. Podstatné
je védeét, ze

« realizace tenzorového soucinu existuje pro kazdou dvojici #;, # alespon jedna (tj. axiomy lze splnit),

« pro libovolné dvé realizace existuje izomorfizmus, ktery mezi nimi vysledky x ® y prevadi.

Z4dné tvrzeni, se kterym se kdy setkdme, nezavisi na formé této realizace. Budeme proto svobodné pouZivat
oznaceni '} ® #», x ® y vidy pro jednu konkrétni realizaci, adekvatni aktualni situaci.

Priklady

« Tenzorovy souéin kone¢nérozmérnych prostors C™, C" je dimenze m - n a tedy izomorfni C™. Axiomy
tenzorového soucinu splnuje napriklad Kroneckertav soucin

®k: C" @k C" = C™": (a, ..., o) ®K (Brs oo fo) = (1 fr. a1 oo s 1 oy Pt st Br), (1)
mizeme tedy ve smyslu minulého odstavce brat C" ® C" = C"™ a ® = Q.

« Tenzorovy soucin dvou Lebesgueovych prostort #; = L*(X, du) a #, = L*(Y, dv) lze realizovat jako
prostor funkei L2(X x Y, d(u ® v)), tenzorovy soucin vektorit bude piedstavovan

(f ® &)(x,y) = f(x)g(y). (2)
Konkrétné pro Lebesgueovu miru nad R? (¢i podoblastmi): L2(R™, dx) ® L2(R?, dy) = L2(R™™", dx dy).

« Tenzorovy souéin prostoru L2(X, dy) s koneé¢nérozmérnym prostorem C" je prostor funkei zobrazujicich
z X to C", spliiyjicich

fel’X,dp®C" < J £ (0|2 dp < oo. (3)
X
Oznacujeme L?(X,C", dy); pro Lebesgueovu miru postaéi L2(X, C").

« Ciselné téleso (v nasem kontextu C), brané jako jednorozmérny Hilbertfv prostor, je v tenzorovém soudinu
jednotkou: tenzorovy soucin libovolného prostoru # s prostorem C je opét # . Tenzorovy soudin x € #
s vektorem a € C je jednoduse ax.

Tenzorovy soucin bazi

Jestlize oznacime (ex)k<dim 9, re€SP- (fi)i<dim 7, n€jaké ortonormalni baze prostortt #, resp. #,, pak mnozina
{er ® filk < dim #y,1 < dim #,} (4)

je ortonormalni bazi tenzorového soudinu # = # @7, (ve formulaci pro spocetnérozmérné prostory véta 4.6.5).
O takto vzniklé bazi mluvime jako o tenzorovém soucinu bazi (ex)k<dim 7, @ (f)i<dim 7,-

Dusledek tohoto poznatku je, Ze tenzorovy soudin separabilnich prostort je opét separabilni, protoZe mohutnost
vzniklé béaze (4) je sou¢inem mohutnosti {e;} a { f;} a pokud jsou obé koneéné nebo spocetné, plati totéz i pro (4).



Tenzorovy soucin podprostora #

Jakmile je dan vyznam tenzorovému soudinu prostori, mizeme se bavit o tenzorovém souéinu jejich podprostori
G; C #1, Gy C 5 jakozto néjakého podprostoru #; @ 7.

Provedeme to ve dvou krocich: nejprve zavedeme ,algebraicky tenzorovy souéin® G; ® G, jako linearni obal
tenzorovych soucint vektord z G; a G,, tedy mnozinu vSech konecnych linearnich kombinaci takovych vektora.
Pak nad touto konstrukci u¢inime uzavér. Lze se totiz presvédéit, Ze vyraz

G wG, (5)

spliiuje kritéria pfedepsana axiomy tenzorového soudinu pouzitymi na CTl a CTZ, coZ opraviiuje oznaceni
G ®G, =G ®G,. (6)
Pokud G; i G, jsou uzaviené podprostory 7, resp. 5, pak jejich tenzorovy souéin je uzavérem jejich algebraic-

kého tenzorového soudinu ® — netieba délat uzavér na druhé strané podruhé.

Tento rozdil mezi @ a ® je dilezity. V nekonecné dimenzi kone¢nymi linedrnimi kombinacemi sou¢int vektorti
z uzavienych podprostorit G; ; nedosdhneme na cely tenzorovy soucin G; ® G,, dostaneme jen néjaky jeho
neuzavieny podprostor. Ostatné za G; ; miizeme zvolit celé prostory 7 ,. Za ptiklad si vezméme # = #» =
G, = G, = L2(R). Jak jsme stanovili vy3e, G; ® G, = %) ® #; = L*(R?), ale G; ® G, je tvoien jen funkcemi,
které jsou linedrnimi kombinacemi kone¢né mnoha funkci faktorizovaného tvaru f(x)g;(y). Napfiklad funkce
1/(x? + y* + 1) patii do prvni mnoziny, ale do druhé ne.

Tenzorovy soucin operatori

Dulezitost uzavéru se projevi zejména na tenzorovém soucinu operatoru. Je pfirozené tenzorovy produkt ope-
ratort Ay € L (), Ay € L () hledat pomoci linearniho rozsifeni defini¢niho vztahu

Alx® y) = (A1x) ® (Az). (7)

To nés ovsem dovede pouze k operatoru s definiénim oborem D(A;) ® D(Aj,), ktery bychom oznadili A; ® Aj.
Pokud operatory A; , byly uzavfené, totéz nebude automaticky platit pro A; @ A, a pro mnoho aplikaci bude
potfeba uvazovat

Al ® A=A ¥ A, (8)
pouzivat i limitni argumenty, najit, které prvky D(A;) ® D(A,) do jeho defini¢niho oboru patfit budou a pro
které limita neexistuje apod. Pokud si ji 1ze uSetfit a pracovat néjakym zplisobem s A; ® A, je to vzdy vyhodné.

Poznamka. Znaceni, které zde zavadime, je védomé a zamérné odlisné od B-E-H - viz poznamka 7.6.1.
Zvlastni ptipad tvori tenzorovy souéin operatori, které jsou omezené. Plati totiz

Lemma (5.7.1). Necht B; € B(#)), B, € B(H,). Pak operator B; ® B, je omezeny s normou |B; ® B,| <
IB B

Takto vznikly operator definovany na #| © 75, které je hustou podmnozinou %, ma jednoznac¢né rozsireni
na omezeny operator na celém # = #| ® ¥, stejné normy (véta o spojitém rozsifeni). Existence jednozna¢né
limity je tedy zarucena v kazdém bodé. Navic nerovnost norem z tvrzeni lemmatu lze posilit na rovnost:

|B1 ® B = [B1][Bsl, ©)
protoZe snadno ziskame i opa¢nou nerovnost:
IBi@ Byl = sup [(B;@By)z| > sup [(B; @ By)(x ®y)| = sup [Bix|- sup |Byy| =[Bil|B].  (10)
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Pro omezené operatory pomérné trivialné plati (5.7.3 — 5.7.5):

1. (aBy + By) ® By = a(By ® Bs) + (B, ® B3), By ® (aBy + Bs) = (B, ® By) + (B; ® B3),
2. (B1By) ® (B3By) = (B; ® B3)(B; ® By),

3. (B ® B,)* = B} ® B,

4. jsou-li By, B, regularni, potom je regularni i B; ® B, a plati (B; ® B,)™' = B;! ® B, !,

5. jsou-li operatory B;, B, normélni, resp. unitarni, resp. hermitovské, resp. projektory, pak i operator B; ® B,
je normalni, resp. unitarni, resp. hermitovsky, resp. projektor.

Pro neomezené operatory do diskuse vstupuje i jejich defini¢ni obor a mnohdy je jednodussi se zabyvat pouze
®. Ustanovime jistou podmnozinu pravidel vyse platnych pro néj.

Bilinearita (1) tenzorového soucinu zlstava pro ® v platnosti, ale je potfeba upravit pravidlo pro soucin ve
slozkach (2, oboji viz 7.6.4). MiZe se stat, Ze vynasobenim operandu pied provedenim tenzorového soucinu
snizime defini¢ni obor:

(1T2) © (T3Ty) < (T1 @ T3)(T; © Ty), (11)

rovnost plati jen ve zvlastnich pfipadech. Zeslabi se také tvrzeni 3. Nastésti alespon plati, ze jsou-li Ty, T, husté
definovany, je husté definovan i T} & T, a ma tedy sdruZeny operator. Pro néj plati (7.6.2):

c (ML) DTy 15,

« jestlize T 5 lze uzavfit, je uzaviratelny i Ty @ T, a plati T; ® T D Tl ® 772

Pro prvni tvrzeni uvazujme (pgk) € D(TY), (ng) € D(Ty) a linearni kombinaci
_ Z (k) (k) * *\ _ * *
0= P ®@y € D(TY) 0 D(Ty) = D(T{ ® Ty), K €N. (12)
k<K

Potom podobné

W eDToTy). =Y 9 @y, JeN:
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(13)

Tim jsme oviem z definice ukazali, Ze takové ¢ je prvkem D((T; ® T,)*) a ze hodnota (T} ® T)*¢ je pro néj rovna
(T7 © T;)p, coz znamenad Ty @ Ty C (T ® Ty)™.

Uzaviratelnost T; ® T, plyne z toho, Ze jeho sdruZeny operator (T} ® T,)* je husté definovany, pak T; ¥ T, =

(T; @ T,)™". Husta definovanost (T; @ T)" plyne z toho, Ze je nadmnozinou Ty @ T;, ktery jiz sam je husté

definovany. Inkluze z nageho tvrzeni se pak ukaze pfimo z definic: x € D(T}), y € D(T,) pravé tehdy, kdyz
A(x)n<e € D(T1): x, = x, Tyx, = u, pfiemz Tix=u (14)

a podobné pro y,v = D(Y_'z)y. Odsud ovsem plyne také

%0y, = x®y, (T19T)(%,®y,) > u®v = xQy € D(T;®T,), (T19T)(x®y) = u®v = (7_"1Q9f2)(x®y). (15)



vlastnost 5 preformulovana pro samosdruZzenost: jsou-li operatory Ty, T v podstaté samosdruzené, pak Ty & T,
je v podstaté samosdruzeny (a tedy T; ® T, samosdruzeny). Toto se vSak dokazuje az prostfedky spektralniho
rozkladu (10.8.2).

Poznamka. VSechno zavedené znaceni a poznatky maji pfimocaré zobecnéni na tenzorovy souéin konecné mnoha
prostort, vektort, bazi, operatort.

Priklad

Jako piiklad rozdilu mezi rozdily v zakladnich vlastnostech T; ® T, a T; ® T, volme opét #; = %, = L*(R), za T,
volme operator hybnosti P a za T, jednotkovy operator — operace zahrnujici jednotkovy operator jsou zpravidla
velmi jednoduché, ale zde jiz staci pro demonstraci zdkladni myslenky.

Operator P @ I je definovan pro linearni kombinace funkei f; € H'(R) s libovolnymi g; € L2(R). Jeho predpis zni
jednoduse

(PI) (Z a4fi ® gi) =Y a(-if) ® g (16)
i i

Na druhou stranu pro operator P ® I musime najit vSechny limity funkeci takovéhoto tvaru, pro které i prava
strana konverguje ke stejné hodnoté nezavisle na limitni posloupnosti vlevo. Do jeho defini¢niho oboru, ktery
se nebudeme pokouset popsat mnozinové, bude tedy patfit i fada dal$ich funkci, napfiklad (ovSsem ne pouze)
vsechny funkce z H!(R?). Na né se d4 ukazat (pomoci nastrojti, které zatim nemame), ze bude pusobit jako

parcialni derivace podle x:

P®I: F(x,y) € HY(R?) %(x, y) (17)

Co tim chceme ukazat, Ze pro vypocet aplikace tohoto operatoru na obecny vektor jiz nestaéi, narozdil od P& I,
,umét* pouzivat zvlast P na H'(R) a I na L?(R): pro jeho vypocet je potieba novy druh matematické operace,
pfirozeny az na prostoru funkci dvou proménnych, parcialni derivace misto totalni!

Takovyto tvar (a jeho zobecnéni na souéin n operatord, z nichz jeden je P a ostatni I) maji operatory slozek hyb-
nosti pro ¢astice ve vicerozmérném prostoru. Sestavovani jejich plného definiéniho oboru se vyhneme tim, zZe
budeme uvazovat néjaké jednodussi obory, v zzeni na néz si operator hybnosti zachova podstatnou samosdru-
zenost, ktera je pro argumenty zahrnujici tenzorovy soucin (a mnohé jiné) podstatné jednodussi, viz posledni
poucka zminéna v hlavnim textu. Pro vypocty, kde bychom defini¢ni obor potiebovali (napiiklad pro uréeni
spektra operatoru, které pro neuzavieny operator ztraci jakoukoli informaéni hodnotu), pfedstavime nastroje,
které budou schopny pracovat i s operatory v podstaté samosdruzenymi.



