Operatory nasobeni funkci

Operator polohy, kterym jsme se zabyvali v riznych situacich (na pfimce, polopiimce, useéce, na cviCeni na
diskrétni mnoziné Z, prostfednictvim tenzorového soucinu na R") vdééi za mnoho ze svych vlastnosti skuteé-
nosti, Ze se jedna o zvlastni ptipad operatoru nasobeni funkci. V této prednasce si predstavime tento zastfesujici
koncept.

Pro dosaZeni co nejvétsi obecnosti operatory nasobeni uvazujeme na obecnych méftitelnych prostorech (X, ).
V souladu s ucebnici budeme uvazovat takové prostory, jejichZ mira y je o-koneéna, coz znamena, Ze prostor
X lze psét jako spocetné sjednoceni mnozin M, kone¢nych mér u(M,). Uvolnéni tohoto pozadavku je v mnoha
budoucich pfipadech mozné, ale a) by se jednalo jen o nahrazeni slabsim, avsak stale omezujicim pozadavkem
tzv. lokalizovatelnosti a b) to nestoji za pfidanou praci.

Necht tedy # = L*(X, dy) se o-koneénou mirou p a bud f: X — C méfitelna funkce. Operatorem nasobeni
funkci f na % nazveme

Tp: D(Tf) > % = y(x) = fG)Y(x), D(Ty) = {lﬁ exX ‘ fy e, . JX £GP ()l du(x) < oof. (1)

Kazdy takovy operéator je zfejmé linearni. Husté definovany je rovnéz, protoze k obecnému vektoru ¢ € # se
Ize blizit z4Zenimi @y, na mnoziny
My ={x € X||f()l <n}. ()

Tato patiido D(Ty), protoze faktor f(x) je namnoZzinach M, omezeny a protoZe jejich sjednocenim je X. Podobné
se ukaze, ze Ty = Ty prave tehdy, kdyz f = g: zavedme

N, ={xe X||x| <nnal|f(x)| <nnalgx)| <n}. (3)

Charakteristické funkce yy; patii do defini¢niho oboru T a T, a norma vektoru (T — Tg) xn;, je rovna L%-normé
zazeni (f — g)xn,, kterda mtze pro viechna N, byt nulové jen pro dvé shodné funkce.

Dulezité pozorovani je, ze sdruzenym operatorem k T je T; = Ty+. Ukazeme to ve zkratce konstruktivné. Vektor

@ € X pro nalezitost do D(T]’f) musi splriovat

We: Y eDTp): (0. Tp) = (n.9) 4

Pouzijeme analogii odvozeni, jaké jsme pouzili v piipadé operatoru Q. Pouze namisto kompaktnich intervali K
nyni volime mnoziny M, zadefinované v (2). Plati tedy s pevnym n

% 3.9 € D(T}) = 3 € 7 Wg € D(T)), supp Yoy My (. Tyian) = (1Y)
o 3ex: vy e DTY): JM,, (pG)" F) — 1)) Y(x) dp) ©)
o Iy e I o(x)f(x)" —n(x) = 0 s.v. na M,
a z obecnosti n a vlastnosti |, M, = X

H>pc€ D(TJ’?) =>IeZ: p(x)f(x)* —n(x) =0sv.na X

* * * (6)
e NfloeZ, (Tre)x)=n(x)= f(x)p(x).
Opacna implikace
¢ € D(Ty+) = ¢ € D(Tp), Tro = f*o )
je vyjadfenim snadné rovnosti
Vo € D(Ty+), ¥y € D(Ty): (9. Tpy) = (T, ). (®)



Zakladni vlastnosti

O operatorech Ty lze jiz na zékladé téchto poznatka fici prekvapivé silné zavéry:

« Prokazdé f je Ty € Ln(#) (C L(H)),
« Ty je samosdruzeny pravé tehdy, kdyz f(x) € R skoro vSude na X,
« Ty je omezeny pravé tehdy, kdyz f € L¥(X, du), a tehdy [T¢] = | f]eo-

« Tpag DT £ Ty, Tpg D TfT,, Tfl existuje a je roven Ty /¢, pokud f(x) # 0 s.v. na X.

Prvni z tvrzeni se opira o skutecnost, ze Tf je sam sdruzenim T]’E , coz zaruCuje jeho uzavienost, a o formulaci
normality ve formé |Ty/| = |T*¢|. Plati totiz pomérné zfejmé D(T¢+) = D(Tf) a

Iy = L FC PR dpx) = jx FEORWGR dutx) = L FCWP du) = Tl ©)

SamosdruZenost je dana skute¢nosti T}’ =Tp a f(x) = f(x)* s.v. na X. Omezenost lze dokazat z patfi¢nych
definic a vlastnosti L-integrace dvojici implikaci, jak je udélano na konci ptikladu 7.3.3. Dalsi vlastnosti plynou
piimocate z pfedpisu akce T na vektor; jediné upozornéni opét je, Ze defini¢ni obor Ty, e ¢i Tr, mize byt vétsi
nez souctu, rozdilu ¢i soucinu operatort, protoze a¢ predpis ma stejny, neklade podminky na mezikroky na
pravych stranach inkluzi.

Spektrum T

Zaveér, ze Ty je bez potieby jakéhokoli dalsiho ovérovani normalni a pro realné funkce pfimo samosdruzeny, je
velice prakticky. Vsechny predchozi vysledky o operatorech polohy mtizeme odvodit i odsud pouzitim L2(R, dx),
L%((0, +00), dx), L?({a, b), dx), L>(R", dx) a funkce f(x) = x, resp. f(x) = x; v poslednim piipadé. A skute¢na
sila se projevi, kdyz si uvédomime diasledky moznosti volby jiné funkce ¢i jiného prostoru.

V podobné obecnosti dokazeme rici i vice, a to kompletné charakterizovat spektrum T. To se shoduje s takzva-
nym esencidlnim oborem hodnot funkce f, definovanym

RES) = {4 € €| u(f 7 W) = 0,Ye > 0}. (10)

Tedy A € C patfi do esencialniho oboru hodnot, nabyva-li f(x) hodnoty A nebo jejiho libovolné malého okoli na
mnoziné, kterd neni y-nulova v X.

V piipadé Lebesgueovy miry do Regs po Cdstech spojité funkce f patii cely jeji obor hodnot, navic v uzavéru,
protoZe i pfipadné hodnoty A, ke kterym se f(x) blizi, ale nedosahne jich, spliiuji podminku formulovanou
pomoci okoli U, (A). Pokud funkce f spojita neni, ale po ¢astech spojité funkci se rovna skoro viude, pak odchylky
od ni na mnoZziné miry 0 se v Reg(f) neprojevi.

V ptipadé obecnéjsi miry se ale muze stat, Ze néjaky cely interval ma pfifazenu miru nula a RE’S‘Q (f) tak ignoruje
hodnoty f(x) na celé této mnoziné. Naopak, samostatné body jakozto mnoziny {x;} mohou mit u({x;}) nenulovou
(takovym fikame diskrétni body miry p) a esencialni obor hodnot potom obsahuje hodnotu f(x;) v téchto bodech,
narozdil od Lebesgueovy miry, kde bodova zména nikdy neni podstatna.

Zvlastni pozornost vénujme tzv. pocitaci mire pount, ktera funguje tak, ze mnoziné M C X prifadi pocet prvka,
je-li kone¢na, a oo jinak. Tato mira existuje na libovolném X, ale pouze na nejvyse spocetnych oborech X je
o-koneéna. V této situaci je L2(X, fieount) totéZ, co prostor koneénych nebo spocetnych posloupnosti £2(X), mé-
fiteln4 je kazda funkce (posloupnost) s a operator T se chova jako operator nasobeni posloupnosti posloupnosti
po bodech. Do této kategorie patii mimo jiné operator polohy na diskretizovaném prostoru Qy ze cviceni.

Tvrzeni o spektru je dobrym procvic¢enim zakladnich postupti platnych pro normalni operatory a proto si jej
dokazeme.



Véta (7.3.8). Necht (X, p) je méfitelny prostor se o-kone¢nou mirou, necht f: X — C je y-méfitelna, oznaéme
T operator nasobeni funkei f na # = L%(X, dy). Potom

o(Ty) = RE(P). 1)

Diikaz. Pripometime, Ze pro normalni operatory — kterym Ty vime, Ze je — plati

Aeo(M) e o CDTM): (Vn<w:|x,|=1)ATx, >0 <« —dc>0:VxeD(T): |Tx — Ax| > c|x].

(12)
Rovnost ukazeme tak, ze z A € RE‘S’Q plyne A € o(Ty) a z negace plyne negace.
=: Necht 1 € RE’S‘Q, pro € > 0 volme
1 _
Yolx) = @), M, = U, (13)
H(M)

Pak trivialné || = 1, ale pfitom na M, je |f(x) — A| < ¢ a odsud takeé [Ty, — Ay;| < .

<: Necht 1 ¢ Rgélg, volme ¢ takové, Ze u(M,) = 0. Protoze mnozina M, je p-nulova, integral pfes X se rovna
integralu pfes x\ M,. Ov§em na této mnoziné | f(x)—A| > ¢. MiZeme proto odhadnout pro kazdé € D(Ty)

ITey = W2 = JX\M G = AP O dp > € JX Yol du(x) = e2lyI, (14)

takze plati negace pravé strany (12) pro ¢ = &2 O

S touto teorii nejen operatory polohy zastfesime, ale dozvime se jejich spektrum, které jsme dosud neméli vy-
Setfeno. Prostym dosazenim f(x) = x, pfipadné slozky x, snadno najdeme esencialni obory hodnot

@ =R Q) =(0,0), o@)=/) oI®.00®.8)=R (15)

Spektralni reprezentace

Operatory nasobeni funkci jsou dilezité v mnoha ohledech pro svou podstatu samy o sobé (naptiklad jako po-
zorovatelné potencialni energie ¢astice v potencialnim poli V(x)). Hraji ale dalsi podstatnou roli jako nejblizsi
analogie diagonalnich operatorii z maticové linearni algebry. Nasledujici véta, kterou dokazovat nebudeme, uka-
zuje, co v tomto duchu odpovida diagonalizaci hermitovské matice na prostorech nekoneéné (avsak spocetné)
dimenze.

Véta (10.9.7). Necht A je samosdruZzeny operator na separabilnim Hilbertové prostoru. Pak existuje

« prostor (X, i) s kone¢nou mirou,
» méfitelna funkce f: X - Ra

« izomorfizmus W: % — L2(X, dy)
takové, Ze A = W_leW.

Véta ma zobecnéni i na prostory # libovolné dimenze, ale pfipomefme, Ze v nasi definici Ty separabilita
vystupuje skrz pouziti o-kone¢né miry — to vyfazuje z Gvahy nase modelové nespocetnérozmérné prostory

2(X),|X| > R¢, museli bychom nejprve rozsitit jeho definici.



Unitarni ekvivalence (nestihlo se — zahajime ji v utery)

Rovnost tvaru A = W_leW je ptikladem mnohem obecnéjsiho konceptu unitarni ekvivalence dvou operatoru.
Casto se s ni setkame i v ptipadé, kdy izomorfizmus W nahrazuje unitarni operator U — mluvili bychom tedy
o unitarni ekvivalenci dvou operatorti T, S na stejném prostoru # . Unitarni ekvivalence je vskutku ekvivalence
jakozto relace. Prakticky vSechny podstatné vlastnosti, které o jednom z operatorts miizeme védét, se na druhy
pienaseji. Necht T = USU ™!, potom (7.4.10 a odkazy tamtéz)

« je-li S husté definovany, je husté definovany i T a plati T* = US*U ™!,
« je-li S uzaviratelny, je T také a T=USU"!,

« je-li S invertibilni, je invertibilni i T a plati T~! = US~!U ™,

« je-li S omezeny, je omezeny i T a ma stejnou normu,

« podobné je-li S uzavieny / ., / normalni / unitarni / symetricky / pozitivni / samosdruzeny / v podstaté
samosdruzeny / ma ¢isté bodové spektrum, tuto vlastnost ma i T,

« spektra operator S a T jsou si rovna v¢etné jejich rozdéleni na o), o, a o, a vlastni hodnoty maji stejné
néasobnosti pro S a T; pro kompaktni operatory se také shoduji singularni hodnoty a kazda || ,-norma.

Tento seznam budeme pfilezitostné i rozsifovat, kdyz se sezndmime s néjakou novou charakteristikou operatoru.
Prozatim je dobré védét, Ze unitarni ekvivalenci se prenaseji napfiklad vSechny vlastnosti T¢ s realnou f, jak jsme
je poznali dnes, na samosdruzené operatory, a naopak, libovolny samosdruzeny operator lze v principu popsat
jako unitarni ekvivalent néjakého operatoru tvaru Ty, jehoZ vlastnosti jsou jednoduché. OvSem to, jak spekt-
ralni reprezentaci hledat, nijak snadna otazka neni, proto tato metoda zistane pro nase ucely spiSe v repertoaru
nastroju pro nekonstruktivni dikazy.



