Ziskavani novych samosdruzenych operatora

Po pomérné diukladném sezndmeni s operatory polohy a hybnosti zaméfime svou pozornost na obecnéjsi tfidy
pozorovatelnych. Vzhledem k volnosti, jakou disponuje napfiklad sama definice energie, nema smysl zabyvat se
kazdym moZnym operatorem zvlast a bude potfeba nékolik nastroji obecnéjsi platnosti pro ziskavani novych
samosdruzenych operatort ze znamych ptipadi. To bude téma nékolika pfistich hodin.

Jako prvni takovou metodu si pfedstavime, jak k symetrickym operatortim hledat rozsifeni, ktera jsou samosdru-
zena. NezZ se k tomu dopracujeme, budeme si potfebovat pfipravit nékolik jednoduchych zavéra ze spektralni
teorie normélnich, symetrickych a samosdruzenych operatori.

Normalni operatory, rezidualni spektrum, oblast regularity

Definice. Necht T je uzavfeny linearni operator na # . Jeho oblasti regularity nazveme mnozinu
a(T):={A € ClIc>0:VYx e D(T): |Tx — Ax| > c|x|}. (1)

Upozornéni na nazvoslovi: Nezaménujte ,prvky oblasti regularity T“ a ,regularni hodnoty T“. MnoZina regu-
larnich hodnot operatoru je jeho rezolventni mnozina p(T), ktera obecné neni totéz, co n(T). Pfipomenime:

Definice. Regularni hodnotou uzavieného linearniho operatoru T nazyvame kazdé A € C, pro néz (T — AI)™?
je omezeny operator na # . Rezolventni mnozina p(T) = C\ o(T) je pak mnozinou v§ech regularnich hodnot T.

Vztah mezi obéma koncepty je takovy, ze kazda regularni hodnota do oblasti regularity patfi — staci si uvédomit
Vxe¥: |(T—-AD'x| <|T—-All|lx] e VyeRan(T—-A"'=D(T—-AD:|y|<|T- ATy~ Ay|
1
o VyeD(D):|Ty—2ay| > Ivl; (2)
IT — A1l
———

=:C

opak v$ak nemusi byt pravdou. Podminka (1) implikuje, Ze T — Al je invertibilni operator, ale pro splnéni (T —
A~ € B(H) by jesté jeho obor hodnot musel byt %, o némz (1) nic netvrdi. Miize tedy bod A € C piesto byt
bodem spektra, konkrétné rezidualniho spektra, jak se pfesvéd¢ime.

Dokazeme si za timto Gcelem, Ze pro uzaviené T podminka (1) implikuje, Ze Ran (T — AI) je uzavieny podprostor
— pravidlo, které se bude hodit vicekrat. Necht (y,)n<,, je posloupnost vektort z Ran (T — AI) a x;, jejich vzory
pii T — AL Pokud nyni (y,) konverguje k néjakému y € %, musi posloupnost (x,,) konvergovat také, protoze jeji
Bolzano-Cauchyova podminka plyne ze stejné vlastnosti (y,) a nerovnosti (1). Z podminek

lim x, = x, lim y, = lim (T~ ADx, =y 3)
v$ak uzavienost operatoru T jiz dava x € D(T — AI), y € Ran (T — Al), tedy Ran (T — AI) je uzavteny.
Odsud jiz je zfejmé, ze v ptipadé A € (T) \ p(T) je splnéna podminka A € ¢,(T)

Ran (T — AI) = Ran (T — AI) = 7. (4)

Muzeme tedy shrnout (pro uzaviené operatory)

m(T) 2 p(T),  m(T)\ p(T) C or(T). )

Pro ptiklad zminéné situace mizeme volit operator pravého posunuti
Se BN) > E(N): (1, %3, x3,.) > (0,1, %, .. ©)

V ném pro libovolné x € 2(N) plati |S, x| = |x|, takze 0 € 7(S,), ale obor hodnot S, = S, — 0I je pouze
uzavieny podprostor G, posloupnosti za¢inajicich nulou. S;! je omezenym operatorem, ale pouze z Gy do %,



takze S;! ¢ B(%). Hodnota A = 0 je tedy prvkem oblasti regularity, ktery neni regularni hodnotou, a jedna se
o bod rezidualniho spektra S, .

Rozdil mezi oblasti regularity a rezolventni mnozinou se stira pro normalni operatory (omezené i neomezené),
coz pfimo souvisi s faktem, Ze jejich rezidualni spektrum je prazdné.

Spektrum samosdruzeného operatoru, kritérium samosdruzenosti

SamosdruZeny operator A je normalni z definice. Pomoci rovnosti mezi p(A) a 7(A) snadno dokazeme, Ze spek-
trum A je podmnozinou realné osy. Pro imaginarni ¢islo A = x + iy totiz plati

vy € D(A): [AY = WP = (AY — xy — iyy, AY = xi) — ipy) = |AY — xyI? — iy(AY. ¥) +iy(y, AY) + Y2 Iy I
> Y2yl

coz je postacujici pro A € 7(T) = A € p(T) = A ¢ o(T).

(7)

Dokazeme odsud takzvané kritérium samosdruzZenosti symetrickych operatoru.
Véta (7.3.10). Necht A je symetricky operator, potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
I. A je samosdruzeny,
II. A jeuzavieny a Ker (A — AI)* = Ker (A — A*I)* = {0} pro néjaké A € C\ R,
III. Ran (A — AI) = Ran (A — A*I) = # pro stejnou volbu A.

Poznamka: obvykle se tato formulace potka s A = i, tedy Ker (A +iI)*, Ran (A + iI).
Tuto dilezitou poucku si dokazeme.

I = II: Pro samosdruzeny A plati (A — AI)* = A — A*I. Pokud ma neprazdné jadro, pak hodnota A* je prvkem
bodového spektra A, coz je spor s 0(A) C R.

I = II: Pro vSechny husté definované operatory (< predpoklad symetrie) plati
Ran (A — A*I) = (Ker (A — AI)*)". ®)

Pro A imaginarni je z predpokladu prava strana rovna & a zbyva se presvédcit, Ze mezi Ran (A — A*1)
a jeho uzavérem neni (pro takova A) rozdil. OvSem pokud y = ImA # 0, pak pro symetricky operator
stejné jako v rovnici (7) ziskame spodni odhad pro |(A — A*I)y| tvaru y?|¢|, A je prvkem 7z(A), a tehdy
jsme se piesvédcéili vyse, ze Ran (A — A*I) je vskutku uzavienym podprostorem.

Il = 1. A je z pfedpokladu symetricky a tedy A C A*, zbyva ukézat, Ze defini¢ni obor A* neni vétsi nez D(A).
Necht tedy y € D(A*). Z predpokladu IIT je Ran (A — AI) = #, tedy ke kazdému z € # existuje x € D(A)
tak, ze z = Ax — Ax. Takové x naleznéme pro z = A*y — Ay. Vektory x a y tedy soucasné splfiuji

A'x—Ax=A"y -y =z, )
kde se vyuzilo symetrie A pro A*x = Ax. Rozdil y — x je tedy prvkem jadra A* — Al ale
Ker (A* — AI) = (Ran (A — A*D))", (10)

coZ z podminky Il je prazdny prostor. Takze vektor y, ktery jsme volili z D(A*), je roven vektoru x € D(A),
jinymi slovy, D(A*) = D(A).

Tim je dikaz dokoncen.



Spektrum symetrického operatoru

Nerovnost (7) vyuziva pouze symetri¢nosti A, takze plati nejen pro samosdruzené, ale i vSechny symetrické
operatory. Je tedy pro kazdé A € &
C\R C 7(A). (1)

Mnozina 7(A) pfitom muze byt vétsi, zejména pro zespoda omezené operatory mame

W, AY) > mly|>, ¥y € D(A) =  (—oco,m) C n(A) (12)

aanalogicky zavér plati pro omezeni shora. (Pro tuto inkluzi porovnejte nerovnost pro (¢, (A—A)y) z ptedpokladu
s Cauchy-Schwarzovou nerovnosti pro stejny vyraz.)

Pro neuzavreny symetricky operator je otazka spektra trivialni, spektrum libovolného neuzavieného operatoru
je cely prostor C. Na druhou stranu kazdy symetricky operator ma uzavér, ktery je rovnéz symetricky.

Pro uzavreny symetricky operator diky inkluzi (5) vime, Ze jeho bodové a spojité spektrum se bude odehravat
na realné ose (pfipadné na jeji podmnoziné dané spodni a horni mezi, pokud je néktera konecna), ale rezidualni
spektrum muze zasahovat i mimo ni. Lze v8ak najit mnohem silnéjsi obecny zavér.

Pfipomeneme si vétu 7.3.10, kterd — mimo jiné - fika, Ze operator A je samosdruzeny pravé tehdy, pokud je
uzavfeny a existuji néjaka A, A* € C \'R, pro néz jadra (A — AI)*, (A — A*I)” jsou prazdna. Jinymi slovy, pokud

31 € C\R: dimKer (A — AI)* = dimKer (A — A*I)* = 0. (13)
Tuto podminku mtZeme i bez operatorového sdruzeni jako
31 € C\R: dim (Ran (A — AI))* = dim (Ran (A — A*I))* = 0. (14)
Vystupujici prostor (Ran (A — AI))* se nazyvéa defektnim prostorem operatoru A vzhledem k hodnoté A.
Toto kritérium doplnime o zcela klicovou informaci:
Véta (8.1.2). Hodnota dim (Ran (A — AI))! je na kazdé komponenté souvislosti mnoziny (A) konstantni.

Za takové komponenty souvislosti Ize volit C, a C_. Lze tedy mluvit o spole¢né hodnoté dim (Ran (A — AI))*
pro vsechna A € C,Im A > 0 (C,), resp. vSechna A € C,Im A < 0 (C_). Tyto hodnoty se nazyvaji indexy defektu
symetrického operatoru A a znadi se tradi¢né n_(A), resp. n, (A) podle znaménka Im A* namisto Im A. V literatufe
se totiz setkavame s volbou A = i a potom

ny(A) = dim Ker (A” +iI). (15)

Pro obecny symetricky operator se jedna o dvé cela nezaporna (Cisla, piipadné néktery nekoneény kardinal.
Pokud A disponuje horni nebo spodni omezenosti, pak diky (12) existuje v 7(A) také kiivka spojujici C, s C_ a
indexy defektu jsou automaticky dvé stejna ¢isla.

Poznamka: V literatufe neni tolik obvyklé rozliSovat mezi nekone¢nymi kardinalitami a nekoneéné indexy de-
fektu se potom souhrnné oznacuji symbolem oo. Pro separabilni prostory mohou kazdopadné nabyvat jen jedné
nekone¢né hodnoty .

Pokud néktery z indext1 defektu je nulovy, potom Ran (A — AI) je cely prostor # pro vsechna A z odpovidajici
komplexni poloroviny. To je spolu s podminkou (7) postacujici pro to, aby body z této poloroviny byly regularni
hodnoty A (jak bylo diskutovano v prvni sekei).

Naopak, pokud néktery index defektu je nenulovy, feknéme n,(A), pak podle jeho definice Ran (A — AI) nepo-
kryva cely Hilberttv prostor pro zadna A € C,, podobné se zaménou znamének. To znamena, Ze celd polorovina
C,, resp. C_ v takovém piipadé patti do (rezidualniho) spektra.



Pro spektrum uzavieného symetrického operatoru A tak vzdy plati pravé jedna z téchto ¢tyf moznosti:

1. Pokud n,(A) i n_(A) jsou vétsi nez nula, pak do spektra patfi C, i C_. ProtoZe spektrum je uzaviena
mnozina, nemtze v ni chybét ani spole¢na hranice R obou polorovin, a tedy o(A) = C.

2. Pokud n,(A) > 0,n_(A) = 0, pak C, C 0(A) a C_ C p(A). Body na realné ose opét také patii do spektra,
protoze jinak by nebylo uzaviené, proto 6(A) = C, = R® (—00,0) = C\ C_.

3. Pokud n,(A) = 0,n_(A) > 0, pak zcela analogicky o(A) = C_=R®(0, +o0) = C\ C,.

4. Pokud n,(A) = n_(A) = 0 (a pravé tehdy), potom operator A spliiuje kritérium samosdruZenosti. Jeho
spektrum je néjakou podmnoZinou R.

Indexy defektu tedy okamzité rozhoduji, jestli uzavieny operator A je samosdruzeny nebo ne a v pfipadech,
ze neni, odkryvaji celé jeho spektrum. Dopliiujeme tak informaci, e 0(A) C R pro samosdruzené operatory,
upfesnénim, ze symetrické operatory, které samosdruzené nejsou, realné spektrum nemaji.

Uzavienym operatorim jsme vénovali vétsinu své pozornosti. Divod k tomu je jednoduchy. Pfipomenime, Ze

« pokud operator A je symetricky, ale ne uzavieny, pak jeho spektrum je C bez jakékoli dalsi diskuse,

« ma vsak vzdy uzavér A, ktery jiz symetrickym uzavienym operatorem je.

Tyto dvé vlastnosti doplnime o skutecnost, Ze indexy defektu operatorii A a A se shoduji. Toto je trivialni, jakmile
si uvédomime, Ze A i A maji stejny sdruZeny operator.

Najit uzavér je tedy prvnim logickym krokem pfi hledani samosdruzeného rozsifeni. K tloze vsak mizeme
pristoupit i tak, Ze k symetrickému, ne nutné uzavienému operatoru A zkousime hledat v podstaté samosdruzené
rozsifeni, tedy operator, u kterého je zajisténo, Ze pro samosdruzenost jiz staci najit uzavér. Podle posledni poucky
je nutnou a postacujici podminkou podstatné samosdruzenosti n, (A) = n_(A) = 0 (li$i se pouze pozadavek
uzavienosti).

Indexy defektu ptedstavuji pocet linearné nezavislych vektori, které v Ran (A — AI) jistym zpasobem ,chybi®
— odtud i nazev téchto ¢isel. Pfi hledani symetrickych nebo samosdruzenych rozsifeni se tedy, velmi jednoduse
feceno, tuto ,mezeru” snazime zaplnit, aby oba indexy klesly na nulu. Tomu se budeme vénovat piisti prednasku.



