Hledani symetrickych a samosdruzenych rozsireni

Pfipomenime z minulé hodiny:
- indexy defektu n,(A),n_(A) jako dim Ker (A—AI)* = dim (Ran (A—AI))* pro néjaka A € C_, resp. A € C,.,
na konkrétni volbé hodnoty z dané poloroviny nezavisi, zejména n, (A) = dim Ker (A* + iI),

« n.(A) = n_(A) = 0 <= A v podstaté samosdruzeny, s pozadavkem uzavienosti < A samosdruZeny.
Ulohou hledani symetrickych rozsifeni je tedy doplnit néjakym zptisobem vektory do Ran (A—AI) a do Ran (A—
A*I), které zasahuji do téchto ortogonalnich dopliiki, aby se jejich dimenze sniZovala k nule. Postup, ktery

ziskame, dokaze rozeznat i maximalni symetrické operatory, které jiz nejdou dale rozsifovat, jak jsme vidéli
ru¢né dokazano u snahy o nalezeni operatoru hybnosti na polopfimce.

Zminénou tlohu pfevedeme na hledani unitarnich (¢i alespon izometrickych) rozsifeni izometrickych operatoru,
ktera je podstatné jednodussi, protoze vSechny zicastnéné operatory jsou omezené.

Cayleyho transformace

Kli¢em k tomuto pfevodu je Cayleyho transformace komplexni roviny, vyjadfena vzajemné inverznimi vzorci

x—1i A1+z
zZ(x)=——, x(z2)=i .
(=20 x@) =i

@

Ma tu vlastnost, Ze bereme-li za x reélna &isla, z(x) vychazi na jednotkové kruznici (mimo bod 1). Naopak, body
z € S! ze zobrazuji na x(z) € R, s vyjimkou z = 1, pro které bychom délili nulou.

Analogicky s touto vlastnosti definujeme podobnou transformaci pro operatory
C: A (A—iD(A+iD7L. (2)

Podivejme se nejprve, jak C plisobi na samosdruzené operatory. Pro né i i —i jsou regularni hodnoty a proto
operatory A —il i A + il jsou bijekce # na # . Také C(A) je tedy bijekce #Z — H a z rovnice

ICA =Dyl = 1Ay + Y17 = I(A + Dy ®)
plyne dosazenim ¢/ = (A + iI)" !¢ také
ICCAl = llol, Vo e, 4)

coz je ekvivalentni tomu, ze C(A) je unitarni. C tedy zobrazuje samosdruzené operatory na unitarni.

Unitarni operatory ziskané touto cestou sdileji vlastnost, Ze ¢islo 1 neni zadného z nich vlastni hodnotou - to
plyne z nesplnitelnosti rovnice (A—il)¢ = (A+il)p mimo ¢ = 0. UkaZeme, Ze naopak kazdy operator U € % (¥')
spliujici 1 ¢ 0,(U) je obrazem néjakého samosdruzeného operatoru pies C. Ozna¢me takovou mnozinu % ().
Rovnéz inspirovani (1) hledejme takovy operator jako

Ay =il +U)I -U)"L )

Je ztejmé, ze I — U je diky podmince 1 ¢ o,,(U) pro U € %(%) invertibilni, takze tato definice dava smysl. Také
se jedna o husté definovany operator, protoze pro unitarni operator U, stejné jako pro kazdy normalni, plati

Aeo,(U) < Ran(U-A)=x 6)
(bez normality by pravou podminku mohly spliiovat i body z rezidualniho spektra), a pro A = 1 odsud
1¢o,(U) = Ran(U-1)=%, (7)

coz znaci hustou definovanost Ay, protoze Ay je definovany pravé pro ta ¢, kterd patii do oboru hodnot I — U.



Jako tteti podminku ovéfime symetrii: necht ¢, € D(Ay) = Ran(I—U). Lze tedy psatp = (I-U)y, ¥ = I-U)p
pro néjaka n, y € # . Potom

(0, Ayy) = (I =)y, Ay =Un) = (I = U)x,id+U)n) =i((x,m) — Uyx.n) + (x,Un) — (Uy,Un))

— (LU - Uxn) ®

a rozpis (Aye, ) vychazi stejné.

Zbyva tedy samosdruzenost Ay a protoze symetrie dava Ay C Ay, postaéi pro ni D(Af;) € D(Ay). Jestlize
¢ € D(A})), pak
I e I : VY € D(Ay) =Ran(I - U): (¢, Ayy) = (n.9)
MeZ :NyeZ: (p,Ay(I=U)x)=(n.(I-U)x)
eI+ U)y) = (. (I =U)x) ©)
H(I+ U, ) = (T =UMn. x)
P (I + U - (I =U"n, x) =0
Z posledni linky plyne (I + U*)p = i(I — U*)n. Chceme ukézat, ze odsud lze odvodit ¢ € D(Ay) = Ran(I — U),
tedy ¢ musi jit vyjadrit jako obraz néjakého vektoru pii I — U. Kdyz ziskanou rovnost patti¢né upravime,

T+U)p=iI-U")n /U
U+De=iU~-Dn /+T-U)p
2p=I-U)(=in+¢), /+2 (10)
@ = (I—U)g

dostaneme praveé takové vyjadreni. Vektor ¢ je v ném zapsan ,pomoci sam sebe®, ale to nicemu nevadi - stadt, ze
z ptedpokladu ¢ i 5 existuji a dohromady davaji vektor, jehoZ je ¢ obrazem pfi I —U, coZ jsme piesné potfebovali.

Muzeme tedy psat:

C: Loy = U (H): A (A—iD)(A+il) ! bijekce, C1: U i(I+U)I-U)"L. (12)

Nesamosdruzené operatory

Predpis (2) mizeme aplikovat i na nesamosdruzené symetrické operatory. Jejich obraz pochopitelné nebude
unitarni, ale co o ném fici 1ze?

Stejné jako pro samosdruzené operatory i pro symetrické jsou A +il a A — il invertibilni, ale jejich obor hodnot
je mensi nez & . Defini¢nim oborem C(A) pro A symetricky bude Ran (A + iI), protoze vektor ziskany aplikaci
(A +i)™! na néj bude zarucené také v definiénim oboru A — il. ProtoZe touto operaci dokazeme dosahnout
kazdého vektoru z D(A — iI), oborem hodnot C(A) bude podobné Ran (A — iI).

Operator C(A) tedy zobrazuje prostor Ran (A + i) bijektivné na Ran (A —il). Na tomto oboru spliuje |C(A)y/| =
[/]. Pokud jesté operator A je uzavieny symetricky, tedy A € L (#), je C(A) izometricky (to je podminka ¢isté
néazvoslovniho charakteru, definice izometrického V vyzaduje D(V) uzavieny). Jestlize neni, miizeme C(A) na
izometrii jednoznacné rozsirit uzavérem, stejné jako u jinych omezenych operatort to nebudeme povazovat za
prekazku.

Zde si vzpomeneme na definici indext defektu: pocate¢ni i cilovy prostor izometrie C(A) jsou uzaviené pod-
prostory v &, pro néz hodnoty n,(A) vystupuji v roli kodimenze! To znamen4, Ze existuje podprostor K_ di-
menze n_(A), ktery je ortogonalni na D(C(A)) a tedy C(A) na ném neni definovan, a podobné podprostor K,
dimenze n, (A) kolmy na Ran C(A).

Zopakujeme-li argumentaci pouZzitou pro samosdruzené operatory, ukazeme snadno, Ze zobrazeni (11) opét zpro-
sttedkovavaji bijekci, tentokrat mezi L.(#) a 71(’) — mnozinou viech izometrii mezi uzavienymi podpro-
story & takovych, ze Ran (V — 1) = .



Hledani symetrickych rozsireni

Kli¢em k hledani izometrickych (resp. unitarnich) rozsiteni C(A), a tim uzavienych symetrickych (resp. samo-
sdruzenych) rozsifeni A skrz C™!, je tedy moznost dodefinovani C(A) na nékterych vektorech z K_. Aby potom
i pfi linearnim rozsifeni zistala zachovana podminka izometrie, musi obrazy, které jim pfifadime, patfit naopak
do K. Spojitym rozsifenim potom dostaneme izometrické rozsiteni V = C(A).

Formalné fe¢eno volime podprostory G_ € K_ = (Ran (A +il))* = Ker (A* —il) aG, C K, = (Ran (A—il))* =
Ker (A* + iI) takové, aby dim G, = dimG_ > 0, a izometrické zobrazeni V5: G_ — G, jehoz pomoci V = C(A)
roz$ifime na D(V) & G_ predpisem

V¢:V¢+VG)(, kdey =9+ y,p e D(V), y € G_, (12)

¢imz vznikne izometrie D(V)®G_naRanV ®G,.. Operator A pak ziskame jako C~1(V). Je-li dimenze d prostorti
G, koneéna, pak indexy defektu operatoru A jsou rovny

ny(A) =ny(A)—d (13)
(véta 8.2.5, ucebnice pouziva pro G, opa¢nou znaménkovou konvenci).
Odsud je evidentni, ze

1. Nutnou podminkou, abychom rovnici (13) mohli dospét k indextim defektu (0,0), tedy k samosdruzenému
operatoru A, je, ze indexy defektu n,(A) a n_(A) jsou si rovny.

2. Je-li jeden z indext1 defektu A € Z.(#) nulovy a druhy ne, pak A je maximalni symetricky operator,
ktery samosdruzené rozsifeni nema.

3. Samosdruzenych rozsifeni libovolného symetrického operatoru A, pro néjz n.(A) = n_(A) > 0, je neko-
ne¢né mnoho riznych — stejné jako izometrii K_ na K.

4. Je-lin, (A) = n_(A) = n € N, kazdé maximalni symetrické rozsifeni A je samosdruzené a je vzajemné
jednoznaéné uréeno unitarni matici M € U(n), pfedstavujici zobrazeni K_ na K, v néjakych jejich pevné
zvolenych ortonormalnich bazich.

5. Jsou-li n,(A) i n_(A) nekoneéné (a rovna-li se kardinalita defektnich prostort), lze dospét k maximal-
nim symetrickym rozsifenim i samosdruzenym i nesamosdruzenym. Pro podprostory K_, K, stejné, ale
nekoneéné dimenze totiz existuji izometrie, které jsou bijektivni, i takové, které nejsou surjektivni.

Je praktické si na zavér preformulovat rozsifeni (12) do tvaru platného piimo pro operatory A, A, abychom
nemuseli pouze za timto uc¢elem pokazdé konstruovat Cayleyho obraz a po provedeni roziifeni V na V jej trans-
formovat zpét. Tuto ulohu plni (druh4) von Neumannova formule (véta 8.3.2): pro kazdé ¢ z defini¢niho oboru
rozsifeni A O A existuje pravé jedno ¢ € D(A) an € G_ takové, Ze ¢ = ¢ + (I — V)n. Potom

Ay = Ap +i(I + Vo). (14)

Toto dava i vyjadieni pro D(A): )
D(A) =D(A) & (I - V5)G- (15)

(pozor na to, ze ,pfidany“ podprostor neni roven G_ a neni ani ortogonalni na D(A), jako platilo pro rozsifovani V
- D(A) ostatné ma ortogonalni doplnék prazdny).

Na cviceni uvidime, jak tento cely proces mize v praxi vypadat.

Poznamka: Zdanlivé se lze obejit bez konstrukce operatoru A*, protoze jediné, k ¢emu jej pouzivame, je nale-
zeni prostortt Ker (A* + iI), které jdou také hledat jako ortogonalni doplitky Ran (A ¥ il). Staci si vSak napsat
odpovidajici vzorec, abychom seznali, Ze se jedna o zcela srovnatelné mnozstvi prace. Jakmile mame pfedpis A*
v ruce, je nalezeni jeho jadra s pfidanym nasobkem identity jiz pfimocary vypocet.



Shrnuti postupu

Kompletni ,kuchatka®“ hledani symetrickych nebo samosdruzenych rozsifeni symetrického operatoru A:

1. Zkonstruujeme sdruZeny operator A*.

2. Najdeme jeho defektni prostory K, = Ker(A* +iI), K_ = Ker(A* —iI) a jejich dimenze n (A) = dim K.

3. Urc¢ime, ktera nastava z moznosti:
« Jsou-li oba indexy defektu nulové, A je samosdruzeny (pokud A = A) nebo v podstaté samosdruzeny,
« je-li nulovy jeden index defektu a druhy ne, A je maximalni symetricky operator, nesamosdruzeny,
« jestlize oba indexy defektu jsou nenulové, pokracujeme v postupu.

4. Zvolime podprostory G, a G_ prostort K, K_ spliujici dimG, = dimG_.

5. Zvolime néjakou izometrii V': G_ na G,, v pfipadé koneénych dimenzi popsanou unitarni matici.

6. Novy operator Ay definujeme na oboru
D(Ay) ={ +¢~Vo|y € D(A).p €G_} (16)

predpisem
Ay(f + ¢ —-Vo) = AY +i(p + Vo). (17)

7. Nové indexy defektu ny(Ay) jsou dimenze ortogonalnich doplikii G, do K., v piipadé dimG, = d je
ny(Ay) = ny(A) —d. Pokud se oba vynulovaly, ziskavame (pfipadnym uzavérem) samosdruZzeny operator.

Dodatek: Prvni von Neumannova formule

Neméné dulezita nez druha von Neumannova formule je i prvni — v dne$nim vykladu jsme ji nepotfebovali, ale
muze se hodit v budoucnu. Mluvi, podobné jako druha o symetrickych rozsifenich, o defini¢nim oboru, tentokrat
vsak sdruzeného operatoru A*:

Véta (Prvni von Neumannova formule, 8.1.8). Necht A je uzavieny symetricky operator. Potom pro kazdé
¥ € D(A™) existuje jednoznaé¢ny rozklad ¢ = )y + ¥/, + ¥_, kde ¢y € D(A), ¥/, € Ker(A™ +il), y_ € Ker(A™ —il).

O prostorech K, = Ker(A* +il) vime, Ze jsou ortogonalni, ale nejsou kolmé na D(A) (neméa ortogonalni doplnék).
V rozkladu analogickém (15),
D(A*) = D(A)® K_ & K., (18)

tedy stejné jako diive vyjadiujeme jen jednoznacnost souctu, ne jeho ortogonalitu. Plyne odsud ovsem zavér
o dimenzi ne ortogonalniho dopliiku, ale faktorprostoru:

dim (D(A*)/D(A)) = n,(A) + n_(A). (19)

Nékdy se mtze podafit tento faktorprostor parametrizovat a ziskat tak ¢astecnou informaci o hodnotéach n,.
Zajimavy je potom novy pohled na (15), Ze z ,chybéjicich® vektori z prostoru K_ @ K, (zde jiz skute¢né direktni
soucet) dopliiujeme jistym zpusobem vybrané, zrovna ty tvaru n — Vgn, coZ zachova symetrii. Rizna rozsifeni
pfidaji do D(A) rtizné vektory, ale nikdy ne vice nez min{n_(A) + n, (A)} linedrné nezavislych, tedy nejvyse
polovinu hodnoty (19).



