Operatory energie (1)

Kromé pfipada polohy a hybnosti, se kterymi jsme se celkem dikladné seznamili, a spinu, jehoZ popis je dan
maticemi a proto ve vSech nasich ohledech celkem nezajimavy, je nejdulezitéjsi pozorovatelnou Hamiltonian,
tedy operator energie. Pro Castice typicky nabyva tvaru

H: y(x) = =AY (x) + V(x)§ () ®

na oboru, ktery postupné vysetfime. Dnesni hodinu budeme vénovat jednorozmérnému ptipadu, tedy

H:y(x) = Ay ](x) = 9" (x) + V() (x). (2)
O funkci V budeme predpokladat, Ze je realna a Llloc-integrabilni na néjakém intervalu I := (g, b), kde umoznime
—00<a<b< +oo.
Vysetfime nejprve zfejma omezeni. Stejné jako u diferencidlniho —i d/dx obecné rovnice

b

J

nema zadny dtvod platit u funkci, které neumoziuji integrovat per partes. Jsme nuceni zaclenit podminku ab-
solutni spojitosti, a to do prvni derivace, aby vyrazy viibec $lo touto cestou porovnat. Ozna¢me pro interval I

b
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ACYI) ={f: I - C| fif’ jsou absolutné spojité v I} 4)

(nejedna se o ustalené oznaceni). Na této mnoziné lze pro rovnici (3) fici

d d d
|| @1y - o0y dx = | 600 - 9y () dx = | (0 - (oY () )
(5)
a protoZe soucin absolutné spojitych funkei v obou zavorkach napravo je absolutné spojity, je
d
J ()oY $(x) — ()" AY)(x)) dx = [ (x)*P(x) — ()" 9" ()¢ (6)

pro vsechny podintervaly (c,d) C (a,b).
Rozsifeni validity rovnosti (6) i do nékterého z krajnich bodtl, napiiklad d = b, je mozné za podminek, Ze

« tento krajni bod je konec¢ny,
« ze funkce V(x) je az do této meze integrabilni,

« ze funkce ¢, a jejich derivace bereme spojité i v tomto bodé.

Krajni bod spliujici prvni dvé podminky se nazyva regularni a tfeti bod miZzeme zapsat tak, Ze ¢,y € ACY(D),
kde I znadi I rozsifeny o své regularni krajni body. Rovnice (6) pak plati pro vSechna (c,d) C I.

Pro singularni krajni body leva ani prava strana (6) nemuseji existovat ani ve smyslu limit ¢ — a,, resp.d — b_,
ale existence je zarucena, pokud doplnime obor AC!(I) o pozadavek L2-integrability ve tvaru

D= {y e AC'(D nLA(D|Ay] € L*(D}, )

protoze potom funkce na levé strané (6) je L!-integrabilni na (a,b). D4 se také odvodit, e pro funkce ¢/ € D
integral

| eoweor + 1y o) ax ®
konverguje, coz v piipadé V(x) zespoda omezené také implikuje ¢’ € L?(R). Potom miizeme psat D jako pod-

mnozinu H2(I) vymezenou podminkou £[i/] € L%(I) - zejména pro V = 0 je D = H%(I) a operator H: i = —1/”
definovany na tomto prostoru je jednoduse P2. Zajimat nas vice budou situace s nenulovym potencialem.



Operator H definovany piedpisem (2) na oboru D(H) = D je obecné nesymetricky; stejné jako u snahy definovat
P na H'(I),I ¢ R narazime na to, Ze pravé strany (6) mohou byt nenulové. Hlavim rozdilem je, Ze ani I = R
nemusi zaru¢it maximalitu.

Uvedeme si zde hlavni vysledky kapitoly 8.5.

Pro zkouméani moznosti nalezeni samosdruzeného operatoru s pfedpisem (2) je vychozim bodem opét konstrukce
symetrického zuzeni H, které ma stale H za sdruzeny operator. Za jeho defini¢ni obor mizeme podobné jako
drive brat

D(H) := {lﬁ € D(H) ‘ supp ¥ je kompaktni uvnitf (a, b)} 9)

Plati pro néj
Véta (8.5.5). Pro libovolny interval (a, b) a funkci V spliiujici nase zékladni pfedpoklady uruje vyraz

H: D(H) -  : (x) = fy/](x) (10)
symetricky operétor spliujici (H)* = H. Jeho indexy defektu jsou n, (H) = n_(H) = n, kde n € {0, 1, 2}.

Postup odvozeni, Ze podminka pro sdruzeny operator dava operator H, je podobny jako v piipadé derivace
prvniho fadu (hybnosti), ale vstupuje do néj dosazeni feseni n rovnice {[y] = ¢ (vzpomeriite si, Ze pfi hledani
sdruzeného operatoru P jsme také museli integrovat!), které je mimo ramec naseho predmétu.

Zajimavy je vysledek zminujici indexy defektu, protoze ty maji okamzity vyznam pro nasi teorii symetrickych
rozsifeni. Jakmile ale mame (H)*, jejich predpovéd ale je snadnou ¢asti diikazu, proto ji ve zkratce zreplikujeme:

« Hodnoty n,(H) udavaji pocet linearné nezavislych teseni (H + il)ijy = ¢ v prostoru D, coZ je rovnice

Y7 (x) = (V(x) £ Dy (x).

« Bezdodate¢nych podminek ¢ € L2(I), f{y/] € L2(I) jdou linearné nezavisla feseni takové rovnice najit prave
dvé: vychazejice z né&jakého bodu ¢ € (g, b) je vytknou pocateéni podminky napfiklad 4 (c) = 1,¢{(c) = 0
ata(c) = 0,95(c) = 1.

« Pro fe$eni i této rovnice je f[¢/] € L?(I) pravé tehdy, kdy i € L%(I), sta¢i tedy zkoumat jednodussi z pod-
minek. Dodate¢na podminka zpusobi, Ze jen néktera feSeni ,plati®, a proto n, muiZe byt i méné nez 2.

o Je-liyy fesenim ¢/ (x) = (V(x)+i)/(x), je ¥* soucasné fesenim " (x)* = (V(x)* Fi)y(x)* a L?-integrabilitu
komplexni sdruzeni neovliviiuje. Rovnice s +i ma tedy stejny pocet feseni v D jako s —i, odkud plyne rov-
nostn_ = n,.

O indexech defektu miZzeme v nékterych ptipadech fici i vice.

« V piipadé obou krajti a, b regularnich (tj. omezeny interval I = (a,b) s V € L'(I)) jsou indexy defektu H
rovny (2,2). To je proto, ze podminka ¢ € L%((a, b)) je pro / € AC!({a, b)) automaticky splnéna. (8.5.4)

« Pokud je jeden krajni bod singularni, mohou indexy defektu byt (2, 2) nebo (1, 1). (8.5.9)

Abychom ziskali pfedstavu, jakym smérem se budou ubirat symetricka rozsifeni H, podivejme se na jeho uzaveér.
Jamile mame k H sdruZeny operator a symetrii, najde se uz celkem snadno:

p € D(H) = D)) = DY) = ¢ eDavy e DE): (p. Hy) = (Hp,y) ()
o peDaVYeD: [ (x)Y(x) — px) P (x)]L =0

Zde jsme vyuzili toho, Ze jiz nemusime psat 37 € #: pokud existuje, jedna se o obraz ¢ pti (H)*, tim je ale Hy
(H ¢ H= H > (H)"). A pro dvojici funkci z D pak jiz plati (6), a to véetné krajnich bodii a a b.

Definicni obor uzavéru H = H je tedy urcen predpisem

D(H) = {p € D[V € D: [¢" ()" §(x) = 9(x)" P’ ()] = [0" ()" P(x) = 9(x)" ¥ ()], = 0}. (12)



Pro kazdy regularni krajni bod, feknéme a, se odpovidajici ¢ast (12) zjednodusi na
p@)=0n¢ (@) =0 (13)
diky nezavislé moznosti volby /(a) a ' (a), ale podminka
VY € D: [ ()" P (x) = p()* Y’ ()] = 0 (14)

pro singularni krajni bod miiZze a nemusi byt pro ¢ omezujici, podle vlastnosti potencialu V(x) (mtze se stat, ze
je splnéna jiz samotnou nalezitosti ¢ do D). To je, zjednodugené fe¢eno, divodem, pro¢ defektni prostory mohou
pro rizna V(x) za jinak stejnych podminek byt riizné velké. Od tohoto momentu dale miize skuteéné rozhodnout
a7 feSeni konkrétnich diferencialnich rovnic.

Zvlastni vyjimku tvoii - ve fyzice celkem bézna - situace, kdy potencial V(x) je zdola omezena funkce. Zde, jak
jsme zminili dfive, z podminky ¢y € D plynou jesté vlastnosti

L VOl (0 dx < oo, L ()P < oo (tedy y € L*(D)). (15)
Funkce ¢ (x)*/(x) — o(x)*§(x), kde ¢, € D pak nalezi do L'(I) a jakozto takova spliiuje

L lo” ()Y (x) = ()Y’ (x)| dx < 0. (16)

V Z4dném nekoneéném krajnim bodé potom neni jind moznost, nez Ze limita ¢’ (x)*¢/(x) — p(x)*¥/’ (x) je nulova,
a kazda funkce ¢ € D potom spliiuje odpovidajici podminku (14) (v bodé a nebo b). Proto pro zdola omezeny
potencial V(x) na R neni rozdil mezi D(H) a D(H) a dostavame tak automaticky samosdruzeny operator H = H
na oboru

D(H) = D ={y € HX(R) |{[y] € LA(R)}. (17)

Pfikladem tohoto silného zavéru je (jednorozmérna, pfipomenme) volna ¢astice i linedrni harmonicky oscilator.

SamosdruzZena rozsifeni v regularnim pripadé

V piipadé regularniho intervalu, tj. koneného I = (a,b), na nemz je V(x) € L(I) (nejen Llloc), muiiZeme sa-
mosdruZzena rozsifeni H charakterizovat pomoci okrajovych podminek. V knize je tomu vénovana znacna ¢ast
kapitoly 8.6, ale my jsme jiz dva priklady toho, jak se rozsifeni projevi podminkami pro hodnoty ¢i derivace
funkci v krajnich bodech, vidéli jiz na cviceni, a mtizeme tak apelovat na analogii a fici pouze hlavni vysledky.

Kazdé samosdruzené rozsifeni H’ operatoru H je v tomto pfipadé uréeno dvojici lineadrné nezavislych vektort
N1, o z K :== K_ + K, které se rozhodneme k defini¢nimu oboru D(H) pfidat skrz druhou von Neumannovu
formuli

D(H’)=D(H)+ (I -V)K_ (cD) (18)

prostfednictvim volby V: K_ — K. Tyto funkce nepatii do D(H) a jakoZto takové maji nenulové hodnoty
a/nebo derivace v bodech a, b. Lze vsak o nich fici nasledujici, a tim efektivné konstrukei s V obejit:

« Ctvetice hodnot ((a), 7’ (a), n(b), ' (b)) ziskanych pro 7y a pro 5, jsou linearné nezavislé. Pokud by tomu
tak nebylo, uvazujme netrivialni linearni kombinaci a;1; + ayn,, pro kterou by se hodnoty i derivace
soucasné vynulovaly. Takova funkce ov§em patii do D(H), coz je spor s jednoznaénosti rozkladu (18).

« Abychom pfidanim 5y, n, neporusili symetri¢nost rozsifeného operatoru, museji spliovat
[7/ GO () = () mp(lG = 0, ok € {1, 2}, (19)

(Kazda z nich s kazdou funkeci z D(H) toto spliiuje, ale funkce z K vzajemné mezi sebou obecné ne. Do-
konce ani 7; ¢i 5, sama se sebou by tuto zavorku nemusela mit nulovou, jedna se po rozpisu o hodnotu

2iIm (iyj(b)r]]’-(b)* - Uj(a)’ﬁ(a)*))-



« Soustava rovnic
(7)) =m) ¢ ®Dla =0, k=12 (20)
je nyni (spolu se zakladnim piedpokladem ¢ € D) nutnou a postacujici podminkou pro ¢ € D(H’) a hod-

notu H’ ¢ jednozna¢né vymezuje H C H.

Posledni rovnice (20) je ale dvojici linearnich podminek tvaru

orp(a) — Peo’ (@) = yeo(b) — 80" (b), k=1,2, (21)

kde a, f,y, § reprezentuji patfi¢né hodnoty a derivace funkci 5,7, v komplexnim sdruzeni.

Kazdé samosdruzené rozsifenti je tedy uréeno néjakou vazbou mezi hodnotami a derivacemi ¢(x) v bodech a a b.
Podivejme se, jaké viechny takové vazby je takto mozné ziskat. Pro tento Gcel do (21) dosadme za ¢ samotné n,
a1, protoze podle (19) pro né musi byt také splnény. Riznymi kombinacemi dostavame tfi nezavislé podminky

a By = prog = 1165 — vy
afy — fray =116 —éiyy (22)
052,5; - ﬁzaf = Y255 - 52)’2*

Tyto podminky jsou tedy nutné, ale da se ukazat, ze i postacujici: kazda dvojice linearnich vazeb tvaru (21)
spliujici (22) je indukovéana néjakymi nq, 1, (véta 8.6.4).

Jednim piikladem takovych podminek je periodicka okrajova podminka ¢(a) = ¢(b), ¢’ (a) = ¢’ (b), spojujici body
a a b topologicky do kruznice, a jeji iprava tvaru ¢(a) = e%@(b), ¢’ (a) = ¢’ (b), rozifujici podminku nalezenou
pro P na kone¢ném intervalu. V téchto piipadech pii V = 0 skuteéné H = P2. Samosdruzenych Hamiltoniant je
ale vice a existuji i takové, které neodpovidaji druhé mocniné zadného operatoru hybnosti.

Specialni misto mezi podminkami takovéhoto tvaru maji separované okrajové podminky, které davaji zvlast ome-
zeni pro bod a a zvlast pro b. Jsou tedy tvaru

o 9(a) — pro’(a) = 0,

, (23)
0 = y200(b) — 629" ()
s nepouzitymi koeficienty nulovymi. Dosazenim do (22) dostavame omezeni
o1 Bf — B =0,
1'81* A i < a—l, %2 eru {oo}. (29)
Y20, = yy =0 B 8,

Jedna se tedy v kazdém z krajnich bod1 o podminky zavislosti mezi hodnotou a derivaci ¢(x) s realnymi koefici-
enty. Krajnimi pfipady jsou vazby ¢(a) = 0 (Dirichletova podminka - ,pevny konec®) nebo ¢’(a) = 0 (Neuman-
nova podminka — ,volny konec®), mezi kterymi mtZeme vybirat z kontinua pfedpisim odpovidajicim rlznym
odrazim vlny od kraje.

Ackoli jsme tyto vysledky uvedli pro pfipad I = (a, b) s obéma konci regularnimi, posledni zjisténi lze uzpisobit
iproI = (a,+) s regularnim bodem a, pokud dokaZeme zajistit indexy defektu (1, 1), napfiklad omezenosti
potencialu (véta 8.6.7). Samosdruzené Hamiltoniany na polopfimce jsou tedy vzajemné jednozna¢né vymezeny
jednou odrazovou podminkou tvaru agp(a) = p¢’(a), a, f € R ve svém regularnim konci a.



