Operatory energie (2)

Na minulé hodiné jsme se vénovali operatorim tvaru —A + V. V jednorozmérném piipadé jsme ukazali, Ze na
jistém defini¢nim oboru, ktery byl zapsan pomérné komplikovanym zptisobem, dava tento predpis symetricky
operator, ktery maZe a nemusi byt samosdruzeny, ale vzdy samosdruZené rozsifeni ma (indexy defektu se sho-
duji).

Ke skutecnosti, Ze néjaky operator tvaru volné plus kinetické energie je samosdruzeny, v mnoha piipadech Ize
dospét i jinymi cestami, véetné takovych, na které teorie z minula nefunguje, zejména na vicerozmérné oblasti.
Predvedeme si ve zkratce dvé mozné dalsi cesty k tomuto cili.

Kato—Rellichova véta

Dulezitou otazkou v kvantové fyzice je stabilita samosdruzenosti vii¢i symetrickym porucham. Myslenka ilustro-
vanéa pro Hamiltoniany je jednoduse takova, ze Hy = P? v jednorozmérném piipadé, & obecnéji

n
Hy=) P, P=19..0IQ@P®I®..0I Q)
j=1 j-ty ¢len
na L%(R") samosdruzeny je a ¢len V, jakoZto operator nasobeni realnou funkei V(x), také. Jeho pficteni k H,

muzeme povazovat za poruchu a ptat se, jak velka mtze byt, aniz by soucet pfestal byt samosdruzeny.

Uvazujme obecnéji operator A € (%) a poruchu S € ZL(F), kterd ma definiéni obor alespon tak velky
jako A. Prvni motivaéni vysledek je jednoduchy: Je-li S omezeny operator, potom A + S je samosdruzeny. Plyne
pfimo z pravidel pro sdruzené operatory, ktera fikaji, ze (A+S)" D A*+S*, a Ze rovnost nastava, je-li alespor jeden
z operator omezeny. (Dovétku jsme se piilis nevénovali, ale jiz se vyuZival mimojiné pro (A —AI)* = A* —A*I)

ProtozZe (oboustranné) omezeny potencial je zna¢né silna podminka, je pfirozené ptat se po moznych zeslabenich
predpokladii. Ukazuje se, Ze ve skutecnosti staci, aby S byl takzvané relativné omezeny viaci A (také A-omezeny).

Definice. Nechf A a S jsou linearni operatory na % spliujici D(S) > D(A). Rekneme, Ze S je A-omezeny
s A-mezi a > 0, pokud existuje b > 0 takové, Ze
vy € D(A): Syl < al Ay[ + bly]. (2)
Poznamky:
a) Tradi¢né se A-mezi nazyva infimum takovych ¢isel a, ale i toto je vhodna definice.
b) Podminka formulovana s kvadraty norem
36,b > 0: ¥ € D(A): [SyI* < @Ayl + By ®3)
je ekvivalentni v tom smyslu, Ze infima moznych a a a se rovnaji.

¢) Nerovnost (3) 1ze ekvivalentné psat ve tvaru
a1 .
|sa—ien™ y| < @yl (4)

kde é = b/a, takze S je relativné omezeny vici A pravé tehdy, je-li SR,(A) omezeny operator pro néjaké
imaginarni p. Takto pozdéji definujeme i relativni kompaktnost (v knize komentar k §10.8).

Véta (T. Kato, F. Rellich). Necht A je samosdruzeny (resp. v podstaté samosdruzeny) a S je symetricky, A-
omezeny operator s A-mezi ostfe mensi nez 1. Potom A + S je samosdruzeny (resp. v podstaté samosdruzeny).

Déle je-li A zespoda omezeny, je zespoda omezeny i A + S.

Dukazem se nebudeme zatézovat, i kdyZz neni naroény (zajemci viz 7.3.14). Dovétek je v nasi ucebnici uveden az
zv1ast v komentafi k §7.3, kde miZete nalézt i formulaci konkrétniho odhadu spodni meze sou¢tu A + S.

Ukazeme si radéji bezesporu nejpodstatnéjsi aplikaci tohoto teorému.



Coulombuv potencial

Potencial tvaru V(x) = —a/|x|, @ > 0 jisté neni omezeny, ani zespoda omezeny, ukazeme vsak, Ze (mozna trochu
prekvapivé) je relativné omezeny vici Hamiltonianu volné trojrozmérné Castice, jak vyzaduje Kato—Rellichova
véta. Po cesté se poucime o nékolika dalsich pozorovanich.

Lemma 1. Na L2(R®) uvazujme operator Hy = P? + PZ + PZ. Pak D(H,) € L®(R3) n L2(R®) a plati

Va>0:3b>0: ¥y € D(Hy): [ < alTVlz + by (5)

Diikaz. Operator Hy mizeme prevést Fourierovou(-Plancherelovou) transformaci na operator nasobeni funkeci
h(y) = |y|? (coz potvrzuje i jeho samosdruzenost, kterou jsme na za¢atku ohlasili bez patti¢ného odtivodnéni):

Hy = F;'TyFs, D(Hy) = F;' Dy, Dh={<peL2<IR3)

J ly[*lo(y)? dy < 00}- (6)
JRB

Kazdé y € D(H,) dokazeme psat jako obraz néjakého ¢ € Dy, pii F; !, ¢i zpétné ¢ = Fz € Dj,. Roznasobme

takové ¢ jednotkou jako
1

1+ h(y)

Zlomek je L?-funkce a zbytek vyrazu podle pfedpokladii také, odsud ¢ € L!(R?) jakozto soucin dvou L? funkei.
Potom ovéem plati standardni pravidla Fourierova transformace a / = F; 1p = 973+<p je omezena spojita funkece.
Jeji supremova norma

o(y) = (1 +h(¥)e(y). (7)

Wleo € —loh < — | ——| 10+ h3))elz < Clolz + [Tuoly) = CAYls + 1T, ©®
N Vo I+ h()

kde v posledni pravé jsme vyuzili unitaritu F a piedpis F; 'Tj,F; = H,.

Oproti tvrzeni je jesté potieba doplnit svobodu volby koeficientu pted |Ty/|,. Za timto Géelem uvazujme funkci

Ys(x) = Y(x/s), o(y) = (Bsype)(y) = s°p(sy). ©)
Jeji L*-norma je stejna jako i, ale ze substituce v integralu celkem piimocafe dostaneme pro ostatni normy
[Wsla = s¥2192,  I1TYslz = IThpsllz = $°s~72IThplz = s~ /21Ty, (10)

Uzitim téchto vztaht je mozno kazdy z faktorti pred |¢/|s, [T¥/|, v (8) libovolné zmensovat na tikor druhého. [J

Lemma 2. Operator nasobeni Ty libovolnou funkei V(x) € L%(R?) je relativné omezeny vici Hy s Hy-mezi
ostfe mensi nez 1.

Ditkaz. Uvazujme pro i € D(Hy) funkci V(x)y/(x). Podle (5) je to soucin L2-funkce s funkci skoro véude omeze-
nou a proto téz L2. Kazdou funkci z D(Hp) tedy lze nasobit V(x) a neopustit L2, proto D(V) > D(Hy). Pro normu

Ty pak plati
Ty, = J j VORGP dx < o, j VR dx = [Y]alV,. (1)
R3 R3

coz opét s pouzitim (5) Ize dale odhadnout jako

Va>0:3b>0: [Tyl < (@VIDITyl, + GIVIDIY (12)

a ¢islo a volit dostate¢né malé na to, aby i souéin |V|,a byl stile mensi nez jedna. O
Lemma 3. Funkci V(x) = —a/|x| Ize psat jako soucet funkce z L2(R®) a jiné z L®(R?).
Ditkaz. Rozdélme potencial na vnitfek a vnéjsek jednotkové koule kolem pocatku soufadnic. Potom

L 2
J V(x)?dx = J a—247rr2 dr = 4na?, (13)
B,(0) or

takze singularita v pocatku o 1/r je (ve tfirozmérném prostoru) L?-integrabilni a V/ XB,(0) € L%(R?). Skute¢nost
VxwB,(0) € L7 (R3) je trivialni. O



Potencialovy ¢len miizeme tedy k Hamiltonianu volné ¢astice pficist ve dvou krocich, nasobeni L?-funkei podle
Kato-Rellichovy véty s pomoci lemmatu 2 a nasobeni L*-funkci je omezeny operator. Oba kroky zachovavaji
samosdruzenost a spodni omezenost, dostavame tedy nejen samosdruzeny Hamiltonian, ale soucasné vime, ze
jeho spektrum ma spodni mez - toto je podstatny disledek znamy jako argument pro stabilitu hmoty.

Protoze k H, pfic¢itame vzdy operator s vétsim definiénim oborem, v zddném kroku se nezméni a zstava tak
D(H) = D(Hy + Ty) = D(H,), (14)

ktery narozdil od D(sz) dokazeme snadno pojmenovat: je jim H2(R®). Casto je praktické pracovat se zizenim
na §(R3) nebo C°(R?), které jsou oba podmnozinou D(H); na nich je v podstaté samosdruzeny.

Neomezené seskvilinearni formy

Z funkcionalni analyzy vite, Ze na Hilbertovych prostorech je jednozna¢né zobrazeni mezi omezenymi operatory
B a seskvilinearnimi formami

fo: # x X — C: fg(o,¥) = (¢, BY) (15)

kde potom fp je omezen normou |B|:

|8, ¥)I < |Bllellvl, (16)

naopak ke kazdé omezené seskvilinearni formé 1ze najit operator B, ktery k ni ma zminény vztah.

Stejnou korespondenci zobecnime i mimo doménu omezenych operatoru, konkrétné na dualitu mezi symetric-
kymi, zdola omezenymi operatory a husté definovanymi, symetrickymi, zdola omezenymi formami, tj. seskviline-
arnimi formami f: D¢ x Dy — C, kde Dy je husty podprostor # a jeji ¢iselny obor

o(f) ={fW.y) |y € Dy Iyl =1} (17)

je podmnozinou R a ma kone¢né infimum. Mnozina Dy neni definiénim oborem f (tim je Ds x Dy), ale obcas se
tak pro jednoduchost nazyva a znaé¢i D(f).

Korespondence mezi formami a operatory je velmi blizka a mnoho vlastnosti se mezi operatem T a jim genero-
vanou formou fr: (@, ) — (¢, TY) se pfenasi. Jsou véak jisté rozdily. Ten hlavni spo¢iva v rozdilné definici, co je
uzavieny operator a uzaviend forma. Uzavienost symetrické, zdola omezené formy s je definovana podminkou,
Ze zobrazeni

(.95 = (0. 9) + so(. ), (18)
kde so(¢, ¥) = s(p, ) — inf O - (¢, ¥), uruje skalarni souéin na #, viéi némuz je D, uzavieny.

Do teorie forem nebudeme tolik zabyvat, ale néktefi autofi ji preferuji nad operatory, proto je dobré znat alespon
nejzékladnéjsi body. Stiedobodem je véta o reprezentaci:

Véta (7.5.8 — zkracend). Necht s je husté definovana, uzaviena, symetricka a zdola omezené forma na % . Potom
existuje samosdruzeny operator A, takovy, Ze

« D(As) C Dy, s je uzavérem formy generované operatorem A,

« operator A, je omezeny zdola hodnotou inf O(s).

Mimo to, jestlize jiny operator A’ splituje podminky prvniho zavéru, potom A’ C A, tedy samosdruzeny ope-
rator je jimi urCen jednoznac¢né.

V teorii forem jsou néktera odvozeni snadnéjsi diky moznosti operovat zvlast na prvnim a na druhém argu-
mentu. Naptiklad pro symetricky operator S namisto zkoumani sdruzeného operatoru k S a defini¢niho oboru
soudinu $*S muzeme jednoduse konstruovat formu (Sg, S¥’) na D(S), ktera automaticky spliiuje pfedpoklady
véty o reprezentaci (defini¢ni obor asociovaného operatoru ale bude mensi — je jim ve vysledku stejné S*S!).



Volné Hamiltonidny zpravidla potkdvame v tomto formalizmu jako (Vo, Vi) a potencialovy ¢len jako (¢, Vi)).
Tyto dva prispévky lze pak secist ve smyslu forem a uvazovat operator pfifazeny souctu vétou o reprezentaci.
Je mozné najit specialni pfipady, kdy tento postup d4 samosdruzeny vysledek, i kdyz ani teorie z minula ani
Kato-Rellichova véta pouzit nejdou. Pfipadné je zde mozné dokonce uvazovat na misté potencialu nékteré (neu-
zaviené) formy, které odpovidajici operator viibec nemaji. Pouziva se pak analogie K-R uzptisobena pro formy,
znama jako ,KLMN theorem® podle autorti Kato-Lions-Lax—-Milgram-Nelson. My se spokojime s védomosti,
Ze néco takového existuje, a detaily pfenechame tém z vas soustfedicim se na teorii operatort ve své studijni
specializaci.

Pozadavek uzavéru formy je silnéjsi nez uzavienost operatoru, a proto teorie forem nabizi vlastni variantu hle-
dani symetrickych rozsifeni, funkéni pro zdola omezené operatory, ktera je zalozena Cisté na provedeni tohoto
uzaveru.

Véta (Friedrichsovo rozsifeni, 7.5.11).  Necht A je symetricky, zdola omezeny operator, necht s je uzavér formy
generované operatorem Aj a A je samosdruzeny operator asociovany s formou s. Pak

+ A, je samosdruzenym rozsifenim Ay, D(Ag) C D(Ag) C Dy,

« infO(A) = inf O(A).

Princip Friedrichsova rozsifeni tak nenabizi volnost nekoneéného mnozstvi rozsiteni danych dfive uvedenym
algoritmem (pfipomerime, Ze zdola omezeny operator jisté samosdruZena rozsifeni ma), ale dava z nich pouze
jedno, které ma mezi nimi jistou specialni pozici. Tou je, Ze mezi ostatnimi samosdruzenymi rozsifenimi A, je
A, v ur€itém smyslu maximalni. Srovnavat neomezené operatory prostifednictvim < je o8idné, ale tato maximalita
plati napiiklad v nasledujicim smyslu: pro pozitivni A, je operator (I + Ag)™! (coZ jiz je omezeny, hermitovsky
operator) mensi nebo roven stejnému vyrazu sestavenému pro kterékoli jiné pozitivni rozsifeni. Pro nepozitivni
Ay bychom si na jeho misté pfedstavili Ay posunuty o |inf ©(Aj)|-nasobek identity.

Timto povidani o hledani skutecné samosdruzenych operatort pro vyrazy, které zname z 02KVAN, opustime
a prejdeme k dal$im postulatim kvantové mechaniky.



