Druhy postulat kvantové fyziky

Druhy postulat kvantové fyziky (o méfeni) vyslovime ve formulaci nasi ucebnice, i kdyz existuji i obecnéjsi zpu-
soby. Budeme se vSak nejprve potfebovat v zakladu seznamit s jednim novym druhem matematického objektu,
o néjz se jeho formulace opira.

Projektorova mira
Uvazujme mnozinu X a néjakou o-algebru jejich podmnozin & C X. Projektorovou mirou budeme nazyvat takové
zobrazeni E: of — JB(H'), které spliiuje trojici axiomd,

1. pro kazdé M € o je E(M) projektorem na 7,

2. pro kazdou nejvyse spocetnou posloupnost (M, ),<p, <., disjunktnich mnozin z & plati

E(U Mn> = ) E(My), (1)

n<n, n<n,
3. obrazem celé mnoziny X je E(X) = I.
Projektorové mira je skutetné druhem mnozinové miry, s kuriézni vlastnosti, Ze mnozinam nepfifazuje Cisla,
ale operatory. Axiomy jsou vysloveny v minimalni podobé, samoziejmé mnoho dalsich vlastnosti plyne z nich,

zejména:

« E(@) =0,

M c N = E(M) < E(N),

« E(M) a E(N) pro libovolné M, N € &/ komutuji,

« E(M A N) = E(M)E(N), E(M U N) = E(M) + E(N) — E(M N N),
« pro (Mp)n<., neklesajici, resp. nerostouci posloupnost v & plati

E (U Mn> = S;i}gl E(M,), resp. E (ﬂ Mn) = sn—Eg E(M,), (2)

n<ow n<w
« pro kazdé ¢ € # ma zobrazeni y,(M) := (¢, E(M)p) vlastnosti nezaporné a kone¢né miry na X.

Obzvlasté komutativita libovolné dvojice projektort z E(+) je pozoruhodna. Mozn4 se v tuto chvili hodi pfipo-
menout nékolik zakladnich vlastnosti projektoru (5.4.2-4), ze kterych poznatky vyse plynou:

« Operétor E € B(H) je projektor < je hermitovsky a E? = E,

« E >0, Ran E je vzdy uzavieny podprostor,

« E+F je projektor <= E a F jsou ortogonalni <= RanE | RanF < EF = FE =0,
« E—F jeprojektor <= E>F < RanEDRanF < EF =FE=F,

« E— F je projektor = Ran F @ Ran(E — F) = Ran E,

« EF projektor <= EF = FE < Ran(EF) = RanE NnRanF,

« kazda monoténni posloupnost projektortt ma silnou limitu E = s-lim E,,. Pro jeji obor hodnot plati
n—oo

RanE = ﬂ RanE, ((E,) nerostouci), RanE = U RanE, ((E,) neklesajici). (3)

n=1 n=1



Priklad

Uvazujme kone¢nou mnozinu X = {xi, ..., X,}, pro niz pak mtizeme za algebru & brat celé¢ 2X. Necht (E)™, je
systém vzajemné ortogonalnich projektord, jejichz souctem je identita. Pak pro M € X muzeme definovat

EM) = )" xu(x)E;, (4)
i=1

tedy E({x;, ..., xc}) = E; + ... + Ej. Toto zobrazeni ma vlastnosti projektorové miry.

Projektorova mira a rozklad jednotky

Projektorova mira ma velice blizko k rozkladu jednotky, ktery jste potkali u spektralniho teorému. Konkrétné
existuje jednoznac¢na korespondence mezi rozklady jednotky a projektorovymi mérami nad R, of = 3.

Rozklad jednotky z projektorové miry nad (R, &') ziskame jednoduse tak, 7e uvazujeme miry mnozin tvaru
(—o0,t). Snadno se piesvédéime o dodrzeni pozadovanych vlastnosti:

« t <u=(—0o,1) C (=00, u) = E((—o0,1)) < E((—e0,u)) = E; < Ey,

- silna spojitost zprava: z t, — t, lze vybrat nerostouci posloupnost (Z,), potom E((—,1%,)) je nerostouci
a podle (2) je E((—o0,t)) rovno jeji silné limité,
« pro ts—lim E =1, ts—lim E; = 0 volime neomezenou rostouci, resp. klesajici posloupnost a opét prevedeme
—+00 ——00

na miru sjednoceni nebo prinika (—oo, t,), kterou je E(R) = I, resp. E(R) = 0 podle (2) a axiom.

Naopak, mame-li rozklad jednotky, projektorovou miru musime dodefinovat i na jinych mnozinach nez téch
tvaru (—oo,t). Pro ostatni intervaly pouZijeme pravidla motivovana tim, ze kromé silné limity E; v kazdém bodé
u zprava (ktera je rovna E,) silna limita zleva existuje podle zakladnich vlastnosti projektort také, jen mtize byt
od E, odli§na (ostfe mensi). PouZijeme tento rozdil k dodefinovani E(+) na zprava otevieném intervalu,

E((—OO, t)) = Su_lg,n Eu Oin o (5)

odkud jiz plyne, jak budeme postupovat u intervalt s libovolnymi kraji:
E((0,0)) = Ey— Es  E((0,0)=Ep_g— Eg,  E((a,0)) == Ey — Eqg, E((a,0)) = Eyp_g— Eqy, (6)

Jakmile jistou miru mame definovanu na mnoziné vsech interval v R a spliiuje jisté pozadavky konzistence (je
tzv. regularni funkci intervalu), 1ze jednoznaéné rozsifit na miru, definovanou na vsech borelovskych mnozinach.
V tomto piipadé vznikla mira spliluje pozadavky na projektorovou miru.

Takto je projektorova mira E, pfifazena kazdému samosdruzenému operatoru A a ¢asto i obecnéji, kde usly-
§ime o projektorové mife, si tedy lze predstavit tuto konstrukci provedenou nad néjakym rozkladem jednotky.
Projektorovou miru E4 nazyvame spektralni mirou operatoru A. Koncepce projektorové miry je vsak obecnéjsi
o to, Ze miZze byt definovana na jinych mnozinach nez R a jinych o-algebrach nez borelovskych podmnozinach.

Poznamka: zprava nebo zleva?

Ve skriptu o1FA2 se rozklad jednotky narozdil od B-E-H definuje jako silné spojity zleva. Zprava nebo zleva je
konven¢ni volba, ktera nema na teorii zadny dopad kromé toho, Ze v takovém piipadé bychom E; pfifazovali
intervaliim (—oco, t) namisto (—oo, t), definovali E,, a patfi¢né prohodili v§echny role. Projektorova mira vyjde
v obou pfipadech stejné a pro rozklad jednotky je pouze podstatné, ze v nékterych hodnotach mize mit skok.
Silna limita existuje z obou stran, jde jen o to, kterou z nich v pfipadé nerovnosti pfifazujeme E;. Zde volim
konvenci nasi ucebnice pro konzistenci a pro zdiraznéni, Ze obé volby jsou skute¢né stejné dobré.



Poznamka: pro¢ silné limity?

Od zacatku dnes pracujeme s omezenymi operatory, proto muze vyvstat otazka, pro¢ limity neuvazujeme v to-
pologii indukované operatorovou normou. Divod je jednoduchy: monoténni posloupnost projektori nemuze
stejnomérné konvergovat jinym zpusobem, nez byt od jistého ¢lenu konstantni. Pro libovolné n” > n takové, ze
E, > E,, je totiz E,» — E, nenulovy projektor a mé tedy normu 1. Proto Cauchyovu podminku muZe spliiovat
jediné takova posloupnost, ktera je od jistého n dale konstantni, jiné posloupnosti stejnomérnou limitu nemaji.

Ostie rostouci posloupnost projektorti neni pfitom nijak slozité na prostorech nekone¢né dimenze sestavit, napii-
klad pro L?(R) maji tuto vlastnost operatory nasobeni funkcemi X(0,t,) pro libovolnou rostouci ostie posloupnost
nezapornych ¢isel ,. Silné limita ale existuje je ji nasobeni y(g1im, 1 ). jak se snadno z definice presvéd¢ime.

Druhy postulat kvantové fyziky

Se zadefinovanou projektorovu mirou mtzeme jiz vyslovit druhy postulat v jeho funkéni verzi.
Postulat 2 (o méfeni).

a) Moznymi vysledky méfeni veli¢iny A jsou body spektra c(A) operatoru A.

b) Pravdépodobnost jevu, Ze na systému ve stavu W naméfime hodnotu pozorovatelné A lezici v borelovské
mnoziné A C R, je rovna
w(A, A; W) = Tr(Eo(A)W). (7)

c) Je-li pro binarni méfeni vysledek experimentu kladny (je naméfeno, ze hodnota veli¢iny A lezi v A), pak
stav systému po méfeni je popsan statistickym operatorem

’

_ E4(MWEL(A) ®)
C Tr(E4(AW)

Ve svétle predchoziho vidime, Ze operator A je ve druhych dvou bodech reprezentovan pouze hodnotami své
spektralni miry, a ¢isla z mnoziny R, jimzZ (tj. jejichZ intervalim a jinym mnoZinam) jsou tyto projektory pii-
fazeny, vystupuji jen jako jisté ,oznadeni®, ktery z projektort se v bodu b) nebo c) realizoval. Smyslem ¢ésti a)
postulatu je stanovit fyzikalni ptifazeni témto hodnotam ze spektra jako realné naméfenym hodnotam odpovi-
dajici pozorovatelné veliciny A, které z méfeni vychazeji.

Pokud tato korespondence s experimentalni realitou pro nas neni esencialni, nebo pokud popisované méfeni
neni ve skute¢nosti méfenim operatoru prifazeného néjaké veli¢iné, jak se stit mize, mizeme také uvazovat
méfeni v jistém zobecnéném smyslu, definované ¢isté projektorovou mirou nad obecnou mnozinou X, kde pak
piebira roli mnoziny moznych vysledki méfeni tato mnozina, ktera viibec nemusi byt ¢iselna. Da se ukazat,
Ze na separabilnim prostoru pro kaZdou projektorovou miru E(+) lze najit samosdruzeny operator takovy, ze
mnozina projektort, kterou dava jeho spektralni mira, se shoduje s oborem hodnot E(s+). Dtikaz (jedna se o
adaptaci véty 14.1.4 ve svétle lemmatu 14.1.6) nebudeme uvadét, protoze jeho aplikacni hodnota je nulova, ale
pro ucely teorie budeme tento poznatek brat jako opravnéni na separabilnich prostorech brat tvrzeni postulatu 2
za zcela zaménitelné s vyjadfenim pomoci projektorové miry E: of — RB(H ) na X.

Priklad

Protoze podle formulace vyse bude projektorova mira v méfeni centralnim bodem, a pro méfeni pozorovatelné
veli¢iny A se bude jednat o spektralni miru E4, bude dobré se s timto objektem bliZe seznamit. To bude hlavné
ucelem pfisti hodiny, dnes zakon¢ime jen pfikladem, jak muze tfeba vypadat.

Pro kazdou borelovskou mnozinu M € %! uvazujme operator nasobeni charakteristickou funkei y;(x): T

Z obecnych vlastnosti T plyne, Ze se jedna o projektor (a Ty je projektorem pravé tehdy, kdyz Ran f C {0, 1}).



Soucet charakteristickych funkei disjunktnich intervalt je charakteristicka funkce sjednoceni. Pokud uvazujeme
spocetny systém {M, | n € Ny} disjunktnich a N, = U Mi, N = Upe, Mk, pak

n—oo
Db =T = | WP x50, w e @), ©)
k NAN,
coz je symbolicky zapsano
T,y = sn-kg TXNk' (10)

N:itkonec T, Je identicky operator. Tedy E: B - B(IH): M T,,, splituje viechny vlastnosti projektorové
miry.

Tato projektorova mira predstavuje spektralni miru operatoru Q. Staci se piesveédcit, ze
Et(Q) = Eg((—o0, ) = Ty, (11)
spliiuje vlastnosti konstrukce, kterou jste rozklad jednotky definovali (uzpisobené pro pravou spojitost):

« (Q—tH(I - TX(_M)) > 0: operator [ =Ty jerovenT,  apak

(¥, Q- tDTy,. V) = LR(x — Do) O dx = j (x = DY) dx > 0. (12)
t
« (Q—1tI )T)((_m,g < 0: analogicky,
« Ker(Q —tI) Cc Ran Ty’ trividlné splnéno.

Pokud nyni tuto miru pouZzijeme ve druhém postulatu, ve vyrazu Tr(Eg(A)W) pro Cisty stav W = E;, poznavame
spravné Bornovu pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce pfi méfeni polohy:

Tr(Eg(B)Ey) = (. Eg(A)y) = ((x), xa()y(x)) = L [y (ol dx. (13)



