Integrace podle projektorové miry

Projektorova mira se muze zdat jako pomérné abstraktni pojem, ale v prvni fadé se jedna o miru a vyvstava
prirozena otazka, jestli nad ni miizeme vybudovat operaci integralu funkce stejné jako nad Lebesgueovou mirou,
jaké funkce jsou integrovatelné a co vysledek znamena.

V prvni fadé si oproti Lebesgueové mife uvédomme nékolik rozdilt (kromé zjevného, ze nezobrazuje do R, ):

« Ijednotlivé body mohou mit nenulovou miru (tzv. diskrétni body miry E): nad R se jedna pfesné o ty body,
ve kterych mé E; skok. Pro spektralni miru samosdruzeného operatoru A to nastava v bodech 1 € o;,(A).

« Naopak, celé podintervaly mohou mit miru nulovou — pfifazeny nulovy projektor. Naptiklad pokud A je
omezeny s ¢iselnym oborem hodnot (m, M), potom E4((—oco,m)) = E4((M, +0)) = 0.

« Zadny interval, ani nekoneény, nema v néjakém smyslu ,nekoneénou” miru: kazda hodnota E(M) je shora
omezena (ve smyslu pozitivnich operatort) I. Jedna se tedy nejen o o-koneénou, ale ptimo koneénou miru.

.....

Otazka, jaké funkce miZeme chtit integrovat, je témito pozorovanimi silné ovlivnéna. Napiiklad funkce f: R —
C, ktera nabyva nenulovych hodnot jen mimo ¢iselny obor hodnot omezeného operatoru A, je z hlediska spek-
tralni miry E 4 skoro vSude nulova. Naopak, dvé funkce, které se lisi hodnotami v jednom bodé, nejsou ekviva-
lentni, pokud se jedna o diskrétni bod miry E4. Nakonec v dusledku posledniho bodu napiiklad i konstantni,
nenulova funkce mize mit dobfe definovany integral.

Integral podle miry E ma smysl definovat pro funkce, které jsou viaci E méfitelné, to znamena, vzor kazdého
intervalu musi byt néktera funkce ze o-algebry & C 2% které je defini¢nim oborem E. Tento fakt neni nikterak
ovlivnén skute¢nosti, Ze mira zobrazuje do projektor: pokud, jak je bézné, za (X, &/) bereme (R?, B"), jedna
se jednoduse o borelovské funkce. Musi ov§em byt definované E-skoro vsude, to znameni, pokud chceme po-
uzit funkci, ktera v nékterych bodech nebo intervalech definovana neni, musi se tak dit na mnoziné E-miry 0.
Mnozinu funkci, které kritéria spliuji, oznac¢ime ®g.

Definice integralu za¢ina identicky jako v Lebesgueové teorii. Nejprve se vezmou jednoduché funkce, které jsou
konstantni na mnozinach M,, € of:

o(x) = Y ag (). neNo. o)
j<n

Tyto funkce jsou sloZeny z ,obdélnikd®, na nichz je integral definovat trivialni. Zavedeme tedy:
J o(x)dE(x) = Y a;E(M)). (2)
X j<n

Konstanta a; podél mnoziny M; se zintegruje na a;-nasobek miry M;, jak je obvyklé — s tim rozdilem, Ze vysled-
kem je operator. Pokud stejnou jednoduchou funkci jsme schopni ziskat raznymi rozklady tvaru (1), hodnota (2)
na zvoleném rozkladu pochopitelné nebude zaviset - to plati pro kazdou aditivni miru.

Pro kazdou jednoduchou funkei plati (9.3.2)

J ROREOE (JX o(x) dE(x)) , (3a)
||, ot aeeo] = maxlas) 2 ol (3b)
X j<n
J' o(x)r(x)dE(x) = J' o(x) dE(x)J- 7(x) dE(x), (3¢)
X X X

kde pravé strana (3b) predpoklada, Ze zapis (1) je proveden ve formé, kdy mnoziny M; jsou zvoleny jako disjunktni
a nenulové miry. Z (3c) je také ziejmé, ze operétory [ o dE a [ r dE komutuj.

V dal$im kroku rozsifime integral z mnoziny jednoduchych funkeci na funkce, které jsou vii¢i E omezené - jejich
tfidu ozna¢ime L(X, dE). Esencidlni omezenost, stejné jako L™ -normu, definujeme pomoci esencialniho oboru



hodnot, se kterym jsme se jiz setkali, jen s jinou mirou, u operatord nasobeni funkci:
E _
RE() = {Aec|Ve>0: E(fLUM)) = 0}. (@)
L*-norma funkce f v prostoru L*(X, dE) je tedy nejmensi takové c, ze |f(t)| < ¢ E-skoro viude v X.
Jednoduché funkce v L™(X, dE) tvofi hustou mnozinu a integral je diky (3b) spojité zobrazeni viéi L-normé,

takze je mozné k integralu obecné f € L*(X, dE) dojit spojitym rozsifenim. V prostoru operatort se tedy jedna
o stejnomérnou limitu (limitu v operatorové topologii) z integralti jednoduchych funkci,

J' f(x)dE(x) = u-limJ- op(x)dE(x), kde o, jednoduché tak, ze | f — opfco — 0. (5)
X n—oo Jx
Pro vyraz (i, Jg(f)), kde Fg(f) je zkracené oznaceni pro operator [ f dE, navic plati

TP = | £ dy ©
i bez potteby jakékoli limity (integrujeme ¢iselnou funkci s ¢iselnou mérou — na tom neni nic nového!).

Integral v této formé je linearni, zobecruje vSechna tfi pravidla (3) pfimocafe i na funkce z L*(X, dE) a produkuje
vzdy normalni operatory (snadny dusledek multiplikativity). Mezi jeho zajimavéjsi vlastnosti patfi (9.3.3):

« spektrum [y f(x)dE(x) je rovno RE) ),

« [ f(x) dE(x) je nulovy operator pravé tehdy, kdyZ f je nulova E-skoro vSude,

- jestlize posloupnost funkei f, € L™ konverguje k f bodové, E-skoro v§ude na X, a jestlize mnoZina
{lfulco | € N} je omezena, potom také f € L™ a jeji integral je silnou limitou

[ reaze) = stim [ i aeco )
X n—eo x

Posledni ze zminénych pravidel se v poslednim kroku pouZije k rozsifeni integralu i na neomezené funkce. K tém
totiZ nelze omezenymi funkcemi konvergovat stejnomérné, takze spojitost (3b) je nepouzitelna. Plati oviem

stejnomérna konvergence (|| f|o) funkci = stejnomérna konvergence (u-lim) integralu, ®
bodova konvergence (f(x)) funkci = silna konvergence (s-lim) integralu.
Silna konvergence je navzdory svému nazvu slabsi nez stejnomérna (ale silnéjsi nez slaba), takze v silné topo-
logii konverguji i posloupnosti, které nekonverguji v normeé. Integral obecné funkce f € ®g podle miry E tedy
ziskame prosttedkem silné limity integraltt omezenych funkci blizicich se k ni bodové, vysledkem bude moci byt
i neomezeny operator.

Silna konvergence posloupnosti operatort T,, k operatoru T znamena, ze posloupnosti vektort T,i konverguji
k hodnoté Ty pro viechna i € D(T) a pro ostatni vektory nemaji limitu. Pokud za T,, nyni dosadime E-integral
omezené funkcee f,, pro tyto vyrazy se dozvidame

1T = (TeC¥ Te(d) = @ Te() I V) = (0. Te( D) = JX | 2O dpy (), ©)

¢imz je otazka konvergence vektor pfevedena na konvergenci c¢iselnych integralt (s neobvyklou mirou, ale
prece), pro kterou jiz mame mnoho poucek. Zejména vime, Ze blizime-li se k néjaké funkci f bodové, s majorantou
nezavislou na n, pak integraly f, konverguji k integralu f (Lebesgueova véta).

Takové vlastnosti mé napiiklad posloupnost

F20) = f@xa, (), kde My = f7'((-n,n)), (10)

jejiz kazdy ¢len navic patfi do L*(X, dE) a tedy ma integral jiz definovany dfivéjsi teorii. Posloupnost ¢lent
(Jx fu dE)Y je potom pro kazdé i € # posloupnost vektori s normami (9). Tato posloupnost miize a nemusi byt
Cauchyovska. Nutnou podminkou konvergence je, Ze viibec konverguje

tim [ 1COR g = tim [ 17O a0 = [ 1R dpo) 1y



Pokud ano, snadno se ukaze, Ze i samotné vektory tvofi Cauchyovskou posloupnost a maji limitu.

Silnou limitou posloupnosti integrali1 [y f, dE je tedy operator definovany na mnoziné

Dy =y e || 1eoR ane <}, (12

ktery oznacime

st [ f,00aEG) = [ f e (13)

Tim je, po ovéfeni konzistence (nezavislosti na volbé f, — f) konstrukce integralu dokonc¢ena a zbyva se podivat
na hlavni vlastnosti, které o operatorech J5(f) := [y f dE lze na zékladé vlastnosti f(x) predpovédét.

Zakladni poznatek je, Ze pro kazdou f € @ je F£(f) husté definovany - integral pfes libovolnou projektorovou
miru E je tedy zobrazeni ®¢ do £ (#). Toto tvrzeni (9.4.1) si dokdZeme. Je potfeba ukazat, Ze Dy je podprostor
v # a ze je husty. Linearni kombinace se maji dit ve vektoru i/, které je parametrem vyrazu py, potfebujeme
tedy zkoumat

Hay+o(M) = [EM)(ayy + @) < 2laP[EADYI + [EAD@I? = 2lal? py (M) + pp(M). (14)

Pokud tedy i ¢ i i patii do (12) a @ € C, pak i integral stejné funkce |f(x)|* vii¢i mite Hay+o je konecny a
ay + @ € Dy. Pro hustotu staci vzit pro mnoZziny M, z (10) vektory y, = E(M,)y, které nezavisle na volbé y do
Dy urcité patfi, protoze

[ G0 a0 (15
pouziva miru
[L%(N) = (Y, EIN)Yp) = (E(Mp)y, EN)E(M,)Y) = (, E(M, 0 N)Y) = .Uz//(Mn N N) (16)

a tedy je roven

jX FGOR dpy, (x) = jm FGOR dpsy () < Inf? anN 41y () = Iy (X A N) < . 1)

Z predchoziho je jesté snadné ukézat, Ze [y f dE je neomezeny, pokud integrand f € ®¢ \ L*(X, dE) - jedna
se tedy o omezeny operator pravé a pouze tehdy, kdyz f je vic¢i E omezena. Divodem je, Ze posloupnost na
levé strané (13) je posloupnost omezenych operatoru, jejichZ normy ale rostou asymptoticky stejné rychle jako
n, protoze takové supremové normy maji funkce f,, podle své definice. Jediny pfipad, kdy dojdeme k omezenému
operéatoru, je tedy, pokud se posloupnost od jistého ¢lenu pfestane ménit — pokud existuje n, pro které [f(x)| > n
jiz jen na E-nulové mnoziné.

Dalsi vlastnosti Jg: & — Z(#): f + [y f dE, které najdete dokazané v 9.4.8 a 9.4.10, si uvedeme formou
seznamu. Zaméfte prosim svou pozornost obzvlasté na podobnost s vlastnostmi operatorti nasobeni funkci 7!

« Integral Fg(f) je homogenni v f,

o Je(f +g) > Fe(f) + Fe(g), Fe(fg) > Fe(f)FEe(g), konkrétné levé strany se rovnaji uzavéru pravych
(9.4.11),

o Jp(f) = Fg(g) praveé tehdy, kdy f = g E-skoro vSude na X,

o JE(f*) = Fg(f)”, zejména odsud plyne, Ze kazdy 7¢(f) je uzavieny, protoZe lze psat jako sdruzeni jiného
operatoru, Jg(f*),

« J&(f) je invertibilni pravé tehdy, pokud f je E-skoro vsude nenulova, pro takové funkce pak Fz(f)~! =
JE(1/ ),

« Jg(f) je normalni operator a je samosdruzeny pravé tehdy, kdyz f je E-skoro vSude reélna,

- o(75(F) = RE(p).



Poznamka: Divodem, pro¢ Ty spliuji tolik podobnych vlastnosti, je, Ze Ty je jednoduse pravé takovym integra-
lem: konkrétné Ty = [x f dEg, kde Q je operator nasobeni nezavislou proménnou na L%(X, dp). I pro spektrum
JE(f) plati zcela stejna kritéria jako pro Ty s mirou y nahrazenou za E.

Spektralni teorém (varianta s projektorovou mirou)

Spektralni teorém pro hermitovské operatory znate z o1rA2 zapsany pomoci rozkladu jednotky:
A
J AdED = A, (18)
R
Nikoho asi nepfekvapi, ze integrace podle spektralni miry poskytuje jeho alternativni zapis
J AdEQQ) = A. (19)
R
Integralem funkce x podle spektralni miry samosdruzeného operatoru A je tedy A sam.

Stejné tak umite pocitat omezené funkce hermitovského operatoru jako

f(A) = LR £ dED; (20)

nyni dokazeme poéitat jakoukoli (méfitelnou) funkci samosdruzeného operatoru jako

) = LR FQ)AEQ). (21)

Vzorec by samoziejmé 3el také napsat integralem rozkladu jednotky, jen neomezeného na (m, M) — v ruce mame
ale nyni silnéjsi nastroj, pomoci kterého lze integrovat i na jinych mnozinach nez R. Jako minimalni pfiklad
uvedme, Ze rozklad (19) existuje kromé samosdruzenych operatort pro vsechny normalni se spektralni mirou
nad C - zde by snaha o konstrukci analogickou rozkladu jednotky byla zna¢né kontraproduktivni.

V ramci (21) stoji za pozornost zejména nasledujici funkece:

« polynomy; jejich integral vychézi stejné jako dosazeni A do stejného polynomu,
« spektralni rozklad je také nasi cestou k operatorové exponenciale pro neomezené operatory,
« funkce 1/(x — p), kterou ziskavame rezolventu R4(p),

- funkce €"%* pro libovolné a € R, ktera zobrazuje samosdruzené operatory na unitarni (jinak nez Cayleyova
transformace — té odpovida (x —i)/(x + 1)),

« funkce arctan x, ktera injektivné zobrazuje samosdruzené operatory na hermitovské,
« redlna a imaginarni ¢ast, komplexni sdruzeni (vSechny pro normalni operatory), absolutni hodnota,

« charakteristické funkce mnozin M € & — v tomto pfipadé ziskavame E(M), nejedna se vsak o prakticky
navod, jak k nim dospét.



