Komutativita operatori

Pojmu, ze dva operatory komutuji, jsme se dosud pfi riznych prilezitostech spise vyhybali. Divodem je, Ze je
praktické jej definovat jinak neZ pfirozenym zptisobem AB = BA. Konkrétné jsou celkem tii oblasti, ve kterych
komutativitu zavadime:

1. Dva omezené operatory — zde klasicka definice plati a nepfedstavuje zadny problém.
2. Omezeny operator s neomezenym.

3. Pro dva neomezené operatory zavedeme otazku komutativity jen pro dvojici samosdruzenych.

Komutace neomezeného operatoru s omezenym

Abychom fekli, ze neomezeny operator T komutuje s omezenym B, budeme pozadovat nasledujici:

« pro ¢ € D(T) je definovana akce T i na By, tedy D(TB) je alespon tak velky, jako D(T),

« hodnoty BTy a TBy vychazeji stejné.

(Poznamka: By je definované pro kazdé ¢, takze i pro Ty.) Tyto podminky nepopisuji rovnost operatorit TB a BT:
operator TB muze byt vétsi. Jedna se tedy o inkluzi:

BT C TB. (1)

Podminkou, pfipomenime, je, aby oborem validity BTy = TBy byla cela mnozina, kde T je definovan. Jak se
chovaji hodnoty By pro ¢ ¢ D(T), v¢etné toho, zda ndhodou jsou také v D(T), i kdyZ ¢ samo ne, je irelevantni.
Eliminujeme ale opa¢ny ptipad, kdy Ty by definované bylo a TBy ne. Pokud D(T) = #, zejména pokud T €
AB(H), vyjadtfuje (1) rovnost operatoru.

Piikladem, kdy tento rozdil je podstatny, miiZe jit nasledujici: uvazujme dva operatory nasobeni funkci, Ty a Ty /4,
kde f je omezena funkce. Pokud 1/ f je také omezena, coz byt miize i nemusi, jsou Ty i T;/; omezené opera-
tory, které jsou vzajemné inverzni a jejich soudin v libovolném poradi je identita a tedy komutuji. Pokud vsak
ess infyeg |f(x)| = 0, pak 1/ f je neomezena a operator Ty ¢ také, s defini¢nim oborem

D(Ty/f) = fp € L*(R)| p(x)/ f(x) € LA(R)}. (2)

Defini¢ni obor T¢T; nemize byt vétsi nez D(Ty, f), protoze slozeni operatorti znamena aplikovat nejprve tento
a potom Ty. Mnozina D(T/5) je ale rovna Ran Ty, takZze na kazdé ¢ € Z jdou operatory pouzit v potadi Ty, poté
Ty/s-Je tedy
Ty /¢Te =1, T¢Tyr =1 3
1/fTy M=o ®)

arovnost T¢Ty /¢ = Ty ¢y tak zavisi na tom, jakou funkci f bychom volili. Podminka komutativity ve tvaru

Tle/f CTl/fo (4)
BT T B

ale zstava v platnosti.

Upozornéni: Z prikladu vidime, Ze pfi (1) neni TB — BT nulovy operator, jen jeho zuzeni. Neni opravnéné tvrdit
[T, B] = 0, tato rovnost neplati!

Pokud v tomto pfikladu funkce f je neomezena a jeji pfevracend hodnota také, nebude inkluze platit ani v jednom
sméru a musime se obratit na nasledujici sekci, abychom komutativitu operatort Tf, T, /f zachranili.



Dva samosdruzené operatory

Z vlastnosti projektorové miry E: o/ — B(F) plyne, ze libovolna dvojice projektortt E(M), E(N), M, N € o/ ko-
mutuje. VyuZijeme této skutec¢nosti k definici komutativity dvou samosdruzenych operatort (byla by pouzitelna
i pro dva normalni, ale vétSinou neni divod): fekneme, Ze opetarory A;, Ay komutuji pravé tehdy, kdyz komu-
tuji navzajem jejich spektralni miry, tj. kazdy projektor z E4, s kazdym projektorem z E4,. (Pro samosdruzené
ekvivalentné: kdyz komutuji jejich rozklady jednotky.)

Na zakladé této definice komutuji libovolné dvé realné funkce stejného samosdruzeného operatoru, napiiklad
é4aesd coz je velmi zadouci vlastnost.

Muze byt vyhodné otazku komutativity dvou neomezenych operatort pfevést na komutativitu omezenych, pro-
toze je o tolik snaze vyjadfena. K tomu jsou bézné pouzivany dvé cesty.

Protoze funkce 1/(x — p) je injektivni, maji A a Ra(p), u € p(A) spektralni miry se stejnym oborem hodnot.
Nutnou a postacujici podminkou komutativity A;, A; je tedy, Ze R4, (1) a R, (v) komutuji pro néjakou, libovolné
zvolenou dvojici hodnot g, v z jejich rezolventnich mnozin.

Funkce ¢/ neni injektivni pro zadné a € R, takze operatory ¢4 mohou mit spektralni miry hrubsi nez A.
Komutuji ale vSechny vzajemné a sjednocenim obort hodnot vsech jejich spektralnich mér dostaneme opét
Ran E 4 (detaily vyZzaduji trochu prace, daji se najit v dasledku 11.1.5 véty 11.1.4). Druhou podminkou ekvivalentni
komutativité A;, A, je tedy, Ze

eitAleisAz — eiSAzeitAl,VS,t €R, (5)

a kromé velmi specialnich pfipadu si nelze pro implikaci < dovolit obecny kvantifikator vynechat.

Piekryv definic

Méli bychom jesté prokazat, ze pokud A je samosdruzeny a B hermitovsky, coz zasahuje do aplika¢ni oblasti
obou sekci, pak se také jejich pozadavky na tvrzeni o komutativité shoduji.

Vyuzijeme zminéného, ze A € Z,(#’) komutuje s omezenym B pravé tehdy, pokud pro kazdé y € p(A)

RA(#)B = BRA(p). (6)

Uvazujme obecné ¢y € D(A) a ¢ = (A — ul)y. Protoze R4o(p) je k A — ul inverzni, dostavame z podminky (platné
pro vsechna ¢ € %)
V) € D(A):  RaGOB(A - pl)y = BRACA — ul)y = By )

Ovsem vektor na levé strané je v Ran R4 (i) = D(A — pI) = D(A) (tudiz musi byt i prava strana) a na rovnici lze
A — pl izleva:
Yy € D(A):  B(A - puD)y = (A - pl)By. 3)

Pfi¢tenim py k obéma stranam ziskavame BA C AB a vSechny provedené upravy byly ekvivalentni.

Pokud A; a A, komutuji podle definice pro samosdruzené operatory, da se ukazat (na zakladé dosazeni do funkce
dvou samosdruzenych operatort, coz je téma a7 ptisti hodiny) ponékud obecnéjsi vysledek, Ze

Yy € D(A1A) N D(AxA1): A1Az) = AyArY )
(viz ptiklad 10.7.5). Pro jeden nebo oba operatory omezené se tato podminka redukuje na (1), resp. A; Ay = AyA;.

Zajimavé je, Ze podminka tvaru pravé strany (9) obecné neni pro komutativitu postacujici, ani pokud plati na
mnoziné husté v #, jak by ¢lovék mohl ocekavat. Existuji, a¢ znacné vykonstruované, protiptiklady (16.2.2).



Reducibilita operatoru

Komutativita neomezeného T s projektorem E Uzce souvisi s otazkou reducibility na podprostor.

Uvazujme inkluzi ET C TE z hlediska vektoru ¢y € #: jestlize ¢ € D(T), pak Eyy € D(T) a T(Ey)) = E(Ty).
Z posledni zapsané rovnice je evidentni, ze obraz Ey pfi T je rovnéz v Ran E, a tedy T zobrazuje vektory z Ran E
zpét do Ran E.

Srovnejme toto kritérium s podminkou toho, kdy Ran E je invariantni podprostor T (kap. 3.6), ktera je jednodussi:
G je takovym podprostorem, pokud Viy € D(T)NG: Ty € G. Jestlize T komutuje s projektorem E, 1ze odsud ovsem
vyvodit, ze

1. RanE, (Ran E)* jsou T-invariantni,
2. ED(T) c D(T),

z ¢ehoz okamzité vidime, Ze pozadavek komutativity je silnéjsi. Diky poslednimu vztahu mizeme libovolny
vektor ¥ € D(T) rozlozit na ¢ast v Ran E a v jeho ortogonalnim dopliiku a T pouZit zvlast - toto pro obecny T-
invariantni podprostor neni validni krok. Posledni dvojice uvedenych podminek je ve skute¢nosti nejen nutna,
ale i postacujici pro ET C TE (véta 7.4.4).

Zapodminky ET C TE tedy miizeme velmi dobie Fici, ze T plisobi na (uzavienych) podprostorech Ran E a (Ran E)*
nezévisle na sobé. Je tedy plné specifikovan operatorem T; na prvnim a T, na druhém z nich a lze psat

T=T,0T,. (10)
V takovém pripadé fikame, ze projektor E (¢i ekvivalentné I — E) redukuje operator T a ten je tedy reducibilni.

Muze se stat, Ze zadny takovy projektor kromé trivialnich 0,1 nelze najit. Potom nazyvame T ireducibilnim
operatorem.

Koncept reducibility ma pfimocaré zobecnéni i na mnozinu operatorti: projektor E redukuje mnozinu 7, jestlize
redukuje kazdé T € ; mnozina I je ireducibilni, jestli neni redukovana zadnym netrividlnim projektorem.

Normaélni operatory a reducibilita

Pro T € Z(#) uvazujme néjakou vlastni hodnotu A, pokud existuje, jeji vlastni podprostor K := Ker(T — AI)
a projektor E; na néj. Pak pro kazdé € D(T) je jisté E i € D(T), protoze je prvkem podprostoru definovaného
akei T. Podminka TE) iy € RanE) je také pro vlastni vektory trividlné splnéna. Mohla by se tedy pokazit jen
T-invariance Ran(I — E}).
Pro kazdy husté definovany operator je

Ker(T — AI)* = (Ran(T — AD)", (11)
ale pokud navic T je normalni, pak

Ker(T — AI) = Ker(T* — A*I) = (Ran(T — /H))J' ,

- 12
(Ker(T — AI))" = Ran(T — AI). 12)

Uvazujme ¢ € Ran(I — Ey), tedy ¢ =  — E)¢ pro néjaké ¢ € D(T). Pak Ty = Ty — T(E;y), ale E) i/ je ve vlastnim
podprostoru lambdy, takze T = Ty — Ay = (T — AI)y. Dostavame

g€ RanE)* =Ran(I—-E;) = TpeRan(T—A) = Tope Ker(T—AD)" =(RanE):, (13)

coz je posledni chybéjici informace pro postacujici podminku komutativity T a E;. Normalni operator je tedy
redukovan projektorem na kterykoli ze svych vlastnich podprostort.



Dodatek k unitarni ekvivalenci

K nasemu seznamu vlastnosti, které jsou invariantni nebo se jednoduse transformuji pro unitarné ekvivalentni
operatory T, S = UTU ™!, miizeme ptidat:

« pokud T € L, (%), pak S € L,(#) a jeho spektralni mira spliiuje Eg(A) = UEr(A)U 1,
« mnoziny @ jsou pro Er a Eg stejné a Vf € dg: f(S) =Uf(T)U Y,
« T komutuje s R < S komutuje s URU ™!,

« jestlize projektor E redukuje T, pak UEU ! je projektor, ktery redukuje S.



