Soubory komutujicich pozorovatelnych

Uvazujme samosdruzené operatory Ay, ..., A, vzijemné komutujici podle nasi definice z minula - tedy, Ze jejich
spektralni miry jsou tvofeny komutujicimi projektory.

Pro mnozinu vysledki A tvaru kartézského soucinu, A = A x ... x A, je pravdépodobnost naméfeni hodnot A;
v intervalech A; nezéavisla na pofadi méteni, stejné jako stav po méfeni - to jiz dobfe vime z kvantové mecha-
niky. Tato vlastnost se nazyva kompatibilitou pozorovatelnych veli¢in. Ukazeme, ze kompatibilita je komutaci
ekvivalentni, pro dva operatory a Cisty stav E, — zobecnéni je pfimocaré. Pravdépodobnost naméfeni hodnoty
A; v intervalu A; nésledovaného naméfenim A, v intervalu A, je dana

W(AL, Ar; Ag, Ags ) = Tr(Ea, (A )W) w(A1, Ay Ey) = Tr(Ea, (A2) Ea (A1)EpE4, (A1) = (E19, E2E19))

= (QD, E1E2E1q)), W(Alel;E(p)W,

kde E; = E A}_(A ), a v opatném potadi (¢, EyE; Ey¢). Evidentné pro komutujici operéatory se pravé strany rovnaji
a také vychazi stejny stav po méfeni. Naopak je-li rovnost splnéna pro kazdé ¢, pak operator C = E{E,E; —E,E | E,
je nulovy. Ovsem pro B = E{E; — E;E; je

B*B = EZElEZ - EZEIEZEl - ElEZElEZ + E1E2E1 = (El - Ez)c = 0, (2)
coz nenechéva jinou moznost, nez ze operatory ze spektralnich mér A; a A,, a potazmo A; a A,, komutuji.

Pro n-tici vzajemné komutujicich operatort Ay, ..., A, miZeme projektory dané témito mirami sloucit do stejné
komutujici mnoziny. Lze viak i vice - sestavit projektorovou miru E, z niz kazdy A; lze psat jako integrél [ f; dE
s néjakou funkci f;. Pro tuto konstrukci mizeme volit X = R" a projektorovou miru E definovat na n-rozmérnych
intervalech

E(Jy % ... % Ju) = Eo,(J1)Ea,(J2) ... E4, (Jn). ®)

Rozsifeni na plnohodnotnou miru pak probiha stejné jako v pfipadé konstrukce miry z rozkladu jednotky -
detaily jsme neuvadéli, ale existuje a je jednozna¢né. Nazyva se potom direktnim soucinem projektorovych mér

n

Tato projektorova mira pak — v zobecnéném pojeti postulatu, abychom nemuseli hledat néjaky zastupny samo-
sdruzeny operator — umoziuje mluvit o sou¢asnych métenich operator {A;}l-,. Tato formulace pfidava oproti
méfeni v jakémkoli pofadi navic moznosti binirnich méfeni na podmnoZzinach A € %", kterych nelze doséh-
nout sekvenci méfeni jednotlivych z nich: pfikladem muze byt pozorovani vzdalenosti od pocatku soufadnic,
kde bychom za A volili objem mezi dvéma sférami. Znacime pak

E(AWE(A)

w(A {Aq, ..., Ak W) = TH(E(AW), W’ = THEOW)

4)

Funkce komutujicich samosdruzenych operatoru

Stejna projektorova mira na R" se da pouzit k Géelu definovani funkei vice komutujicich samosdruzenych ope-
ratort: definujeme

(AL, Ay) = J}Rn £y ey %) AEGxy, oo, %) 5)

pro kazdou E-skoro v§ude definovanou borelovskou funkci f. (Sta¢i, aby byla definovana na kartézském sou¢inu
spekter.)

Pro funkce komutujicich operatort plati nékolik logickych zavéri, které jsou analogické dfivéjsim vysledkim
pro podobné konstrukce. Naptiklad dosazeni A;, A, do funkei tvaru f(x,y) = g(x) + h(y) ¢ f(x,y) = g(x)h(y)
mize dat operator ,,0 uzavér” $irsi nez soudet, resp. soulin operatortt g(A;) a h(A,) — pro priklad si pfedstavme
dosazeni A, = A; do funkci x — y ¢ xy~ L. P¥ibyva logické, ale ne automatické pravidlo, Ze pro f(x,y) = g(x)
vychazi f(A, A”) stejné jako g(A).



Mezi potencialné dulezité aplikace patti, ze f(Qy, ..., Q,) davéa operator nasobeni funkci f(xy, ..., x,) a Ze dosazeni
slozek hybnosti do funkce Y, j sz dava operator kinetické energie volné ¢astice, i kdyz k obéma témto operatorim
jsme dosli jiz dfive jinymi metodami. Tim spiSe ale mohou oba ptiklady slouzit pro lepsi predstavu, jak obecna
funkce vice proménnych v operatorech muze v praxi vypadat.

Uplné soubory komutujicich samosdruzenych operatora

Soubor komutujicich samosdruzenych operatort & = (Ay, ..., A,) nazveme Gplnym, jestlize libovolna dalsi pozo-
rovatelna, ktera by s nimi byla kompatibilni, je jiz rovna né&jaké funkci Ay, ..., A,. Omezujeme se zde na kone¢né
soubory, coZ z hlediska matematické formulace neni univerzalni, ale pro praktické ucely zcela staéi (n je obvykle
1,2, 3, 4).

Diilezita formulace ekvivalentni této na separabilnim # je takova, ze § je USKO, jestlize operatory, které ko-
mutuji se vSemi prvky &, komutuji také mezi sebou. To je algebraicky vyjadieno podminkou, Ze kazdy prvek
komutantu mnoziny & patti také do komutantu tohoto komutantu, tedy bikomutantu (§’)" = 8.

Pro¢ tyto dvé formulace jsou ekvivalentni, je pomérné hluboké tvrzeni, ale pro kone¢né & lze shrnout nésle-
dovné:

1. Jestlize B € B(#) komutuje s operatorem A, pak komutuje také s libovolnou funkei operatoru A. To zna-
mena, Ze kazdé f(A) € B(H) patii do komutantu komutantu jednoprvkové mnoziny {A}. (Z technickych
divodd do pojmu ,komutant® zahrnujeme jen omezené operatory.)

2. Na separabilnim # kazdy samosdruzeny operator, ktery komutuje s kazdym takovym B, 1ze napsat jako
néjaka funkce operatoru A. Toto velmi netrivialni tvrzeni (10.5.9) je historicky vysledkem praci mnoha
prukopnikt funkcionalni analyzy a neni ted v nasich moznostech zkoumat, pro¢ plati.

3. Pro mnoZinu vice neZ jednoho operatoru roli komutace s A nahrazuje komutace s projektorovou mirou
ziskanou direktnim soucinem spektralnich mér Ay, ..., A,, rozsifit potom pfedchozi vysledek i na tento
piipad jiz neni naro¢né.

Co si zapamatujeme, je, Ze existuje dobry dfivod v otazkach USKO vyzadovat separabilitu.

Setkame se jesté s tieti ekvivalentni formulaci USKO. (V$echny tfi shrnuje v knize véta 14.2.1, ale jeji ditkaz se
opira o obsah nékolika pfedchozich kapitol.) Soubor & je Uplny pravé tehdy, kdyz existuje tzv. cyklicky vektor
@ € X s vlastnosti, ze mnozina {Ap| A € §”} je v # totalni. Co si pod touto abstraktni formulaci predstavit?

Podle ptedchoziho je kazdy operator A € §” vyjadfitelny jako funkce operatori Ay, ..., A,. ProtoZe z alge-
braickych predpokladl je omezeny, je mozné jej vyjadfit jako integral né&jaké f € L™(R", dE) pfes spole¢nou
projektorovou miru E. Jestlize vyrazy

{], ras | £ e Lo, ap)] ©

jsou husté v # a lze se tedy jimi blizit k jakémukoli € 7, budeme chtit ukazat, Ze existuje funkce fy, ne jiz
nutné omezena, tedy jen f € ®g, ze Ix(fy)o = ¢.

Lemma 1. Je-li ¢ cyklicky vektor souboru &, pak pro kazdou E-nenulovou mnozinu M je y,(M) # 0.

Diikaz. Uvazujme M € RB" takovou, ze E(M) # 0, ale E(M)g = 0. Pro libovolnou funkci f € L(R", dE) a kazdé
X € je

(s | fedzep) = (e En) | sGaEGa0) = (x| saesane) =0, @)

takze Ran E(M) je ortogonalni na Ag pro kazdé A € §”, cozZ je spor s totalitou. O
Lemma 2. Kazda funkce f € L?(R", du,) splituje f € ®p, vektor ¢ patii do D(f(Ay, ..., Ap)) a plati

|T(Hel® = 11, (®)



takze zobrazeni V : L2(R", dy,) = Z - f — Ip(f)e je izometrie.

Dikaz. Miry E a i, maji jisté stejné o-algebry. Pokud je f p,-s.v. definovan, je také E-s.v. definované podle
lemmatu 1. To jsou pfedpoklady pro f € ®5. Pro f € L2(R", Hy) dale

- (], Foazeon. | faEe)= (0| 1R dm@0) = [ 17C0R dpyte) <o ©)

|| reaze

coz odpovida na oba zbyvajici body, protoze [ |f|? dy, < o je ptimo ptedpisem defini¢niho oboru f(Ay, ..., Ay).

Po tomto ditkazu si jiz staéi uvédomit, ze z predpokladu USKO do obrazu izometrie V patfi mnozina totalni v %
(obraz mnoziny L*(R", dp,), ktera diky koneénosti miry je C L?), takze koncovym prostorem je jisté celé .

Definici USKO mohou dokonce spliiovat i nékteré jednoclenné soubory & = {A;}. Podminka, ze méteni A nebo
jeho funkci dokaze v principu rozlisit mezi libovolnou dvojici linearné nezavislych vektoru, je zobecnénim kon-
cepce Cisté bodového a nedegenerovaného spektra. Rikame, Ze takovy operator ma jednoduché spektrum.

Posledni podminka pro né znamena, Ze existuje vektor ¢ € # takovy, ze mnozina {E A(M) o | M € %'} je totalni
v Z (zde se z historickych diivodii nenazyva cyklicky, ale generujici vektor). Nas vysledek fika, ze musi mit
nenulovou projekei do v8ech Ran E4 (M) a poté, Ze z néj libovolného / € # miZeme dosahnout jako f;,(A;)e.
UkéZeme, Ze tuto vlastnost ma operator polohy na R: za ¢ miZe slouzit libovolna L2(R) funkce, ktera je vsude
nenulova, napiiklad ¢(x) = 1/(x? + 1). Protoze funkce operatoru Q jsou operéatory nasobeni funkei f(Q) = Ty,
sta¢i pro obecné ¢ € L2(R) volit fy(x) = 9(x)/p(x).

Jestlize podminku {E A (M) e ‘ Me @1} totalni v # pfijmeme jako definici jednoduchého spektra, pak takové
operatory existuji pouze na separabilnich prostorech, protoze tato mnozina je spocetné generovana intervaly
s krajnimi body v Q.

Pro kvantovou fyziku je nakonec jiz jen diilezité, jak pro dany stavovy prostor ziskavat USKO z jeho znalosti na
néjakych jednodussich prostorech. K tomu slouzi nasledujici uzite¢na pravidla:

« Q, je operator s jednoduchym spektrem na libovolném prostoru (X, du) se o-koneénou mirou (automa-
ticky zahrnuje polohu na intervalech v R a oblastech v R"),

« Jedna se opét o unitarni ekvivalent: naptiklad operator hybnosti na R ma také jednoduché spektrum.

« Kazdy operator s nedegenerovanym ¢isté bodovym spektrem na separabilnim #’, naptiklad Hamiltonian
jednorozmérného linearniho harmonického oscilatoru (LHO), ma jednoduché spektrum a mize tak sim
slouzit za USKO.

« pokud &}, &, jsou USKO na %, #,, pak mnozina
(AQT|Ac SIUT®A A €8y} (10)

je USKO na #; ® ' (14.2.5-9, ditkaz opét zabih4 do teorie operatorovych algeber).

Pomoci nich opravnime zcela viechny piipady USKO, se kterymi jsme se setkali v kurzu 02KVAN, 02KVANM2.

USKO a reprezentace stavu

Zakon¢ime kratkou poznamkou o reprezentaci vinové funkce. V kvantové mechanice jste mluvili o polohové,
hybnostni, energetické (LHO) reprezentaci a nemusi byt ziejmé, pro¢ pro prvky stejného stavového prostoru
L%(R) v nékterych potiebujeme funkci (tj. ,spojité“ mnoho hodnot) a v jinych nam sta¢i posloupnost (,spocetné*
mnoho).

Kazda z takovych reprezentaci se opira o néktery USKO, konkrétné zminéné ptiklady o jednoprvkové soubory,
tedy kazdy o néjakou pozorovatelnou A s jednoduchym spektrem. Obecny vektor potom mtizeme hledat v kro-
cich, ze z jeji projektorové miry ,poskladame” operétor [ f(x) dE4(x) a aplikujeme na generujici vektor ¢.



Funkce f jsme vidéli, Ze je tieba brat z prostoru L(R, dy,), pticemz nosi¢em miry y, je spektrum operatoru A
(je nosicem E, ale lemma 1 dava implikaci p,(M) = 0 = E4(M) = 0 a opacna je trividlni), takZe zavisi jen na
hodnotach f na o(A). Pravé jsme ovSem méli moznost vidét, ze i operatory s jednoduchym spektrem mohou
spektrum porad mit stejné dobie diskrétni i spojité.

Pro operéator Q je
Ho(M) = (9, Eg(M)p) = (p(x), xr()p(x)),  dpty(x) = lp(x)? dx 1)

a podminka f € L4(R, du,) tedy je ekvivalentni tomu, Ze f(x) = f(x)p(x) € L*(R).

Pro LHO je mira soustiedéna na spocetném spektru a proto podminka L?-integrability funkce f znamena

j}R R dg) = Y IfOF 0 Ea@Dp) = Y IfFDRIEl (12)

Aea(A) Aea(A)
a prevadi se na £2-podminku jisté posloupnosti.

Po vymezeni se na L?-integrabilni funkce a £2-integrabilni posloupnosti je zfejmé, ze oba druhy objekti patii do
vzéajemneé izometrickych prostort, a tedy je mezi nimi bijektivni korespondence.



