Hodnoty pozorovatelnych veli¢in

Zvysloveného postulatu o méfeni Ize odvodit nékolik dalsich skute¢nosti dobfe znamych z kvantové mechaniky,
obcas ovsem s upozornénimi na pfedpoklady.

Stfedni hodnota

Necht A € Z,(9). Pro kazdy stav ¢/ € # a kazdou mnozinu M € &' lze mluvit o pravdépodobnosti naméfeni
hodnoty A v M, ale ne pro kazdy stav toto pravdépodobnosti rozdéleni toto pravdépodobnosti rozdéleni ma
stfedni hodnotu dobie definovanou (pfedstavme si naptiklad stav

Y=Y n'e, 1)
n=1

pro LHO s energetickou bazi (¢,),<,,: norma ¢ je koneén, ale pokus o urleni sttedni hodnoty energie vede na
fadu Y e 1@ Y)IP = X e 1/1, ktera diverguje).

Vénujme se nejprve stredni hodnoté A v Cistém stavu Ey. Necht a zna¢i odpovidajici ndhodnou veli¢inu. Pro

A € B! je pravdépodobnost
P(a € A) = Tr(EA(A)Ey) = (¥, EA(A)Y), (2)

coz ale neni nic jiného, nez yl(pA)(A). Ciselna mira pl(f) ziskana ze spektralni miry A pro jednotkovy vektor ¢
ma tedy piimocary vyznam pravdépodobnostni miry vysledki méfeni pozorovatelné A ve stavu Ey. Stfedni
hodnotu potom muzeme poditat podle vzorce

)y = | 2P = (| 2dEa ) = . a) )
a je evidentni, Ze pro ¥ € D(A) se jedna o kone¢né ¢islo a pro ¢/ ¢ D(A) neni vyraz definovan.

Pro smiseny stav roli (2) pfejima vyraz /1‘(,? )(A) = Tr(E5(A)W) a stfedni hodnotu pak miizeme opét psat jako
integral A s touto ¢iselnou mirou

(A)y = JR AduiP ), (4)

ktery mlize a nemusi konvergovat. Mlizeme se ptat, za jakych predpokladi Ize integral a A ,vnofit“ dovnitf stopy
a pravou stranu hledat jako Tr(AW). Evidentné samotnéa smysluplnost takového zapisu je podminéna tim, aby
AW byl jaderny operator. Toto je zaruceno, pokud A je omezeny, ale i pro neomezeny operator se mze stat, ze
jeho slozeni s jadernym operatorem padne do % ().

Pokud tento pfedpoklad ustanovime, vyplyva z néj

+ Aje definovany na celém Ran W,
« pro kazdy rozklad W do ¢istych stavii jako W = 3, i1, E,, tedy vSechna ¢, patii do D(A),

« hodnoty (A), = (¢, Ap,) jsou tedy konecné a Tr(AW) je jejich vazenym primérem s vahami .

Podminka AW € #;(#) je tedy postatujici pro to, aby vyraz (4) byl dobfe definovany a byl roven stopé AW.
Neni v§ak nutna — lze najit kombinace A, W, pro které (4) konverguje, actkoli AW jaderny neni.

Poznamka: Pro neomezeny A nezarucuje AW € (), ze by také W A byl jaderny. Dokonce se ani nejedna
0 spojity operator, protoze jeho defini¢ni obor je D(A) # # . Diky samosdruZenosti A a W a omezenosti W ale
plati (WA)* = A*W™ = AW a tedy do 7;(#) patii uzavér operatoru W A, protoze

WA = (WA)*™ = (AW)* (5)

a protoZe prostor .#; je vii¢i * uzavieny. Stopa tohoto operatoru se se stopou AW shoduje.



Neurditost méreni

Stfedni kvadratickou odchylku pozorovatelné veli¢iny A definujeme tradi¢né,

(AA)y = \[(A2)y — (A)ey, ©6)

jeji konec¢nost zaruéi postacujici podminka AW, AW € .#;(%). Vyraz na pravé strané lze psat nékolika ekviva-
lentnimi zpuisoby, z nichZ vyzdvihneme

(AAY, = LR(A (A O, )

protoZe nevyzaduje konstruovat vedle spektralni miry A jesté E 42.

Jestlize pro dvé pozorovatelné A;, A, doplnime k témto pfedpokladiim jesté A; AW, Ay A\W € F1(F), Ize psat
relaci neurditosti ve tvaru )
(AADW(AADw > 3 [Tr (A1 Az — Ay ADW) )

a dokazat naprosto identicky jako v kvantové mechanice.

Poznamka: Operator A A, — Ay Ay, vystupujici v (8) na misté pozorovatelné, nema vlastnosti pozorovatelné veli-
¢iny. Nemusi viibec byt husté definovany: pro (A; Ay — A, A )W € F staci, aby jeho defini¢ni obor pokryval celé
Ran W (které naptiklad ma netrivialni kodimenzi, pokud o,(W) > 0). Pokud je, dosdhneme sice symetrického ope-
ratoru, doplnime-li prefaktor i, ale ne nutné samosdruzeného. Ptiklad 16/2 v B-E-H ukazuje jednoduchou volbu
Ay, Ay, pro kterou i(A; Ay — Ay A1) méa nestejné indexy defektu a neumoziuje tak ani samosdruzené rozsiteni.

Pfiklad: Pro komutujici operatory A;, A, jei(A1 Ay —AyA;) zizenim nulového operatoruna D(A; Ay)ND(AyA4).
Pro operatory Q a P na R je i(PQ — QP) zuzenim jednotkového operatoru na D(PQ) N D(QP) a v pfipadé, ze
jsou splnény piedpoklady PW,QW, P2W, Q?W, POW, QPW € .%,(L?(R)) (z nichz nékteré jsou zavislé), pak plati
(AP)y (AQ)y > 1/2. Snadno ale najdeme piiklady, kdy splnény nejsou — jedna se pak zpravidla o situace, kdy
jedna nebo obé odchylky nejsou dobie definované.

Ke znalostem z kvantové mechaniky doplnime jen jednu zajimavou poucku, ktera by se metodami z fyziky
dokazovala dosti nesnadno, ale s projektorovou mirou je pfimocara.

Véta (pfesnost dosazitelnd méfenim.). ~ Pro kazdé A € 0(A) akazdé e > 0 existuje ¢isty stav Ey, takovy, ze

|<A>¢ —A<e  (AA)y < 2e 9)

Dilkaz. Nutnou a postacujici podminkou pro A € o(A) je, ze E4(U.(1)) je nenulovy projektor pro kazdé ¢ > 0.
Pro dané ¢ tedy oznacime tento projektor E a zvolime libovolny jednotkovy vektor ¢ € Ran E. Protoze Ey = i/,
plati
A A
WP = (1 Ea(0) = (., EA(VEATD) = (f Ea(A n U = (A 0 T(2) (10)
a tedy mira ,ul(pA) je soustfedéna na U.(4). Pro stfedni hodnotu A potom

Ay = | raPw- | ,rne, (1)

3

ale funkece, kterou stfedujeme, je po poslednim kroku omezena na interval (1 — ¢, A + ¢) a stfedni hodnota tedy
rovnéz tak. Pro rozptyl veli¢iny A vyuZijeme rovnici (7),

Ate

ARy == [ = a2 000 ()

a skuteénost, ze prox € (A — e, A +¢)je 0 < (x — (A)l/,)2 < (2¢)2. O



Kanonické komutaéni relace

Komuta¢ni relace mezi polohou a hybnosti se nazyva kanonicka. Vidéli jsme ale jiz v pfikladu vyse, Ze neni
opravnéné psat

QP —PQ =il, Q;P; - PQ; = il (13)
operator na levé strané, a¢ husté definovany (do jeho defini¢niho oboru spada Schwartziiv prostor), je pouze
zuzenim jednotkového operatoru. Muze byt tedy zadouci vyjadrit skutecnost, ze ,komutuji na jednotku®, zpa-
sobem, ktery na omezeni defini¢nich obori nenarazi.

Vidéli jsme na kapitole o komutaci samosdruzenych operatoru, ze otazku komutativity A, A, 1ze pfevést néko-
lika zptisoby na otazku komutativity omezenych operatori. Pocitat fukncionalni realizaci rezolventy, arkustan-
genty nebo Cayleyho obrazu operatoru hybnosti neni zadna pfijemna vyhlidka, ale pfipomenme posledni zmi-
nénou ekvivalentni formulaci:

Ay, A, komutuji o  komutuji €41, €542 pro viechna s, t € R. (14)

Porovnani sou¢inti takovychto exponencial v obou potadich ndm tedy o dvou operatorech muze fici, ,jak moc®
nekomutuji, a tak nahradit roli rozdilu souc¢inu operatort. Exponencialu it P jsme vidéli spo¢itanou na nedavném
cviceni a exponenciala isQ je jednoduchy operator nasobeni funkci, pouzit tedy tyto dva je snadné. Rozepsanim
pusobeni obou unitarnich operatorti na vektor a porovnanim jejich sloZeni v obou poradich dostavame Weylovy
relace. Pro % = L*(R):

exp(itP) exp(isQ) = € exp(isQ) exp(itP). (15)
V piipadé prostoru L2(R") musime exponenciély operatoru nahradit
n n
U(t) = exp (i tkPk) , V(s)=exp (i Z 3ka> , (16)
k=1 k=1

na néz lze pohliZet jako na funkce komutujicich operatora Py, resp. Ok, a Weylovy relace v tomto ptipadé znéji
UV (s) = ersv(s)U(t). (17)

Jednou z vyhod tohoto postupu je, Ze zachyti nékteré patologické situace. Uvazujme operatory Q a P na prostoru
= 12((0,27)), z toho P s periodickou okrajovou podminkou. Operétor i(PQ — QP) je definovan na prostoru

D(PQ - QP) ={y € D(Q)|Qy € D(P)} n{y € D(P)| Py € D(Q)}
={y € I |y, xy absolutné spojité,y’ € I, (xy) € I ,¢(0) = y(2r),04(0) = 2xy(27)}  (18)
={y € H'((0,2m)) | xy’ € %,y(0) = y(27) = 0}.

Na tomto oboru plati

Vi € D(PQ — QP): QPY — PQY =iy (19)
a dokonce se jedna o husty podprostor #, pieci v§ak operatory polohy a hybnosti na kruznici Heisenbergovu
relaci nesplituji. Konkrétné operator

P: {y € H'((0,21) | §(0) = y(2m)} > 7+ Y(x) > iy (x) (20)

ma ¢isté bodové spektrum a pro libovolny jeho vlastni vektor ¢ je (AP),, = 0. Operator Q na tomto 7 je omezeny
a tedy (AQ), < oo. Leva strana relace neur¢itosti je tedy pro tento stav nula a porusuje nerovnost > |¢f/2.
Problém nastava v tom, Ze vSechny tyto protipfiklady spadaji pfesné mimo D(PQ — QP).

Zajimava je otazka, jestli néjaka jina dvojice (¢i 2n-tice) operatori miize spliiovat (15), resp. (16), které muzeme po-
vazovat za cestu od Hamiltonovské mechaniky ke kanonické kvantizaci (opravujici nedostatky intuitivnéjsi (13)).
Ukazuje se, Ze ano, ale volnost neni tolik velka. Véta M. Stone a J. von Neumanna z roku 1931 ukazuje, ze kazda
takova 2n-tice operatort1 je bud ptimo unitarné ekvivalentni (P, )} _;, (Qk )}, nebo Ize redukovat systémem pro-
jektort (E,) takovym zptisobem, ze kazdy z podprostorit %, je izomorfni L“(R") a ¢asti operatort v %, jsou jiz
unitarné ekvivalentni béZnym slozkam polohy a hybnosti, pfes izomorfismy zavislymi na a.

Jinymi slovy, pokud k Weylovym relacim pfidame poZzadavek ireducibility, pak az na izomorfismus jsou stavovy
prostor L2(R™) a operatory Py, Qr na ném, piedepsané nasim znamym zptisobem, jedinym fesenim. Nazyvaji se
pak tzv. Schrodingerovou reprezentaci kanonickych komutacnich relaci.



