Cesty ke spektru operatoria

Spektrum operatoru je podstatné tim, Ze urcuje mozné hodnoty pozorovatelnych. Pro jiné ucely potfebujeme
i patfi¢nou projektorovou miru, ale vZdy je dobré mit prvni pfedstavu o tom, jak spektrum vypada a jaky méa
rozklad na bodovou a spojitou ¢ast. Predvedeme si dnes nékteré metody, jak k 0(A) dojit, pokud operator A byl
vytvoren z néjakych jednodussich operatord, jejichz spektra zname.

Funkce operatoru

O spektru f(A), kde f € ®,, mame jiz jednu informaci: jedna se o esenciélni spektrum funkce f pii mife E4.
To je sice univerzalné pravda, ale neni to obecné prilis prakticky navod. Ukazeme si tvrzeni, které nam o spektru
fekne vice.

Véta (10.5.4). Necht A € Z,(#), necht f € Op,.

L Je-li A € 0,,(A), pak f(4) € o,(f(A)) a vlastni vektory A piislusejici A jsou také vlastnimi vektory f(A)
pfislusejicimi f(1).

2. Je-li funkce f na spektru A spojita, pak o(f(A)) = f(c(A)).

Diikaz. Necht ¢ je vlastni vektor A piislusejici vlastnimu ¢éislu A. Vyuzijeme toho, ze E4({A}) je projektor na
vlastni podprostor, a tedy E4({A}){ = ¢. Odsud plyne, ze ,u](/\) je soustfedéna na mnoziné {A}: plati totiz
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a pozitivita miry p]//A spolu s kone¢nosti nenechava jinou moZznost, nez Ze vSechny mnoziny disjunktni s {4}

zobrazuje na nulu.

Necht nyni T = f(A) — f(D)I = Ig,(f(x) — f(1)). Z pravidel funkcionélniho po¢tu vyuZijeme rovnici
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ale diky objevené vlastnosti miry pl(ﬁA) stali integrovat na mnoziné {1}, a na té je integrand nulovy. Proto

|£CAY — fWIE =0,  f(AY = f(Dy. ®)

Pro druhou ¢ast uvazujeme funkci, ktera je spojita. Poznamenejme, Ze spojitost na spektru je ve skute¢nosti
postacujici podminkou pro f € ®g,, protoze implikuje obé vlastnosti definujici tuto vét$i mnozinu. Mtizeme
psat: C(c(A)) C O,
Vezméme A € 0(A) a p = f(A). Napiseme podminku spojitosti f ve tvaru
Ve >0:35 > 0: f~1(U.(1) D Us(A) (4)
a na obé strany D pouzijeme spektralni miru E4:
Ve > 0:35 > 0: Ex(f ' U()) > EaUs(D) (5)
Nutnou a postac¢ujici podminkou A € o(A) je ale
V8 > 0: Eo(Us(1)) = 0, (6)

takze i Eo(f~1(U.(1))) # 0 pro véechna ¢ > 0, coZ je defini¢nim vztahem pro u = f(1) € Rg?)(f) = o(f(A)).



Pro opa¢nou implikaci uvazujeme p mimo uzdvér mnoziny f(o(A)), takze p lezi mimo f(o(A)) vietné néjakého
e-okoli:

3 >0: U(p) N f(a(A)) = ™)
Na obé strany pouzijeme postupné f~! a E4 a dozvidame se
3 > 01 Eo(f 7 (U) 0 o(A)) = 0. (8)

Protoze o(A) je nosicem E,, E4(M N o(A)) a E4(M) jsou stejné. Tak se dozvidame, ze mnozina f~1(U.(y)) je
E 4-nulova pro néjaké ¢ > 0, coz implikuje f(A) ¢ Rgg“)(f).

Z predchozich dvou ¢asti diikazu se dozvidame:

f(e(A)) c o(f(A), o)

C\ f(a(A)) c CNa(f(A)),
ale kdyz nad prvni inkuzi udélame uzavér, coz pravou stranu nezméni, dostdvame nutnou a postacujici podminku
rovnosti mezi mnozinami o(f(A)) a f(c(A)). O

Poznamky: Opatrnost, s jakou je véta formulovana, je opodstatnéna:

« V bodovém spektru f(A) se mohou objevit i hodnoty, které nejsou zadnym obrazem vlastnich hodnot A.
Napiiklad Q ma bodové spektrum prazdné, ale do o,(Ty) = 0,(f(Q)) patii kazda hodnota, které f(x)
nabyva na néjakém nenulovém intervalu.

« Uzavér je dulezity, protoZe obraz uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni nemusi byt uzavieny. V né-
kterych pfipadech to vsak zajisténo je, naptiklad pokud o(A) je omezené (tedy pro A hermitovsky).

Druha ¢ast véty ma naprosto pfimocaré zobecnéni i na funkce n komutujicich operatort A; az A, (10.7.6): je-li
f eC(o(Ay)x...xa(A,)), pak spektrum operatoru f(Aj, ..., A,) je rovno uzavéru mnoziny f(o(A;)x...xc(A,)).
O bodovém spektru oviem mnoho fict nelze.

Priklady:

« Spektrum hybnosti na L?(R) je o(P) = R, totéz plati pro operatory slozek hybnosti na L?(R"). Protoze
obrazem mnoziny R pfi x + x?, stejné jako mnoziny R” pfi x + xlz + ...+ x2, je (0, +0), je tato mnozina
spektrem operatoru volné energie v obou situacich.

- Spektrem operatoru H = P2 + Q% na L2(R) je mnozina lichych piirozenych &isel. Pro y € p(H) dosazenim
H do f(A) = 1/(A — p) dostavame rezolventu Ry (). Z véty vyplyva, ze 1/(2n + 1 — p) jsou vlastni ¢isla
Ry s vlastnimi vektory stejnymi, jako ma H, jedna se tedy o operator s ¢isté bodovym, nedegenerovanym
spektrem. Kromé téchto hodnot je ve spektru jesté jejich hromadny bod, 0, ktery neni obrazem Zadného A
— musi tedy byt prvkem o.(Ry(p)). Tyto spektralni vlastnosti odpovidaji kompaktnimu operatoru; lze se
snadno presvédiit, Ze skuteéné Ry (i) € Foo(H') pro kazdé p € p(H).

SamosdruZena rozsireni

Mnoho se o spektru mizeme dozvédét i v ramci teorie samosdruZenych rozsifeni symetrickych operatoru.

Pripomeiime, Ze pro uzavieny operator T definujeme oblast regularity jako mnozinu hodnot
a(T) ={A€ClIc>0: Yy € D(T): |Ty — AY| > ||} (10)
Zabyvejme se jejim doplnkém. Do néj patfi ¢isla, pro ktera |Ty — Ay pro jednotkova ¢y neméa spodni hranici
jinou nez nula. To miZe mit pouze dvé pficiny,
1. existuje nenulové § € D(T) takové, ze Ty = Ay, tedy A € ap,(T),

2. A ¢ 0(T), ale existuje posloupnost jednotkovych ¢, € D(T) takovych, ze (T — A}y, jsou vektory s normou
limitné klesajici k nule.



Ve druhém piipadé mazeme psat: (T — AI)"! je na svém defini¢nim oboru, kterym je Ran(T — AI), neomezeny
operator. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o nutnou i postacujici podminku.

V prvnim piipadé tedy mé rovnice Ty = Ay nenulové feSeni, ve druhém se této vlastnosti lze alespon v jis-
tém smyslu blizit. Uzavienou mnozinu C \ 7(T) z tohoto diivodu ob¢as nazyvame priblizné bodovym spektrem
0ap(T). Je evidentni, ze pokud dva uzaviené operétory T, S splituji T C S, pak 0,p(T) C 0,p(S): vlastni vektor ¢i
posloupnost vektorti z D(T) zarucujici A € 0,,(T) mizeme pro operator S jednoduse pouzit stejnou.

Pro normalni operator T je z(T) = p(T) a rovnaji se tedy i jejich dopliiky. Celé spektrum kazdého normélniho
operatoru je tedy priblizné bodové. Zejména si to budeme pamatovat pro samosdruzené operatory.

Uvazujme nyni symetricky operator A s indexy defektu (n,n) a jeho uzaviené symetrické rozsifeni A’. Podle
druhé von Neumannovy formule je D(A”) roven D(A) zvétsenému o néjaky podprostor G, dimG = m < n. Podle
predchoziho odstavce se pfiblizné bodové spektrum A mize pfi rozsifeni na A’ pouze zvétsit.

Muze se stat, Ze vektory piidané do defini¢niho oboru zahrnuji néjaké vlastni vektory A’, ovSem nejvyse m
takovych linearné nezavislych. Bodové spektrum se tedy muze rozsifit o vlastni hodnoty s nasobnosti nejvyse
m, nebo se pro existujici vlastni podprostory muize navysit dimenze jejich vlastnich podprostoru.

Muze také pfibyt bod A € C, které spliiuje druhou z moZnosti vyse, tedy pro ktery je A” — Al invertibilni a
(A’ — AI)"! neomezeny, i kdyz (A — AI)™! nebyl. (Ze nemusime ovéfovat invertibilitu A — AI, je jednoduché
cviceni pro posluchace.) Bod z A € 7(A) tedy pfechdzi do 0,,(A”). OvSem o oblasti regularity vime, ze A — AI ma
uzavieny obor hodnot. Zvétsenim oboru D(A) o podprostor G dojde ke zvétseni

Ran(A’ — AI) = Ran(A — AI) + (A — AIG. (11)

Touto operaci nemutiZze z uzavieného podprostoru vzniknout neuzavieny, pokud prostor G je kone¢nédimenzio-
nélni, tedy zejména, pokud indexy defektu jsou koneéné. V takovém ptipadé je operator (A’ — AI)~! uzavienym
operatorem definovanym na uzavieném podprostoru, a tedy omezeny, a moznost, kterou jsme zkoumali, je vy-
loucena.

Shriime tato pozorovani:
* Oap(A”) D 0p(A),
+ 0p(A’) D 0p(A), dimKer(A — AI) < dim Ker(A” — AI) < dimKer(A — AI) +m,

« pro konecné dim G plati 0,,(A”") \ 0,(A”) C 0,p(A) \ 0,(A) (mnoZzina se nemiize zvétsit, zmensit ale ano,
pokud z nékterého jejiho bodu vznikla rozsifenim vlastni hodnota).

Pro kone¢né indexy defektu tedy k pfiblizné bodovému spektru mohou v ramci symetrického, potazmo samo-
sdruzeného rozsifeni piibyt pouze vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti. Pokud tedy néjakym zptisobem o,,(A)
zjistime, sta¢i pro operator A’ dofesit rovnici vlastnich ¢isel (ktera je pfimocara) a zname celé spektrum.

Esencialni a diskrétni spektrum

Alternativou k hledani o, uzavieného operatoru T je takzvané esencialni spekirum oess. Podminka nalezitosti

A€ 0es(T) & Atpnew € D(T): (VY € N: ] = 1), Ty — Aty — 0, Yy — 0. (12)

je oproti a,,(T) posilena o pozadavek, Ze posloupnost jednotkovych vektori (¢;,) konverguje k nule ve slabé
topologii, tedy napfiklad se jedna o vzajemné ortogonalni vektory. (Alternativné se setkame s formulaci, Ze neméa
konvergentni podposloupnost.) Odsud je ziejmé, Ze Os(A) C 0,p(A). Podminka (12) je zndma jako Weylovo
kritérium (ve variantach pro oegg i pro oyp).

O néco vice mlizeme Fici pro uzaviené symetrické operatory. Do esencidlniho spektra A € Z((#) patii A € C
pravé tehdy, je-li bud viastni hodnotou nekonecné nasobnosti, nebo (A, — AI)™! je neomezeny operdtor, kde Aj je



¢ast A v prostoru Ker(A — AI)t. (Symetrie A je zde vyuzita k tomu, Ze A je jadrem A — AI redukovan, diky ¢emuz
konstrukce Ay ma smysl.)

Druha ¢ast formulace umoziuje byt prvkem og¢ i nékterym vlastnim hodnotam kone¢né nasobnosti. To v pii-
padé, Ze by stale byly soucasti ptiblizné bodového spektra operatoru A, ktery z A vznikne, odstranime-li vlastni
podprostor pfislusejici A. Jedna se pfesné o ty vlastni hodnoty, které jsou soucasné hromadnymi body a.p. spek-
tra A, protoze jejich pfitomnost v o,,(A) je i po odstranéni vlastniho prostoru stale zarucena uzavienosti mno-
ziny. Jediné body, které jsou v o,,(A) oproti oess(A) navic, jsou tedy izolované vlastni hodnoty konecné nasob-
nosti. Tato mnoZina se nazyva diskrétni spektrum cq(A).

Pomoci esencialniho, pfip. diskrétniho spektra mizeme preformulovat pfedchozi vysledek. Pro uzaviené syme-
trické rozsiteni A’ uzavieného symetrického operatoru A plati

* O'p(A,) ) O'p(A)s

¢ Oess(A”) D Oess(A),
v pfipadé kone¢nych indext defektu n(A) konkrétnéji

o 04(A”) D 0q(A), protoze z vlastni hodnoty kone¢né nasobnosti nemize vzniknout nekoneéné néasobnosti
nebo z izolované neizolovana,

* Oess(A”) = 0ess(A), protoze mnozina se nemiize zvétsit ze stejného diivodu, jako nemohla oy, \ 0}, ale

zmens§it se také nemuiZe.

Posledni rovnice je velice dulezita: pro A € Z((#’) s koneénymi indexy defektu ma kazdé jeho & rozsiteni
esencialni spektrum stejné a muze se lisit jen v diskrétni ¢asti.

Poznamka: Inkluze pro o}, 0ap a 0ess plati pro jakékoli uzaviené rozsiteni jakéhokoli uzavieného operatoru, sy-
metrie nehraje roli. Vsechny mnoziny jsou urceny existenci néjakych vektort nebo posloupnosti vektort v de-
finiénim oboru operatoru, ktera se v rozsifeni nemize pokazit.

Stabilita esencialniho spektra

.....

ratory energie. Plati (bez diikazu, viz véta 10.4.9 a komentat k §10.4):
Véta. Necht A € &, (#), necht C je relativné kompaktni vici A. Pak oeg(A + C) = 0gs5(A).

Relativni kompaktnost je zde definovana analogicky relativni omezenosti (viz 25.3.): C je relativné kompaktni
vuci A, je-li CR4(p) kompaktni operator pro libovolné p € p(A) (pokud plati pro jednu hodnotu, plati jiz pro
v$echny diky rezolventnim formulim).

Esencialni spektrum je nedocenitelnym pomocnikem v argumentaci, jak vypada spojita ¢ast spektra pozorova-
telnych, protoze jej stai najit v néjaké jednodussi situaci (symetricky operator pfed rozsifenim, operator bez
poruchy) a dohledat jen vlastni vektory. Pfikady uvidime na cviceni.



