K nekonzervativnim systémum

Neni mnoho, co by §lo o nekonzervativnich systémech fici v takové obecnosti, s jakou mame vysloveny vysledky
z minula pro konzervativni. Myslenkou v podstaté je v néjakém smyslu zintegrovat Schrédingerovu rovnici. Aby
takova myslenka viibec davala smysl, budeme potfebovat zavést integral z vektorové funkce.

Bochneruv integral

Myslenka integrace vektorové funkce podle ¢iselné miry neobsahuje zadné kroky, které jsme nevidéli pouzité
jiz u integrace komplexni funkce podle projektorové miry, postup si tedy jen v rychlosti zopakujme. I kdyZ by
§lo pracovat na libovolném méfitelném prostoru (X, dy), zlistaneme u R a Lebesgueovy miry A, zobecnéni je
nasnadé.

Necht & je Banachtv prostor. Pro jednoduché (vektorové!) funkce
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kde M; jsou vzajemné disjunktni borelovské mnoziny a y; vzajemné rtzné prvky 2, definujeme
n
J o(x)dx = AM;)y;. (2)
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Dostavame tak linearni zobrazeni z (linedrniho) prostoru jednoduchych funkei do ', splitujici
|| ot < [ lowiax ®)
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Na zakladé této spojitosti dokaZeme integral rozsifit na funkce f(x), ke kterym je mozno se blizit posloupnosti
jednoduchych funkci (0,)pen Ve smyslu

lim 0,(t) = f(t) s.v.naR A J 1f(x) — op ()] dx — 0 4)

(pozor na to, Ze prvni limita je v topologii ). Mnozina takovych funkei tvofi linearni prostor, miizeme ji ozna-
¢it ®g. Pro kazdé f € &g potom definujeme Bochnerav integral vztahem

J f(x)dx == lim J op(x) dx, (5)
R n—o JR
o kterém se snadno ukaze, Ze na volbé aproximujici posloupnosti (o;,) nezavisi.

Je jednoduché ukazat, Ze pro kazdou borelovskou mnozinu M a funkei f € ®q- je také soudin f(x)yp(x) € @q.
Pomoci této soucinové funkce definujeme Bochnertv integral na podmnozinach R jako

j () dx ==f FO () d. ©)
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Poznamka: Pokud porovname s konstrukci integrace podle projektorové miry, nebyl zde potfeba mezikrok od-
povidajici omezenym funkcim. Zasadni rozdil je v porovnani vztahtt pro normu ziskaného vyrazu, tj. vektoru
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s podobnym odhadem pro integral ¢iselné funkee o(x) = ¥, @, ¥ podle projektorové miry, tj. operatoru
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Zatimco ve druhém pfipadé odhad zarucuje konvergenci levé strany pro stejnomérné konvergujici posloupnost
jednoduchych funkci, v prvnim postacuje konvergence posloupnosti funkei |o;,| v L-prostoru. Souéasna bodova
konvergence hodnot o,,(x) je pozadavkem pro to, aby integral nezavisel na volbé posloupnosti.

Bochnerav integral spliuje nékolik péknych vlastnosti:

« jedna se o linearni zobrazeni ®q- do X,

[r fG) dx] < [glfGoll dx,

« pro omezené linearni zobrazeni B: 2 — % plati Bo f € &g/ a

| B =] seoax). ©)

Za prostor & muzeme volit napfiklad Hilbertiv prostor a integrovat vektorové funkce, ale Banachovym prosto-
rem je napiiklad také JB(#’) a dostavame integral operatorti zavislych na x.

Pro pouziti Bochnerova integralu je nejvétsi prekazkou ,kostrbatost” podminek (4). Jisté v aplikacich nebudeme
chtit kazdou funkci aproximovat jednoduchymi funkcemi. Da se ukazat, a¢ trochu naro¢né, Ze prvni pozadavek
ma za postacujici podminku, ze funkce f(x) je spojita a ma vlastni limity v obou nekoneénech (v knize cviceni
3/38). Druhou z podminek (4) mizeme, pokud prvni plati, nahradit snadnéji ovéfitelnym pozadavkem

j}R Gl dx < oo, (10)

tj. | f(x)] € L*(R) jakozto funkce x (3.7.4c). V praxi budeme vidy vyuzivat pravé tato alternativni vyjadien.

Dysonuv rozvoj

Pravé integral vektorové funkce nam pomuze vyjadfit unitarni propagator ze Schrodingerovy rovnice s ¢asové
zavislym Hamiltonianem.

Véta (Dysontv rozvoj, 17.5.1). Necht H: R - B(¥) je silné spojita funkce, jejiz hodnoty jsou hermitovské
operatory. Potom existuje unitarni propagator U(t, s) takovy, Ze pro libovolna ¢, s € R a ¢ € # ma rovnice

<Ly, = HOW (1)

s potatetni podminkou s = ¢ feSeni tvaru vektorové funkce ¢ = U(t, s)@. Pfitom plati

¢t = Z Un(t= S)(P,
n=0 t (12)
Uyt,s) =1, Uyt s)o = (i) J H@)U, (', s)pdt’,¥n € N,

pfi¢emz fada takto uréenych operatorii Z;o:() U,(t, s) konverguje k U(t, s) ve smyslu operatorové normy.

Poznamka: Potfeba psat rovnice (12) ve formé rovnosti operatorti ptisobicich na vektor, pfestoze jsou vsechny
omezené, je pravé v tom, aby v Bochnerové integralu vystupovala spojita funkce ziskana akei silné spojitého H(t)
na vektor. Pokud si miizeme dovolit zesilit poZzadavek na spojitost H(t) v operatorové normé, potom lze rovnici

psat pro operatory samotné:
t

Up(t,s) = (—i)J- HE)U,_,(t',5) d". (13)
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Dysoniv rozvoj se také potkava v plné rozepsaném tvaru jako

¢ t 1
Un(t,s)(pZ(—i)”J dy _[ dtz...J dt, (H(ty) ... H(t,)e) (14)
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a jedna se o jeden ze zakladnich nastroji kvantové mechaniky.



Pii pohledu na vyslovenou vétu okam?zité identifikujeme zcela zasadni limitujici faktor: pozadavek H(t) € B(¥).
Kvantové Hamiltoniany zpravidla jsou neomezené operatory a véta potom nelze pouzit. Je rozsahlym tématem
celé teorie, za jakych podminek to mozné je. Uvedeme jednu myslenku v tomto sméru.

Pievod do Diracova obrazu

MiiZe se stat, ze za neomezenost Hamiltonianu je ,zodpovédna“ jeho kineticka ¢ast P? a potencial V' jiz omezeny
operator je, pficemz naopak cela ¢asova zavislost se skryva v ném. V takovém ptipadé mizeme vyuzit pfechodu
do Diracova pojeti ¢asového vyvoje, kde za H, zvolime ¢asové nezavisly operator P? a rovnici Schrédingerova
tvaru sestavime s operatorem

VOX(t) = exp(i(t — ) Ho)V (1) exp(=i(t — )Hy) = Up(s, OV(D)Up(t, ), (15)

ktery jiz omezeny je. Potom, pokud je funkce VD)(1) i silné spojita, Dysonuv rozvoj pouzit jiz mizeme a ziskany

prubéh (ﬁt(D) prevedeme zpét do Schrédingerova obrazu.

Mozna komplikace v popsaném postupu je, ze ¢asovy vyvoj muze opustit D(Hy), takze a¢ mame fe$eni rovnice

S0 = vy, (16)
tvaru
yP(e) = U, sy, (17)
vektorova funkce
wt = UO(t’ S) U(D)(t’ S) ¢s (18)
nemusi byt feSenim rovnice
. d
lalpt = P2+ V) 19)

a tedy ve skutecnosti nevyhovovat postulatu ¢asového vyvoje ve formé, v jaké je vysloven.

Ukazuje se, ze postacujici podminkou pro pouzitelnost Dysonova rozvoje v tomto duchu je, pokud (stale ome-
zeny) ¢len V(¢) ma silné spojitou derivaci, tj. pro véechna ¢ € # a vSechna t existuje d/dt V(t)p a operatorova
funkce touto relaci definovana je silné spojita v parametru ¢t (17.5.3-5, v knize bez dikazu).

Po rozepsani Dysonova rozvoje v operatoru (15) zpét do Schrédingerova obrazu dle (18), vyhodnoceni vP)(r)
zpét pomoci V(t) a pouziti ,navazovacich® vlastnosti propagatoru dostivime pomérné znamou fadu
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kde '
Up(t,s) = e it=)H, (21)



