Zakladni propagatory
Volna castice

Uvazujme % = L%(R) a Hamiltonian (2m)~!P?, m > 0. Z kvantové mechaniky zname propagator ve tvaru
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Podobné jako v jinych piipadech je tento vzorec ale neopravnény, pokud ¢ ¢ L'(R). Navic pfi jeho odvozeni se
zpravidla pouziva ndhrada m za m + ie (nebo podobny krok) a limitni pfechod. Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o pomérné oblibeny trik, bylo by dobré mit pfedstavu, jaké je jeho matematické opravnéni.

Funkce
P2
U(t) = exp (—it—) ()
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ma tvar funkce operatoru P — takové jsme zkoumali, ale podminkou, aby vysledek $el psat ve tvaru konvolué-
niho operatoru, jak indikuje (1), bylo, aby funkce, do niz se dosazuje, byla L?-integrabilni. Pravé této podminky
dosahneme zavedenim

fo(x) = e~it=iex®/(2m) o 5 . J |f.(x)|* dx = J' e /M dx < oo, (3)
R R
Pro tyto funkce tedy miizeme psat
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Funkce f. je soucasné L!-integrabilni a proto miizeme psat
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Bodovou limitou f, ve — 0, je i’/ (2m) | takze operatory f,(P) konverguji k f(P) = U(t) v silné topologii.
Proto funkce f.(P)y/, uréené vztahem (6), konverguji k U(t)y v L?-normé. Tato konvergence implikuje existenci
posloupnosti f. (P)y, &, — 0, kterd konverguje bodové skoro vsude (poznamka 2.2.2). Pro tuto posloupnost in-
tegrandy v (6) spliiuji pfedpoklady Lebesgueovy véty (integrabilni majorantou je [/(y)|) a je tedy mozné provést

limitu uvnitf integralu:
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(prefaktor konverguje sam). Tim je odvozen vzorec tvaru (1) pro i € L'(R) n L2(R).

Potom

Proy € L2 (R)\L'(R) je mozné, podobné jako u Fourier-Plancherelova operatoru, pouzit aproximaci L!-funkcemi
a limitu podle stiedd. K tomuto u¢elu je mozné integral v (1) zkratit na omezeny interval, jehoZ konce se budou
blizit Foo, naptiklad (—n,n). Toto odpovida nahradé y/(x) za (x) x(—nn)(x).- Na misté charakteristické funkce
mize byt vyhodné pouzit néjakou jinou posloupnost funkei 5, (x), které pouze potiebuji spliiovat

1. Vn e N: ,(x) € LA(R),
2. VneN,Vx e R: p,(x) < 1,

3. Vx € R: lim,_, o, 5,(x) = 1 (stadi s.v.).



Pro ziskani l.i.m. muze byt praktické jednotku aproximovat napiiklad posloupnosti hladkych funkci, zvlasté je-li
¥/(x) sama hladka. Prostor funkci & (R) je viaéi U(¢) invariantni, coz plyne z vyjadieni
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= \E e(x)F [e(y)Y(y)](mx /1), e(x) = em**/ (@),

v némz v8echny tfi kroky zachovavaji &' (R). Je-li tedy tfeba hledat limitni vyjadfeni
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postaéi pro ¥(x)n,(x) € S(R) hledat opét mezi hladkymi funkcemi, coz miZe vypocet limity vyrazné usnadnit.

Harmonicky oscilator

Podobna poznamka jako pro volnou ¢astici plati i pro harmonicky oscilator: vzorec

J K (x, y)¥(y)dy, ot € R\{nr|n € 7}
R

U®Y)(x) = Ki(x,y) = | 2ni|s;)z(wt)\ exp ( Zsin(aD) (x cos(wt) —2xy +y cos(a)t)) m [%t]) , (10)
e/ 2y ((=1)"x) jinak,

odvozovany na 02KVANMz2, plati (Cast s integralem) pouze, pokud ¢ € L2(R) n L'(R). Jinak je potfeba psat
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se stejnymi pozadavky na 1,(x) jako u volné ¢astice.

Vice rozméru

Pro L?(R™) a Hamiltonian tvaru souétu operéatori piisobicich pouze v jednotlivych soufadnicich miizeme pouzit
obecnéjsi poucku pro stavové prostory tvaru tenzorového souéinu # = #; ® #y:

Véta. NechtU;: R - %(#1),Uy: R » U(H,) jsou SSUG. Pak vyraz
U:R—> U, Ty): t = Up(t) @ Up(t) (12)

uréuje SSUG na prostoru Z; ® #,. Jsou-li A; € L, (1), Ay € Loo(H5) generatory Uy, resp. U, je generatorem
U operator
A:A1 ®12+11®A2. (13)

Dukaz této uzite¢né véty (viz 11.1.7) je pfimocary, ale je dobrym procvi¢enim zakonitosti pro tenzorovy soucin
operatoru, které brzy nam pfijdou vhod. Provedeme na prednasce.

Poznamka: Pro volnou ¢astici v R? mizeme uvitat také piimé zobecnéni (9),
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kde funkce 1,(y) lze volit rovnou v L%(RY), a vyhnout se tak ur¢eni Li.m. d-krat.



