Feynmanuv integral

V dnesni hodiné zkusime poskytnout zdkladni opravnéni vypocétu propagatoru pomoci integralu Feynmanova
tvaru. Myslenka je zaloZena na vété znamé jako Trotterova formule:

Véta (11.2.1). Necht A, B € Z,(¥) takové, ze C = A + B je také samosdruzeny. Potom pro kazdé t € R plati

¢C = s-lim (A/n eitB/n)n_ 1)
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Tento vysledek méa piimocaré vyuziti pro Hamiltoniany tvaru P?/(2m) + V (ptipadné s uzavérem): umoziuje
k propagatoru e H dospet stiidavou aplikaci propagatoru odpovidajictho samotné kinetické energii a jiného
odpovidajiciho samotnému V.

Propagator volné ¢astice v L(R?) mame z minula,
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a pro operator V = T,y je exponenciala snadna,

U@ =™ U@y)(x) = e @y (x). (3)

Pro soudin U; a U, vyhodnocenych v ¢/N dostavame piedpis
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Pro druhou mocninu operatoru by to znamenalo tuto L? (R?) funkci nalézt a dosadit do stejného predpisu znovu.
Nicméné vzhledem k tomu, Ze se jedna o aplikaci spojitého (< unitarniho) operétoru, limitni pfechod v L-
normé, vyjadfeny Li.m., miZeme provést i na vysledcich vnéjsiho operatoru. Proto
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Diky Fubiniové vété mizeme vnoienou integraci piepsat jako integral pfes dvé proménné z RY a integrandy
sloutit do jednoho. Opakovanim této myslenky dospivame ke vzorci

Uy x) = lim (W &/ Nt/ NN Y ) (x)
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V poslednim vzorci miizeme jesté sloucit funkce
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Kn(x, 1) . Kn(yn—1, ¥N) = eXP( Z Iy = vl — ]% >, V(yk)), (8)
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kde yq = x.

Toto je vyjadieni Feynmanova integralu platné pro jakykoli Hamiltonian tvaru soué¢tu kinetické energie a po-
tencialového ¢lenu, ktery je operatorem nasobeni funkci, dokud se jedna o (v podstaté) samosdruzeny operator.



Souvislost se znaméjsim drahovym integralem je takova, Ze (8) 1ze psat zplisobem
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odpovida rychlosti rovnomérného ptipoc¢arého pohybu mezi body yx_; a y; za ¢as t/N. Vzorec (7) tedy po-
pisuje limitu ,drdhovych integrald®, kde pro kazdé N uvazujeme lomenou ¢aru o N + 1 vrcholech v ekvi-
distantnich ¢asech mezi 0 a t. P¥itom pro ,Lagrangian® mlu|?/2 — v je tieba rychlost dosazovat z piimych
useku, ale potencial vyhodnocovat ve vrcholech ¢ary. Takova funkce, po ¢astech konstantni na intervalech
(0,t/N),(t/N,2t/N),...,(t —t/N,t), by pak v integralu od 0 do ¢ skute¢né dala exponent vystupujici v (8). Toto
je smysl, ve kterém je tfeba uvazovat drahovou integraci, pokud chceme vylouéit pochyby, zda konverguje.

Poznamka: o akci

Fyzikalni vyrazy jsou v pfedchozim odstavci uvedené v uvozovkach zcela zamérné. Fyzikalné by akce podél
drahy y(s), s € (0,t) byla uréena vzorcem
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I pokud bychom doslova uvazovali lomenou ¢aru dosahujici vrchola y, az yn v ¢asech s odpovidajicich celo¢i-
selnym nésobktim ¢t/ N mezi 0 a t, dostaneme vyraz

N
S(y) = k; — - J i V(y(s))ds, 12)

ktery se od exponentu na pravé strané (8) lisi v potencialovém ¢lenu. Je tedy dulezité tento rozdil udrzovat na
paméti. MiiZe se stat, a pro mnoho potencialti to tak dopadne, Ze pokud ve (7) nahradime integrac¢ni jadro vzorcem

K(x, y1,.... yn) = exp (iS(p)) , (13)

kde y vyjadiuje vyse popsanou lomenou ¢aru, hodnota limity ztstane, i kdyZ jednotlivé konvergenty se zméni.
Vysledek pak ale uz nemtzeme opraviiovat Trotterovou formuli, diky ¢emu? ziska dodate¢né predpoklady. Pro
jaké pripady tomu tak je, je pfedmétem celych monografii.

Poznamka: o integraci

Posledni poznamka, kterou si k fyzikalni formulaci dovolime, se tyka pojmu integrace podél vsech spojitych drah,
tedy moznosti zapisu vyrazu tvaru (7) bez limity pfes N. Je pomérné znamym varovanim, Ze takovy integral neméa
dobfe definovanou miru. Podivame se na jeden argument, pro¢ tomu tak je.

Za prostor viech funkci, pfes které bychom radi integrovali, maizeme zvolit H = L2((0, 1), RY). Jedna se o realny
Hilbertiv prostor nekone¢né dimenze. Mame tedy pojem miry a metriky, konkrétné vzdalenost dvou kiivek

t
p(B.y) = J j 1B~y ds (14)

ma dobrou fyzikalni interpretaci.



Z H muzeme udélat méfitelny prostor tak, Ze vybudujeme o-algebru nad mnozinou vsech kouli v H. Na tomto
prostoru bychom chtéli zavést miru p, ktera ma vlastnosti:

1. pokud M C H je omezena borelovsk4a mnozina, pak pu(H) < oo,

2. mira je invariantni viiéi posunu: u(y + M) = p(M).
Druha vlastnost vyjadfuje, Ze stejné variace oproti riznym kfivkam by mély mit stejnou vahu.

V prostoru H ale snadno najdeme protiptiklad: vzhledem k tomu, Ze ma nekone¢nou dimenzi, existuje néjaka
ortonormalni baze (¢,),«,- Pro libovolné jeji dva prvky plati

P((ﬂm, (Pn) = \65mn~ (15)

Koule o poloméru 1/2 kolem kazdého ¢, jsou tedy vzajemné disjunktni: jsou p¥ilis malé na to, aby se protnuly.

Vezméme mnoZinu
M =) By/2(gn)- (16)
n<ow
Kazdy jeji bod je vzdalen méné nez 3/2 od pocatku, takze M C Bs/,(0). Pokud oviem mira g ma spliiovat
pozadavky stanovené vyse, musela by vSem koulim o stejném poloméru piifazovat stejnou koneénou hodnotu.
To je vSak sporem s tim, Ze by mélo byt

(M) = 3" 1(By /5(9n)) < (B3 5(0)) < oo. (17)

n<w

Tento argument neznamena, Ze by na H nesla zavést mira, ale dokézali jsme, Ze nemuzZe mit vlastnosti, na které
jsme zvykli z Lebesgueovy miry.



