Ctvrty postulat kvantové fyziky

Ctvrty (a posledni) postulat — o slozenych systémech - vyslovime nezvykle ve dvou oddélenych &astech.

Postulat 4a: Stavovy prostor systému S slozeného z kone¢ného poctu podsystému Sy, ..., Sy je tenzorovym sou-
¢inem stavovych prostort téchto podsystémi, # = #71 ® ... @ #'y.

S touto ¢asti a vSemi jejimi dusledky jsme velmi dobfe obeznameni. Zaslouzi si snad jen jedinou poznamku, Ze
vzdy uvazuje slozeni kone¢né mnoha systému. Duvodem pro absenci zobecnéni na vyssi kardinality je jednoduse
skutecnost, Ze vétsinou neni zkoumat nekonecné pocty ¢astic fyzikalné opodstatnéné. P¥ipadny zajem o rozsifeni
na N > w by s sebou nesl pottebu dodefinovat tenzorovy soucin odpovidajiciho poctu prostort (¢ehoZz nelze
dosahnout iterativné souc¢inem dvojic prostort) a prestaly by platit nékteré zaruky, které nam konecny tenzorovy
soucin dava. Jednou z takovych je, Ze uvazujeme-li prostory #7, ..., #n separabilni, pak je separabilni i jejich
tenzorovy soucin — pro soucin nekoneéné mnoha prostort toto muze byt poruseno.

Druha ¢ast se tyka systému nerozlisitelnych ¢astic, ale budeme si pro ni potfebovat zavést nékolik prvki znaceni.
Pokud nas slozeny systém (nebo néjaky jeho podsystém) je tvofen N identickymi ¢astmi, pak za stavové prostory
1, ..., N dosazujeme N kopii stejného Hilbertova prostoru, ozna¢me jej #;. Je tedy

H =HEN = H . 6)

Pro N € N budeme oznacovat &y grupu permutaci mnoziny {1, 2, ...,n}. Pro prvek o € &y a zvoleny Hilbertav
prostor #; necht U, oznacuje unitarni operator na () piedepsany vztahem

U (01 ® ... ® N) 1= 05(1) ® ... ® O(n)- (2)

Pro libovolné dvé permutace 0,7 € Sy je U,U; = Uy, zobrazeni ¢ — Uy je tedy unitarni reprezentaci grupy Sy
na prostoru Z(y.

Pro stejnou volbu N a #’; oznacime

1 1
SN = N Z U,, Ay := N Z sgno U. (3)
oESy oeSN

Podivame se na nejvyznamnéjsi vlastnosti této dvojice operatort (na pfednésce s dukazy):

1. Pro kazdé N € N se jedna o dvojici projektoru.
2. ProN =1jeS = A; =1.Pro N > 1 se jedna o vzajemné ortogonalni projektory.
3. Plati S, + A, = I. Pro N > 2 vSak pouze Sy + Ay < I.

4. Pro kazdé o € Sy je
UO'SN = SN’ UJAN = sgncrAn. (4)

Pro tvrzeni, ktera budou platit obdobné pro Sy nebo Ay, budeme pouzivat zastupny symbol Py .

Postulat 4b: Stavovy prostor N identickych bosont (resp. fermiont) s jednocasticovym stavovym prostorem 7
Ize vymezit na podprostor Sy 7|y (resp. AN (n)) prostoru Z () = %’I‘X’N.

Casti b) je potieba rozumét tak, Ze ne vsechny stavy na prostoru #;° N ktery by jinak pfedepisovala ¢ast a),
jsou piipustnymi stavy soustavy nerozlisitelnych bosont / fermiont: musi se jednat o statistické operatory re-
dukované odpovidajicim projektorem Py, jejichz obor hodnot spada do Py 7. (Pro Cisté stavy to znameng, Ze
stavovy vektor musi byt prvkem Py |y).) Takové operatory je potom moZzné ztotoZznit s jejich ztzenim na po-
sledné jmenovany prostor. Tento prostor je, jakoZto obor hodnot projektoru, uzavienym prostorem, a se zizenim
skalarniho soucinu z #{ ) je Hilbertiv. Pro N = 1 neni mezi #, # (1), $1%(1) a A17 1) rozdil.

Je samozfejmé potifeba zabyvat se konzistenci takového ztzZeni. Ta se opird o matematické vyjadfeni principu
nerozlisitelnosti ¢astic. Fyzikalné nerozliSitelnost znamena, Ze neexistuje pozorovani, které by od sebe odlisilo



stavy ¢, y € #(n), které spliji y = Uy¢ pro néjakou permutaci o € 8. Matematicky tento pozadavek vyjad-
fime tak, ze pro kazdou pripustnou pozorovatelnou A, kazdou A € B! a kazdy stav i € ¥, (n) musi platit

w(A, A; ) = w(A, A; Uy ¢)
(W, EA(A)Y) = Usy, EA(MUp ) = (¥, Uy ' Eo(D)U, ).

Diky obecnému kvantifikatoru Vi € #(x) posledni fadka ale znamena, ze E4(A) — Uy LEA(A)U, je nulovy
operator, a potazmo, Ze E 4 (A) a U; komutuji. Nakonec, jestlize s operatorem U, komutuje kazdy prvek spektralni
miry E4, znamena to, ze s nim komutuje i pozorovatelna A sama. Dostavame tak hledané matematické vyjadfeni
principu: Pfipustné pozorovatelné na systému N nerozlisitelnych ¢astic jsou takové, které komutuji se v§emi
operatory Uy, o € Sy .

(5)

Vratme se tedy k otdzce bezespornosti formulace ¢asti b) postulatu. Komutuje-li A € Z,(# ) s operatory U,
pro vSechna o € &y, pak podle (3) komutuje také s projektory Py. To je nutnou a postacujici podminkou pro to,
aby jimi byla redukovéana. Pokud potom v néjaky okamzik vymezime stav soustavy na vektor z prostoru daného
¢astib), je tfeba si uvédomit, Ze jediné dva zpusoby, jakymi se v ramci nasi (nyni jiz kompletné vyslovené) sady
postulatd mize ménit, je

« zména stavu po méfeni: W = EWE/ Tr(EW), kde E = E4(A) pro né&jakou pozorovatelnou A,

« Casovy vyvoj dany Schrédingerovou rovnici, tedy pozorovatelnou H.
Jestlize kazda pozorovatelna je vézana pozadavkem reducibility na prostor Py#(yy, pak totéz plati pro je-
jich projektorové miry a vysledek méfeni nemtize tento prostor opustit. Podobné rychle ukazeme, Ze vlastnost

PyW = WPy se pfenasi i na dW/dt (pro H omezené, jinak s potfebnymi tipravami) a piedchozi zavér plati tak
i pro ¢asovy vyvoj.

V piipadé zahrnuti nerozlisitelnych ¢astic do popisovaného kvantového systému tak ¢tvrty postulat omezuje
obecnost prvniho: ne kazdy ze stavi prostoru daného 4a) je pfipustnym stavem fyzikalni soustavy a ne kazdy
samosdruzeny operator miZe popisovat néjakou pfipustnou pozorovatelnou veli¢inu. Obé omezeni ale mtizeme
obejit, pokud se vymezime na podprostor pfedepsany 4b).

Prostory funkci

Uvazujme %, = L?(R®). Plati, ze N-nasobnym tenzorovym souc¢inem tohoto prostoru sama se sebou dostaneme
prostor # () = L2(R3N). Tenzorovym soucinem funkci ¢y, ..., on z L?(R*) dostaneme funkci

¢ RN o € xp,, xn) = 01(%) 02(x5) .. on(xn). (6)
Operator Uy, 0 € Sy na ni plsobi dle vzorce (2) jako
(Us@) (1,5 xN) = @)+ o) Oen) = 01 (%5-1(1)) - on(%o10w)) = @(%51(1)s 5 X)) (7)

Posledni vzorec ma zobecnéni na celé # () a snadno nahlédneme, Ze toto rozsifeni predstavuje soucasné linearni

rozsifeni (7) na %ng a spojité rozsifeni na %’1®N. Predpis

(onﬁ)(xl,...,xN) = 1//(xg—1(1),...,xg—1(N)) (8)
popisuje tedy akci U, na libovolnou ¢ € ().

K pfedpisu obecného vektoru z Sy #(n) mliZzeme dojit ptes vlastnost (4) snaze nez pres definici (3). Takova funkce
totiz musi spliovat
S.V.
E=SNE=USNE Vo €Sy = Vo €8y E(Xp(1) Xo(2)r > Xo(n)) = E(X1, s XN)D. 9)
Prostor Sy () je tedy tvofen funkcemi, které jsou s.v. symetrické vici libovolné zaméné svych argument.
Analogicky pron € AN (N
S.V.
n=Ang=sgnolUsp, Voe Sy = VoedSy: ry(xa(l),xa(z), ...,xg(N)) = sgno n(xy,...,xy). (10

Protoze dalsi akce Sy, resp. Ay na &, resp. n nechava tyto vektory invariantni, jsou podminky na pravé strané
pro nalezitost do Py () soucasné nutné a postacujici.



