Fockuv prostor

Ctvrty postulat dava néstroje pro popis systému slozeného z pevného poétu ¢astic, ale ve fyzice mikrosvéta neni
nouze o situace, ve kterych se pocet ¢astic nezachovava. Nemusime kvuli tomu tvrzeni postulatu ménit. Pouze
N-¢asticovy prostor pouzijeme pro konstrukei vétsiho stavového prostoru, ktery bude zahrnovat i jiné stavy.
Pokud uvazujeme v§echna N € Ny, ziskdme takto Fockav prostor.

V ramci této kapitoly budeme uvazovat, Ze popisujeme soubory stejného jednoho druhu elementéarni Castice.

Pokud pfi interakcich vznikaji a zanikaji rizné druhy ¢astic, je potfeba sestavit Fockav prostor pro kazdy z nich
zvlast a uvazovat systém vznikly slozenim téchto komponent.

Nekonecny direktni soucet prostoru a operatoru

Pro konstrukci Fockova prostoru se potfebujeme blize seznamit s rozsifenim koncepce direktniho souétu pro-
stortl na nekoneény pocet.

Uvazujme pro tento tcel néjakou indexovou mnozinu I a zobrazeni, které kazdému prvku a € I pfifazuje néjaky
Hilbertav prostor %, (ne nutné riizné). Direktni soucet sestavime nasledovné:
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Zobrazeni X si mizeme pfedstavit jako zobecnéni posloupnosti ,a-ty vektor z %, pokud by I byla pfirozena
¢isla. Podle nasich pravidel pro zobecnéné sumy v sobé druha podminka zahrnuje podminku, ze kazda takova
zobecnéna posloupnost ma nejvyse spocetny pocet prvka, které nejsou nulovy vektor.

Na prostoru #g zavedeme skalarni soucin jako

(X.Y) =) (X(@). Y(@)g,. (2)
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Tato suma ma také nejvyse spocetny pocet nenulovych ¢leni a jeji absolutni integrabilita je zaru¢ena Cauchyo-
vou a Holderovou nerovnosti spolu s definici (1), coz zajistuje korektnost definice. Skalarni soucin (2) indukuje
normu
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rovnéz podle pfedpokladu dobie definovanou pro kazdy prvek.

Piesvédcime se jesté o uzavienosti vici této normé. Pokud uvazujeme posloupnost (X;,),2; vektori z #g, mi-
Zeme najit sjednoceni véech podmnozin « € I, na kterych nékteré ze zobrazeni X, je nenulové — jako spocetné
sjednoceni nejvyse spocetnych mnozin je to také nejvyse spocetna mnozina. Diky konstrukci normy zarucuje
Cauchyova podminka posloupnosti (X;,);>; skute¢nost, Ze v kazdém bodé a € I posloupnosti (X,(a))pe; kon-
verguji zvlast. Lze tedy z téchto individualnich limit, kterych je nejvyse spocetné mnoho, sestavit nové zobra-
zeni X, doplnéné vsude jinde nulami. Pfimocaré dosazeni do patfi¢nych vzorci1 ukaze, ze X spliiuje podminku (1)
a v normé (3) je limitou (X;)p=;.

Takto sestaveny nekone¢ny direktni soucet spliiuje nasledujici vlastnosti, které bychom od operace @ ocekavali:

podprostory dané zobrazenimi X, ktera jsou nenulova v nejvyse jednom, pevné zvoleném, bodé « € I, jsou
uzaviené, vzajemné ortogonalni podprostory #,, C #g, izomorfni #,,

rozklad libovolného vektoru X € #g do téchto %, je jednoznaény a dany ortogonalnimi projekcemi,

« druha mocnina | X| je sou¢tem druhych mocnin norem téchto projekei (zobecnéné Parsevalova rovnost),

« z projekci X € #g na %;a je nejvyse spocetné mnoho nenulovych a jejich soucet konverguje k X (zobec-
nény Fourierav rozvoj),

« jestlize mnozina I je kone¢né, podminka v (1) se stane trividlné splnénou a tato obecna konstrukce da

vysledek identicky dfive zavedenému direktnimu souc¢tu Hilbertovych prostoru.



Zcela analogicky potom mtZeme konstruovat direktni soucet libovolného systému vzajemné ortogonalnich uza-
vienych podprostort # jako podprostor 7.

Direktni souéin operatori

Myslenku konstrukce direktniho souétu prostortt (%) reflektuje i konstrukee direktniho souétu sady ope-
tarort (T,)yes definovanych na nich (nebo na defini¢nich oborech D(T,) C %,). Abychom dodrzZeli podminku
definice (1), ktera zajistuje dobrou definovanost skalarniho sou¢inu a normy na @,¢; %, je potieba defini¢ni
obor Ty := @1 T, vymezit pfedpisem

D(Tp) = ix €Iy

Va € I: X() € D(T,), Y. T X(@)]* < oof,
a€l (4)

Tp: D(Tg) > #5: (TeX)(a) = T,X(a).

Kontrola absolutni konvergence je opét nadbyte¢n4, je-li mnozina I kone¢na.
V komentafi k §7.4 se dozvidame nékolik poznatkti o této konstrukei, které pouze vypiseme:

« Jsou-li T, omezené pro viechna a € I a zdrover sup,c; [Tylz, < oo, potom Tg je omezeny a |T| =
super 1 Toloz, -

« Jsou-li T, husté definované na &, pro vSechna « € I, je také Ty € L (Hg). Za tohoto piedpokladu také
Tg = Duer Ta-

« Jsou-li T, pro vSechna a € I uzaviené, resp. symetrické, resp. samosdruzené, resp. v podstaté samosdru-

zené, plati tato vlastnost také pro Tg,.

Direktni souéet operatort souvisi s ponékud jednodussim konceptem algebraického souétu. Pro stejné (T,,)yer
definujeme

Ts: e D(Ty) = o )
stejnym predpisem jako Tg. Rozdil je v tom, Ze defini¢nim oborem je pouze algebraicky soucet podprostorts #
ZaEID(T(x) = <U D(Ta)) - D(T@), (6)
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kde vInka zna¢i pouziti izometrie mezi komponentnim prostorem %,, a podprostorem %,, C %, -

Jsou-li T, uzavrené, je Tg uzavieny, ale pro I nekonec¢nou Ty obecné ne. Je vSak Ty uzavérem Ty. Obecnéji pro
neuzaviené, ale uzaviratelné operatory plati, Ze uzavéry Tg a Ty se rovnaji. Pro I kone¢né jsou obé konstrukce
shodné.

Fockiv prostor

Z minula mame stavovy prostor N identickych bosont, resp. fermiont dany jako

PN, N = %1®N, (7)
kde P = S, resp. A. Oznaceni #y, které pro dnesek piijmeme, je konzistentni s #. Dodefinujeme pro stru¢nost
jeste

%0 = C, S(),AO = 1. (8)

Tato volba je pro ,prazdny tenzorovy souéin® smysluplna v tom smyslu, ze rovnost #,,,1 = #, ® ¥ s ni plati
ipro n = 0. Fockuv prostor pak zavedeme vzorci

Fp(91) = P Pyn. 9)
N=0



Vsechny N-casticové podprostory, symetrizované ¢i antisymetrizované, v ném tedy vystupuji jako ortogonalni
podprostory, dale obsahuje linearni kombinace napfi¢ riznymi pocty Castic a i jejich zobecnéni na spocetné
mnoho ¢lent. Ortonormalni bazi Fockova prostoru mizeme zkonstruovat v ramci tohoto vnoteni # — N
jednoduse slou¢enim ortonormalnich bazi jednotlivych #’. Odsud plyne dulezita poucka, Ze pro separabilni
jednodasticovy prostor #; jsou Fs(#1), F () separabilni také.

Zavést muzeme také
F ) =Pz (10)
N=0

bez projekce na symetricky nebo antisymetricky podprostor. Ackoli se nebude jednat o stavovy prostor Zadného
druhu ¢astic, je prakticky snaz$i v ném uvazovat nékteré operatory. Ty pak podle principu nerozliSitelnosti
budou redukovéany podprostory Fs i 4 a mohou tak zastoupit popis operatort definovanych na nich. % (%)
umoziuje také pfimocary zapis baze pomoci tenzorovych soucinii jedné pevné zvolené baze #; se sebou.

Zajimavy je prostor #;, = C dimenze 1. Za ortonormalni bazi v ném muzeme volit jednoduse ¢islo 1. Na prostoru
 existuje jediny statisticky operator, kterym je identita, na Fockové prostoru mu odpovida I @006 ..., coz
je ortogonalni projektor na %;0. Takovy stav reprezentuje nulovy pocet ¢astic ¢i vakuum s nulovym poctem
¢astic. Odpovidajici jednotkovy vektor (X(a))pZy = (1,0%,,0%,,...) mizeme oznacit Q,. Na konkrétni volbé
faze zvoleného ¢isla stav vakua nezavisi, ale v linearnich kombinacich, naptiklad

aQy + po, @ e X, (11)

zalne byt podstatnd i relativni fAze mezi ¢isly a a f, naptiklad volby a = 1, § = +1 davaji pro |¢| = 1 dva
vzajemné kolmé stavy z Fp(F). Vakuum tedy neobsahuje zadnou kopii Zadného stavu z #7, ale je stale tfeba
jej brat jako jeden z bazovych vektord, ktery vstupuje do linearnich kombinaci, ne jako nulu.

Rozsifeni jednocasticovych operatori na Fockav prostor

Uvazujme libovolny operator T € Z (). Pro N € N, uvazujme operator
T =Tol®w. 9] +[9T®..0 + .. + [0][®..0T. (12)

Defini¢nim oborem tohoto operatoru je husty podprostor Dy © ... @ Dy C #y. Pokud T je omezené, miizeme
rovnou uvazovat na misté & operaci ® a dostat operator definovany na celém %FN .Pro N = 0 definujeme
Ty = 0g,- Tyto operatory jsou automaticky redukovany projektory Sy i Ay.

Vlastnosti husté definovanosti i reducibility operatory Py se potom pienaseji i na operator

=) T} (13)
N=0
(coz je tfeba v rychlosti ovéfit) a husté definovany jsou pak i jeho ¢asti v Fg a v Fy.
Pokud T je samosdruZeny operator pro jednu ¢astici, pak Ty, (stejné jako jeho ¢asti v Fp) je v podstaté samo-

sdruZeny a jeho uzavér muze slouzit jako pozorovatelna na Fockové prostoru (opét redukovana projektory na
Fp). Jedna se o operator, ktery mizeme psat jako

=P} =T (14)
N=0

Diky konstrukeci se jedna o celkové pozorovatelné: celkovou hybnost systému, celkovou energii apod.

Operatory poctu ¢astic

Zajimavou volbou za T pro predchozi sekci jsou projektory. Uvédomme si nejprve, Ze ackoli volba pozorovatelné
T = I pro jednoc¢asticovy systém vibec nijak zajimava, plati pro ni

=18.®I+.+I8..81=Nly,, (15)



takZe pro sou¢tovy operator mame
® _ 5
=% NEg (16)
N=0

v silném smyslu (jedna se rovnou o spektralni rozklad). Protoze N-¢asticové stavy jsou vlastnimi stavy ptislus-
nymi vlastni hodnoté N, jedna se o operator celkového poétu ¢astic. Jako zajimavost uvedme, zZe pfi pfechodu
od (15) k (16) operatory pozbyly omezenosti (v souladu s tim, Ze jejich normy nemaji kone¢né supremum).

Podobné, pokud namisto I zvolime ortogonalni projektor E, na néjaky jednorozmérny podprostor #, dosta-
vame operator s vyznamem pozorovatelné poctu Castic v odpovidajicim stavu a plati, Ze celkovy pocet ¢astic je
roven souctu poctu ¢astic ve stavech prvki néjaké ON baze 7, protoze stejna relace plati mezi [ ]% a (Eq,j_ )ZN pro
kazdé N € IN,.

Propagatory

Podobnou konstrukei jako pro pozorovatelné mazeme vyuzit pro unitarni operatory. Jedinym rozdilem je, Ze je
tfeba zacit s operatory
Ul=U0U®...0U, Ul=I 17)

a z nich konstruovat (jiz stejné jako u pozorovatelnych)

vt = Pull = Y Ul (18)
N=0 N=0

Tento operéator, jakozto direktni souéet unitarnich operatoru, je rovnéZ unitarni. Snadno ovéfime, Ze (4) jeho de-
fini¢ni obor oproti (1) nijak nezuzuje, Ze skalarni soucin (2) se zachovava a ze inverzi je (U~1)! Je také redukovan
projektory na Fs(#1), Fa(1).

Pokud za U dosadime evoluéni operator jednocasticového systému, pak Ul mé4 vyznam vyvoje soustavy neur-
¢eného poctu takovych identickych, ale neinteragujicich ¢astic. Plati i vice:

Véta (19.1.6).  Necht U(+) je SSUG na %}, jejimz generatorem je H € Zg,(%;). Pak U: R — %(F (#)): t —
U®))T je SSUG na F (#;) generovana operatorem H?®, podobné Ull.;I it (U(t))g je SSUG na Fp(%,) genero-
vana Hf‘? pro P € {S, A}.

Transformace U(t) +— U(t)! tedy jednocasticovy propagator zobrazi na propagétor vyhovujici postulatu ¢a-
sového vyvoje slozeného systému a jeho odpovidajici Hamiltonian je vskutku operator celkové energie podle
predchozi sekce.



